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D EMOS UN GRAN SALTO en el tiempo. En nimeros anteriores narramos
los avatares del problema isoperimétrico en Grecia y en los paises isla-
micos medievales, respectivamente. Retomemos el enfoque dado por
Pappus con el que llego a la conclusion de que, para un drea dada, el
perimetro del hexdgono regular es menor que el del cuadrado o el del
triangulo equildtero, por lo que si el problema se plantea sobre una tese-
lacion regular del plano, un trozo finito del teselado regular hecho con
hexdgonos regulares es el que requiere menor perimetro. Bueno, ain no
podemos detenernos porque hemos de hacer la demostracion de la pro-
posicion de Pappus en 3D. El conocido MacLaurin (1698-17406), profesor
de Aberdeen y Edimburgo, utilizé el método que a continuaciéon presen-
tamos. Lo hizo para poner de manifiesto la capacidad de la Geometria
clasica como fuente de investigacion en cualquier momento (conviene
recordar que MacLaurin estaba centrado en analizar las posibilidades de
los métodos infinitesimales que en su época emergian, lo que demostrd
sobradamente con su Treatise of Fluxions).

Sea un alveolo cuyo fondo esta formado por rombos iguales SABC, SCDE
y SEFA, de lado c. Consideremos la seccion recta (perpendicular a su eje)
que pasa por el vértice 4; asi obtenemos el hexdgono regular AKCLFK’,
de lado a, cuyo centro O es la proyeccion del vértice S (ver Figura 1).

Uniendo K con O, A con C'y tomando un plano cualquiera que pase por
AC, éste determina por interseccion con los planos TABU, UBCV, CSO y

ASO un rombo AG’CG; por dltimo, llamemos A a la longitud de la arista
ATy d a la de la semidiagonal AP.

Por simetria, podemos considerar solo la tercera parte de una celdilla y
debemos buscar qué posicion del plano AG'CG determina la superficie
minima formada por los trapecios TAGU, UGCV'y por el rombo AG'CG.

TALLE R Como la superficie descrita tiene por drea:

A+ GU)y-a+2d-GP = (A + A - GK)a + 2d-GP =

DE 2A-a — a-GK + 2d-GP
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Figura 1

y el producto 2A-a es constante, la cuestion queda reduci-
da a minimizar la expresion:
—a-GK + 2d-GP ()

Supongamos que B ha sido tomado sobre KU de tal mane-
ra que:

BK _ a

)

BP 2d
Tomando P como centro y PG como radio, trazamos sobre
el plano BKP un arco de circunferencia que corta a PB en
J (prolongando si fuese necesario); determinemos las per-
pendiculares KH y GI a PB. La semejanza entre los tridn-
gulos rectingulos GIB, KHB y BKP y el resultado obteni-
do anteriormente (**), escribiremos que:

Bl _BH _BK_ a
BG BK BP 2d
De esta serie de razones obtenemos que:

BH-BI _IH _ a

BK- BG GK 2d
luego:
a-GK = 2dIH.
Sustituyendo en la expresion (*), queda
2d-GP - 2d-IH =
2d(GP - IH) =
2d-(JT + HP).

Pero siendo d y HP constantes, el problema se reduce a
buscar el minimo para JI. Este minimo se alcanza cuando
JI = 0; es decir, cuando los puntos J e I se confunden, o
cuando G coincide con B.
Asi pues, el minimo buscado corresponde con la hipétesis
de que el plano secante pase por el punto B determinado
mediante la expresion (**). Esta posicion del plano secante
es precisamente la que se da en las celdillas de las abejas.
Los dngulos de uno de los rombos del fondo del alveolo
miden 109° 28’ 167 y 70° 31" 44”.
En el tridngulo rectangulo BKP se verifica que:
BP? = BK? + KP%
sustituyendo BK por BP-(a/2d), KP por a/2 y simplifican-
do, queda:
ad
4d* - a?
Como AP = d, se deduce que:

BP =

AP \4d? - a?

BP a
Como d es la mitad del lado AC del tridngulo equilatero
inscrito en la circunferencia de radio a, su valor es igual a:

Oi'\/ 3
2
Sustituyendo en el cociente anterior, y simplificando, queda:

AP _ —
— = 2
BP
Por tanto, la diagonal mayor de uno de los rombos estu-
diados coincide con la diagonal de un cuadrado cuyo lado
es la diagonal menor de dicho rombo.

Por otro lado, tan (LABP) = AP/BP; luego ZABP = 54° 44’ 8”.
En definitiva, ZABP = 109° 28 16" y LABP = 70° 31’ 44”, por
ser suplementario del primero.

El lado de un rombo es igual al triple de la distancia BK o SO.

Por ser el tridngulo BPC rectangulo, se tiene que:

2 2
BC? = BP? + PC? :%wlz :—92

entonces:

- Sa'ﬁ
4

Analogamente, por ser rectingulo el triangulo BKP:

BC

BK?=pBp?- kp2 =" - %2 =2

y por lo tanto:




Por tanto, BC = 3BK. Ademas, se observa que la distancia
BK es la cuarta parte del lado de un cuadrado inscrito en
la circunferencia de radio a.

Las caras de cada uno de los dngulos poliédricos A, B, C, D, E'y
F son iguales.

En efecto, tomemos sobre la arista BU un punto N tal que
BN = BC. Después, abatimos perpendicularmente BM
sobre la recta CN. El tridngulo NKC es rectangulo y, tenien-
do en cuenta que:

NK = 4BK = a- 2
CN? = NK* + KC? = 3%

luego:

CN = a g = AC.
Los triangulos NBC y ABC son iguales por tener los tres
lados iguales, por lo que:

Z/NBC = ZABC:
andlogamente:

ZNBA = ZABC

En consecuencia, también son iguales las caras del dngu-
lo poliédrico C.

La demostracion es andloga para los demas vértices.

Comparaciéon con una celdilla
de fondo plano

El prisma recto que tiene por base el hexdgono AKCLFK'y
una celdilla tienen igual volumen, porque considerando
solo un tercio de éste, se observa que las piramides BAKC
y SAOC son iguales. Sin embargo, sus superficies son dife-
rentes. Veamos cOmo economizan las abejas la superficie
de sus celdillas.

Llamando a al lado de la seccién recta comun a los dos
tipos de poliedros —prisma hexagonal y alveolo— la longi-
tud de la arista es (25/6)a.

Por tanto, las superficies del alveolo y del prisma hexago-
nal son, respectivamente:

2 2
“j(smsfz} y i(ﬁomﬁ)

La primera superficie es a la segunda como 50 + Bgé esa
50 + 343, luego las abejas optimizan la superficie.

Esta fue la conclusion a la que lleg6 el fisico francés Réaumur
(1683-1757), que comunico su conjetura a Samuel Koening.
Este llego a la conclusién de que del principio minimal de
Réaumur se deducen los angulos de 120° y de 109° 20, lo que
concordaba con las mediciones efectuadas sobre panales. A
partir de ahi, han sido muchas las personas que dijeron que
las abejas, al no ser inteligentes, han utilizado ciegamente las
mads elevadas matemditicas por orden y guia divina.

En todo lo dicho se esta admitiendo que las abejas han ati-
nado, no se sabe porqué, con el panal perfecto. Sin em-
bargo, el hingaro Fejes T6th ha demostrado en 1964 que
hay otro modelo de celdilla que produce un resultado lige-
ramente mejor, aunque los errores que se cometen en la
fabricacion hacen que, de hecho, el modelo de las abejas
sea el mids adecuado. El fondo de esta celdilla consta de
dos hexdgonos y dos rombos.

Figura 2 : Celdilla de Fejes Toth

Fejes Toth realizo la correspondiente publicacion de sus
investigaciones al respecto en un articulo llamado Lo que
saben y no saben las abejas en donde aparece el proble-
ma isoperimétrico correspondiente a los panales del que
ain no sabemos cudl es la solucion:

Dados dos nomeros cualesquiera, V' y A, hallar un panal de
anchura a cuyas celdillas tengan superficies de area minima y
encierren un volumen V.
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