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Grupo Construir las Matematicas*

E N EL NUMERO 36 DE SUMA (Isoperimetros: Ficha diddctica en Geometria.
Meétodos trigonomeétricos) proponiamos una serie de actividades de intro-
duccion al Método Trigonométrico para el tratamiento de ciertos proble-
mas de isoperimetros. El objetivo que perseguimos en esta nueva aporta-
cién es la utilizacion del Algebra para resolver este tipo de problemas.
Pretendemos mostrar como se puede abordar un mismo problema desde
este otro bloque de contenidos del curriculo de Matematicas, y con otra
profundidad, para incidir en el cardcter ciclico que todo aprendizaje debe
tener a lo largo de toda la ESO.

El problema

Dispones de un listén de madera de tres metros de longitud para enmarcar una lédmi-
na con cuatro lados. 3Cudl es la lamina de mayor superficie que puedes enmarcar?

En la Ficha diddctica de Geometria se afirmaba que de entre todos los
cuadrilateros de perimetro 3 metros, el cuadrado es el de mayor area. ;Se
justificaba la afirmacién en la demostracion realizada? Realmente, la
demostracion geométrica dada es solo valida para paralelogramos. Ahora
completaremos la demostracion haciendo uso del Algebra y de la teorfa
sobre ensenanza y aprendizaje de las Matemdticas de Van Hiele.

. . .
Diagnostico

Comenzamos planteando al alumnado distintas cuestiones con las que
recordaremos los conceptos fundamentales con los que vamos a trabajar:
e ;Qué es un cuadrilatero?

e ;Qué es un rectingulo?

e ;Qué es un cuadrado?
e ,Qué significa la palabra perimetro?
TALLE R e ;Cudl es el perimetro de un cuadrado?
e ;Cudl es el perimetro de un rectingulo? Si conoces el valor de un
DE lado de un rectingulo, ;puedes deducir el del otro?
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e ;Cudl es el perimetro de un cuadrilatero? Si conoces el
valor de un lado de un cuadrilitero, ;puedes deducir
los de los otros?

De entre las distintas ldminas que podriamos enmarcar
con un listén de 3 metros, stienen todas igual area?

Primera orientacion dirigida

Un heuristico recomendable para abordar un problema es
empezar por un caso sencillo. Si la limina que queremos
enmarcar es rectangular, scudl es la de mayor superficie?

b Figura 1

a

En este momento conviene organizar la clase en grupos de
cuatro. Llamemos a 'y b a las longitudes de los lados del rec-
tangulo. ;Pueden tomar a o b valores negativos? ;Por qué?
¢(Puede ser 2a mayor que 3? ;Puede ser 2a igual a 3? ;Por qué?
¢;Puede ser 2b mayor que 3? ;Puede ser 2b igual a 3? ;Por qué?

Por tanto, observa que los valores de a y b estarin com-
prendidos entre 0 y 3/2

Recordemos que en Matemdticas para escribir anayor que»
convenimos en utilizar el simbolo <>, para escribir «nenor
que» utilizamos «<» y para escribir «mayor o igual> y «menor

o igual> escribimos respectivamente < y ».

Utilizando esta notaciéon podremos decir que si @'y b son
las longitudes de los lados de un rectingulo de perimetro
3 metros, entonces 0 < a < 3/2y 0 < b<3/2.

Puesto que el liston del que disponemos mide 3 metros,
resulta que 2a + 2b = 3; conociendo a podemos determi-
nar b, puesto que de la igualdad anterior obtenemos que:
_3-2a

)

Asi pues, el area de un rectingulo de perimetro igual a 3

b

metros, de lados a y b, es

E3 - 2a’
S=a al
€2
Otro heuristico aplicado frecuentemente en la resolucion
de problemas consiste en organizar la informacion en
una tabla. Dando valores a a se rellena la siguiente tabla
en la que aparecen areas asociadas a distintas dimensiones:

Ladoa | 1/6 3/4

Lado b

Area

Si a = 3/4, ,qué forma tiene la lamina? ;Qué parece que
ocurre con el valor de su drea?

Los heuristicos utilizados ya han dado su fruto: jla elabora-
cion de una conjetural No se puede avanzar en la resolu-
cién de un problema si no hay una intuiciéon a validar.
¢Qué conjetura puede establecerse?

Conjetura 1

Entre los recténgulos de perimetro igual a 3 m, el cuadrado de
lado 3/4 es el que tiene mayor drea.

El drea de un rectingulo de perimetro 3 metros y lados a
y b es ab, donde sabemos que 2a + 2b = 3. Observa que el
area del cuadrado de perimetro 3 metros es (3/4)%. Para
probar que la conjetura que hemos hecho es cierta, tene-
mos que justificar que ab” (3/4)* siempre que 2a + 2b = 3.

Observar que si a y b verifican que 2a + 2b = 3, entonces
_3-2

2
y queremos probar si se verifica que:

b

- N a2
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Si operamos, la desigualdad [*] sera cierta si se verifican las
siguientes desigualdades:

8a(3 — 2a) " 3°

24a — 16a* " 3?

07 16a? - 24a + 32
07 (4a — 3)* [**]

¢Se verifica la desigualdad [**]?

Razonemos ahora «directamente»:

Puesto que el cuadrado de cualquier nimero es siempre
mayor o igual que cero, resulta que 0 ” (4a — 3)*y por
tanto 0 7 16a? — 24a + 3% Sumando en ambos miembros de
la desigualdad anterior 24a — 16a* se tiene 24a — 16a*” 3%

Sacando factor comin 8a en el miembro de la izquierda,
obtenemos que

8a(3 - 2a) " 3

Dividiendo los dos miembros de la desigualdad anterior
entre 42, tendremos que

- a2
E3- 2a” . E3
~EAT
B2 £
que es justamente la desigualdad que queriamos probar.
¢Cuando y sélo cuindo se verifica la igualdad?

Acabamos de justificar que el drea de cualquier rectingu-
lo de perimetro 3 metros es siempre menor o igual que el
area del cuadrado de lado 3/4. Luego el cuadrado de lado
3/4 metros es el «ectingulo» de perimetro 3 metros que
tiene mayor area.



Primera explicitacion

Cada grupo redactard un informe en el que se organice
todo el trabajo realizado y se expliquen claramente los
resultados obtenidos. Dicho informe sera expuesto por un
miembro del grupo en clase.

Orientacion libre

Se pretende generalizar el resultado anterior, con lo que se
completa el primer heuristico utilizado: trabajar sobre un
caso mds sencillo y, después, generalizar. Si el perimetro de
la lamina rectangular que queremos enmarcar es P metros,
¢cudl es la ldmina de mayor superficie que puedes enmarcar?

Conjetura 2

De entre todos los rectangulos de perimetro P metros, el cuadra-
do de lado P/4 metros es el que tiene mayor drea.

El drea de un rectingulo de perimetro P metros y lados a
y b es ab, donde podemos decir que 2a + 2b = P. Observa
que el drea del cuadrado de perimetro P metros es (P/4)%.

Para probar la veracidad de esta nueva conjetura tendre-
mos que justificar que (P/4)? = ab siempre que 2a + 2b = P.

Si a'y b verifican que 2a + 2b = P, entonces:

F 20
b=

/
y observemos que entonces queremos probar si se veri-
fica que:

2z

e (1

™

I''F 2a”
a, :£1I
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Si operamos, la desigualdad [*] serd cierta si se verifican las
siguientes desigualdades:
8a(3 — 2a) " P*
24a — 16a* " P*
07 16a* - 24a + P*
07 (4a — P)* [**]

¢Se verifica la desigualdad [**]?

Segunda explicitacion
Idem a primera explicitacion.

Hemos justificado que entre todos los rectingulos de peri-
metro fijo P metros, el cuadrado es el que tiene mayor area.
Nuestro interés esta en demostrar que el mismo resultado se
obtiene entre todos los cuadriliteros de perimetro fijo P
metros. Una herramienta til en el trabajo con poligonos es
dridngularizarlos» para asi trabajar con tridngulos. Esto es lo
que vamos a hacer nosotros para simplificar el problema.
Abordamos ahora el siguiente problema que « priori» pueda
parecer que no tiene mucho que ver con el que teniamos.
Cambiaremos las dimensiones para evitar confusiones.
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Problema

Queremos enmarcar ahora una lémina friangular que tiene un
lado que mide 2 metros con un listén de madera de 5 metros.
5Cudl es la lémina de mayor superficie que puedes enmarcar?

Tercera orientacion dirigida

Construyamos un tridngulo de perimetro 5 metros con
base fija de 2 metros de longitud (figura 2). Llamemos a y
b a los otros dos lados del tridngulo. Observa que como
a+b+2=5, entonces b =3 — a.

Figura 2 \b

2 metros

Recuerda la Férmula de Herén
El érea de un frigngulo de lados a, by ces
(s - d)s- b)(s- ¢

_a+b+c

donde s es el semiperimetro.

Para las laminas triangulares que estamos considerando,
scudl es el semiperimetro? Observa que el drea de cada
una de estas laminas triangulares, en funcion del lado a es:

| = s o=
% _at 3+al 2z

Area =

, 5= o1,
Areaz\/é . a:: +g'|A :
2.5 .

. |5 M N
Area = =4 az, +a:
41 ?

) s, 15 28
Area = |- —a*+—a —
Vo4 T (¢
Tratamos de nuevo de establecer una conjetura.
Procedemos igual que antes elaborando una tabla. Para ello
cada grupo va a dar seis valores a a, rellenando la siguien-

te tabla para laminas triangulares de distintas dimensiones:

Lado a

Area

Entre todos los tridngulos posibles (con perimetro 5
metros y base 2 metros) parece intuirse que el isésceles
(con lados iguales a 1,5 m) es el que tiene mayor drea.

Conjetura 3

De entre todos los triangulos de perimetro 5 metros y base fija de
2 metros, el tridngulo isésceles de lados iguales 3/2 metros es el
que tiene mayor érea.



Recordar

Si | es un nimero positivo, una elipse de focos F1 y F2 y semieje
[ es el conjunto de puntos del plano cuya suma de distancias a los
focos es 2I.

Construyamos un tridngulo de perimetro 5 metros con
base fija 2 metros y llamamos V1 y V2 a los extremos de
la base y V3 al otro vértice (figura 3).

Vi 2 metros

Figura 3

Si el perimetro del tridngulo es 5 metros, entonces a + b = 3;
es decir, la suma de las distancias desde V3 a V1 y res-
pectivamente, a V2, debe ser igual a 3. Dicho de otro
modo, si queremos construir un tridngulo de perimetro 5
metros y base fija 2 metros, el vértice V3 sera un punto de
la elipse de focos los extremos de la base del triangulo y
semieje 3/2 metros. Puesto que la longitud de la base es
igual para todos los tridngulos que construyamos de peri-
metro 5 metros y base 2 metros, y puesto que el drea un
tridngulo es la mitad del producto de base por altura,
entre todos estos tridngulos, el de mayor area serd el que
tenga mayor altura. Es decir, cuando el tridngulo sea is6s-
celes y los lados iguales midan 3/2 metros, el tridngulo
tendrd mayor area.

Tercera explicitacion

Idem a explicitaciones 1y 2.

Orientacion libre

Pretendemos ahora generalizar el resultado anterior: de
entre todos los tridngulos de perimetro P’ metros y base
fija de d metros ;cudl es el de darea mayor?

De forma andloga a lo hecho antes, construyamos un trian-
gulo de perimetro P’ metros con base fija d metros y lla-
memos V1 y V2 a los extremos de la base y V3 al otro vér-
tice (figura 4). Si el perimetro del tridngulo es P’ metros,
entonces a + b =P —d; es decir, la suma de las distancias
desde V3 a V1 vy, respectivamente, a V2, debe ser igual a
P’ —d. Puesto que la longitud de la base es fija, razonando
igual que antes, el drea serd mayor cuando la altura sea
mayor. Por tanto, entre todos los tridngulos de perimetro P’
metros y base fija de d metros, el tridngulo isosceles de
lados iguales (P’ — d)/2 metros es el que tiene mayor area.

Figura 5

| Vi d metros

Figura 4

Cuarta orientacion dirigida

Veamos ahora como justificar que de entre todos los cua-
drilateros de perimetro 3 metros, el cuadrado es el de
mayor drea. Para resolver este problema isopérimetrico
comenzaremos dandonos cuenta que el cuadrilitero de
perimetro 3 metros con mayor drea tiene que ser convexo.

Recordar

vadrilé vexo, si U

Un cuadrilatero es convexo, si todo segmento que conecte dos
puntos situados en el inferior estd enteramente contenido en el
interior del cuadrilatero.

Para entender mejor el concepto de convexidad, los alum-
nos pueden comparar los cuadriliteros de la figura 5 y
decir cuales de ellos son convexos y cuales no.

En primer lugar, hay que observar que a partir de un cua-

drilatero no convexo, por simetria podemos generar otro
nuevo cuadrilitero como se muestra en la figura 6.

(a) (b) (c)

El alumnado realizaria el mismo proceso descrito en la
figura 6 con los cuadrildteros no convexos de la figura 5.

¢Qué puedes decir de los cuadrildteros de las figuras 6a 'y 6¢?
¢Son convexos? /Tienen igual perimetro? /Tienen igual area?
El cuadrilatero de perimetro 3 metros que tenga mayor
area, ¢serd convexo?, ;por qué?



Veamos, pues, que de entre todos los cuadrilateros conve-
x0s, el de mayor area es el cuadrado.

Consideremos un cuadrilitero convexo de perimetro 3 y
de lados a, b, c 'y dy vértices V1, V2, V3 'y V4 (figura 7).

Vi v
Figura 7 2
b c
|
a V2 V3
¢ Fi 8
igura o
V3
/
V4
Figura 9

Paso 1: Consideremos el tridngulo V1V2V4. Si este tridn-
gulo V1V2V4 es isésceles no realizamos este paso pues el
tridngulo V1V2V4 sera el tridngulo de mayor drea entre
todos los que tienen el mismo perimetro que €l y base fija
V2V4. En este caso el cuadrilitero del que partiamos es
como el de la figura 8. En caso contrario, considerando
como base de dicho tridngulo el segmento V2V4, entre los
tridngulos de igual perimetro que el tridngulo V1V2V4 y
base fijada V2V4, el que encierra mayor area es el isosce-
les con lados iguales de longitud e = (a + b)/2. Por tanto,
si el tridngulo V1V2V4 no es isosceles, el cuadrilitero de
la figura 8 es un cuadrilitero que tiene el mismo perime-
tro y mayor area que el de la figura 7.

Paso 2: Razonemos ahora igual con el cuadrilitero de la
figura 7. Consideremos el tridngulo V2V4V3 de la figura 7.
Si este triangulo V2V4V3 es isésceles no realizamos este
paso y el cuadrilitero que obtenemos después de realizar
el paso 1 es como el de la figura 9. En caso contrario, si
la base del tridngulo de vértices V2V4V3 es el segmento
V2V4, entre los triangulos de igual perimetro que dicho
tridngulo y base fija V2V4, el que encierra mayor drea es
el isésceles con lados iguales de longitud f'= (¢ + d)/2. Por
tanto, si el tridngulo V2V4V3 no es isosceles, el cuadrild-
tero de la figura 9 es un cuadrilitero que tiene el mismo
perimetro y mayor drea que el de las figuras 7 y 8.

Paso 3: Consideremos ahora el tridngulo V1V4V'3 de la
figura 9. Tomando como base de dicho tridngulo el seg-
mento V'1V’3, entre los tridngulos de igual perimetro que
el de vértices V13, el que encierra mayor drea es el isOs-
celes con lados iguales de longitud:

/7f+piﬂ+h+r+d7 2
g Y 4

Por tanto, si el tridngulo V1V4V'3 no es isosceles el cua-
drilatero de la figura 10 tiene el mismo perimetro y mayor
area que los de las figuras 7, 8 y 9. Si el tridngulo V1'V4V3’
no es isosceles, no realizamos este paso.

Paso 4: Consideremos ahora el tridngulo V'1V2V’3 de la
figura 10. Considerando como base de dicho tridngulo el
segmento V'1V'3, entre los tridngulos de igual perimetro
que el de vértices V'1V2V'3 y base fija V'1V'3, el que encie-
rra mayor drea es el isésceles con lados iguales de longitud
jofre 3
P 4
Por tanto, si el tridngulo V'1V2V'3 no es isésceles, el cua-
drilatero de la figura 11 es un cuadrilitero que tiene el
mismo perimetro y mayor drea que los de las figuras 7, 8,
9, 10 y 11. Si el triangulo V'1V2V'3 es is6sceles, no reali-
zamos este paso. Observar que el cuadrilatero de la figu-
ra 11 tiene los cuatro lados iguales (rombo).

\ | V2
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Figura 10 Frgura 11

Paso 5: Si el cuadrilatero de la figura 11 no es un cuadra-
do, construyamos un cuadrado de perimetro 3 metros
sobre uno de los lados del rombo de la figura 11 (ver figu-
ra 12). Observar que el cuadrado construido sobre uno de
los lados de la figura 11 tiene mayor altura que el rombo
y por tanto mayor drea. En consecuencia cualquier cua-
drilatero de perimetro 3 metros tiene drea menor o igual
que el cuadrado de perimetro 3 metros. En consecuencia,
entre todos los cuadrilateros de perimetro dado, el cua-
drado es el de mayor area.

V2

L8 -

Figura 12

V3

V4

Cuarta explicitaciéon

Idem a explicitaciones 1, 2 y 3.

Orientacion libre

Planteamos ahora generalizar el razonamiento anterior para
probar que entre todos los cuadrildteros de perimetro fijo P
metros, el cuadrado de lado P/4 metros, es el de mayor
area. El razonamiento es completamente anialogo al hecho.



Quinta orientacién dirigida

Una vez que hemos comprobado que de entre todos los
cuadrilateros de perimetro 3 metros es el cuadrado de lado
3/4 metros el de mayor drea, podriamos preguntarnos si
entre todos los pentidgonos de perimetro 3 metros, el penta-
gono regular es el de mayor drea, o si entre todos los hexa-
gonos de perimetro 3 metros, el hexagono regular es el que
tiene mayor area, etc. Sin embargo, no es este momento el
adecuado para dar respuesta a estas cuestiones.

Otras preguntas interesantes que podemos formularnos
son las siguientes:

e Tiene mayor drea que el héxagono regular de peri-

metro 3 m el pentigono regular de perimetro 3 m?

e Tiene mayor drea que el octégono regular de perime-
tro 3 m el héxagono regular de perimetro 3 m?

e En general, ;qué relacion existe entre las dreas de dos
poligono regulares con distinto nimero de lados y de
perimetro fijo 3 m?

e Entre todos los poligonos regulares de perimetro 3
metros, existe alguno que tenga drea maxima?

Llamemos Pol(n) al poligono regular de 7 lados de peri-
metro 3 metros. Obsérvese que para construir un poligo-
no tiene que ser 7 = 3. Considerando el centro de dicho
poligono, podemos descomponerlo en 7 tridngulos isos-
celes iguales y como hicimos en la Ficha Diddctica de
Geometria, obtener que el drea de Pol(n) es

" lado ¥ apotema
2

350°/n
1/di)°/n

/2

Como el poligono es regular, el lado es 3/n, y entonces

AreaPoln) = 3¥ apotema ZO[ema
Como
. 3
tan?SO ~=2n
n apotema
resulta que
apotema = 3
E180°7

2n tané—_

Figura 13

y, en consecuencia
2
3
4n tané—El 807
p_—

Utilizando lo que acabamos de deducir, completar la

AreaPol(n) =

siguiente tabla:

. . No de | Longitud del .
Poligono Perimetro gmeyo ae | fongitua ae Area
lados lado
Triangul
. ’gu © 3 metros
equildtero
Cuadrado | 3 metros
Penté
gono 3 metros
regular
Hexdgono
9 3 metros
regular
Hépté
PIagono | g 1 etros
regular

Ordenando, de mayor a menor, las areas de los distintos
poligonos regulares de perimetro 3 metros de la tabla
anterior, ;qué se puede deducir?

Conjetura 4

Para dos poligonos regulares de perimetro 3 metros, el que tiene
mayor area es el que tiene mayor nimero de lados.

Si 3”7 m < n, entonces: 60°= 180° > 180° 1807 0
m n
Por lo tanto:
E180°7
tané—, > tané—, >0
Ademads
I3£€n<m o L
O E180°7 E180°” fi 4n tanE1800~ <4m tzurlElSOO~
g)<tané—_<t é—_ én_ ém_
Luego
_ 32 32 _
AreaPoln) = > = AreaPolkm)

4n tang:_ 4m tan(1—80°)
n m

Acabamos de justificar el siguiente resultado:

Para dos poligonos regulares de perimetro 3 metros, el que tiene
mayor darea es el que tiene mayor nimero de lados.

Orientacion libre

Hacer lo mismo para poligonos de perimetro fijo P metros.



