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ARTICULOS

Requeteoremas: reinventando
Teoremas en Geometria
con Cabri Il

José M. Pichel Cosme

En este trabajo se trata de
responder a las preguntas:
2Es posible desarrollar en la
ensefianza basica un espiritu
creativo de manera que un
alumno o alumna se
convierta en generador de
informacién vélida desde el
punto de vista de las
mateméticas? 3Podemos
desarrollar en el alumnado la
creatividad cientifica?

N ENFOQUE del aprendizaje en el que el alumno o alum-
na es un mero receptor de informacion, limita las posibili-
dades individuales y colectivas de contribuir al desarrollo
de las ciencias. sEs posible desarrollar en la ensenanza
bdsica un espiritu creativo de manera que un alumno o
alumna se convierta en generador de informacion vilida
desde el punto de vista de las matematicas? ;Podemos
desarrollar en el alumnado la creatividad cientifica?

Esta preocupacion por la creatividad no es extrana en mate-
maticos profesionales, como en el caso de Hadamard cuan-
do trata la naturaleza de la Invencion o el de Wiener sobre
la gestacion y el cultivo de las Ideas. Desde otros campos
cientificos, de la llamada ciencia dura, también se ocupan
del «extrano temar. Gerd Binnig es un fisico que en 1986
recibi6 el premio Nobel por sus trabajos sobre el microsco-
pio de efecto tinel. En su libro Desde la Nada reflexiona
sobre la creatividad en el hombre y la naturaleza. Dice:

. el mejor método para el aprendizaje es llegar a comprender
el material mediante el juego, porque «resulta divertido», es pla-
centero; por ofro lado resulta que «el misculo creativo» tiene que
ejercitarse. El pensamiento creativo debe aprenderse y practicar-
se. En mi caso resolvi esa deficiencia dedicandome durante mis
estudios a ofras actividades que nutrian mi aficién al juego.
Compuse mUsica, escribi versos y pinté cuadros. Hoy dia me
consta cuan valioso fue todo eso para mi —incluso para mi for-
macién cientifica-, ya que los mecanismos que conducen a la
creatividad en el arfe son exactamente los mismos que conducen
a la creatividad en la ciencia. El material es distinto, pero el
juego que se entabla con él es el mismo.

Un proceso educativo orientado al desarrollo de la creati-
vidad, necesariamente debe estar abierto a que se pro-
duzcan muchas «ddeas basura», para poder encontrar las
ddeas fértiles». Esta apertura a recibir de manera tolerante
ideas nuevas, debe ir seguido por procesos de anilisis
estrictos, que permitan depurar las propuestas creativas.
AuUn mas, la creatividad es un fenémeno colectivo; es raro



el tipo de personas eficaces al mismo tiempo produciendo
ideas y depurandolas, ambas cualidades se encuentran
mas facilmente en grupos. Y existen diferentes obstidculos
a la creatividad: el dogmatismo, la falta de libertad, el
dominio opresivo del conocimiento, el miedo y otras
barreras psiquicas.

Tal como dice Binnig, es imprescindible educar a la gente
en los procesos de investigacion para que la condicion «ser
humano» progrese, ya que en definitiva:

Creatividad es la capacidad de evolucionar, y sin evoluciéon no
habria vida ni tampoco humanidad.

La creatividad estd ligada al concepto de belleza; las sen-
saciones durante un proceso creativo tienen que ver con
la estética, tema no muy lejano a las Matematicas. Un libro
clasico habla del «placer estético de las matematicas».

Y viceversa: la belleza estd ligada a los procesos de crea-
tividad, ya sea la que desarrolla la propia Naturaleza o del
ser humano en los distintos campos cientifico, artistico o
técnico; estos procesos creativos son bdsicamente idénti-
cos sea cual sea el campo en el que operan.

Las increibles antenas de la hembra del Cerambiphidus
betullinus, las fractales formas de las hojas del helecho
Phegopteris vulgaris o las formas geométricas de la pirita
son modestos ejemplos de la creativa belleza de la
Naturaleza.

;Y la conducta estética del ser humano? Tan necesaria nos
es que en épocas de restriccion de libertades, en la pro-
funda Edad Media, siempre quedo a salvo de los estrictos
sistemas morales imperantes. Asi los artesanos de la
Alhambra realizan sus mosaicos usando todas las estructu-
ras geométricas posibles ante la imposibilidad de otro tipo
de representaciones; Escher se inspira en estas obras y ela-
bora sus teselas; los matematicos formulan la Teoria de
Grupos Cristalogrificos Planos; todo esto forma la Cultura
Comun de la sociedad y esta ligado a la creatividad gene-
ral, el desarrollo de diferentes lenguajes y la busqueda
apasionada de la belleza-verdad-conocimiento-compren-
sion y recreacion de nuestro entorno.

¢;La construccion de las matematicas es una tarea reservada
para unos pocos afortunados con altisima capacidad? Si la
respuesta es si, ser creativo en matemdticas, entonces, no
estaria al alcance de un alumno normal en proceso de for-
macion, salvo pequenas libertades en aspectos procedi-
mentales, estrategias y asi. Lo conceptual, la elaboracién de
conceptos, la investigacion de regularidades matematicas
originales, la formulacién de «pequenos teoremas» no seria
por tanto un objetivo de la formacion matematica. ;Seria
posible cambiar esta actitud frente a las matemadticas?

Esto no es asi en otras dreas, muy especialmente en las
Lenguas. Cuando el profesorado se plantea sus objetivos
de drea se tiene como referencia el trabajo y la produccién

Los alumnos y
alumnas pueden
reflexionar sobre

el numero, el
infinito, el cero,
inventar
categorias de
numeros, jugar a
la criptografia,
pueden inventar
operaciones,
estrategias, fabular
en geometria,
analizar en
estadistica,
inventar
problemas en
topologia, diseniar
Jfunciones,
analizar juegos,. ..

profesional, sin que la modestia de
recursos de los aprendices, alumnos y
alumnas jovenes, sea una traba para
experimentar con su creatividad. Los
alumnos y alumnas escriben poesia, sin
que sean poetas, fabulan una historia,
sin que sean novelistas, interpretan un
documento historico sin que sean histo-
riadores, dibujan, sin que sean pinto-
res... En Matematicas repiten procesos
consolidados sin mucho margen para la
alegria, salvo pequenas cositas. /Seria
posible que los alumnos y alumnas crea-
ran matematicas? Diversas propuestas
recogidas en materiales innovadores,
como el libro de Alsina sobre Matemiciti-
cas de la Forma, avanzan en este senti-
do, pero es necesario profundizar y am-
pliar este enfoque a la totalidad de la
educacién matematica.

La historia de las Matemadticas es una
fuente de propuestas en este sentido.
Escritos de Galileo, por ejemplo, apor-
tan una idea del trabajo matematico de
esa época. Por un lado los titubeos,
errores conceptuales, y aciertos ponen
al alcance de la comprension de los
alumnos el trabajo matematico, lo hu-
manizan, pero sobre todo permiten que
el alumnado sienta una cierta accesibili-
dad en la construccion de las matemati-
cas. Los alumnos y alumnas pueden
reflexionar sobre el nimero, el infinito,
el cero, inventar categorias de nimeros,
jugar a la criptografia, pueden inventar
operaciones, estrategias, fabular en geo-
metria, analizar en estadistica, inventar
problemas en topologia, disenar funcio-
nes, analizar juegos, «ecrear» en fin;
pero lo mas interesante es el andlisis de
regularidades matemadticas en situacio-
nes novedosas, en principio.

Veamos un ejemplo: algunas reflexiones
de Galileo sobre la continuidad usan,
digamos, métodos geométrico-dinami-
cos. Hace rodar hexdgonos. En esa y
posteriores épocas, y muy ligado al naci-
miento del cidlculo diferencial e integral,
estd el estudio de la cuadratura de la
cicloide. ;Cudl es la superficie que la
cicloide limita sobre la recta por la que
rueda sin deslizar una circunferencia de
radio 7?7 Como es sabido la respuesta es
32, es decir el triple del drea del circulo



que la genera. Para tener una idea sobre
la respuesta al problema, Galileo com-
paraba, mediante una balanza, el peso
de un circulo con el peso, recortado en
el mismo material que el circulo, del
area que abarcaba la cicloide. Tan hete-
rodoxo procedimiento no daba una res-
puesta matemadtica, pero hacia mas facil
saber por donde tirar. Las herramientas
informaticas hoy nos permiten una capa-
cidad de experimentacién que ni sonaria
el bueno de Galileo, y por anadidura
posibilita que cualquier alumno de
secundaria construya pequenos teore-
mas, encontrando regularidades que
detectaria experimentalmente.

Idea: hagamos rodar poligonos regula-
res (para trabajar con alumnos de ESO,
manipulativamente y con Cabri ll)

Triangulo equilatero

Trazamos un tridngulo y dibujamos las
tres posiciones por las que pasa cuando
rueda a lo largo de una recta. Para facili-
tar el ejercicio a los alumnos que tengan
mas dificultades de visualizacion espacial,
se podria recortar el tridngulo en papel o
cartulina. Senalando el vértice izquierdo
se sitian las tres posiciones por las que
pasa el vértice: inicial en la recta, media
por encima de la recta y final otra vez en
la recta. Trazado el triangulo resultante el
ejercicio ahora es demostrar que el area
es triple del area del tridngulo inicial. Con
Cabri se puede realizar el ejercicio pero
es suficientemente trivial como para que
cualquier alumno identifique la igualdad
del drea de los tres triangulos en que se
descompone, llamémosle, el trioide: el
area depende solo de la base y la altura,
no de la forma (figura 1).

Figura 1

Las herramientas
informaticas hoy
nos permiten una
capacidad de
experimentacion
que ni sonaria el
bueno de Galileo,

Cuadrado

Dibujamos un cuadrado, y seguimos el mismo procedi-
miento que antes. Al rodar el cuadrado pasa por cuatro
posiciones, y el vértice inferior izquierdo en la posicion
inicial, define un cuadrilatero, al unir las cuatro posiciones,
que llamaremos fetroide (figura 2).

El tetroide contiene dos cuadrados completos y dos
medios cuadrados, luego de nuevo:

AEFC = 3 ADCB

El drea del tetroide es triple de la del cuadrado.
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Figura 2
Pentagono

Seguimos el mismo procedimiento: dibujo del pentagono,
elaboracion del modelo en cartulina, trazado de las cinco
posiciones del poligono al rodar, definicion del poligono
pentoide, trazado del movimiento con Cabri. Hacemos el
analisis de la figura resultante (figura 3). (Si tenemos inte-
rés, podemos encontrar en ella la razén durea.)

El pentoide contiene un pentigono central y dos figuras
simétricas (pentdgonos también).

Obviamente los tridngulos AEA, y AED tienen la misma area
y por tanto la misma que el tridngulo FGH. Asi que el poli-
gono AFIA,A, tiene la misma drea que el poligono. Luego:

AAAAA = 3-AEDCB

El darea del pentoide es triple de la del pentdgono.




Hexagono

Construimos un hexagono en la forma habitual o bien usa-
mos una parrilla de triangulos equildteros, y hacemos
rodar la figura. Obtenemos un hexoide. Analizamos el drea
por simple descomposicion en tridngulos (figura 4).

El hexoide contiene 16 tridngulos equilateros y dos isos-
celes A\EA, y AE A,

Obviamente A ,EA, = AED.

Luego el hexoide tiene 18 tridngulos y el hexdgono 0.

El drea del hexoide es triple de la del hexdgono

Figura 4

Hasta aqui seria el tipo de actividades que un alumno
podria trabajar para comprobar la regularidad. A partir de
aqui serfa un ejercicio mds complejo que en todo caso se
podria abordar con Cabri II.

Tendriamos una oportunidad de hacer distinguir entre
comprobacién y demostracion. La demostracion no es el
objetivo de esta propuesta didictica, sino la Formulacion
de un pequeno teorema. Sigamos con el heptagono, el
octégono, ...

Heptagono

Construimos con Cabri II el beptoide
(figura 5). Pedimos el drea de ambas
figuras. De nuevo el drea del heptoide
triplica la del heptigono

Proponemos esta actividad para los
«mayores». De igual forma para el octoi-
de (figura 6).

Figura 5

jAdmirable regularidad! Descompon-
gamos las figuras, relacionemos de
manera abierta. ;Por qué la igualdad de
tales dreas? ;Por qué el alineamiento de
tales vértices. Y en el limite, la bella
Helena, la cicloide, ;no encierra en si
regularidad?
Hablemos de las justas matematicas de

misma un infinito de
los siglos xvi y xvmi, el nacimiento de
nuevas ciencias, el imperio del rigor...
Y ahora un poco de atrevimiento para
formular un pequeno teorema:
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Tratando de explicar de manera creativa algo parecido a
El &rea del n-poligono generado por un

oligono regular de n lados al pasar por . - .
E:s r?posicignes T sef)genefon de las JAEM-99 en Lugo, recordé un teorema cldsico: Si

al rodar, sin deslizar, sobre una recta, es por el interior de una circunferencia de radio R rueda
triple del érea del poligono regular que sin deslizar otra circunferencia de radio R/2, un punto
lo genera. P de la circunferencia interior describe un didmetro
POP’ (figura 7).

lo que en este escrito propongo, en una reciente reunion

Idea: 3Qué pasa si hacemos rodar poligonos regulares por el

interior de la circunferencia? 3En que condiciones estaran ali-
neadas las sucesivas posiciones de un vértice?

Probamos que pasa si tratamos con poligonos de un
numero impar de vértices y uno de ellos estd en el centro
de la circunferencia (figura 8).

Parece que, en efecto, al igual que con circunferencias, el
punto ocupa posiciones en el didmetro.

Probemos ahora con poligonos de un nimero par de vér-

tices, tal que el punto medio de un lado esté en el centro

de la circunferencia. Veamos con el cuadrado, exdgono, el

Figura 7 octégono.... (figura 9)
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Figura 8

Figura 9



Nada, esto no va. ;Y si volvemos atrds, a las circunferen-
cias? Definamos los poligonos inscritos en una circunfe-
rencia, aunque no tangente interior, que pase por el cen-
tro de la mayor y tal que el los vértices de un lado del poli-
gono estén en la circunferencia mayor. Mejor una imagen
(figura 10).

Seguimos probando, veamos con el octégono (figura 11)

iBien! Ya estamos en condiciones de aventurar el
Requeteoremar

Si un poligono... las sucesivas posiciones de un vértice estan
sobre el diametro

Demostraciones aparte, hemos cumplido lo que pretendi-
amos, formular pequenos teoremas con visos de verosimi-
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Figura 10
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litud, y quizas del anilisis de la particion
del didmetro segtn el poligono, se nos
podria ocurrir. ..
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