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S CURIOSO cémo desaparece una cultura, practicamente, de la Historia
de las Ciencias. Parece como si desde la caida de la Casas de la Sabiduria
de Bagdad la civilizacién islamica no haya hecho ninguna aportacion
cientifica a la Humanidad. Sin embargo, no es asi. Con esta entrega desea-
mos rendir un merecido homenaje a cuantos arabistas estin dando a la
luz excelentes resultados fruto de su investigacion. Espanoles como José
Sanchez Pérez, Juan Vernet, Julio Sansé y Mercé Comas, franceses como
Djebar, etc. Merecen ocupar un lugar destacado en cuanto a sus aporta-
ciones en investigacion para esclarecer la Historia de las Matematicas en
el Islam Medieval.

A comienzos del s. IX, tanto el Almagesto de Ptolomeo como los Comen-
tarios de Thedn de Alejandria estaban traducidos a la lengua arabe. Estas
fueron las fuentes de al-Kindi a quien, parece ser, se atribuye el haberse
ocupado del problema de los isoperimetros en el mundo arabe. Recuerda
en su Gran Arte la influencia de Theén (ms. de Istambul, Aya Soffa 4830,
fol. 53r-80v) al escribir que «osotros lo hemos explicado en nuestro libro
sobre esféricas». Pero el biobiblidgrafo del s.X al-Nadin anade que al-
Kindi dedico un tratado a este problema en el que concluye que da esfe-
ra es la mayor entre las figuras sélidas y el circulo es mayor que cual-
quier figura plana». Al igual que otros muchos, los escritos de al-Kindi
han desaparecido por lo que no podemos afirmar nada de su contribu-
cién ni hacer seguimiento alguno entre sus discipulos. Asi llegamos hasta
mediados del s.X en el que figura al-Khazin quien, como también suce-
diera con sus sucesores, parece tener como centro de interés la cosmo-
grafia. Al-Khazin escribe un libro con nueve lemas, con los que se pone
de manifiesto que conocia los resultados de Zenodoro a través del resu-
men de Theon, y abre nuevas vias de demostracion. Los cuatro primeros
lemas tratan de establecer que el drea de un tridngulo equilitero es

TALLE R mayor que la de cualquier tridngulo isosceles de igual perimetro. En el

lema quinto demuestra que el drea de un tridngulo equildtero es mayor
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que la de cualquier otro de igual perimetro. Con el sexto
lema pasa a los paralelogramos y rombos, comparando
sus dreas con las de un cuadrado de igual perimetro. El
pentdgono regular es la figura sobre la que trata en el sép-
timo lema y demuestra que su drea es mayor que la de
cualquier otro pentdgono de igual perimetro.

Si comparamos el camino de al-Khazin con el de Zeno-
doro, se observa la diferencia entre ambos. Zenodoro co-
mienza comparando un tridngulo cualquiera con uno isés-
celes de igual base y perimetro para decir que da suma de
dos triangulos isosceles, semejantes entre si, cuyas bases
son desiguales, es mayor que la suma de dos tridngulos
isosceles, no semejantes entre si, isoperimétricos a los
tridngulos semejantes». Por isoperimétrico hay que enten-
der aqui que la suma de los lados, excluyendo las bases,
son iguales. Este lema de Zenodoro no es correcto. Coo-
lidge (1940) lo ha puesto de manifiesto al usar un lengua-
je diferente para el lema. Trata de buscar el maximo de la
suma de areas de los tridngulos de bases 2x y 2y y alturas
a 'y b, respectivamente, ax+by, cuando

Jat+x?+ b2+ 2 =1

(se ha tomado como 1 el valor del isoperimetro dado). Es
necesario, pues, que ax’+by’= 0 por lo que x 7y’ = -b/a;
derivando la segunda igualdad:

bx ay

\/a2+x2 \,/bz+y2

Escribiendo x = au e y = bv queda:

u v

a1+ u? S bfi+0?

mientras que el enunciado exige que u = v.

Es posible que al-Khazin eligiese otro método demostra-
tivo debido a este error de Zenodoro.

Después, al-Khazin demuestra que si dos poligonos
regulares, P, y P,, tienen, respectivamente, 72, y n, lados,
n, > n,, e igual perimetro, el drea de P, es mayor que la
de P, y que, entonces, el drea del circulo es mayor que
la del poligono cuyo perimetro coincide con la longitud
de la primera.

Ya podemos ver que el camino seguido por al-Khazin es
el siguiente:

1.° Comienza comparando poligonos regulares de igual
perimetro y nimero de lados diferentes.

2.° Compara un poligono regular con un circulo de igual
perimetro.

(Puede ser la evolucion histérica hasta aqui presentada

un esquema que permita planificar la actuacion en clase

de la mano del modelo Van Hiele? Es decir, discutir si el
drea de un tridngulo equildtero es mayor que la de cual-
quier tridngulo isosceles de igual perimetro, para el diag-
nostico; demostrar que el drea de un tridngulo equildtero
es mayor que la de cualquier otro de igual perimetro, para
la orientacion dirigida; esta misma reflexion, en este
mismo momento del andlisis histérico, puesta en boca del
alumnado, la explicitacion; y demostrar que si dos poligo-
nos regulares, P, y P,, tienen, respectivamente, 1, y 7,
lados, n, > n,, e igual perimetro, el drea de P, es mayor
que la de P, y que, entonces, el drea del circulo es mayor
que la del poligono cuyo perimetro coincide con la longi-
tud de la primera, la orientacion libre. Todo estd un poco
desordenado desde este punto de vista, sverdad? A noso-
tros nos sirve de mucho organizar toda esta informacion
en una ficha con la que analizamos cualquier problema.
En las entregas 4.* y 8.2 presentaremos las dos fichas
siguientes:
e Ficha para presentar el problema de los isoperimetros
de la mano de los métodos trigonométricos en 3.° de
ESO.

e Ficha para presentar el problema de los isoperimetros
de la mano de las funciones a lo largo de la ESO.

Volvamos con al-Khazi y sus investigaciones. ;Como abrir
el problema de los isoperimetros al espacio? Después de
enunciar varios lemas sobre el drea de una pirimide y su
volumen, asi como del cono y tronco de cono, enuncia
tres proposiciones. La primera dice que:

«siendo S un sélido de revolucion, formado por troncos de
conos y conos, inscrito en una esfera E de radio Ry cir-
cunscrito a otra esfera E’ de radio R’ se demuestra que
4#R? < drea de § < 4#R*.

En la segunda proposicion, demuestra que el drea de la
esfera es igual a cuatro veces el drea de su circulo maxi-
mo. En la tercera, determina el volumen de la esfera.

Para finalizar, al-Khazin define un soélido particular inscri-
to en la esfera y admite la existencia de una esfera tan-
gente a todas las caras del sélido, lo que es inexacto, vy,
sin embargo, el resultado obtenido es exacto. Acto segui-
do demuestra la propiedad de volumen maximo de la
esfera del modo siguiente:

Sea una esfera de centro O y radio R, con area Sy volu-
men V. Un poliedro de igual drea Sy volumen V| esta
circunscrito a otra esfera de radio R’y drea S’. Entonces,
V, = (1/3)SR’; el drea S’ es inferior a la del poliedro, luego
S > 8%y, por tanto, R’ < Ry (1/3)SR’ < (1/3)SR; es decir,

V<V

Aunque el poliedro no esta explicitamente descrito, en la
demostraciéon se supone circunscrito a la esfera y, por
tanto, regular. Asi pues, la demostracion no es vilida en
general.



¢Por qué sigue al-Khazin un camino diferente para 3D al
de 2D en el andlisis de casos posibles? En esta ocasion no
compara poliedros de igual drea y distinto nimero de
caras sino que obtiene, directamente, un resultado utili-
zando la férmula que relaciona el volumen de una esfera
con su drea, formula que obtiene aproximando la esfera
por poliedros no regulares.

Casi medio siglo después de que al-Khazin escribiera estos
resultados, Ibn al-Haytham retoma este problema y elabo-
ra su tratado sobre los isoperimetros. En la presentacion
justifica el porqué lo hace al escribir que: {Los matemati-
cos han mencionado esta nocién y la han utilizado, pero
alguna de las demostraciones dadas no parecen correctas».
En este trabajo, Ibn al-Haytham sigue un camino diferen-
te analizando el problema tanto en el plano como en el
espacio y, para lo segundo, desarrolld una teorfa original
del angulo solido, la primera en la Historia merecedora de
este nombre.

El tratado sobre los isoperimetros de Ibn al-Haytham
puede considerarse como vanguardista en la investigacion
matemadtica de su momento. Comienza comparando poli-
gonos regulares de igual perimetro y diferente nimero de
lados, llegando a demostrar que:

1.° Sean P, y P, poligonos regulares con 7, y n, lados,
tales que n, < n,, de dreas A, y A, y perimetros p, y
D, Sip, = p, entonces A < A,

2.° Sea p la longitud de una circunferencia, A el area del
circulo que determina, p’ el perimetro de un poligo-
no regular y A’ su drea. Si p = p’ entonces 4 > A’.

Al contrario de todos sus predecesores, Ibn al-Haytham uti-

liza la primera proposicion para demostrar la segunda.

Ademads, hablando en lenguaje actual, considera el circulo

como dominio del plano obtenido como limite de la suce-

sion de los dominios determinados por poligonos regulares.

A partir de estas dos proposiciones demuestra que, entre
todas las figuras planas con un perimetro dado, es el cir-
culo la de mayor drea. En su demostracion nunca se duda
sobre si tal limite existe, lo que no es de extranar porque
estaba asegurada desde que Arquimedes publicara La
medida del circulo.

El estudio para 3D lo basa en diez lemas que establecen
dos proposiciones:

1.9 Dos poliedros que tienen caras semejantes y areas igua-
les, tiene mayor volumen el de mayor nimero de caras.

Sean A y B los centros de dos esferas circunscritas a cada
poliedro. Sean AE y BG las distancias desde cada uno de
los centros de las esferas a una cara del poliedro corres-
pondiente. S, y S, las dreas de cada poliedroy V, y V, sus
volimenes. Se verifica que:

V,= (1/3)S,AEy V, = (1/3)S,BG

Si n,y n, son el nimero de caras de cada uno de los
poliedros y, por ejemplo, n, = n,, al ser, por hipotesis,

S,= S, resulta que V, < V,.

La demostracion de Ibn al-Haytham consiste en comparar
AE y BG para, a continuacion, considerar las bases de las
pirdmides de vértices A y B que descompone, a su vez, en
tridngulos. El razonamiento se hace entonces a partir de
los resultados, ya establecidos, sobre dngulos sélidos cu-
yos vértices estdn en los centros de las esferas.

2.Y) Si dos poliedros regulares tienen por caras poligonos
regulares semejantes, y estin inscritos en la misma esfera,
es el de mayor nimero de caras el de mayor superficie y
volumen.

Las etapas que Ibn al-Haytham sigue en su demostracion
son las siguientes.

a) Sean P,y P, poliedros, con n, y n, caras tales que
n,>n,, de dreas A, y A4, y volimenes V, y V,. Si 4 es
el centro de la esfera circunscrita a los dos poliedros,
existirdin #, piramides regulares e iguales con vértice
en A asociadas a P, y n, asociadas a P,.

b) Sean a, s, y b, respectivamente, el angulo en el vér-
tice, el drea de la base y la altura de una pirimide
regular P’ asociada al poliedro P,. Anilogamente,
sean 0., s, y h,, respectivamente, el dngulo en el vér-
tice, el drea de la base y la altura de una pirimide
regular P’, asociada al poliedro P,. Se tiene que
n,0,=n,0, = 8 dngulos solidos rectos; pero, como
n,>n,, se verificara que o,<a,.




¢ Puede suponerse que las pirimides P’ y P’, tienen el
mismo eje. Al ser o, <a,, el dngulo solido de P’ es
interior al de P’,, las aristas de P’| cortan a la esfera
por debajo del plano de la base de P’,. Los planos de
las dos bases son paralelos y cortan a la esfera
siguiendo circunferencias circunscritas a las bases; se
deduce que s<s,y h>h,.

Por otra parte, o.,/(8D)=s,/S,=1/n, y o,/(8D)=s,/S,=1/n,,
de donde o,/01,=(s,5)/(s,S).

d) TIbn al-Haytham habia establecido en uno de los lemas
que o,,/0,>s,/s1. Se sigue, pues, que (s,5))/(s,5,)>s,/s,,
de donde S, >S,. Ademis se sabe que V,=(1/3)S b, y
V,=(1/3)S,h,. Luego, al verificarse que S, >S,y b, > b,
se sigue que V, > V,.

¢Qué podemos decir de la demostracion de Ibn al-Hay-
tham? Lo principal es que, realmente, bajo esta pretendida
generalidad, solo se estd trabajando con los deltaedros
regulares —es decir, el tetraedro, el octaedro y el icosaedro-
y que si tienen igual area sus volimenes crecen desde el
tetraedro, que seria el menor, hasta el icosaedro. Sin
embargo, la intencién parece ser la misma que en el caso
plano; es decir, a partir de la comparacion de poliedros
regulares de igual drea y un nimero diferente de caras, se
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trata de establecer que seria la esfera la de mayor volumen
al ser éste aproximado por el limite de la sucesion de vola-
menes de los poliedros inscritos. Pero este camino es ind-
til dado que el nimero de poliedros regulares es finito.

Las contribuciones de al-Khazin e Ibn al-Haytam estin muy
por encima de las de otros matematicos drabes medievales.
Ibn Hud, Jabir b. Aflah, Abu al-Qasim, al Sumaysali, etc.
son algunos de sus seguidores que se ocuparon también
del problema de los isoperimetros.

Los dos primeros son andalusies y sus aportaciones a las
Matemadticas, no solo en este problema, son de gran inte-
rés. Como noticia, diremos que muy pronto serd publicado
un libro, de Rafael Pérez, en el que figuran los matemati-
cos andalusies mas destacados como parte de nuestro lega-
do histérico-cultural que, por lo demds, es practicamente
desconocido.

;Como disenar ahora las fases de Van Hiele para el apren-
dizaje desde el problema en su vision tridimensional?

Como conclusion, senalaremos el hecho del tratamiento
plano y espacial del problema. Actualmente se aconseja
que la ensenanza de la Geometria se ocupe simultinea-
mente de los resultados en 2D y 3D. Aqui tenemos, pues,
un buen ejemplo a seguir.

Altura de un trigngulo
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