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ARTICULOS

¢Para qué ensenar formulas
pudiendo ensenar procedimientos?

Una propuesta didactica para el tratamiento
de la Probabilidad en Bachillerato

Santiago E. Gomez Hernandez

En este articulo se presenta
una propuesta didactica que
constituye un método
alternativo al tratamiento
formal de la probabilidad.
Conocidas son las
dificultades que presentan
habitualmente la mayoria de
los alumnos en resolucién de
problemas de Probabilidad,
y en particular de
Probabilidad Condicionada.
El método propuesto aqui
estd basado en el recurso de
los diagramas de érbol,
convenientemente ampliado
mediante un procedimiento
que hemos denominado de
renormalizacién, el cual
permite resolver cualquier
problema de Probabilidad
Condicionada, evitando el
Teorema de Bayes e incluso
manifestando un margen de
aplicabilidad mucho més
exfenso que éste. El método
ya ha sido aplicado en el
aula, con una muy buena
acogida por parte de los
alumnos.

No debe llenarse la cabeza del joven con hechos, nombres y for-
mulas. Para saber eso no necesita ir a la universidad, ya que
puede encontrarlo en los libros. Los profesores deberian dedicar-
se Unicamente a ensefiar a pensar a los jévenes y a entrenarles
en algo que ningln texto puede hacer.

UNQUE esta antigua declaracion —atribuida a Albert
Einstein— estd referida a un contexto de ensenanza uni-
versitaria, sin duda es también aplicable hoy en dia a la
ensenanza secundaria, particularmente en los ultimos
niveles. De hecho, ése es el espiritu de la reforma educa-
tiva a la que todos los docentes hemos accedido durante
los ultimos anos: hacer huir al alumno de un aprendizaje
meramente memoristico —hechos, nombres y férmulas— y
fomentar en €l un aprendizaje comprensivo y analizador

—ensenar a pensar—, es decir, un aprendizaje realmente

)
significativo (Ausubel, 1983). Sin embargo, a pesar de este
cambio de paradigma educativo, ain siguen apareciendo
en los libros de texto teoremas y férmulas para resolver
problemas, que pueden ser tomados por el alumnado
como «ecetas», sin mds implicaciones cognitivas. Este
hecho puede provocar una regresion en los objetivos edu-
cativos a los que antes hemos hecho referencia.

Ese es el caso del tema de Probabilidad. Centraindonos en
el desarrollo que los distintos autores realizan de este tema
en el Gltimo curso de ensenanza secundaria preuniversita-
ria (actual 2.° de Bachillerato LOGSE), podemos observar
que habitualmente se presenta precedido del tema de
Combinatoria, ya que ésta puede ser una herramienta util
para aplicar en el calculo de probabilidades, y también se
cuenta para ello con los conceptos, propiedades, opera-
ciones y leyes de la Teorfa de Conjuntos. Tras las prime-
ras definiciones basicas (tipos de sucesos, compatibilidad
o incompatibilidad entre sucesos, dependencia o indepen-
dencia entre los mismos, etc.), el concepto de Pro-
babilidad suele plantearse mediante un enfoque frecuen-



cialista que da paso al aprioristico: la ley de Laplace. (Los
textos del ya casi extinto COU presentan un planteamien-
to axiomdtico de la probabilidad, con toda su complejidad
de pensamiento abstracto basado en axiomas, corolarios y
demostraciones de los mismos.)

Es entonces cuando suele presentarse la definicion operati-
va de Probabilidad Condicionada: P4/ B) = P(AN B) / A(B)
—con la consabida restriccion de que B no corresponda al
conjunto vacio—, que permite establecer el valor de la pro-
babilidad de la interseccion de dos sucesos: P(AN B) =
= P(A/ B)-P(B), y redefinir la independencia de sucesos y
sus consecuencias: A y B son independientes si y solo si:
P(An B) = P(A)P(B); Ay B son independientes si y solo
si: P(A/ B) = P(B) y P(B/ A) = P(A) (Arias y Maza, 1998).
El tema suele concluirse con los enunciados —y sus corres-
pondientes demostraciones— del Teorema de la Proba-
bilidad Total y del Teorema de Bayes, éste tltimo como
instrumento para la resoluciéon de problemas de Probabi-
lidad Condicionada.

Sin duda este enfoque en el tratamiento de la Probabi-
lidad en el dltimo curso de ensenanza secundaria no
obligatoria presenta serias dificultades para el alumnado.
Ana Maria Ojeda (1995) autora de una tesis doctoral
sobre Didactica de la Probabilidad y profesora de Mate-
matica Educativa senala que

...aunque en los programas de estudio se especifica el trata-
miento del Teorema de Bayes, en ocasiones el tema no se trata
pues se le considera dificil de entender dado el enfoque formal
en este nivel; es usual que se le presente en el lenguaje de con-
juntos, a cuyo dominio dificilmente llegan los estudiantes. En
caso de que se apoye la ensefianza con medios de representa-
cién, éstos son los diagramas de Venn y, ocasionalmente, se
emplean diagramas de arbol para ilustrar soluciones a proble-
mas especificos. Lo mismo se puede sefialar en lo que se refie-
re al tratamiento del tema en los libros de texto. Asi, atendien-
do exclusivamente al planteamiento del tema en los programas
de estudio, no se puede asegurar que al final de un curso «tra-
dicional», el estudiante haya adquirido una idea completa de
probabilidad condicional.

Obviamente, la supresion del estudio de la Probabilidad
Condicionada no es la solucion al problema derivado de
la dificultad intrinseca al planteamiento formal del tema.
Se hace necesario desarrollar un método alternativo a las
férmulas y teoremas tradicionales de Probabilidad que
sea suficientemente asequible al alumnado, permitién-
dole una mejor comprension de la Probabilidad
Condicionada, y con el cual pueda resolverse cualquier
enunciado propuesto. Con esta idea nos implicamos en
la bisqueda de un procedimiento didactico que permi-
tiera rehuir el tratamiento formal del referido tema y que
fuese mas operativo y facilitador de la comprensiéon en
el alumno.

Los diagramas
de darbol,
cuya
institucionalizacion
ha sido propuesta
por Parzysz
(1990)
constituyen
una herramienta
utilisima
en la ensenanza
del calculo
de probabilidadles,
Y en nuestra
opinion,
infrautilizada.

Una herramienta diddactica
infrautilizada

Los diagramas de arbol, cuya institucio-
nalizacién ha sido propuesta por
Parzysz (1990) constituyen una herra-
mienta utilisima en la ensenanza del cal-
culo de probabilidades, y en nuestra
opinién, infrautilizada. Proporcionan un
medio para distinguir entre interseccion
de sucesos y sucesos condicionados,
permitiendo identificar al evento condi-
cionado del condicionante, y facilitan el
orden cronoldgico en sucesos consecu-
tivos (por ejemplo, lanzamientos sucesi-
vos de una moneda) o el esquema de
posibilidades para hechos simultineos
(por ejemplo, lanzamiento de varias
monedas simultineamente). Si el nime-
ro de casos no es muy elevado consti-
tuyen un buen apoyo para resolver pro-
blemas de Combinatoria.

A pesar de sus muchas aplicaciones, su
utilizacion en los libros de texto -y,
como consecuencia, en las situaciones
de ensefnanza/aprendizaje en el aula— ha
tardado en generalizarse. En un estudio
comparativo del tratamiento dado al
tema de Probabilidad por los libros de
texto pudimos observar que en los textos
del casi desaparecido COU, solo un 10%
de los autores hacian referencia a los
diagramas en arbol a la hora de resolver
algin problema de probabilidad. Afor-
tunadamente, si se han ido incorporando
en la mayoria de los textos actuales de
2.° de Bachillerato LOGSE, pero como
un medio para ordenar los datos del
enunciado y tener éstos en buena dispo-
sicion para aplicarlos en las férmulas
correspondientes. Vamos a ver dos ejem-
plos de ello, correspondientes a textos
de 2.° de Bachillerato LOGSE, donde se
pone de manifiesto el tratamiento que
dichos autores dan al cilculo de la pro-
babilidad condicionada.

Ejemplo 1

Extraido de Arias y Maza (1998), pagi-
nas 237y 238:

Probamos tres vacunas A,, A, y A, en 100
personas; la vacuna A, en 30; la A, en 20



y la A; en 50. Pasado el tiempo adecua-
do, observamos que del grupo A,, 23 no
han contraido la enfermedad; del A, 17y
del A;, 39. Si elegimos una persona al
azar y estd sana, 3qué probabilidad tene-
mos de que proceda del grupo A,2

23/30 5 S
A <:
s

03
30 A,
17/20 3 S
0.2
20 A, <:
50 A, NS
0 39/50 3 S
(A <"
NS
Figura 1

Sea S el suceso «personas sanas». Nos
piden P4, / ). Aplicando la férmula de
Bayes, tenemos:

P(A /S, =

POA, P(S /A

Viendo el 4arbol anterior, tenemos:
Probabilidades a priori: P(A) = 0,3;
P(Az) =0,2; P(Ag) = 0,5. Probabilidades
verosimilitudes: P(S/ A)) = 23/30 = 0,77;
P(S/ A) = 17/20 = 0,85; P(S/ A =
= 39/50 = 0,78. Sustituyendo en la for-
mula, tenemos:

(,5 0,78
02 077402 0,85+0,5 0,78

P(Az/S)=

Luego, la probabilidad a posteriori es:
P43/ 8 = 0,49.

Ejemplo 2

Extraido de Jiménez y otros (1999),
pagina 80:

Tenemos tres cajas, una verde, una roja 'y
una amarilla, y en cada una, una mone-
da. La de la caja verde esté trucada y la
probabilidad de que salga cara es doble
de la probabilidad de que salga cruz, la
moneda de la caja roja tiene dos caras y
la de la caja amarilla no estd trucada. Se
toma una caja al azar y se lanza la
moneda que estd en esa caja. Calcular
razonadamente: a) la probabilidad de
que salga cara. b) La probabilidad de
que sabiendo que ha salido cara, se
haya lanzado la moneda de la caja roja.

P(A) P(S/ AD+ P(A) P(S/ A)+P(AD PSS/ AL

= (,49

Hacemos un diagrama de arbol:

Caja Moneda
2/3 > ¢
v<:
1/3 13 X
1 c
g
0 X
A<:
1/2 X

Figura 2

a) Aplicamos la probabilidad total: P(c) = (1/3)(2/3) +
+(1/3)-1 + (1/3)(1/2) = 13/18

b) Aplicamos el teorema de Bayes:

P(R) P(c/R) _(1/3 1

P(R/c =
Pie) 12 /1¢&

=C/1z

A la luz de estos dos ejemplos el lector podra observar,
como ya hemos adelantado, que la utilidad que se da a los
diagramas de arbol se centra en el ordenamiento de los
datos del enunciado (sucesos y probabilidades asociadas a
los mismos), haciendo depender la resolucion del proble-
ma de la aplicacion de las férmulas tradicionales. Con este
articulo nos proponemos ampliar sensiblemente los hori-
zontes de aplicabilidad de los diagrmas arboreos.

Para la construccion de un diagrama de drbol (Esteve y
Ramirez, 1994) debe arrancarse del suceso E (espacio
total) una rama para cada suceso del primer concepto,
acompanada de su probabilidad. De éstas deben partir
nuevas ramas, segin las posibilidades de sucesos del
siguiente concepto en consideracion. Los cdlculos se rea-
lizan en cada caso con arreglo a las correspondientes
reglas de la suma de probabilidades —unién de sucesos
incompatibles— y del producto de probabilidades —inter-
seccion de sucesos— en diagramas de arbol (Engel, 1975).

El alumno debe ser conocedor, por tanto, de los siguien-

tes principios:

1) Las probabilidades que surgen de cada nudo estin
condicionadas por los sucesos anteriores al mismo.

2) La suma de las probabilidades de las ramas que par-
ten de un determinado nudo debe ser la unidad, y si
de un nudo sélo parte una rama, debera asignarsele a
ésta una probabilidad unidad.

3) Cada uno de los recorridos posibles representa un suce-
so distinto, y éstos son entre si incompatibles dos a dos.

4) La probabilidad de cada suceso posible es el produc-
to de las probabilidades asociadas a los distintos tra-



mos del recorrido que lo describe, pues se trata de la
probabilidad de la interseccion entre sucesos.

5) La suma de las probabilidades asociadas a los distin-
tos recorridos debe ser la unidad, pues abarcan todo
el Espacio Muestral.

Como ya hemos comentado, a pesar de la incorporacion
de los diagramas de arbol en los textos, este prictico
recurso no esta siendo totalmente aprovechado, pues con-
tinta haciéndose depender al alumnado de las formulas
tradicionales para resolver los problemas. Nuestra pro-
puesta es que puede y debe evitarse la aplicacion (habi-
tualmente no reflexiva) de las mismas por parte de los
alumnos. En este sentido, en las siguientes secciones mos-
tramos como aprovechar al maximo las posibilidades que
permiten los diagramas en arbol, siempre que se comple-
mente su construccion en la forma que exponemos.

La suma de probabilidades resultantes
en diagramas arbéreos

como alternativa al Teorema

de la Probabilidad Total

En este apartado vamos a ver como puede prescindirse del
Teorema de la Probabilidad Total al resolver problemas en
los que se solicite la probabilidad de que ocurra un deter-
minado suceso, subconjunto del espacio muestral. Para
ello deben darse tres sencillos pasos:

1) Eliminar del diagrama arbéreo todos aquellos recorri-
dos que no culminen en un caso particular del suce-
so referido.

2) Calcular la probabilidad asociada a cada recorrido que
si culmine en un caso particular del suceso referido.

3) Sumar las probabilidades asociadas a dichos recorri-
dos (recuérdese que se trata de sucesos incompatibles
dos a dos).

Veamos dos ejemplos:

Ejemplo 3

De un determinado pais se sabe que el 35% de la poblacién
femenina es fumadora, lo cual ocurre en el 55% de la pobla-
cién masculina. Hay igual proporcién de hombres que de
mujeres (50%). Elegida una persona al azar, 3cudl es la pro-
babilidad de que sea fumador/a?

Este es un enunciado sencillo, tipico del nivel de ense-
nanza al que nos estamos refiriendo (dltimo curso de
bachillerato LOGSE). La resolucion tradicional de este pro-
blema se realiza mediante el Teorema de la Probabilidad
Total. Representemos por H el suceso «ser hombre», por M

«ser mujer», por F«ser fumador/a» y por
NF «ser no fumador/a». La aplicacion del
referido teorema nos conduce a:

P(F) = P(F/ H)'P(H) + P(F/ M)-P(M) =
=0,550,5 + 0,35:0,5 = 0,45

El planteamiento en diagrama de drbol
permite resolver el problema sin aplicar
dicha expresion, siguiendo los tres sen-

cillos pasos enumerados anteriormente:

Sexo Habito Prob.
0,55 F —>» 0,275-—>
H<:
02 0,45 ™ NF—>» 0,225
035 3 F —3 0,175-3
0,65 ™ NF—» 0,325

Figura 3

PA = 0,275 +0,175 = 0,45

...como puede Ejemplo 4
prescindirse

del Teorema
Dos equipos de baloncesto se enfrentan

de la Probabilidad en una final al mejor de tres partidos. La

Total estadistica desprendida de los enfrenta-

mientos anteriores muestra que el equipo

al resolver A ha ganado el 60% de los partidos dis-

problemas en putados entre ambos, siendo el otro 40%

L restante para el equipo B. 3Cudl es la

los que se solicite probabilidad de que la final deba deci-
la pVOb&lbllld&ld dirse en un tercer partido?

de que ocurra

) En este ejemplo hay tres factores a con-
un determinado

siderar (los tres partidos), a diferencia
suceso, del ejemplo anterior, en el que sdlo
Subconjum‘o habia que considerar dos (sexo y habi-

del es pacio to). Ello hace que el planteamiento tra-

muestral.

dicional mediante el Teorema de la
Probabilidad Total complique de forma
ostensible su resolucién. Denotaremos
por A, al suceso «que gane el equipo A
el partido i» y por B;al suceso «que gane

el equipo B el partido i

P(3 partidos) = P{A5 /B, ADYP(B, / AD-PA) +
+P\B, / B,/ AD}-P(B, / AD)-PA) + PlA, / (A, / BD}P(A, / B)-P(B) +
+ PiB, / (A, / BDYP(A, / B)-P(B) =
=0,6:0,4:0,6 + 0,4:0,4:0,6 + 0,6:0,6:0.4 + 0,4:0,6:0,4 = 0,48

Tal como adelantibamos, la aplicacion
formal del citado teorema se hace bas-
tante compleja al tratarse de tres facto-
res (1., 2.° y 3.¢ partido), en lugar de
dos como la mayor parte de los proble-



mas aparecidos en los textos. jImagine-
mos el incremento en dificultad de la
resolucion tradicional si el enunciado
considerase la posibilidad de una final
al mejor de cinco partidos...!

Mediante un diagrama arboreo la resolu-

cién es mucha mds clara y comprensible:

l.erpart.  2.° pctrf 3. part.  Prob.
ot

<: <: A —>0,144
B —>» 0,096

E P(3 part.) = 0,48
A —> 0,144

<: <: B —> 0,09

o6

Figura 4

Evidentemente, otra forma de resolver
el problema sin necesidad de aplicar el
Teorema de la Probabilidad Total ni el
Diagrama de Arbol es plantear la proba-
bilidad del suceso contrario:

P(3 partidos) = 1 — {P(A1 nA)+ P(Bl n B2)} =
=1-{0,6:0,6 + 0,40,4} = 0,48

La renormalizacién
en diagramas arbéreos
como alternativa

..esta formula
al Teorema de Bayes U
[Teorema
En el caso de que el enunciado del pro- de Bayesj

blema aporte una informaciéon que res- se hace realmente
trinja los casos posibles que pueden

dificil de aplicar
darse, afirmando que ha ocurrido cierto f D
suceso, las probabilidades resultantes cuando
pueden variar. Si la restriccién es simple, la restriccion

la resolucion tradicional suele realizarse es complej&l. -

utilizando el Teorema de Bayes. Sin
embargo, esta formula se hace realmente
dificil de aplicar cuando la restriccion es
compleja, como veremos en la seccion
siguiente, en cuyo caso suele recurrirse a
otras expresiones formales. Nuestra pro-
puesta didactica permite resolver cual-
quier problema de Probabilidad Condi-
cionada y siempre de una forma proce-
dimentalmente mas sencilla.

El método desarrollado por nosotros consiste en una
ampliacion del método de los diagramas arboreos,
mediante su renormalizacion (Gomez, 1999). La com-
prension del fundamento de este procedimiento requiere
ciertos conocimientos previos (dominados en su mayoria
por los alumnos, llegados a este nivel, o en caso contra-
rio, facilmente aprendibles mediante ejemplos sencillos).
Estos son:

1) Un convenio: P(E) = 1. Se trata de la probabilidad del
suceso seguro, que abarca todo el espacio muestral.
Este concepto se plantea en el principio del tema de
probabilidad.

2) Una propiedad: para normalizar (convertir en 1) una
cierta cantidad, basta con dividirla por ella misma
(Ejemplos: 3/3 = 1; 0,8/0,8 = 1, etc.). Esta propiedad
se aplica, por ejemplo, en el tema de dlgebra vectorial
(habitualmente trabajado con anterioridad al de pro-
babilidad), al desarrollar el concepto de vector unita-
rio y su obtencion: division de un vector entre su
norma, obteniendo otro vector de longitud 1 (unitario,
normalizado) en la misma direccion y sentido que el
vector original.

3) Generalizacion de la propiedad anterior: para conver-
tir un conjunto de valores, en otro con la misma pro-
porcionalidad relativa y cuya suma sea 1 (normali-
zado), basta con dividir cada valor del conjunto ini-
cial entre el total de éste. Puede utilizarse el siguiente
ejemplo para que los alumnos puedan alcanzar ficil-
mente esta generalizacion: «Sea el conjunto formado
por los numeros 1, 3 y 6, cuya suma es 10. Si los com-
paramos entre si podemos ver que el segundo es tres
veces mds grande que el primero, y el tercero es seis
veces mas grande que el primero y dos veces mas
grande que el segundo. Si cada uno de ellos lo divi-
dimos entre 10 (Ia suma de los tres) se obtiene otro
conjunto de numeros: 0,1, 0,3 y 0,6 que guardan entre
si la misma proporcion y ademas suman la unidad.

Una vez establecidos estos prerrequisitos, puede aplicarse
el proceso ideado por nosotros, y que hemos denomina-
do Renormalizacion, siguiendo los siguientes pasos:

1) Eliminar del diagrama arboreo todos aquellos recorri-
dos que no concluyan de forma concordante con la
informacién suministrada en el enunciado (restric-
cién). La suma de las probabilidades asociadas a los
recorridos no excluidos, obviamente, ya no sera la
unidad, por lo que deberemos

2) Renormalizar la probabilidad asociada a cada recorri-
do no excluido, dividiéndola entre el total de las pro-
babilidades asignadas a los recorridos no excluidos.
Puede comprobarse en este momento que la suma de
las nuevas probabilidades renormalizadas vuelve a
ser la unidad.



3) Buscar, entre los nuevos valores renormalizados, el
que aporta (o los que aportan) la solucion a la cues-
tion planteada en el enunciado.

De esta manera, disponemos de toda la informacién para

responder a las cuestiones que el enunciado plantee, sin

necesidad de aplicar la expresion formal del Teorema de

Bayes, aunque ésta, obviamente, subyace en este trata-

miento.

Veamos lo expuesto en dos nuevos ejemplos.
Ejemplo 5

Se dispone de dos urnas idénticas. En el interior de una de
ellas hay billetes auténticos (5 billetes de 1000 pts. y 5 de
5000 pts.). En el interior de la ofra hay billetes falsos (8 de
1000 pts. y 2 de 5000 pts.). Se desconoce en cudl de las dos
estan los falsos y en cudl los auténticos. Se elige una urna al
azar y extraemos un billete que resulta ser de 5000 pts. zCudl
es la probabilidad de que sea falso?

Se trata de dos hechos consecutivos: 1.° eleccion de urna;
2.° extraccion de billete. Se habra elegido la urna de los
billetes auténticos o la de los falsos con probabilidades de
1/2. La probabilidad del billete extraido dependerd de la
urna, ya que las proporciones son distintas. Llamaremos A4
o F a <haber elegido la urna de billetes Auténticos» o
<haber elegido la urna de los billetes Falsos», respectiva-
mente. Denotaremos por 71000 o por 5000 el haber extra-
ido un billete de ese valor. La probabilidad solicitada es la
de que haya ocurrido F, condicionado a que se sabe que
ha ocurrido 5000.

Al resolver formalmente mediante la férmula de Bayes se
obtiene:

P(F/ 5000) = P(5000 / F)-P(F) / {P(5000 / F)-P(F) + P(5000 / A)-P(A)} =

= (2/10)(1/2) / {(2/10)(1/2) + (5/10)(1/2)} = 2/7

El mismo resultado se obtiene si se resuelve por un dia-
grama arboreo renormalizado, sin necesidad de recurrir a
la férmula citada, y con mayores posibilidades de éxito en
la resoluciéon y en la comprension del problema.
Siguiendo los pasos descritos:

E

8/10

Eleccién Extraccién de  Prob. Probabilidad
de urna billete renormalizada
A %: 1000—> 5)90
1/2 5/10 5000—3= 5/20 — (5/20) / (7/20) = 5/7
E
1/2 F%: 1000—> 840
2710 5000— 3 2/20 — 3= (2/20) / (7/20) = 2/7
. 7/20 « 7721
Figura 5

Medio de  Prob.
transporte renormalizada

5/10
IL <:
2/10 5/10
7/10
NL——
3/10

Ejemplo 6

En la ciudad en la que vive Jorge llueve
el 20% (2/10) de los dias. Jorge es muy
perezoso para levantarse de la cama.
Ello provoca que a veces pierda el auto-
bis, con lo que le toca ir caminando
hasta el instituto y llega tarde a la prime-
ra clase. Normalmente, si hace buen
tiempo, suele perder el autobis el 30%
(3/10) de las ocasiones. Sin embargo, si
llueve, se vuelve més perezoso ain para
levantarse, y entonces la probabilidad
de que pierda el autobis es del 50%
(5/10). Un dia llegé tarde al instituto.
2Cudl es la probabilidad de que apare-
ciera hecho una sopa?

Es evidente que la pregunta del enun-
ciado estd planteando indirectamente
cudl es la probabilidad de que ese dia
estuviera lloviendo, sabiendo que per-
di6 el autobus. Llamaremos LL y NLL a
los sucesos dlueve» y «o lluever, res-
pectivamente, y denotaremos por A y
NA a los sucesos «coger el autobus» y
«no coger el autobus», respectivamente.
La probabilidad solicitada es la de que
haya ocurrido LL, sabiendo que ocurri6
NA. Planteando la formula de Bayes:

P(LL/ NA) = P(NA / LL)-P(LL) / {P(NA / LL)-P(LL) +

+ P(NA / NLL)-P(NLL)} =

= (5/10)-(2/10) / {(5/10):(2/10) + (3/10)-(8/10)} = 5/17

Resolvamos ahora este ejemplo median-
te un diagrama arboéreo renormalizado:

Probabilidad

A —> 10£100
NA—> 10/100 -3 (10/100) / (34/100) = 5/17

A —> 55/100
NA 3= 24/100-3(24/100) / (34/100) = 12/17
e 34/100

Figura 6

Alcance en la aplicabilidad
del método
de renormalizacién

Tal como hemos afirmado en la seccion
anterior, el método alternativo que propo-



nemos permite, ademads, ser aplicado en
otros problemas de Probabilidad Condi-
cionada, como, por ejemplo, el que cons-

tituy parte de un ejercicio de las Pruebas A R

que, después de aplicar distributividad entre la unién y la
interseccion y otras propiedades de operaciones entre
conjuntos, esta expresion queda reducida a:

PIA) PR /4 s

de Acceso a la Universidad (septiembre de
1994) en el distrito de Valencia.

Ejemplo 7

Jugando a los dardos, la probabilidad de
hacer diana de un jugador A esde 1/4, y
la de un jugador B es de 1/3. Sabiendo
que cada jugador ha hecho un solo dis-
paro y que se ha obtenido exactamente
una diana, cudl es la probabilidad de
que la haya conseguido el jugador A2

. o PA/IAR B . ArB)
Obsérvese que la restriccion que propo- | /

ne el enunciado —que se ha obtenido
exactamente una sola diana— es un
suceso que abarca dos posibilidades
—que haya acertado solo el jugador A o
que haya acertado solo el jugador B-.
Ello hace muy complicada la utilizacion
del Teorema de Bayes. Veamos:

Sea A el suceso <hacer diana el jugador
A»y B <hacer diana el jugador B». A’y B’
serdn los correspondientes complemen-
tarios (no hacer diana). Se solicita la
probabilidad de que haya acertado A,
sabiendo que se ha producido una sola
diana. Es decir:

PA;A /|ar B)C anp)]

Aplicando Bayes:

P';A / l(A ~R)C A r“.E)].ﬁ =

P{[qAr Fw anP) /A P

CHlac EC anp) 4 pasp|an B o anp) B R,

Debemos utilizar ahora la definicion de
probabilidad condicionada entre dos
sucesos (probabilidad de la interseccion
entre los sucesos condicionado y condi-
cionante, dividido entre la probabilidad
del suceso condicionante) en cada uno
de los tres elementos del miembro de la
derecha de la anterior igualdad. Ello nos
lleva, tras realizar las correspondientes

simplificaciones, a la expresion:

PlvllA SR C ANP) 4
[y ’ 4

P-JqA ~B L ANE)C A+ P{[{A "B ACE) - F

PIA~PE +P(ACB) B Pla) P(B) +P(a P(E N

2/5

{273 +12/4 (1/3

)

La solucion aportada por el equipo de coordinacion del
citado distrito, eludia el Teorema de Bayes y aplicaba
directamente la definiciéon de probabilidad condicionada
(probabilidad de la interseccion entre condicionado y con-
dicionante partido por la probabilidad del condicionante).
Con la consiguiente utilizacion de propiedades distributi-
vas entre la unioén e interseccion entre conjuntos, y consi-
derando que los sucesos (A n B”) y (A’ n B) son incompa-
tibles entre si, se obtiene (se omiten pasos):

P{Ar“ [(Ar RL A r“.P)]“ . Pla P

< -=2/%
Plac B +Plamp

P-{IA ~P L Ar P)

El proceso formal, como puede apreciarse, se hace muy
complejo, tanto si se aplica el Teorema de Bayes, como la
definicion de Probabilidad Condicionada. Creemos que
pretender que cualquier alumno de secundaria consiga
resolver el problema de una u otra manera es poco menos
que utépico.

La resolucion es mucho mas facil y comprensible mediante
nuestro método de renormalizacion del diagrama arboreo:

Lanza Lanza Prob. Probabilidad
jugador A jugador B renormalizada
A]</3: B> 142
174 23 ™ B 2/12—3=(2/12) / (5/12) = 2/5
E
3/4 A,1</3: B —>» 3/12—>(3/12) / (5/12) = 3/5
2/3 B — M2
.« 5/12
Figura 7

Este procedimiento desarrollado por nosotros puede ser
igualmente aplicado en problemas de un nivel de dificul-
tad ain mds elevado para los planteamientos formales,
como el que proponemos a continuacion:

Ejemplo 8

Luis (empresariales), Ana (fisioterapia) y Javi (telecomunicacio-
nes) son tres amigos que han acabado a la vez sus carreras.
La probabilidad de incorporarse al mundo laboral durante los
seis meses siguientes es, respectivamente, del 40%, 60%, y
70%. Se sabe que seis meses después, al menos dos de ellos
ya estaban trabajando. 3Cudl es la probabilidad de que Luis
fuera uno de los afortunados?



Aqui solo vamos a resolver este problema aplicando nues-
tro método. Dejamos para el lector la tarea de resolverlo
formalmente, si lo desea.

Luis Ana Javi Prob. Probabilidad
renormalizada
T%: T —> 0,168 —» 0,278
06 03 ™NT— 3 0,072 —» 0,119
. 0,582

0,4 0,7
04 NT<: T—> 0,112—> 0,185
0,3 ™NT—> 0,548

0d T%: T — > 0,252 —» 0,417
, 0.6 0,3 ™NT—> 0,308
NT:
0,4 07
NT<: T —> 0,}68
0,3 ™NT—> 0972
« 0,604
Figura 8

Respuesta ante el método propuesto

Durante los dltimos cursos este tema ha sido tratado por
nosotros en el aula de ensenanza secundaria preuniversi-
taria explicando ambos métodos (formal y procedimental)
simultineamente, y hemos podido comprobar que practi-
camente la totalidad de los alumnos, al resolver este tipo
de problemas, se inclina por utilizar diagramas arbéreos
(renormalizados en el caso de probabilidad condicionada)
en vez de las expresiones tradicionales. Creemos que ello
es debido principalmente a que es mucho mads facil com-
prender y recordar los pasos de un procedimiento —senci-
llo y general- que memorizar varias férmulas cuyo signifi-
cado preciso no es ficilmente intuible o comprensible.
Defendemos que nuestra propuesta instruccional permite
al alumnado entender mejor qué es la Probabilidad Con-
dicionada —ademds de hacer bastante mas sencilla la reso-
lucién de este tipo de problemas—, a diferencia de las for-
mulas tradicionales, cuya aplicacién, aunque se produzca
de forma correcta, no facilita una comprensién profunda
de estos conceptos. Pensamos que la buena acogida que
ha tenido el método por parte del alumnado es una evi-
dencia de su claridad y eficacia didactica.

A la aceptacion positiva de nuestro método por parte de
los alumnos se une el entusiasmo manifestado por los pro-
fesores de matemadticas que han entrado en contacto con
el mismo, en aquellos circulos donde lo hemos presenta-
do. Ello nos ha animado a compartirlo con el resto de la
comunidad educativa. Pensamos que el procedimiento
alternativo expuesto puede ser de gran ayuda al cuerpo de

...este tema
ha sido tratado
por nosotros
en el aula
de enserianza
secundaria
preuniversitaria
explicando
ambos métodos
(formal
y procedimental)
simultaneamente,
y hemos podido
comprobar
que prdcticamente
la totalidad
de los alumnos,
al resolver este tipo
de problemas,
se inclina
por utilizar
diagramas
arboreos. ..

Santiago E. Gomez
Departamento de Ciencias
Experimentales.
Universitat Jaume |
de Castellén

profesores de matematicas en su activi-
dad docente a la hora de transmitir estos
contenidos.
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