¢Por qué seguir anclados

l"hﬂ 35 en Egipto?

noviembre 2000, pp. 27-34

Carlos Usén Villalba

Angel Ramirez Martinez

IERTAMENTE corren malos tiempos para la lirica. Vivimos
una paz tensa, cargada de desalientos, en la que las voces del
inmovilismo parecen tener justificacion a sus proclamas.
Entre ellas, cémo no, las que insisten en las virtudes formati-
vas del aprendizaje de los algoritmos de lapiz y papel. Si la
marea conservadora alcanza circulos préximos decides, aun-
que solo sea para mantener en buen estado las defensas,
entrar al trapo. Hay que volver a recordar entonces uno y mil
argumentos para comprobar, con una sorpresa siempre reno-
vada a causa de nuestra ingenuidad, que lo que era innova-
dor hace quince anos sigue siéndolo en este momento.

No vamos a repetirlos. Parece irremediablemente perdida la
batalla por liberar a ninas y ninos de la Ensenanza Primaria
de los ¢rabajos de soldado» (recupérese la lectura de Freinet,
1986) a que se ven sometidos. Nos limitaremos a recordar,
aunque sea de mal gusto en estos tiempos supuestamente
La pervivencia en las aulas
de listas y listas de ejercicios
de célculo con fracciones es
un arcaismo gremial. Fue al- defender a la sociedad de un exceso de creatividad que
Kashi (s. XV) quien propuso pueda resultar peligroso para el cwormal> funcionamiento de
por primera vez que las
fracciones decimales son
validas para representar
cualquier nimero, rompiendo
asi con la tradicién de la do. Decimos sdlo esto, y no mds, porque sobre este tema ya
Antigiiedad. El desarrollo de | hemos escrito con mis amplitud (Ramirez y Usén, 1996;
la notacién ha llevado
finalmente a que 7/4 se
escriba como 1,75. Nadie
hace hoy dia operaciones
con quebrados. Utilizamos
las fracciones clasicas sélo I
como descriptores de
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denominador es més ¢A cudl? En realidad todas las matemadticas escolares, tanto

pequeiio que 10. en Primaria como en Secundaria, estan reducidas a la prac-

desideologizados, que las intenciones subliminales, aunque
inconscientes, existen; que se perpetdan si son utiles para

las cosas; y que estos condicionantes ideologicos también
actdan, por supuesto que si, en las clases de matemadticas. Es
decir, forman parte del curriculo «oculto» (¢?) del profesora-

Ramirez, 1997) y porque nuestra intencion ahora es trasladar
la reflexion a otro contexto con una similar problemadtica.




tica de algoritmos. En ocasiones, incluso, se definen los
conceptos a partir de uno de los algoritmos posibles para
desarrollarlos o calcularlos, olvidando que, por su caracter
de tales, hacen tanto en tan poco tiempo y/o espacio que
necesariamente ocultan la complejidad del concepto.

Esto es lo que ocurre, por ejemplo, si definimos: «/b = ¢/d
si ad = be. la relacion entre decimales y fracciones per-
mite accesos mas naturales a la igualdad de fracciones, por
mds que nos resulte entonces una obviedad, pero si obser-
vamos que alumnas y alumnos de segundo de bachillerato
afirman que se puede hacer 22 pero no 2°5, queda claro
cudnto se pierde, cudntas conexiones bdsicas se tiran por
la borda, si se elige el camino del formalismo.

La multiplicacién en cruz aparece también como base de
la definicion habitual de la division de fracciones.
Definicién caprichosa donde las haya, que no suele justi-
ficarse. Afirmar que (a/b) : (¢/d) = ad/bc porque dividir es
multiplicar por el inverso del divisor no es explicacion
suficiente; sigue siendo mas algoritmica que conceptual. Y
ademads: por qué el inverso de 3/4 es 4/3? ;Por qué
(3/4)(4/3) =1? ;Y por qué se multiplican los quebrados
como se multiplican? No es nada evidente, por otra parte,
que 1,333... x 0,25 = 1.

Desde luego que la lista de «porqués» puede hacerse infi-
nita y que en algin momento hay que pararla. Pero no
estamos adoptando una actitud filosoficamente provoca-
dora y didacticamente improductiva. Estamos sugiriendo
que si bien es cierto que cualquier definicién es social-
mente un convenio, también lo es que los convenios no
se acuerdan como en un juego légico desprovisto de sig-
nificado y que es necesario y util justificarlos. Veamos: ses
habitual razonar que (6/7) : (3/7) es muy ficil de obtener
porque las dos fracciones, al tener el mismo denominador,
son comparables y que para dividir fracciones hay que
ponerlas primero con denominador comun? Si, por
supuesto que con el tiempo ahorraremos este paso, pero
al final, no al principio, porque si vamos directamente al
algoritmo ocultaremos la naturaleza de la operacion que
efectuamos. La naturaleza conceptual, la que esconde pre-
cisamente el algoritmo imponiendo su enfoque utilitarista.
Por esto mismo, porque es necesario el denominador
comun, se explica el criterio para decidir la igualdad de
fracciones: igualados los denominadores es obligada la
igualdad de los numeradores.

Curiosamente nos parece mds dificil la justificacion del pro-
ducto de fracciones. Pero es que sacaso tenemos claro el
concepto de producto de dos nimeros? ;Qué hacemos al
calcular 0,75 x 0,666 ... , 25% x 12% o, incluso, 1/2 x 20%?
Para la division hemos podido emplear todavia nuestra vieja
concepcion de esta operacion como una comparacion de
magnitudes, casi un reparto, pero al multiplicar uno de los
quebrados se convierte necesariamente en un operador. Y
su efecto, en el efecto combinado de otros dos operadores.

En realidad
todas
las matemadaticas
escolares,
tanto

en Primaria como

en Secundaria,

estan reducidas
a la prdctica
de algoritmos.

Muy poco eficaz, por cierto. A
pesar de haber manejado
exclusivamente quebrados en
sus clases de matemdticas,
alumnos y alumnas muestran
predileccién, si se les deja ele-
gir, por la mayor claridad infer-
prefativa inmediata que les
ofrecen los decimales. Optan,
por ejemplo, por

V240,52 =152

er |UgG de
? +71' 2 == .2
N 2 2

Una eleccién que alerta de
nuevo sobre la nula compren-
sién conceptual que se alcanza
después de cursos y cursos de
emplear las fracciones desco-
nectadas de los decimales.

Lejos de nuestra intencién desarrollar en
las paginas de Suma un elemental trata-
do sobre las operaciones con fraccio-
nes. Lo que pretendemos es reivindicar
la necesidad de una mayor insistencia
en los conceptos. Puesto que lo Gnico
que se hace en muchos centros con las
fracciones es simple calculote!, hay
tiempo para ello: basta con romper con
ese absolutismo. Los afortunados tiem-
pos tecnologicos en que nos ha tocado
desarrollar nuestra labor docente nos
permiten incluso, si nos apetece, caer
en un absolutismo de signo contrario.
Lo queremos gritar bien alto:

/Hay calculadoras baratas que trabajan
con fracciones/

Bien: ahora que los ingleses, esos aman-
tes de las tradiciones mas rancias, han
avisado de la maldad didactica intrinse-
ca de la calculadora (ese maravilloso
invento), desempolvemos de nuevo
parte de la vieja baterfa argumental para
defender su empleo.

e No se trata de usar las calculadoras
solamente como en el supermerca-
do. iCuidado! No afirmamos que
esta prestacion de la maquina sea
despreciable. Uno de los objetivos
de la Ensenanza Primaria deberia
ser que los estudiantes fueran capa-
ces de hacer un uso inteligente de
una calculadora elemental (cientifi-
ca para la Secundaria y el Bachi-
llerato). Inteligente quiere decir que
sepan aprovechar al maximo sus
posibilidades  (scudntas tiendas

conocéis en las que sepan utilizar

una memoria tan basica como la de
una calculadora de 700 ptas.?), que
no la empleen para efectuar, por
ejemplo, 50 + 50 (entre otras cosas

porque no es elegante hacerlo), y

que estimen previamente y tengan

costumbre de valorar los resultados
que aparecen en pantalla. Siguen
siendo validas las sugerencias del

Informe Cockcroft (elaborado en

Inglaterra, claro).

e No usarlas s6lo como en el super-
mercado quiere decir que, como



docentes, deberfamos ser capaces
de aprovechar el enorme potencial
didactico de estos pequenos apara-
tos. Hay literatura mas que suficien-
te a este respecto. Es inevitable aqui
recordar a Fielker (otro inglés)?.

El tiempo que ganariamos podria
emplearse en:

— Mejorar la comprensién con-
ceptual de las operaciones con
quebrados.  En  particular,
ampliar el concepto de multi-
plicacion. Explicar, por ejem-
plo, que 0,5 x 0,5 = 0,25 por-
que se crece en dimension
pero disminuye la proporcion
de la superficie obtenida res-
pecto al cuadrado unidad.

0,5

0,5

— Establecer conexiones entre
decimales, quebrados, tantos
por ciento y modelos geomé-
tricos.

— Hacer problemas, no ejercicios
rutinarios, en los que interven-
gan fracciones (por ejemplo:
«El 36% de las tortillas que hace
mi abuela tienen mucha sal, y
el 53% mucha patata. ;Qué por-
centaje de las tortillas que hace
mi abuela tienen mucha sal y
mucha patata?»)

— Cilculo mental con quebrados.
Es facil proponerlo como un
juego. Ademas la existencia de
regularidades lo favorece. Por
ejemplo:

1/2 +1/4 = 3/4
1/3 +1/6 =3/6 =1/2
1/4 + 1/8 = 3/8
De paso podemos aprovechar
para generalizar, el auténtico
vicio de los matemadticos. ;No
nos interesa el Algebra?

1/n+ 1/2n = 3/2n

JConoceis

a alguien

que opere
con quebrados

en la calle?

2 Citamos sélo una pequefa y
deliciosa obra suya: Usando las
calculadoras con nifios de 10
afios, Generalitat Valenciana,
1986. Aunque estd agotada la
edicién, es posible encontrarla,
junto con el Informe Cockeroft,
en los CPR.

También se puede empezar por el final (dar el
resultado y perdir la operacion), bien en abstracto:

2A qué quebrado le puedo afiadir su mitad para obte-
ner 1/22

o contextualizando la pregunta de forma atractiva:

Luisa partié la tarta en tres trozos: ella se quedé con la
mitad y Juan recibié el doble que Antonio. 3Cuénto
correspondié a cada uno de ellos?

(jNo olvidemos que se propone como cilculo
mental! No se trata de repetir el algoritmo de lapiz

y papel...).

Otra bonita serie:
1/2-1/3=1/6
1/3 - 1/4 = 1/12
Un-1m+1=1nn+1)

— Pensar, sobre todo pensar. Si la maquina trabaja
ya no hay justificacién para obligar al alumnado
a ejercitarse en trabajos de soldado ni para perder
después ridiculamente el tiempo en valorarlos de
forma ridicula. ;Cémo no equivocarse al realizar
un churro («astillo» o como se le quiera llamar)
que da finalmente como resultado 223/315? (por
cierto: jno es mas expresivo «71%» que «223/315»?)
Si se siente nostalgia de los viejos tiempos (un
vicio dulce y comprensible) siempre pueden
hacerse algunos ... con la calculadora, claro: una
excelente ocasion para practicar la prioridad de
las operaciones sin machacar para ello la mente
ni extenuar la paciencia.

v

Abandonamos esta linea argumental. No llegaremos a
decir nada nuevo que no se encuentre ya publicado.
Hablemos mds bien de la utilidad social de nuestro traba-
jo. JConocéis a alguien que opere con quebrados en la
calle? Los quebrados se emplean en la vida cotidiana
como operadores (tres cuartos de litro, cuarto y mitad de
carne, etc.), no como instrumentos de cédlculo. Antes ya de
la aparicion de las calculadoras electronicas la contabilidad
de las oficinas, las compra-ventas de terrenos, las opera-
ciones comerciales, se efectuaban con decimales. jCuanto
mas en el momento actual!

Frente a esto, los quebrados mantienen su vigencia en las
aulas a causa de nuestro gremialismo como matematicos.
Hagamos una breve visita a la Historia. Alld por el 1650 a.
C., el escriba egipcio Ahmes se ocupaba, en el conocido
hoy como «papiro de Rhind», de descomposiciones de
fracciones como éstas:



2/7 =1/28 + 1/4;
1/15 + 1/3 = 2/5;
2/13 = 1/8 + 1/52 + 1/104

No son ejercicios aislados. Ahmes aporta una tabla que
expresa 2/n como suma de fracciones de numerador 1
para valores de n desde 3 a 101. Toda una demostracion
de virtuosismo al servicio de la simplificacioén de los calcu-
los en las necesidades practicas, desarrollada a partir de
métodos diferentes de los nuestros: empleo de fracciones
unitarias y de la técnica del desdoblamiento. Veamos un
ejemplo (Collette):

2/7=1/7+1/7=1/14 + 1/14 + 1/7 = 1/28 + 1/28 +
+1/14+1/7==1/28 + (1/28 + 1/14 + 1/7) = 1/28 + 1/4

El sistema egipcio de escritura de los nimeros era jerogli-
fico, decimal y no posicional. Queda claro que esa «deci-
malidad» no ejercié ninguna influencia sobre el tratamien-
to algoritmico de las operaciones con fracciones. ;COmo
iba a hacerlo? Dividir por 10 solo es comodo si el sistema
de numeracion es decimal y posicional. Si la escritura no
aporta ninguna ayuda el primer recurso es emplear la divi-
sion mds sencilla: buscar mitades. Para multiplicar o divi-
dir ndmeros enteros los egipcios empleaban también la
técnica del desdoblamiento.

La sombra de la tradicion es alargada. En el siglo 1x, 2600
anos después de Ahmes, la obra en la que al-Khwarizmi
muestra por primera vez como operar con el sistema deci-
mal posicional hindd, permite ver que la lengua arabe dis-
ponia de nombres particulares para las fracciones de nume-
rador 1. El Libro sobre la aritmética necesaria a los escribas
y a los comerciantes, de Abu-1-Wafa (s. x), distingue tres
tipos de fracciones fundamentales (Youschkevitch):

e Principales: 1/2, 1/3, 1/4,..., 1/10
e De la forma m/n, con m <n” 10

e Expresables en la forma (1/m) x (1/n) x ... x (1/p)
(exceptuando las principales)

Abu-l-Wafa lleva el virtuosismo operativo al extremo, con
la finalidad de expresar fracciones a partir de las incluidas
en estos tres tipos (y si no es posible lo hace de forma
aproximada), pero ya no recurre al desdoblamiento. Su
tactica consiste en desarrollar las fracciones en fracciones
sexagesimales y de éstas pasar a las fundamentales. Y
obtiene, por ejemplo:

2/5=1/3 + (2/3)(1/10)
9/10 = 1/2 + 1/3 + (2/3)(1/10)
3/17 = 1/10 + (1/2)(1/9) + (1/6)(1/8)

El desarrollo seguido para 3/17 es especialmente fascinan-
te (Youschkevitch).

Mientras los funcionarios y comerciantes empleaban frac-
ciones unitarias, los cientificos arabes, continuando la tra-

Si la sociedad
ha elegido operar
con fracciones
decimales,

y hacerlo ademds
bajo la forma
de «decimales,
Jqué justifica
dedicar
tanto tiempo
a efectuar
operaciones
con quebrados?

dicion de la antigua Babilonia, efectua-
ban sus cédlculos con un sistema sexage-
simal. En el cruce de estas dos tenden-
cias con las nuevas ideas venidas de la
India (un largo periodo de tiempo inde-
ciso) es razonable terminar planteindo-
se una pregunta hoy dia ingenua pero
entonces revolucionaria: ;son adecuadas
las fracciones decimales cuando el pro-
blema requiere una respuesta con una
aproximacion muy precisa? Al-Kashi (s.
xv) responde que si, da por primera vez
una descripcion detallada de las opera-
ciones con ellas y aplica su habilidad a
la conversion de fracciones sexagesima-
les en decimales y viceversa.

¢Hace falta recordar que la Humanidad
ha optado finalmente por las fracciones
decimales? Hoy no empleamos 3/17, ni
la aproximacién de Abu-1-Wafa. Hoy
aproximamos 3/17 con el valor

1/10 + 7/10*+ 6/10° + 4/10* + 7/10° +

+5/107+ 8/10% + 8/10°
La calculadora muestra en pantalla
0,176470588 porque hemos adoptado la
notacioén resultante de un largo proceso
colectivo (como siempre) de pruebas,
cuyo remate final, la coma que separa la
parte entera de la decimal, fue propues-
ta por el holandés Snellius a principios
del siglo xvir.

v

Si la sociedad ha elegido operar con
fracciones decimales, y hacerlo ademas
bajo la forma de «decimales», squé justi-
fica dedicar tanto tiempo a efectuar ope-
raciones con quebrados? No negamos la
necesidad diddctica de ocuparse de las
ideas bdsicas; afirmamos la convenien-
cia de entusiasmarse ante la habilidad
desplegada para desarrollar un calculo o
para inventar o interpretar un algoritmo;
pero todo ello sin perder de vista que
los quebrados no son hoy dia un instru-
mento social de cidlculo. Es cierto que
siguen empleandose como descriptores
utiles y elegantes de algunas situaciones
cuando el denominador es 2, 3, 4, 5 o
incluso 6. Seguimos hablando de un
cuarto de litro, un quinto o un tercio de



cerveza, las abuelas de Forges siguen
pidiendo «cuarto y mitad» en la tienda,
pero ya nadie opera con quebrados. La
generalizacion del empleo de calculado-
ras electronicas tiene forzosamente con-
secuencias. Incluso como indicadores
de informacion los quebrados estan ce-
diendo terreno, cada vez mads, al «¢anto
por ciento.

Es inevitable la sensacion de estar asis-
tiendo al final de un periodo. Y si bien es
comprensible la anoranza del especialis-
ta que debe reciclarse y desea mostrar la
belleza de su anticuado instrumental, hay
que recordarle que no tiene derecho a
presentar como piezas actuales las que
estan en desuso; y que cuando un grupo
de personas sin vocacion de historiado-
res visita un museo muy amplio, selec-
ciona las salas de mayor interés.

Desde este punto de vista, ;como valo-
rar la insistencia de un alumno en escri-
bir 1/4 en lugar de 0,25 porque le han
dicho «que son mis elegantes los que-
brados?® La elegancia siempre ha sido
una cuestion condicionada por la subje-
tividad de cada cual y por el momento
histérico. Lejos de nuestra intencion
negarle prestancia a 1/4, pero una per-
sona cultivada apreciara la belleza tanto
en un Monet como en un Saura: tiene
todo el derecho a elegir, por supuesto,
y seria maravilloso que fuera capaz de
transmitir entusiasmo por los logros del
pasado, pero no a seguir afirmando la
validez permanente, como medio de
expresion, de propuestas ya superadas.

¢Sabemos realmente disfrutar el atractivo
de la notacién decimal? ;Qué ofrece una
igualdad como (5/6) x (6/5) = 1 frente a la
sorpresa que aporta 0,83333... x 1,2 = 1?
La pervivencia obsesiva en las aulas del
calculo con quebrados nos parece una
imposicion gremial. La afirmacién de su
superioridad frente al cilculo con deci-
males, un desatino, a la vista de la mar-
cha de la Historia, y un elitismo sectorial
y platonico. El disfrute del encanto arte-
sanal de las habilidades de Abu-1-Wafa
es perfectamente compatible con el de
la funcionalidad y la eficacia de las ope-
raciones con decimales. En cualquier
caso tenemos derecho, si nos apetece, a

La pervivencia
obsesiva
en las aulas
del calculo
con quebrados
nos parece
una imposicion
gremial.
La afirmacion de
su superioridad
frente al calculo
con decimales,
un desatino,
a la vista
de la marcha
de la Historia,
Y un elitismo
sectorial
y platonico.

3 zHabéis podido observado algu-

na vez en una pizarra de la que
no se han borrado todavia los
célculos de la clase anterior la
resolucién de un sistema como
{1,5x-y=4;,x+0,75y =1}2
3De qué oscuro fondo asciende
el rechazo a esta forma de
expresar los coeficientes? 3Por
qué se prohibe en beneficio de
{3x-2y=8;-4x+3y=4}2
Prohibicién (técita, no suele
estar explicitada) tanto més
absurda desde el momento en
que se dispone de calculadoras
gréficas.

permanecer personalmente anclados en Egipto, pero no a
abandonar alli a nuestros alumnos y alumnas.

A\

¢(Hace falta decir que también somos contrarios a la pervi-
vencia obsesiva del cdlculo manual con decimales? ;Que nos
parece una liberacion maravillosa la funcionalidad y la con-
tundencia de una calculadora de bolsillo? Léase el parrafo III
de este articulo cambiando {racciones» por «decimales».

Vil

Una propuesta de problemas sobre fracciones para 3.° de
ESO. No es exahustiva, por supuesto: hay que hacer mul-
titud de problemas con enunciado, ocuparse del tanto por
ciento, etc. La proponemos como ejemplo alternativo a los
interminables listados de «castillos» fraccionarios con que
se topan habitualmente los adolescentes. Se trata, por
tanto, de problemas (si, en la situacion actual son auténti-
cos problemas, no ejercicios) en los que se propone tra-
bajar sobre los nimeros en abstracto, fuera de un contex-
to real o matematico en el que tuvieran un significado.

1. Localiza dos nimeros periédicos puros cuya diferencia sea
més pequefia que una milésima.

Dos periédicos mixtos cuya diferencia sea més pequefia
que una décima.

Un periédico mixto, un periédico puro y un irracional com-
prendidos entre 4,¢ y 4,6/ .

Un periédico mixto y un decimal exacto comprendidos
enfre 3,2 y 3,2 .

Tres fracciones comprendidas entre 1,1y 1,1,

2. »Qué nomeros cumplen la condicién de que al dividirlos
por 4 dan ...,25 y al dividirlos por 3 dan 3 2

Y que den ...,75 al dividirlos por 4 y ...,6 al dividirlos por 52

3. 2Qué denominadores pueden dar lugar a decimales de
la forma ...,1252 3Cudntos hay? 3Y a decimales de la
forma  ¢?



4. Divido un nimero entre 18 y obtengo ...,3. 3Cudl es el

resto de la division?

Y si obtengo ..., 42 ;los puedes adivinar sin emplear la
caleuladora?

5. ;lo tienes claro? ;Seguro? Veamos ofro ejemplo. Divido por
16y obtengo ...,5. 3Cudl es el resto? 3Y si obtengo ..., 1252

6. Ahora empleamos la calculadora. Dividimos 73:13 y apa-
rece en la pantalla 5,6153846. Queremos obtener el resto
sin necesidad de pulsar AC para borrar el resultado ante-
rior. 3Qué operaciones harias?

7. 3Sabes que calculus, en latin, significa «piedra pequefia»?
Los romanos hacian sus cuentas, con piedras de pequefio
tamano. Todos los pueblos han hecho cuentas con «célcu-
los». Bien: ahi va un capazo de célculos ... pero no para
que los hagas con «célculos». jMala suerte! Tampoco te
propongo que los hagas con la calculadora (ese maravi-
lloso invento) y no te dejo recurrir a los algoritmos (3qué
querré decir «algoritmo»2 3lo sabes?) de lapiz y papel. |Y
tienes que dar el resultado como nomero decimall

0,2x 4,5 0,002x45 1,25x1,6 0,2:0,02

0,6x0,16 0,75:0,5 1,5:0,5 0,1:0,01
0,1:0,1  0,1:0,1 1:0,1 1,3x0,3
VIl

Desde luego que el listado anterior de problemas requie-
re un amplio periodo previo de busqueda de regularida-
des en los procesos de division de un ndmero por 2, 3, 4,
5, 6, 8 y 9. La calculadora proporciona la base experimen-
tal necesaria para llegar a ellas mediante un proceso
inductivo, y para una comprension suficiente de la situa-
cion que permita justificarlas deductivamente. A fin de
cuentas son procesos muy sencillos. La division entre 9 es
especialmente divertida.

1/9 = 0,111111...  2/9 = 0,222222...
9/9=1 10/9 = 1,11111...
34/9 = 3,77777...  53/9 = 588888 ...

3/9 = 0,333333...
11/9 = 1,22222...
83/9 = 9,22222...

..hay
que recordar
siempre
que una
experimentacion
exahustiva
e inteligente
convence
aunque
no demuestra
Yy
una demostracion
rigurosa
demuestra
pero
muchas veces
no convence.

Aparecerdn en clase diversas formas
de describir la regularidad observada,
pero seguro que entre ellas estd la que
advierte que el periodo se obtiene
«sumando» las cifras del dividendo: 8 +
+3=11—>1+ 1= 2. Sorprende enton-
ces la dificultad que manifiestan para
conectar este mecanismo con algo
conocido. Y, por supuesto, cuando
recuperan del baul de la memoria el
criterio de divisibilidad por 9 nadie
sabe justificar qué tiene que ver con lo
que han hecho.

Un tema tan atractivo y con tantas posi-
bilidades para que alumnos y alumnas
investiguen por su cuenta, elaboren,
comprueben y modifiquen conjeturas,
como el de los criterios de divisibilidad,
es tratado habitualmente con una pers-
pectiva meramente instrumental, como
un recetario que no es necesario justifi-
car sino simplemente aplicar obediente-
mente para obtener resultados. Como las
transformaciones de Ahmes o las reglas
de Abu-1-Wafa. Seguimos metodolégica-
mente anclados en Egipto, pero con un
diferencia social que hace la situacion
sangrante: los matematicos de la Anti-
gliedad y de la Edad Media escribian
para usuarios analfabetos. Hay sugeren-
cias dolorosas por este camino que pre-
ferimos no detallar.

Desde luego que habria que intentar
justificar con cierto rigor que la «suma»
de los digitos de un ndmero, su resto
entero al dividir por 9 y la cifra del perio-
do son la misma cosa. Hay argumenta-
ciones sencillas que siempre pueden ser
posteriores al convencimiento empirico,
y ya suficientemente riguroso, que se
puede adquirir experimentalmente con
la calculadora.

IX

A la hora de optar por uno u otro cami-
no didactico hay que recordar siempre
que una experimentacion exahustiva e
inteligente convence aunque no de-
muestra 'y una demostracion rigurosa
demuestra pero muchas veces no con-
vence. La comprension logica afecta al



cerebro pero el convencimiento es algo
mas visceral. Como diria Gattegno, se
siente en el estomago. Un ejemplo muy
claro lo proporciona la pequena crisis
que surge al dividir por 9: jno aparece
0,999999...!

Bien: ;como convencer (jconvencer!, no
demostrar) a cerca de veinte adolescen-
tes de que 0,999999... = 1? Hay que
tener en cuenta que escrita en la forma
0,9 =1 es todavia mas dura de acep-
tar, se pierde cierta referencia visual.
Desde luego que no se consigue con un
proceso del tipo dlamo x = 0,999999... ;
entonces 10x = 9,999999... ; y por tanto
9x =9, luego x = 1». Una vez explicado
suele ser habitual escuchar un escéptico
Bueno, ;y qué». Y quien lo emite tiene
razon, esta advirtiendo que la frialdad
del camino seguido le impide «entir la
igualdad 0,999999... = 1. De hecho es
inevitable cierta sensacion de que algo
se escapa en esta argumentacion. Algo
asi como si se hubiera hecho en el vacio
y no en la «ealidad». Un camino mas
pegado al suelo, mds experimental, nos
llevaria a intentar escribir un ndmero
comprendido entre 0,999999... y 1 (o a
calcular la diferencia entre ambos). Si
son diferentes, habra infinitos entre los
dos. La imposibilidad de hacerlo suele
convencer a un porcentaje alto de alum-
nos y alumnas. Siempre quedan recalci-
trantes, pero la necesidad de tiempo
para asumir resultados es un elemental
derecho de quien aprende.

Analicemos los dos métodos. El primero
es irrebatible y tiene la ventaja de que
se puede generalizar para obtener la
fraccion generatriz de cualquier decimal
periédico, no en vano es una argumen-
tacion algoritmica. Pero ahi reside su
debilidad para convencer. Aporta «como
hacer pero no «porqués», puesto que no
va a la naturaleza del problema ... al
menos aparentemente. Si lo analizamos
con detalle vemos ficilmente que se
sustenta en el caracter periédico de los
decimales que pretende convertir en
fraccion. No podia ser de otra manera,
pero para convencer puede ser preferi-
ble una experimentacién mas elemental
como la que propone el segundo méto-

...JCOMOo
convencer
(;convencer!,
no demostrar)
a cerca
de veinte
adolescentes
de que
0,999999... = 17

do: aporta menos rigor, deja la explicacion a la imagina-
cion, pero va de lleno a enfrentarse con la estructura de la
notacion decimal.

X

La obtencioén de la fraccion generatriz es otra de las cues-
tiones habitualmente reducida a una receta. En el peor de
los casos aprendida memoristicamente. En el mejor, lo que
se memoriza, sin comprender como se ha inventado, es el
algoritmo empleado anteriormente. Se ha dicho ya mil
veces que todo esto contribuye a una mitificacion absurda
de las Matemadticas y de la tarea de los matemadticos. Y la
excusa de la eficacia se sostiene mucho peor en este caso.
¢Conocéis a alguien que tenga necesidad de obtener frac-
ciones generatrices en su quehacer diario? Y ademads, jotra
vez!, hay calculadoras que efectian esa conversion.

El estudio de la divisién por 9 permite a un porcentaje
muy alto de alumnos y alumnas convertir, sin haber reci-
bido informacién previa, periddicos puros con una sola
cifra en el periodo en fracciones. Para los casos en los
que el periodo tiene dos cifras habra que estudiar la
divisién por 99.
1/99 = 0,010101...
23/99 = 0,2323...
101/99 = 1,0202...
134/99 = 1,353535...

1234/99 = 12,464640...

2/99 = 0,020202...

98/99 = 0,9898...
121/99=1,2222...

234/99 = 2,363030...
2345608/99 = 23093,010101...

Al margen de la fraccion generatriz la atencion se centra
poOco a poco en una conjetura inesperada. El criterio de
divisibilidad por 9 es facilmente generalizable a 99. El resto
entero de la division por 99, las dos cifras del periodo de
su parte decimal, se obtiene «umando» pares de cifras del
dividendo hasta obtener un resultado de dos cifras:

12 + 34 = 40,
2+34+56+08=100—1+00=01

Se puede demostrar de forma tan sencilla como en el
caso del 9. Basta tener en cuenta que 10” — 1, con 7 par,
y 10" — 10, con n impar, son divisibles por 99. Veamos,
como ejemplo, el caso de un nimero de cinco cifras.

X00x X = 10000, + 1000x; + 100x, + 10x + x, =
= (9999, + x) + (990x, + 10x,) + (99x, + x,) + 10x, + x, =
= (99992, + 990, + 99x) + [x; + (10x; + x,) + (10x; + x)] =

= (9999, + 990x; + 99x)) + [wxp + wxx,y + wx,xp]

Puesto que los sumandos del paréntesis son todos divisi-
bles por 99 el corchete pertenecerd a la misma clase de

restos moédulo 99 que D000, X



La demostracion es tan facilmente generalizable que esta
ya claro cual sera el criterio de divisibilidad por 999:

23456007/999 = 23479,486486... (007 + 456 + 23 = 486)
y, en general, para 999... 9 (n nueves).

Si nos decidimos a indagar por nuestra cuenta, si desme-
nuzamos las situaciones en lugar de manejarlas empaque-
tadas como nos las dejaron en nuestros anos de estudian-
tes, hay una probabilidad alta de que encontremos sor-
presas inesperadas.

Xl

(Qué tiene el 9 para que pasen con €l estas cosas? La res-
puesta estd clara a estas alturas. Si el resto de la division
de «abc» entre 9 es a + b + ¢ (es decir: a + b + ¢ pertene-
ce a la misma clase de restos modulo 9 que «be») ello es
debido a que 9 es el nimero anterior a la base del siste-
ma de numeracion que empleamos.

Fantaseemos un poco. El citado al-Kashi (s. xv) manejaba,
ademds del decimal, un sistema de numeracién posicional
de base 60. Por analogia, el criterio de divisibilidad por 59
en este sistema deberia ser el mismo que el del 9 en el
decimal. Una descomposicion como las del parrafo ante-
rior en base 10 no cambiard en lo esencial en base 60.
¢Sabria esto al-Kashi? Es igual, juguemos un rato (con
nuestras grafias, claro).

28 4553 / 59 = =29 15,88 8....»
como muestra la division de abajo. Y, efectivamente,
28 + 45 + 53 = 2 6
(es decir, 126)

Qo+ G = &

28 45 53 | 59
28 31 29 15 8

14 53
14 45

8 0

7 52

8

Xl

¢Hasta cudndo la insistencia en un uso exclusivamente
instrumental de las matematicas en las aulas? Es cierto

JHasta cudando
la insistencia
en un uso
exclusivamente
instrumental
de las matemdticas
en las aulas?

4 Y de la mujer, obviamente. (El
afiadido de esta nota no nos
parece superfluo en absoluto.)

Carlos Usén
IES Quintiliano.
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Sociedad Riojana
de Profesores de Matematicas

Angel Ramirez
IES Biello Aragén.
Sabifdnigo (Huescal).
Sociedada Aragonesa
de Profesores de Matemdticas
«Pedro Sdnchez Ciruelo»

que hay toda una larga tradicion cultu-
ral en esta linea. La obra de Abu-l-
Wafa antes citada no incluye demostra-
ciones de sus reglas y resultados.
Como su titulo indica se dirige a escri-
bas y comerciantes, a los que se les
aportan reglas y ejemplos suficientes
para que operen con eficacia; no es
necesario que comprendan. La cues-
tiéon a plantear es qué entendemos, o
deberiamos entender, como conve-
niente para la formacion de los ado-
lescentes. También sobre esto se ha
escrito mucho y se ha leido o asumido
muy poco. Citaremos simplemente,
para terminar, un fragmento de Erich
Fromm (1998).

El pensamiento critico es la facultad
humana especifica. El pensamiento ins-
trumental, o sea, pensar cémo consegui-
ré, qué haré para coger esto y aquello,
es cosa que hacen muy bien los chim-
pancés. De hecho, los chimpancés son
animales con una inteligencia instrumen-
tal excelente. En experimentos, han cum-
plido tareas tan dificiles que muchas per-
sonas no habrian podido hacerlas. En
cambio, la facultad de pensar critica-
mente es una dote exclusiva del hombre4
y es a la vez su Onico recurso. Sélo con
el pensamiento critico puede el hombre
apreciar la realidad.
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