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Se ha demostrado, no solamente por Aristoteles, sino por Arquimedes y Zenodoro,
que, entre las figuras isoperiméiricas, la mayor es, entre las planas, el circulo y,
entre los sélidos, la esfera (cf. Simplicius, VI, 4/2, lineas 12 a 17).

Simplicius (ca. 520) era realmente un filésofo, excelente comentarista de
Aristoteles, que, entre otras cosas contribuy6 a dar a conocer en sus
libros resultados de otros tratados. Por ejemplo, en sus Comentarios
incluye un fragmento sobre las cuadraturas de las ltinulas de Hipocrates,
que él mismo dice haber copiado de la desaparecida Historia de la Mate-
matica de Eudemo.

Investigadores de la Historia de la Ciencia, como J. Mongenet, atribuyen
a Zenodoro (ca. 180 a.C.) el haber desarrollado completamente la teoria
de los isoperimetros en el s. III a.C. en un tratado sobre las figuras iso-
perimétricas, hoy desaparecido. Posteriormente, otros pensadores de la
Antigiiedad se interesaron por este problema. Herén de Alejandsfa, Ptolo-
meo, Pappus, Theodn de Alejandria, entre otros, dan fe de lo que decimos.

Ptolomeo, en su Almagesto (ca. 150), escribe: «Puesto que, entre figuras
diferentes pero isoperimétricas, las que tienen mds lados son mis gran-
de; entre las figuras planas, el circulo es la mayor, y de entre los s6lidos,
la esfera».

A Zenodoro lo situamos entre Arquimedes (m. 212 a.C.) y Pappus (ca.
320) dado que cita al primero y es citado por el segundo.

Theoén de Alejandria (ca. 390) hace alusion al libro de Zenodoro en uno
de sus comentarios al primer libro del Almagesto diciendo que «vamos a
demostrarlo de modo algebraico, siguiendo la demostracion que dio
Zenodoro en su tratado de figuras isoperimétricas».

;Por qué ese interés de estos griegos en la circunferencia y la esfera?
Antes de que Pitdgoras (ca. 580-500 a.C.) mostrara su modelo del Uni-
verso, la Tierra fue concebida como un circulo rodeado por el agua de
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los océanos que, a su vez, estaban cubiertos por una
semiesfera celeste en donde se encontraban las estrellas.
Las circunferencias y esferas eran figuras geométricas abs-
tractas de aquellas Matemdticas, que reconocemos como
tales por estar basadas en ideas y que nacen en la cultura
griega entre los siglos VII y VI a.C. Circunferencias y esfe-
ras sirvieron para crear un modelo con el que describir el
curso de astros y estrellas a través de los cielos. El primer
modelo complejo se atribuye a Pitdgoras que suponia que
las estrellas estaban fijas sobre una esfera de cristal que
daba diariamente la vuelta sobre si misma en torno a un
eje que pasaba a través de la Tierra. Asi mismo, cada uno
de los 7 planetas —Sol, Luna, Mercurio, Marte, Jupiter,
Venus y Saturno— estaba fijado en una esfera mévil. Se
llegb a creer que, ademds, las esferas se encontraban a
unas distancias unas de otras que permitian establecer
razones de longitudes de cuerdas que se correspondian
con las que descubri6 para explicar la armonfa musical. En
esta teorfa, las esferas celestes producian en su rotacién
sonidos armoniosos que solamente quienes eran iniciados
podian ofr. Era la miisica de las esferas, frecuentemente

utilizada en la Literatura y a la que el escultor australiano

John Robinson ha dedicado recientemente una escultura
basada en una superficie térica con doble orientacién y
cuya seccidn viene dada por el conocido alicatado de la
Albambra de Granada llamado «pajarita.

Figura 1. La mésica de las esferas, J. Robinson

Hagamos un alto en el camino de la Historia para obser-
var un hecho notable: la vision simultinea del problema
de los isoperimetros en 2D y en 3D, la relevancia del cir-
culo y de la esfera. Hoy en dia, la mayoria de quienes
estudian la ESO o Bachillerato debe pensar que su profe-
sor o profesora de Matemiticas vive en Planilandia ya
que, salvo cuando se hace uso del método de las coor-
denadas, la geometria que se estudia es la del plano. Una
vez mds nos alejamos del alumnado porque su mundo es

otro, no cabe en la negra pizarra de la clase y, lo que es
peor, en general parece que tampoco estd en la cabeza de
quien ha de dirigir el acto de ensefianza-aprendizaje como
fuente de recursos didicticos invalorable. Es lamentable
que la ensefianza de las Matematicas se haya apartado
tanto del objetivo que les dio vida. Su propio nombre pro-
cede de la palabra griega «mathema» con la que se identi-
ficaba un tipo de conocimiento humano mediante el cual
se intentaba comprender el Mundo; percepcién, conoci-
miento, cognicién o comprensién de la Naturaleza y la
Sociedad deberfan ser los objetivos primordiales en la
educacién matematica de las personas para contribuir a
que puedan ejercer y gozar de su libertad. jQué lejos que-
dan de este planteamiento las tediosas clases de Mate-
midticas que giran alrededor de problemas —habria que
decir, ejercicios— y demostraciones maravillosamente ing-
tiles bajo el pretexto de que lo importante es ensefiar a
pensar! ;Se ensefia a pensar transmitiendo una teoria total-
mente acabada, sin fisuras y frfa, lejana del ruido que pro-
ducen los errores cometidos durante su investigacién? Y lo
que atn es peor, en la mayoria de los casos, el profesora-
do de Matemiticas no ha reconstruido el conocimiento
que después intenta ensefiar. Asi, el aprendizaje de las Ma-
temadticas nada tiene de aventura o reto. Se convierte en
una rutinaria, pesada y torpe excursién a ninguna parte.

Llegados a este punto, creemos conveniente recordar al
profesor Puig Adam en el centenario de su nacimiento
porque sus ideas, estando vivas hoy, son un fiel reflejo de
lo que sentfan aquellos antepasados griegos. Recuerden si
no aquel «Decilogo de la Diddctica Matemdtica Media que
publicara en Gaceta Matemdtica, 1.2 serie, Tomo VII,
nameros 5y 6, publicada en Madrid el afio 1955, en el que
escribia:

No olvidar el origen concreto de la Matematica, ni los procesos
histéricos de su evolucion, Presentar la Matemética como una uni-
dad en relacién con la vida natural y social.

El panal de abejas y Pappus

Pappus de Alejandria escribié un libro hacia el afio 320
titulado Synagoge o Coleccion matemdtica. Inicialmente
constaba de ocho libros, habiéndose perdido el primero y
parte del segundo. No obstante, ha suministrado informa-
cién muy valiosa sobre el estado del conocimiento mate-
mitico de su época. En el libro V aparece una nueva
visién sobre el problema de los isoperimetros relacionada
con la arquitectura de un panal de abejas. Después de
demostrar Pappus que entre los poligonos regulares iso-
perimétricos es el de mayor 4rea el de mayor nimero de
lados, sacé la conclusién de que las abejas demostraban
tener alguna forma de pensamiento matemitico al cons-
truir sus celdillas de forma hexagonal y no triangular ni



- ¢uadrada. En este libro se demuestra que es el circulo
quien tiene mayor irea que un poligono regular de igual
perimetro.

Un problema va adoptando diferentes formas a medida
_ que van resolviéndose las situaciones que lo originaron.
 Asi, llegamos a la extensién que Pappus hizo al conside-
rar teselaciones:

De entre todos los poligonos que pueden recubrir el plano por
yuxtaposicién, es el hexdgono regular el que presenta perimetro
minimo para un drea dada.

Veamos la demostracion precisa de un lema previo que
enunciamos en la forma que dio un italiano llamado
Federico Commandino (m. 1575), traductor latino de la
Coleccion Matemdtica de Pappus que habia pasado, al
parecer, desapercibida hasta entonces:

Sean OG y AG dos rectas perpendiculares; OH y OA dos obli-
cuas. Se verifica que

£§> £ AOG
HG £ HOG

En efecto, dibujemos el arco KHJ haciendo centro en Oy
tomando como radio a OH (figura 2).

Figura 2
Se verifica que

drea (tridngulo OAH) > édrea (sector OKH)
area (tridngulo OHG) < drea (sector OHJ)

luego

rea (tridngulo OAH) . area (sector OKH)
area (trisngulo OH@  4rea (sector OH))
Sustituyendo y simplificando, queda que

AH S /L AOH
HG L HOG

Sumando 1 a ambos miembros de la desigualdad resulta

AH+ HG S /£ AOH + £ HOG
HG /L HOG
quedando definitivamente que

AG S L AOG
HG £ HOG

Teniendo en cuenta este lema; seguiremos casi fielmente
la demostracién de Pappus de su proposicién, Hemos de
probar que:

Dados dos poligonos regulares, Oy O, cuyo perimetro p es el
mismo y con disfinto nomero de lados, el poligono O’ con mayor
nimero de lados es el que tiene mayor drea.

En efecto, sean Gy G los puntos medios de los lados AF
y A’F’ de los poligonos Oy O, respectivamente. Al ser
AF> A’F’, se sigue que AG> A’G’' y podemos tomar sobre
AG un punto Htal que GH= A’G".

Figura 3

Uniendo H con O se tiene que

AF L AOF AF  LAOF
b 2 Y b 2

Si dividimos, miembro a miembro, ambas expresiones

resulta
AF L AOF
AF  LAOF

luego
ﬁ _ L AOG
HG LAOG

Teniendo en cuenta el lema anterior,

A_G S L AOG
HG L HOG
de donde
L AOG . L AOG
LAOG LHOG
por tanto,

LA'O'G’< LHOG vy LG'A’0O’> LGHO
Si construimos ahora un dngulo ZGHI = LG’A’O’, el
punto se encuentra sobre OG'y por encima de O, por lo
que IG > OG o, equivalentemente, O’G’> OG. Como las
areas de los poligonos son iguales a
p< 0G p<O'G
2 Y 2

se deduce que el 4rea de O’ es mayor que el drea de O.




Reciprocamente, si las dreas de Oy O’son iguales, el peri-
metro de O’ es menor que el de O.

Entonces, para un 4rea dada, el perimetro del hexigono
regular es menor que el del cuadrado o el del tridngulo
equilatero.

Ya tenemos justificacion del porqué de la forma hexago-
nal de la celdilla de un panal de abejas, pero scémo es el
resto? Es decir, queda por ver atn la forma geométrica de
un alveolo completo. Lo haremos en la sexta entrega por-
que, si bien Pappus enunci6 el problema en 3D, la solu-
cién que ofreceremos se debe a MacLaurin.

De nuevo la Naturaleza vuelve a sorprendernos y a mara-
villarnos. Veamos por qué. Para ello, debemos pasar del
problema isoperimétrico plano, con la restriccién que
Pappus impone a los poligonos de que han de teselar el
plano, al correspondiente del espacio:

De entre los poliedros que pueden cubrir el espacio por

yuxtaposicion es la celdilla de abeja la que presenta una
superficie lateral minima para un volumen dado.

En primer lugar hay que pensar acerca de los poliedros
que teselan el espacio y, una vez mds, el nimero es muy
pequefio si se les pide «cierta regularidad», Es decir, utili-
zando copias de un solo tipo de poliedro regular, es el
cubo el tinico que tesela el espacio; andlogamente, utili-
zando cuantas copias sean necesarias de un mismo polie-
dro semirregular, solo el de Kelvin permite teselar el espa-
cio por yuxtaposicion.

Figura 4. Sélido de Kelvin

Evidentemente, puede teselarse el espacio con copias
suficientes de un prisma cuya base sea un poligono que
tesele el plano; como sabemos que el hexdgono cumple
los requisitos de perimetro minimo para un 4drea dada, un
prisma de base hexagonal puede ser, como después vere-
mos, el adecuado. Pero el fondo de una celdilla de abeja
no es hexagonal, sino que estd formado por tres rombos

yuxtapuestos dos a dos alrededor de un vértice comtGn por
el que pasa el eje de la celdilla. Como en un panal estin
las celdillas yuxtapuestas por sus fondos, hay que pensar
en que estos rombos formen parte de algln poliedro cuyas
caras sean rombos y, ademis, tesele el espacio con copias
de si mismo. Ese poliedro es el rombododecaedro cuya
teselacion tridimensional es equivalente a la de una red de
cubos.
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Figura 7. Teselacién de rombododecaedros

Por otra parte, si hacemos las secciones hexagonales de los
algunos cubos de la red, queda el panal de abejas. jNo es
fantastico el resultado?



