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En este arficulo se utiliza el
progama interactivo de
geometria, Cabri, para el
estudio de las cénicas, en
una experiencia enfocada a
alumnado de 4.° de ESO y
Bachillerato.

Con la ayuda del programa
se construyen facilmente lo
que permife hacer un estudio
global de estas curvas, tanto
desde el punto de vista de la
geometria clasica como de
la geometria andlitica.

AS CURVAS CONICAS aparecen de forma tan frecuente en
la Naturaleza, en la Ciencia y en la Tecnologia que resul-
ta sencillo despertar interés acerca de ellas

Con la ayuda del programa Cabri se construyen ficilmen-
te lo que permite hacer un estudio global de estas curvas,
tanto desde el punto de vista de la geometria cldsica como
de la geometria analitica.

En un primer acercamiento, el programa ayuda a trabajar
con las conicas sin necesidad de la geometria analitica,
ofreciendo la posibilidad de tratar este contenido en nive-
les de Secundaria Obligatoria en los que el alumnado atGn
no ha adquirido gran destreza en el cilculo.

Asi, a partir de la definicién de cada conica como lugar
geométrico se procede a su construccion. Una vez dibuja-
da, se estudian sus elementos caracteristicos (focos, ejes,
simetrias, excentricidad,...).

En el caso particular de la elipse se realiza una simulacion del
elipsdgrafo, instrumento utilizado para dibujar elipses. El
procedimiento empleado se aprovecha para justificar, con un
razonamiento matemdtico sencillo, la ecuacion de esta curva.

Ademds, aprovechando el dinamismo del programa, se
pueden dibujar las curvas conicas como envolventes de
rectas. Este método de construccién resulta atractivo y
novedoso por su sencillez y por la elegancia con que el
programa realiza el estudio global de estas curvas.

A continuacién, se muestran algunas de las actividades que
hemos desarrollado para el aprendizaje de las conicas, enfo-
cadas a un alumnado de 4.° de la ESO o de Bachillerato.

El nivel de conocimientos del programa requerido para llevar
a cabo la experiencia es medio. Por ello, la primera sesién se
dedicard a presentar el Cabriy a manejar los comandos que
se van a utilizar con mas frecuencia. A partir de aqui los
alumnos realizardn las actividades que se proponen.
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Para llevar a cabo estas actividades se facilita a los alum-
nos unas hojas-guién en las que se les indican los pasos
que hay que seguir para realizar las construcciones.

En primer lugar, para incidir en el concepto de lugar geo-
métrico como conjunto de puntos del plano que cumplen
una determinada propiedad, realizan el siguiente ejercicio:

La escalera

Una escalera, apoyada simultdneamente en la pared y sobre un suelo
resbaladizo, se viene abajo con un cubo de agua que se enconiraba
sobre ella. 3Cudl es la frayectoria seguida por el cubo en su caida?

pared

cubo

suelo

Figura 1

Para averiguar la curva que describe este movimiento, se
representard con Cabri la situacién mediante una simula-
cién del problema.

Sigue, para ello, los siguientes pasos:

1. Dibuja un segmento y mide su longitud. Este seg-
mento representara la escalera.

2. Transfiere la medida de la longitud de la escalera a
otra semirrecta (serd el suelo sobre el que se apoya).
A continuacién, dibuja un segmento en la semirrecta
de igual longitud que la de la escalera.

3. Activa Punto sobre objefo y dibuja un punto B sobre
este segmento. Este punto representard el pie de la
escalera.

4. Para dibujar la pared, haz una recta perpendicular al
segmento en uno de sus extremos.

5. Con Compds traza la circunferencia de centro By radio
la longitud de la escalera. El punto de corte de ésta
con la pared, A, dari el otro extremo de la escalera.

6. Activa Segmento, une los puntos Ay B para dibujar la
escalera apoyada en la pared. Con Mostrar/Ocultar
oculta los extremos del segmento situado sobre el
suelo que limita el movimiento del punto B.

7. Con Puntero desplaza el punto B para observar el des-
lizamiento de la escalera.

Para llevar
a cabo
estas actividades
se facilita
a los alumnos
unas bojas-guion
en las que
se les indican
los pasos
que bhay que seguir
para realizar
las construcciones.
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8. Activa Punto sobre objeto y constru-
ye un punto C sobre la escalera,
serd el cubo.

Para visualizar el movimiento del
cubo al caer de la escalera sigue los
siguientes pasos:

e Activa traza y selecciona el
punto C (se habri seleccionado
cuando el punto elegido esté
parpadeando).

e Con Puntero desplaza el punto
B. Apareceri la traza del cubo
cuando cae de la escalera.

e CRTL + F elimina la traza de la
pantalla.

e Una vez activada la traza, elige
animacién y sefala el punto B
con el ratdn y arrdstralo hasta
que aparezca un muelle, luego
suéltalo. Se observari una ani-
macién, con traza, del cubo
cuando se cae la escalera. Para
parar la animacién pulsar el
ratdn o barra espaciadora.

® Quita la fraza con CRTL + F y
activa traza activada/desactivada
para deseleccionar el punto C

9. Elige lugar geométrico, sefiala el
punto Cy luego el B para dibujar la
curva (elipse) que describe este
fenémeno. Si el cubo lo sittas en
otras posiciones de la escalera apa-
recerdn otras elipses. Observa qué
ocurre cuando el cubo se encuentra
en la mitad de la escalera.

Ayuda sy : R

Figura 2



Elipse. Método del jardinero

Una vez que los alumnos estin fami-
iarizados en el manejo del programa,
se procede al estudio de las curvas
conicas. Se comienza por la construc-
¢ion de la elipse empleando el método
d‘el jardinero.

nstruiremos una elipse teniendo en cuen-
su definicién como lugar geométrico de
los puntos del plano cuya suma-de disfan-
s a dos puntos fijos, llamados focos, es

. Dibuja una recta definida por los
focos de la elipse Fy F".

. Construye un segmento auxiliar AB,
cuya longitud serd 24, por lo que debe
ser mayor que la distancia focal 2¢.

. Construye un punto X sobre AB'y
define los segmentos AX'y XB.

. Activa Compds y construye dos cir-
cunferencias: una centrada en F'y
radio la longitud del segmento AX'y
otra circunferencia con centro en F
y radio XB.

5. Construye los puntos de intersec-
cién Py P’ de las dos circunferen-
cias. Estos dos puntos pertenecen a
la elipse ya que:

PF+ PF’= AB=2a,y
PF+PF=AB=2a
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2a =7,00 cm

Se comienza por
la construccion
de la elipse
empleando
el método
del jardinero.

Figura 3

6. Para dibujar la elipse activa Lugar geométrico, sefiala Py acto

seguido el punto X. para dibujar la otra parte de la elipse,
con Lugar geométrico activado, sefiala P’y posteriormente
el punto X.

7. Activa Cénica y sefiala cinco puntos del lugar geomé-

trico, Cabri dibujard una elipse.

8. Modifica los datos iniciales y observa como se trans-

forma la elipse.

9. Une los puntos Fy F’, llamados focos de la elipse, con

10.

11.
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un punto arbitrario P de la elipse por medio de los
segmentos FPy FP’, estos segmentos llevan el nom-
bre de radios vectores focales del punto P.

asd

Figura 4

El punto medio O del segmento FF’= 2ces el centro
de simetria de la elipse. La recta que pasa por los
focos es el eje de simetria y se denomina eje focal. La
recta que pasa por el centro Oy es perpendicular al
eje focal también es el eje de simetrfa. La elipse se
corta con los ejes en los puntos 4, A’y B, B’ llama-
dos vértices de la elipse. Ellos son los puntos medios
de los lados del rectingulo circunscrito. El segmento
AA’ = 2a del eje focal se denomina didmetro mayor
de la elipse. El segmento BB’ = 2b lleva el nombre de
didmetro menor de la elipse.

Comprueba que en una elipse se verifica: @ = P + ¢

La excentricidad es un nimero que mide el achata-
miento mayor o menor de la elipse. Se define asi:

e=c/la, c<a

Con la opcién Caleular, calcula el valor de la excen-
tricidad de la elipse que tienes dibujada. Mediante el
comando Puntero modifica la elipse y observa la rela-
cién que hay entre el valor de la excentricidad y la
forma de la curva.

¢Qué valores maximo y minimo tiene la excentricidad
de una elipse?



Elipse. Método del carpintero

A continuacion se realiza con Cabriuna simulacién de un
elipsografo (figura 5). Este instrumento se utiliza desde e
hace tiempo para dibujar elipses. Su mecanismo es muy BC=b = 2,0 cm
sencillo, consta de dos ejes perpendiculares y una varilla mll ACGTen0em
con una punta para dibujar en uno de sus extremos. Esta =
varilla estd fijada con dos tuercas situadas cada una de
ellas en un eje. Estas tuercas se deslizan por los €jes pro-
: duciendo en la varilla un movimiento Cuyo trazo corres-
ponde al de una elipse.

Construye, simulando un elipségrafo con Cabri, una elipse de
l semiejes mayor y menor, 5 cm y 2 cm, respectivamente.
;
|

BC=b=20cm

AC=a=35,0cm
|

Figura 5. Elipségrafo

PF = 7,51 em
PF' = 2,49 cm
1. Dibuja tres puntos 4, By Csituados en una recta de PR o000
a = 10,00 em
forma que:
AC=a=5cm,
BC=b=2cm .
| Figura 7
| 2. Muestra los ejes y sitda un punto 4 sobre el eje OY;
3. Dibuja con Compés una circunferencia con centro Ay 11. Utilizando la relacién pitagérica
radio AB=a—-b=5-2=3cm. a* = b + & encuentra los focos, F

y F’de la elipse y comprueba que
la suma de las distancias de cual-
quier punto P de la elipse a los
focos es constante e igual a 2a.

4. Obtén B como punto de interseccion de la circunfe-
rencia con el eje OX.

5. Construye la semirrecta de origen 4 que pasa por B.

6. Utilizando Transferencia de medidas sitda un punto ¢

12, Comprueba con Cabri que la ecua-
sobre la semirrecta r tal que la longitud AC= g = 5,

cion de esta elipse es:
7. Activa con Traza el punto Cy desplaza el punto A. Y

Observa que todos los puntos que aparecen estin Zt =

. 4 . 5t 2
situados sobre la mitad de una elipse. _ ]
Resulta sencillo a partir de esta

construccion demostrar la ecuacién
de la elipse, bien por semejanza de
tridngulos o bien por trigonometria
8. Regenera el dibujo, Cirl+F, y desactiva las trazas (figura 8).

Para obtener la otra mitad de la elipse construye el
punto C', simétrico de Crespecto del eje OY, y activa
Traza sobre C”(figura 6).

9. Construye el lugar geométrico de los puntos Cy ¢’

cuando 4 se desplaza sobre el eje OY, Demostracion 1

. . L, CD=x; AE= x
10. Sefala 5 puntos del lugar geométrico y activa Cénica

{figura 7). CE = 5% - &%




Figura 8

Por ser semejantes los tridngulos ACE'y
BCD, se cumple:

CE_CD_ N3 - _y
AC BC 5 2
52_x2=y_2©x2 yZ_
52 22 52 22

Demostracion 2

/CBD = /L CAE =8
sens CBD = %

cos L CBD = cos L CAE = %

y en consecuencia:

[como sen®0 + cos? 6 = 1] =
‘ 2

En general, los puntos del plano C(x, 3)
que satisfacen la ecuacion:
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2
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2
a
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con a > b estan sobre una elipse cen-
trada en el origen de coordenadas, con
el eje mayor de longitud 2a sobre el eje
OXy el eje menor de longitud 2b sobre
el eje OY.

Hipérbola

Siguiendo una estructura similar a la
realizada con el estudio de la elipse se
procede a las construcciones de la
hipérbola y la paribola como lugares

geométricos. Hay que sefialar que, aunque los alumnos ya
han adquirido una destreza suficiente en el manejo del
programa, el método de construccidon de la hipérbola no
resulta tan intuitivo como el de la elipse, por lo que se
recomienda que el profesor ayude al estudiante a justificar
el porqué del procedimiento empleado.

La hipérbola es el lugar geométrico de los puntos del plano
cuya. diferencia de distancias a dos puntos- fijos, llamados
focos, es constante.

1. Los datos iniciales son;
Distancia focal: FF’'= 2¢
Constante de la hipérbola: AB = 24

2. Dibuja los dos focos de la hipérbola F'y F.

3. Construye un segmento auxiliar £’C de longitud mayor
que la distancia focal.

¢ 4. Obtén el punto B del segmento F’C, de forma que la
longitud del segmento F'B sea igual a la constante de
la hipérbola: 2a.

5. Considera X un punto cualquiera del segmento BC, y
construye sendas circunferencias, una, de centro F'y
radio F'X, vy la otra con centro en el punto Fy radio
BX.

6. Los puntos de interseccién, Py P, de las dos circun-
ferencias son dos puntos de la hipérbola. (Figura 9)

Efectivamente PF’— PF = 24, ya que:

PF—~ PF=FX-BX=(FX+XC - (BX+X(C) =
=FC-BC=FB=AB=2a
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F
FF" = 2¢ =4,02 cm

A B

AB=2a =1,23 cm

Figura 9

7. Dibuja las dos ramas de la hipérbola, utilizando el
comando Lugar geométrico.

8. Activa Cénica y sefiala cinco puntos distintos del lugar
geométrico, Cabri dibujard una hipérbola.
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La hipérbola tiene centro de simetrfa O, que divide
por la mitad al segmento FF’ = 2¢ y dos ejes de
simetria, perpendiculares entre si. Uno de ellos lleva
el nombre de eje focal o real, pasa por los focos y
corta a la hipérbola en dos puntos 4 y A’ llamados
vértices de la hipérbola; el otro no corta a la hipér-
bola y se denomina eje imaginario. El segmento A4’
= 2a recibe el nombre de didmetro de la bipérbola.

Figura 10

Lo mismo que la elipse, la hipérbola se define totalmen-
te con un rectingulo simétrico con relacion a los ejes y
que los divide en los segmentos 44°= 2ay BB’= 2b.

Comprueba que en una hipérbola se cumple:
¢ =at+ B

Las rectas en las que estdn las diagonales del rectin-
gulo se llaman asintotas de la hipérbola,

La excentricidad es un nimero que mide la abertura ma-
yor o menor de las ramas de la hipérbola. Se define asi:
e=c/a, c>a

. Con la opcién Calcular, calcula el valor de la excen-

tricidad de la hipérbola que tienes dibujada. Mediante
el comando Puntero modifica la hipérbola y observa la
relacién que hay entre el valor de la excentricidad la
forma de la curva

¢Qué valores maximo y minimo tiene la excentrici-
dad de una hipérbola?

Parédbola

La parabola se define como lugar geométrico de los pun-
tos del plano que equidistan de una recta llamada’ direc-
triz y de un punto fijo llamado Foco.

1. Dibuja una recta y lldmala Direciriz, y un punto, exte-

rior a esta recta, al que nombras F.

2. Construye un punto, X, sobre la
directriz.

3. El punto, P, que se obtiene como la
interseccidén entre la mediatriz del
segmento XF, y la recta que pasa
por X'y es perpendicular a la direc-
triz, es un punto de la paribola.

4. Arrastra con el ratén el punto X, y
observa qué curva describe P.

5. Para dibujar la pardbola activa Lugar
geométrico, sefala el punto Py pos-
teriormente X .

‘eje de la parabola

Figura 11

6. Los elementos mds importantes de
la pardbola son:
Foco es el punto fijo F.
Directriz es 1a recta fija d
Pardmetro es la distancia del foco a
la directriz; se designa por 2p.
Eje es la recta perpendicular a la
directriz y que pasa por el foco.
Vértice es el punto de interseccién
de la paribola con su eje.
Radio vector es un segmento que
une un punto cualquiera de la pari-
bola con su eje.

La elipse y la hipérbola
como envolvente

En esta Gltima parte se obtendri cada
cOnica como envolvente de rectas.
Resulta muy interesante que después de
realizar esta actividad con el ordenador
se utilice el plegado de papel para obte-
ner estas mismas construcciones.



A los alumnos se les pedird que des-
cubran el porqué geométrico del
método empleado en el plegado y su
equivalencia con el del ordenador.

1. Dibuja los focos de la elipse d(F, F?)
=2C.

2. Dibuja un circulo de centro F’y radio
2a, teniendo en cuenta que ¢ < 4.

3, Construye un punto cualquiera
sobre este circulo con la orden
Punto sobre objeto, y lldimalo X.

4. Activa Mediatriz y dibuja la media-
triz de los puntos Xy F.

5. Activa Traza sobre esta mediatriz y
arrastra el punto X sobre la circun-
ferencia. Aparecerd en pantalla la
figura:
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Figura 12

6. Para limpiar la pantalla utiliza la
combinacién de teclas Ctrl + F,

7. Desactiva Traza.

8. Considera la recta que pasa por los
puntos F’y X. Llama P al punto de
interseccién de esta recta con la
mediatriz. Activa lugar geométrico
sefiala Py luego X, Cabri dibujard
una elipse (figura 13).

9. Demuestra que, efectivamente, se
cumple:

d(F’, P) + d(F, P) =2a

10. Modifica los datos iniciales y com-
prueba que cuando ¢ > « la elipse
se transforma en una hipérbola
(figura 14).

11. Ahora, demuestra que en este caso (figura 15) se veri-
fica que:

A(F’, P)— d(F, P) =2a
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Figura 14
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Figura 15




Asintotas de la hipérbola

La hipérbola es la envolvente de una familia de rectas. De
todas ellas, conviene destacar dos rectas que no tienen nin-
g0n punto de contacto con la hipérbola y que son aquellas
mediatrices M(X, F) que son paralelas a las rectas RF, X).
Estas rectas se denominan asintotas de la bipérbola.

Figura 16

La parabola como envolvente

1.

Dibuja una recta y lldmala Directriz, y un punto, exte-
rior a esta recta, al que nombras F, foco de la pardbola.

. Construye un punto, X, sobre la directriz.

. Activa Mediatriz y sefiala sucesivamente los puntos F

y X para dibujar la mediatriz del segmento FX.

. Activa Traza sobre esta mediatriz y arrastra el punto X

sobre la directriz. Aparecer en pantalla la figura 17.

5. Limpia la pantalla.

. Construye una recta perpendicular a la directriz a tra-

vés del punto X. El punto que se interseccion de esta
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~"eje de la parabola

Figura 17
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recta con la mediatriz de XF es un
punto de la paribola. Activa Lugar
geoméfrico, sefiala P y luego X,
Cabri dibujara la parabola.

Conclusiones

Los conocimientos previos necesarios
para llevar a cabo esta experiencia son
minimos. Esto favorece la atencién de la
mayorfa de los alumnos, incluso de aque-
llos que en la actividad diaria de la clase
de Matemiticas se sienten perdidos, debi-
do en muchos casos a las dificultades que
tienen al realizar cdlculos algebraicos.

Para la elaboracion de las curvas coni-
cas, que en muchos casos se pueden
realizar manualmente (cuerdas, plegado
de papel, regla, elipsografo,...) y de
forma sencilla, el ordenador obliga al
alumno a profundizar en el razonamien-
to geométrico y favorece la visualiza-
cién de relaciones geométricas.

En definitiva, Ja forma de trabajo con el
Cabri o programas de ordenador simi-
lares conduce a nueva manera de
aprender y trabajar en geometria que
hasta ahora era impensable. Si se inten-
tara realizar sin estas herramientas el
proceso serfa largo y laborioso por lo
que impediria llegar a las construccio-
nes finales, objetivo de la experiencia.
Ademis estarfa destinado, Gnicamente,
a aquellos estudiantes que muestran
facilidad para el dibujo técnico.

Con programas de este tipo el aprendi-
zaje de la geometria estd al alcance de
nuestro alumnado. Esta experiencia no
es mds que una muestra de las muchas
posibilidades que tiene la informatica
en este area.
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