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En la actualidad el célculo
del limite de una sucesién,
tanto en bachillerato como
en los primeros cursos
universitarios se viene
realizando desde un enfoque
exclusivamente analitico-
algebraico. En este articulo
proponemos un rico enfoque
geométrico para iniciar este
tema en el aula,
particularizando nuestra
propuesta a las sucesiones
trigonométricas.

L ESTUDIO de las sucesiones y el cilculo de su limite,
cuando existe, constituye un aspecto importante en las
programaciones de Matemdticas de los nuevos bachillera-
tos Logse, asi como de cualquier primer curso universita-
rio de caracter cientifico-técnico. Sin embargo, en todos
estos niveles educativos este tema se aborda desde un
enfoque exclusivamente algebraico-analitico. En este tra-
bajo proponemos aprovechar la interpretacién geométrica
que muchas situaciones matematicas nos brindan para cal-
cular limites de sucesiones trigonométricas. Hemos tratado
de aportar un ejemplo de cada una de las distintas formas
en que usualmente se nos da una sucesiéon: mediante una
formula explicita o mediante una expresidon recurrente.
Como las funciones equivalentes tienen especial impor-
tancia en el célculo de limites trigonométricos, también
daremos un ejemplo de la deduccién geométrica de este
tipo de limites. Asimismo, a través de un sencillo ejemplo
pondremos de manifiesto el «peligro» que acarrea manejar
alegremente» razonamientos geométricos para deducir el
valor del limite de una sucesién, pues veremos que nos
pueden conducir a paradojas.

Con estas lineas pretendemos proponer una metodologia
de trabajo para llevarla a la prictica en el aula para iniciar
-y mds tarde profundizar— en el tema de limites. Mati-
cemos que aunque con ello no defendemos el abandono
posterior de las potentes técnicas algebraico-analiticas, es
interesante observar que este enfoque geométrico, ademas
de proporcionar una aproximacién mds intuitiva al con-
cepto de limite, nos permite establecer una conexiéon natu-
ral entre dos partes de la Matematica que usualmente pre-
sentamos a nuestros alumnos de un modo disconexo: el
Andlisis y la Geometria. Ademds esta linea metodolégica
invita —y asi lo mostraremos en ejemplos posteriores— a
que los alumnos discutan el significado de demostracion y
conjetura, o analicen el porqué de una paradoja. Al mismo




tiempo este enfoque permite recuperar razonamientos
geométricos de escuelas matemdticas clasicas, como la
griega, e introducir de este modo en el aula esa bella pero
olvidada parte de la Matemadtica: su Historia.

Funciones equivalentes

En esta seccién obtendremos geométricamente la equivalen-
cia de las funciones senx'y x alrededor del origen, esto es:

lim 2% _ 4 K|
x-=0 x

Para ello recordemos que la construccién de un poligono
regular de n lados, P, (o equivalentemente la divisién de
una circunferencia en 7 partes iguales), se estudia en
Dibujo Técnico desde dos puntos de vista distintos
(Rodriguez de Abajo, 1995):

1. TFijado el radio de la circunferencia donde estd inscri-
to P , calcular el lado del poligono.

n
2. Fijado el lado de P, determinar el radio de la circun-
ferencia en que estd inscrito el poligono.

Mediante el primer enfoque y aceptando la siguiente intui-
cibn geométrica: al aumentar el niimero 7 de lados de P,
la longitud del lado tenderd a cero o lo que es igual, al
aumentar 7 €l perimetro de P, se aproximari a la longitud
de la circunferencia en la que estd inscrito, Arquimedes de
Siracusa (287-212 a. de C.) encontré tomando 7 = 96 que

T o= 3+l= 3,14
7

(Boyer, 1987). En Cortés (1999) se aprovecha este enfo-
que cldsico para deducir geométricamente los infinitési-
mos equivalentes:

. senx L tex
lim =1= lim 8
x—0 X x>0 x

A continuacién usaremos el segundo enfoque para esta-
blecer de otra forma [1]. Para ello supondremos fijada la
longitud L del lado de P, (ver figura 1) y deseamos para
cada 7 calcular el radio R, de la circunferencia en que P,
estd inscrito. Usando trigonometiia es sencillo probar

L= ZR,ZsenE
n
por tanto:
L
Ry=——"— (3]
2sen —

Denotaremos por:
e a,=2mn/nel dngulo central de P,

e L longitud del arco de circunferencia de radio R, (que
abarca el angulo a,) en que estd inscrito el poligono
regular de » lados de longitud L

Figura 1. Construccién de un poligono regular fijado el lado

Como L, es la enésima parte de una cir-
cunferencia de radio R, se tiene:

2nR
L,=—%= 13l
7
Ahora aceptaremos la siguiente intuicion
geométrica, deducida de la figura 1:
lim L, =1

17—> 0

por lo que usando [3] y [2]:

. 2mR . 2m L L 1
L= lim — = lim ~+——— = [- lim —-
n—so 7 n—o 11 ZSenE fi—>c00 12 seni
n n
luego:
b4
1= lim —2—
17> 00 J
sen —
7
haciendo el cambio de variable x = n/%
se tiene:
, . senx
1= lim = lim =1

x—0 senx x>0 X

Es importante observar, (al igual que
en Cortés, 1999) que este razonamien-
to no constituye una demostracién de
[1], ya que, lo que en realidad hemos
hecho (jy a lo miximo que podemos
aspirar con un razonamiento geométri-
col), es encontrar una sucesidén {x) =
= {n/n} tal que




lim x,=0

n—>o

lim f(x,)=1

n—>w

siendo

‘ ) = senx
‘Obsérvese que el razonamiento geomé-
trico serfa una demostracion rigurosa de
- [1] si pudiésemos probar geométrica-
 mente que dicho limite existe, pero
haciendo uso de la intuicidén geométrica
- ‘no s6lo no es posible afirmar esto, sino
- que ademis este tipo de argumentos
basados en la intuicién puede conducir-
nos a conclusiones errébneas. Este es un

buen momento para introducir en el
~aula la aparicién de paradojas matema-
ticas cuando se usan alegremente razo-
namientos geométricos. En efecto, en la
deduccion anterior hemos utilizado 1la
 convergencia geométrica de los arcos
de circunferencia {Z ), al segmento L
Sin embargo, veamos como un razona-
miento geométrico similar nos puede

conducir a la contradiccién © = 2.

Partimos de una circunferencia C de
 radio R (ver figura 2), cuya longitud es
. 2nR. Denotaremos por AB su didmetro,
luego AB= 2R. Tomaremos primero la
semicircunferencia superior G, cuya lon-
 gitud es Long(G) = mR. Tal y como se

_muestra en la figura 2 trazamos sobre el
segmento ABuna curva C, formada por
dos semicircunferencias de radio la
mitad que el de C,. La longitud de la

Este tipo
de situaciones
paradojicas
Dpueden
presentarse
cuando
trabajamos
en el aula
el calculo
de limites
desde
esta propuesta
geomeétrica.
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Figura 2. Una paradoja geométrica

curva C, es Long(C) = 2mR/2 = nR Volvemos a trazar
sobre AB cuatro semicircunferencias que definen C, cuya
longitud es Long(C,) = 2(2nk/4) = mR. Andlogamente en el
paso 7 de este razonamiento se tiene Long(C) = mR. To-
mamos limites en la Gltima expresion:

lim Long(C,) = mR [4]

11—

pero geométricamente la intuicién nos dice que la curva C,
se aproxima tanto como deseemos al segmento AB (ver

figura 2), por lo que sus longitudes coincidirin en el limite:

lim Long(C,) = Long{ hm c,) = Long(AB) = 2R [5]

1> \ 17}

por tanto de [4] y [5] se deduce & = 2. ;Dénde estd el error
de este razonamiento geométrico? Este tipo de situaciones
paraddjicas pueden presentarse cuando trabajamos en el
aula el cilculo de limites desde esta propuesta geométri-

0
ca. Lejos de ser esto un incoveniente de esta metodologia,

cuando esto suceda tendremos la oportunidad de introdu-
cir de un modo natural en la clase el atractlvo tema de las
paradojas y falacias en Matemdticas.

Sucesiones dadas en forma explicita

Todavia es posible explotar mis, desde este enfoque geo-
meétrico, la figura 1. En efecto, recordemos que el area de
la porcidn de circulo de radio R determinada entre la cir-
cunferencia y una cuerda AB cuyo dngulo central es ¢ es

Alp, B = %Rz(cp - sen(p)

Geométricamente podemos afirmar que el drea de los
trozos de circulo de radio R, definidos entre la circunfe-
rencia y la cuerda de longitud Z, cuyo dngulo central es
o, = 2n/n, tienden a cero. Luego con ello deducimos el
limite en el infinito de la sucesién trigonométrica cuyo
término general es

21 21
{A((x w R,z)} { R2| 2= —sen = }
2 7
esto es usando [2]:
1 ) 2 2n
lim ———|—-sen—| =0
n—>co 2 4sen2 ™ L7 n

n
Geomeétricamente acabamos de probar:

271 21
L sent
hmn—nn=0
1—)
=® gsen?>=
7

Noétese que la resoluciéon de la indeterminacion {0/0} que
aparece en el limite anterior mediante técnicas analiticas cla-
sicas requiere que el alumno conozca la regla de L"Hopital.




Sucesiones dadas en forma recurrente

En este apartado aprovecharemos el significado geométri-
co de la biseccion (usado para construir un poligono
regular de 27 lados a partir de un poligono regular de 7
lados) para calcular limites de ciertas sucesiones recu-
rrentes, por una via diferente a la habitual. En particular
abordaremos la sucesion:

2442442+ [6]

la cual puede definirse recurrentemente como:

X, =2, X1 =2+, n=l 7]

En Rivaud (1975) puede encontrarse el cilculo de su limi-

te. Brevemente, para ello se demuestra que dicha sucesion

es convergente, probando previamente que es mondtona

creciente y acotada superiormente; finalmente llamando
L= lim x,

n—c

tomando limites en la féormula recurrente [7] y teniendo
en cuenta que

L= lim x, = lim X,
se llega a la ecuacién algebraica: I* = 2 + L cuyas solucio-
nes son L= -1y L= 2. Obviamente como se trata de una
sucesién de términos positivos, L= 2 es el limite buscado.

Nuestro objetivo es calcular el limite de la sucesién [7]
usando la interpretacién geométrica del método de bisec-
cién. Para ello, necesitamos establecer previamente la rela-
cién entre la longitud del lado del poligono regular de n
lados y la longitud del lado del poligono regular de 27
lados construido a partir del anterior por biseccién de sus
lados. Para simplificar trabajaremos con la circunferencia
goniométrica, esto es, de radio unidad.

Lyy = \/2_ \}4_L2n

ya que, aplicando el teorema de Pitidgoras a los tridngulos
CDB'y ODB del la figura 3, obtenemos respectivamente:

1 —2 — [ 1
Ly = ZL2”+CD, oD = 1—212,,

y como CD = 1~ OD se tiene:

2
1 ( 1,) f
L, = ZLZH+L1_ 1_ZL2”J = 2—\/4~‘LG nz3 (8]

Asf, supongamos que sobre la circunferencia goniométri-
ca construimos —de un modo exacto— el cuadrado, cuyo

Es sencillo probar:

lado es

L =~2

..aprovecharemos

el significado
geomeétrico
de la biseccion
para calcular

Figura 3. Construccién de un poligono
por el método de biseccién

limites y a partir de él, construimos por bisec-
e ciertas cién los poligonos de 8, 16, 32, ..., 27,
sucesiones - lados. H/achxendo uso de la interpreta-
cién geométrica podemos asegurar que:
recurrentes, .
- hm LG = 0
por una via Jrares
d{fere1¢te pero por otra parte como

a la habitual.

Ly =2

usando [8], la sucesion:

tiene como limite:

lim =\/:\/2+\/2+\/5ﬁ =0

1—> ™

De donde resulta inmediatamente:

limV2+\/2+\/2+... =2

e
Ademds, obsérvese que mediante este
razonamiento no sélo calculamos el
limite directamente, sin probar previa-
mente su existencia, sino que por la
construccioén geométrica se deduce cla-
ramente que la sucesion {y},.:

VYn=~2-%,Yn=20
donde

Xp=+2+%,1,Vn=1




x5 =2

 estrictamente decreciente (por repre-
.ntar la longitud del lado del poligono
gular construido por biseccién) y ade-
4s la sucesién (y})., estd acotada
feriormente por cero (ya que, la lon-
gitud es una cantidad positiva); esto
nos permite asegurar que la sucesion
'1}”20 es mondtona creciente y esta
acotada superiormente por 2, como
pretendiamos probar.

Repitiendo el razonamiento partiendo
ahora del tridngulo equildtero inscrito
en la circunferencia goniomeétrica, y
teniendo en cuenta que

I =43

la sucesion de las longitudes de los
_lados de los poligonos regulares cons-
truidos por biseccién a partir del tridn-
- gulo viene dada por:

2- 4—(\/5)2 =1
= 2-44-(1)" =42-43

2o fi- (o) -

Al igual que en el caso anterior, y apo-
_ yandonos en la interpretacién geométri-
. ca podemos asegurar que:

lim Z, ,» =0
nso 32
Asi pues, razonando como antes a par-

tir de la sucesién {z,}, definida por:

t,=+2-2, VYn=z=0

- donde

Z,=+2+2,, Vn=zl

siendo

Zg = ‘\/g
se tiene que {z,} ,.es creciente y acota-

da superiormente por 2 y ademds:

lim z, =2

n—>00

que coincide con el anterior a pesar de
- que variamos la condicién inicial.

Y, en general, partiendo del poligono regular de % lados
que nos proporciona la condicién inicial

Og =Ly = Zsen%

se tiene:

limo, =2

1—> 0

siendo:

O,=+2+0,,; Vn=zl a0=Zsen% Vkz3

y de nuevo vemos, geométricamente, que el limite no
depende de la condicién inicial.

Para terminar aprovecharemos este enfoque geométrico
para calcular excelentes aproximaciones al nimero w. En
efecto, si L(P,,) denota el perimetro del poligono regu-
lar de 27 lados, como la sucesién de longitudes se apro-

‘ xima mds y mas a la longitud de la circunferencia gonio-
métrica, que es 2m, en la cual estidn inscritos, se tiene,
usando que la longitud Z_ del lado de un poligono regu-
lar de » lados es:

21 = lim I{F,):

2
2 = lim {(Py,) = lim 2n|2— [4-[2sen ) = lim 27,(2 - 2cos ™
n n—>o n n—> n

1—> 0

- 2—1/4—<M)2 = 22443

...este enfoque
geomeétrico
puede ser

también explotado
para estudiar
cualquier
otra familia

de sucesiones,

como pueden ser
por ejemplo
las irracionales.

= lim 2«/571 fl —cos~TE = lim 4mser1i
n~>o0 7 n—>o 2n

esto es:

: n
= lim 2nsen —
n—cw 2n
asi, para n = 1.000 obtenemos la siguiente aproximacién
de m: @ = 3,1415914 que proporciona cinco cifras deci-
males exactas.

Sucesiones irracionales

Aunque hemos dedicado el trabajo al estudio de suce-
siones de tipo trigonométrico, nos gustaria terminar este
articulo sefialando que este enfoque geométrico que pro-
ponemos puede ser también explotado para estudiar
cualquier otra familia de sucesiones, como pueden ser
por ejemplo las irracionales. Para comprender mejor esta
idea resolveremos geométricamente la indeterminacién
{eo — o0} que aparece al evaluar el limite en el infinito de
la sucesion irracional

{W—ﬁ}

Para ello aprovechamos una interpretacion geométrica
sobre la espiral pitagorica de la figura 4 (formada por



n—c

P

P, P, P, P,

Figura 4. Caleulo geométrico del limite de una sucesién irracional

tridngulos rectingulos). En efecto obsérvese sobre el eje X
que las hipotenusas de estos tridngulos son los radios

OP, =+n+1

de las circunferencias de centro Oy una representacién
detallada nos indica geométricamente que las longitudes

Pl = V”"'l“/;

tienden a cero cuando 7 — e, por lo que:

lim(m - «/;) =

>0
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um(m_ﬁ) = lim (

tal y como puede comprobarse analiti-
camente:

dnt ) ne )
o Jn+1 +\/;

= lim —————~—

'Hw\/n+1 +\/—
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