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En este arficulo ofrecemos
una panoréamica de los
contenidos de los programas
oficiales de mateméticas en
la segunda ensefanza
espafiola de este siglo, asi
como las formas en las que
un conjunto de libros de
texto han presentado a los
alumnos ciertos temas que
hemos seleccionado: longitud
de la circunferencia, drea
del circulo, drea de la
superficie esférica, volumen
de la esfera, nimeros
negativos y nocién de limite.

N ESTE TRABAJO presentamos un bosquejo de cudles han
sido los contenidos matematicos en la segunda enserian-
za espafiola, desde finales del siglo xix hasta la paulatina
implantacién de la Ley Organica de Ordenacion General
del Sistema Educativo (LOGSE) aprobada en 1990.

La proxima seccion la dedicamos a los contenidos de los
programas oficiales, lo cual nos permitird una primera
aproximacién a nuestro objeto de estudio. En la seccién
siguiente s6lo nos fijaremos en un grupo de temas selec-
cionados: longitud de la circunferencia, drea del circulo,
area de la superficie esférica, volumen de la esfera, nlime-
ros negativos y nocion de limite. Veremos las formas en las
que un cierto conjunto de libros de texto trata esos temas
y ésta serd, segin se explicarda mds adelante, la manera
que tendremos de conocer como esos temas fueron pre-
sentados a los alumnos.

Con el término segunda ensefianza nos referimos al ciclo
educativo que se inicia sobre los 10 afios de edad y que
se extiende hasta los 16, 17 o 18 afios, segin los momen-
tos. Durante la mayor parte del siglo xx, estos estudios se
iniciaban con la superacién de un examen de ingreso, se
desarrollaban en institutos, o centros similares, y su finali-
zacién con éxito permitia la obtencién del titulo de bachi-
llery el ingreso en la universidad.

Parece que en los contenidos matemiticos no ha tenido
una gran influencia la situacion politica de cada momen-
to, aunque indiscutiblemente ésta haya sido decisiva en
otros aspectos del curriculo escolar. Los libros de M. de
Puebles (1980) y E. Diaz de Laguardia (1988) relacionan
la historia de la educacién en Espafa con la de la situa-
cién politica; un magnifico resumen del primero se
encuentra en Puelles (1992). El libro de Lozano (1994)
puede servir como referente sobre la educaciéon en
muchos paises en los siglos XIX v xx




Pese a no ser las matemdticas una asignatura que haya
estado, en sus contenidos, fuertemente influenciada por el
régimen politico, si que hay aspectos en los que la ideo-
logfa oficial se ha hecho notar en determinados momen-
tos, especialmente en la época posterior a la Guerra Civil
de 1936-1939. He aqui dos enunciados de problemas arit-
méticos, tomados de libros de texto de entonces (Sopefia,

1994: 49):

Un hombre bebe cada dia un aperitivo que le cuesta 3,75 pese-
tas. Los domingos toma dos. ;Cuénto gastard asi, initilmente, al
afio? Y si economiza esta suma durante treinta afios, el capital
asi reunido, cudnto le produciria prestado al 5 por ciento?

En una caja de ahorros y para su hijito, un trabajador ha resuel-
to depositar la mitad de las 2 pesetas que en fumar gasta sema-
nalmente. ;Qué cantidad habré ahorrado al cabo de 20 afios?

La idea de ahorro estaba presente en muchas ocasiones,
tal como en este otro ejemplo (Otero, 1996: 85):

Si cada dia del afio el nifio guardara 10 céntimos, al cabo de los
doce meses tendria reunidas 36,50 pesetas. Esta cantidad no es
un capital, pero si puede servir para adquirir libros, para com-
prar una medicina a la madre enferma, para regalar un abrigui-
to al hermanillo que tirita de frio. Y si no tenemos necesidad de
gastar esas pesetas y seguimos juntando a ellas los 10 céntimos
de cada dia, a los dos afios tenemos ya 73 pesetas; a los fres,
mas de 100; a los diez tendremos ya 1365 pesetas! Y esto st que
es ya un pequefio capital.

He aqui otra «perla» de la época (Otero, 1996: 69 y 70):

En casa, entre tus libros, has de apelar a todas las energias de tu
voluntad para salir del paso con la leccién del dia siguiente. To
también quisieras aprender, quisieras saber cémo se eleva un
nomero al cuadrado y cémo se extrae la raiz cuadrada... pero
jhe ahil... de repente notas que a la raiz cuadrada le salen ojos,
orejas, boca y jen un momento ves dibujada en el cuaderno de
matemdticas una en cantadora cabecita de muchachat

En la figura 1 se da una muestra de la presencia de los sim-
bolos del régimen en los libros de texto (Otero, 1996: 153).

Los contenidos oficiales

En los primeros decenios del siglo xix se fueron configu-
rando sistemas educativos estatales en varios paises euro-
peos como resultado de las ideas de la Ilustracion

x5 =

Figura 1. Simbolos del Régimen y aritmética

Uno de los hechos
mas relevantes
fue la aprobacion,
en 1857,
de la Ley
de Instruccion
Priblica,
la conocida como
ey Moyanos».
Esta Ley configuro
un sistema
educativo
que producia
una dualidad
desde los 10 arios,
ya que a partir
de esa edad
habia dos tipos
de alummnos.

(Lozano, 1994). En Espafia, da dificil
implantacién del liberalismo politico
produce un sistema educativo tardios
(Puelles, 1992). Uno de los hechos mis
relevantes fue la aprobacién, en 1857,
de la Ley de Instruccién Publica, la
conocida como dey Moyano». Esta Ley
configur6 un sistema educativo que pro-
ducfa una dualidad desde los 10 afios,
ya que a partir de esa edad habia dos
tipos de alumnos. Por un lado, la mayor
parte de los alumnos escolarizados cur-
saba una educacién primaria que no
tenfa continuacién, que no conducia a
ninguna parte. Por otro, una minoria
comenzaba a los 10 afios los estudios de
segunda ensefianza, que le podrian con-
ducir al nivel superior (Puelles, 1992).
Esta situacion se mantiene durante mas
de un siglo, hasta la Ley General de
Educaciéon de 1970.

Para la panordmica que realizamos en
este trabajo, agrupamos en tres etapas
los afios de este siglo hasta la implanta-
ciéon de la LOGSE, aunque, como ire-
mos sefialando, sea necesario hacer dis-
tinciones dentro de cada una. Las etapas
que consideramos son:

e Etapa 1: hasta 1953.
e Etapa 2: desde 1953 hasta 1970.
e Etapa 3: desde 1970.

La principal razén que nos ha llevado a
no entrar en la situacién actual (LOGSE)
es que su nivel de implantacién resulta
aun insuficiente para hacer un estudio
como el que hemos hecho para las eta-
pas anteriores. A ello hay que afadir
que la actual configuracion del sistema
educativo lo diferencia de los anteriores
en dos aspectos cruciales:

1. la competencia educativa esta trans-
ferida a las Comunidades Auto-
nomas, o se estd en vias de que asi
sea; y

2. el curriculo es muy abierto, que-
dando en manos de los profesores,
de los departamentos y de los cen-
tros la determinacién de contenidos
y secuencias.

Las disposiciones de caricter legal a
las que nos referimos se han tomado,



casi siempre de Utande (1964) y, cuan-
do no es asi, indicamos la fuente
correspondiente,

Etapa 1: hasta 1953

A lo largo de esta etapa se produjeron
muchas reformas, de modo que durante
ciertos periodos hubo bachilleratos de
siete cursos, mientras que en otras etapas
solo duraron seis. El ingreso en la segun-
da ensefianza se realizaba después de
tener cumplidos los 10 afios y superar
pruebas acerca de la instruccién religio-
sa, lengua castellana y aritmética («nocio-
nes generales y practicas de las cuatro
operaciones fundamentales, con nime-
ros enteros y fracciones decimales»).

En 1899 se produjo una reorganizacion
de los estudios de segunda ensefianza,
estableciéndose un bachillerato de siete
afios. En la tabla 1 se ofrecen los conte-
nidos de las asignaturas de matematicas,
y se hace con cierto detalle puesto que
se mantienen hasta 1934, con mis o
menos extension. Se observa que la asig-
natura de matemdticas figuraba en todos
los cursos, salvo en el Gltimo, y se puede
apreciar la importancia que se le conce-
dia a las practicas algoritmicas (incluso a
la «aiz cGbica») y a la geometria sintética.

El ingreso
en la segunda
ensenanza
se realizaba
después
de tener cumplidos
los 10 avios
y superar pruebas
acerca
de la instruccion
religiosa,
lengua castellana
y aritmética. ..

Poco después de la creacion en 1900 del Ministerio de
Instruccién Publica y Bellas Artes, su titular, Antonio
Garcia Alix, planteé una reforma para reducir el periodo
del Bachillerato de siete afnos a seis. Esta reforma afectd a
los contenidos de matemadticas de dos maneras destacadas,
tal como se refleja en la tabla 2:

1. antes habia matematicas durante 6 cursos, hasta los 16
afios de edad, mientras que en el nuevo plan sélo
habfa matemdticas durante los primeros 4 cursos,
hasta los 14 afios;

2. en el plan derogado coincidian en un mismo curso los
contenidos de aritmética y dlgebra con los de geome-
tria y trigonometria, mientras que tras la reforma se pre-
sentaban las matemiticas de forma menos integrada,
de manera que el Gltimo contacto de los alumnos con
la aritmética y el algebra se producia en el tercer curso,
a los 13 afios de edad. Evidentemente, disminuyeron
los contenidos matemdticos del plan de estudios.

1.2 Nociones y ejercicios de aritmética.
2.% Nociones y ejercicios de géometria.
3.° Aritmética y dlgebra.

4.2 Geometria y frigonometrid.

5.7 Sin ‘matemdticas.

6.° Sin matemdticas.

Tabla 2. Reforma de 1900

7.2 Sin matemdticas.

2.° Avritmética practica. Fracciones ordinarias y decima
. Geometria. Lineas rectas. Angulos Pollgono

3.° Aritméfica. Teoremas fundamentcles de las cuat
sor. Minimo comon multiplo. Elevacién a pote
Geomelria. Figuras planas en general. Recf

4.° Aritmética. Cantidades proporcionales y. pr
Algebra. Lenguaie dlgebraico. Las cuatro operaclones con

5.° Aritmética. Interés simple. Descuento. Ahgccton
Algebra. Operaciones fundamentales con polinomios. Sistemas de dos ecuaciones de primer grqdo con dos incégnitas.
Geometria. Poliedros. Cuerpos redondos. Areas y volumenes

1.2 Aritmética prachca Las cuatro opercxcnones funddmentﬂles con numeros enteros y decimales.

: egla con|unk:

6> Algebra. Repaso de los cursos anteriores. Dlscusmn de las ecuaciones de primer grado con una incégnita. Resolucién de ecuaciones
de segundo grado con una incégnita. Progresiones, logaritmos y aplicacién al inferés compuesto.
Trigonometria, Elementos de trigonometria rectilinea.
Cosmografia. Cosmografia elemental (sin demostraciones).

nversién de unas en ofras. Sistema métrico.
nferencia y circulo. Triéngulos. Ejercicios vcmados, sin demostracién.

peraciones (sm demostracion). Divisibilidad. Nomeros primos; Méximo comdn divi-
do y raiz cuadrada. Cubo y raiz ctbica {la préctica, sin demostracién).
Semejanza de poligonos, Areas.

de tres simple por el método de las proporciones. Aplicaciones.
onomios. Fracciones monomias. Ecuaciones de primer grado con una incégnita.
Geometria. Perpendiculares y oblicuas a un plano. Paralehsmo de las rectas y de los planos. Angulos diedros y friedros.

Tabla 1. Reforma de 1899




En 1901 se realizd una nueva reforma, que a su vez se vio
modificada en 1903 (Plan BugallaD), aunque esta Gitima no
afectd a las asignaturas de matemiticas. Continud sin
haber matemiticas en 5.° y 6.°, pero aparecieron en un
mismo curso contenidos de aritmética y dlgebra junto a los
de geometria y trigonometria (tabla 3).

1.° Nociones y ejercicios de aritmética y geometria.
2.° Aritmética.

3.° Geometria.

4.° Algebra y trigonometria.

5.° Sin mateméticas.

6.° Sin matemdticas .

Tabla 3. Reformas de 1901 y 1903 (Plan Bugallal)

El Plan Bugallal dur6 hasta 1926, cuando fue sustituido
por el Bachillerato de Callejo, primero que introdujo la dis-
tincién entre Ciencias y Letras (tabla 4). Tenia dos ciclos
de tres afios: elemental y universitario. El ciclo universita-
rio tenfa un afio comin y dos de «especialidad». Las mate-
miticas figuraban en tres de los cuatro cursos comunes a
todos los alumnos (lo que supuso una disminucién en
relaciéon con los cuatro del Plan Bugallal) y en los dos de
la seccién de ciencias. Surgié de nuevo la separacion de la
aritmética v el 4lgebra, por un lado, y la geometria y la tri-
gonometria, por otro, salvo en el afio comtn del bachille-
rato universitario.

Bachillerato elemental
1.° Elementos de aritmética.
2.° Elementos de geometria.

3.° " Sin matemdticas.

Bachillerato universitario
Afic comin Nociones dlgebra y trigonometria.
1.° seccion ciencias - Aritmética y élgebra:

2.° seccioén ciencias - Geometria y trigonometria.

Tabla 4. Reforma de 1926 (Plan Callejo)

En 1931, con la II Repiblica, se volvié, con adaptaciones,
al Plan Bugallal de 1903 y, por tanto, a que no hubiera
matemiticas en los dos Gltimos cursos, aunque si apare-
cieron en un mismo afio la aritmética y el dlgebra junto a
la geometria y la trigonometria (véase la tabla 5; obsérve-
se la gran similitud con la tabla 3).

En 1934 se implantd, de nuevo, un bachillerato de siete
afios, sin distincién entre ciencias y letras, siendo las mate-

El Plan Bugallal
durd hasta 1920,
cuando
fue sustituido
por el Bachillerato
de Callejo,
primero
que introdujo
la distincion entre
Ciencias y Letras. ..

1.° Nociones y ejercicios de aritmélica
y geometria.

2.° Aritmética y nociones de geometria.
3.° Aritmética y geometria.

4.° Algebra y trigonometria.

5.° Sin matemdticas.

6° Sin matemdticas.

Tabla 5. Reforma de 1931
{Plan Bugallal adaptado)

miticas asignatura en todos ellos. Los
contenidos, tomados de Rico y Sierra
(1992), los sintetizamos en la tabla 6. Tras
esta reforma de 1934, los cinco primeros
cursos se correspondian, aproximada-
mente, con los cuatro del Plan Bugallal,
pero puede apreciarse una importante
innovacién en los cursos 6.° y 7.°, apare-
ciendo por primera vez la geometria ana-
litica y los contenidos de anilisis, asi
como los nimeros complejos.

1.°-2.% Primeras: nociones de aritméfica y
geometria.

3°4.° Se inicia la presentacién racional
de la aritmética y la geometria, sin
que se explique de modo abstracto.

5.2 Algebra y geometria del espacio.

6.% Nomero real; limite y continuidad
de funciones, logaritmos, progre-
siones aritméticas 'y geométricas,
matematica: comercial, ‘némeros
complejos; trigonometria,

7.° Continuacion del andlisis y la geo-
mefria analitica.

Tabla 6. Reforma de 1934

En 1938, durante la Guerra Civil, el
Gobierno de Franco introdujo una nueva
reforma. En el texto legal se indicaba:

Mateméticas. Estudio ciclico desde las pri-
meras nociones de Aritmética y Geometria,
hasta la iniciacién de la Geometria
Analitica y del Algebra Superior, procuran-
do adiestrar a los alumnos, sobre todo en



los primeros cursos, en el calculo mental y
en los problemas précticos de caracter
métrico de la Aritmética y Geometria.

Los contenidos matemadticos de los siete
_afios figuran en la tabla 7 y se corres-
ponden con la reforma de 1934.

Aritmética y geometria.
Aritmética y geometria.

Aritmética, ‘geometria'y elementos de
4lgebra:

Ampliacion de élgebra y geometria

Algebra 'y ‘elementos de trigonome-
tria. s

. Algebra' y nociones de geometria
analifica.

. Nociones de dlgebra superior.

Tabla 7. Reforma de 1938

Etapa 2: 1953-1970

En 1953 se realiz6 una nueva reforma
que conservaba una segunda ensefianza
de siete cursos, pero agrupados en tres
etapas:

e 10-14 afios: Bachillerato Elemental,
cuatro cursos.

® 14-16 afios: Bachillerato Superior,
dos cursos. Especialidades: ciencias
y letras.

e 16-17 afios: Curso Preuniversitario.
Especialidades: ciencias y letras.

El Plan de 1953 sufri6 una modificacién
en 1957. Ya que los contenidos mate-
miéticos de ambos planes eran muy
similares, en la tabla 8 solo indicamos
los correspondientes al Plan de 1957.

Llama la atencién lo abierto del programa
de 5.° curso («desarrollo racional de algtn
capitulo de aritmética y otro de geome-
tria»), lo que fue aprovechado por algu-
nos profesores y ciertos libros de texto
para iniciar la ensefianza de las «natema-
ticas modernas», con una introduccién a
la teorfa de conjuntos y a las estructuras
algebraicas. Por otro lado, figuran por pri-
mera vez la combinatoria y la estadistica.

El curso
preuniversitario
(Preu)
recibio en
los primeros arios
una programacion
novedosa.
Durante
el avio escolar
se estudiaba
con intensidad
un solo tema.

WATEMATICAS

PRUEBA COMUN

1.° NOmeros naturales, decimales, fracciones.  Sistema
métrico decimal. Areas. Longitud de la circunferencia y
drea del circulo,

2.° Divisibilidad. Proporciones. Raiz cuadrada. Teorema de
Pitdgoras. Semejanza.

3.° Nmeros negativos. Ecuaciones de primer "grado.
Sistemas de ecuaciones. Triangulos. Iniciacién a la tri-
gonometria.

4.° Polinomios. Ecuacién de segundo grado. Geometria del
d
espacio. Poliedros, cilindros, conos, esferas, reas; vol-
menes.

5.°C Iniciacién al método racional. Desarrollo racional ‘de
algin capitulo de aritmética y ofro de geomelria.
Exponenciales y logaritmos. Progresiones. Vectores.
Nomeros complejos. Resolucién . -de - tridngulos.
Estadistica. Combinatoria.

6.°C Nomero real. Limite de sucesiones. Geometria analifica.
Derivadas e integrales.

Preu C Programa especiales.

Tabla 8. Reformas de 1953 y 1957

El curso preuniversitario (Preu) recibié en los primeros
afilos una programacion novedosa. Durante el afio escolar
se estudiaba con intensidad un solo tema. En los cursos
1957-58 y 1958-59 se tratd dntroduccion a los métodos
estadisticos». En las normas se precisaba que da Direccién
General de Ensefianza Media publicari, ademds, coleccio-
nes de enunciados de problemas, con el fin de orientar la
conveniente recapitulacién de las distintas partes de las
Matematicas, y para que sirvan de materia del examen oral
previstor, A partir del curso 1959-60 las Matematicas de
Preu se convirtieron en asignatura permanente, con un
programa que no cambiaba todos los afios. Se publicé un
cuestionario, cuyo contenido puede resumirse asi:

Aritmética y dlgebra. Sistemas de numeracién. Combinatoria.
Divisibilidad. Ndmero racional. Determinantes. Regla de Cramer.
Polinomios.

Geometria y trigonomefria. Movimientos en el plano. Homotecia
y semejanza. Sistemas de circunferencias. Inversién en el plano.
Movimientos en el espacio. Areas y volomenes. Geometria sobre
la esfera. Trigonometria esférica. Infroduccién a la astronomia.

A este contenido se le debe afiadir una parte practica de la
asignatura que incluia un repaso de los cursos anteriores.

En 1963 se produjo una nueva modificacién de los conte-
nidos del Curso Preuniversitario, quedando, sintéticamen-
te, de la siguiente manera:

Temario de las clases tedricas. {I) Nomero natural. Semianillo.
Sistemas de numeracién. Nomero entero. Grupo y anillo.
Divisibilidad. Ntmero racional. Cuerpo. Sistemas de ecuaciones.
Determinantes. Polinomios. Estadistica: distribuciones bidimensio-
nales, regresién lineal y correlacién. {ll) En el plano: movimientos,
homotecia, semejanza e inversién. En el espacio: fraslaciones,




giros y simefrias respecto de rectas, y simefrias respecto de pla-
nos. Geometria sobre la superficie esférica. Trigonometria esféri-
ca. Introduccién a la astronomia.

Temario de clases practicas (ademas de los contenidos de las cla-
ses tedricas). Funcién, limite, derivadas, diferenciales, méximos y
minimos. Integracién, aplicaciones al célculo de dreas, longitu-
des y volimenes. Trigonomefria y nimeros complejos.

Si comparamos los planes de 1953 y 1957 con los anterio-
res podemos concluir que se consolidan las matematicas
para todos los alumnos hasta los 14 afios y que su conte-
nido aumenta de forma significativaen los cursos superio-
res de la especialidad de ciencias.

Etapa 3: desde 1970

En 1970 se aprobdé la Ley General de Educacién, que
supuso un profundo cambio en la organizaciéon de los
ciclos educativos, quedando de la siguiente forma (sin
Formacion Profesional):

e 2-6 afios: Preescolar. No obligatoria.

e (-14 afios: Ensefianza General Basica (EGB), 8 cursos.
Obligatoria y gratuita.

— 6-10 afos: Primera etapa, 4 cursos.
— 10-14 afios: Segunda etapa, 4 cursos.

e 14-17 afios: Bachillerato Unificado y Polivalente
(BUP), 3 cursos.

e 17-18 afios: Curso de Orientacidn Universitaria (COU).

Debe observarse que se ampli6 la duracion de la segunda
ensefianza en un curso mas, retrasando asi el ingreso en
la universidad, por primera vez, hasta los 18 afios de edad.

Sobre la importante transformacién que supuso la Ley
General de Educacién, parece oportuno resaltar ahora tres
aspectos.

1. Se acabd con la dualidad de estudios a pattir de los
10 afios, ya que la Ensefianza General Bésica (EGB)
era comin a todos los alumnos hasta los 14 afios,
retrasando hasta esa edad la bifurcacion del camino
educativo.

2. La etapa correspondiente a los 10-14 afios constituia
antes el bachillerato elemental y se impartia por pro-
fesores licenciados, mientras que ahora es la segunda
etapa de la EGB.

3. La Formacioén Profesional se integra plenamente en el
sistema educativo.

Las matemadticas estaban presentes en todos los cursos de
la EGB y en los dos primeros del BUP. Era asignatura opta-
tiva en 3.° de BUP y en COU. Ademads, en COU habia unas
matemdticas comunes para todos los alumnos, cuyo conte-
nido consistia en 1dgica, teorfa de conjuntos y estadistica
En 1987 desaparecid esta asignatura comtn en COU y se

Morris Kline

EL FRACASO DE

LA MATEMATICA

MODERNA
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introdujeron dos opciones: Matemdticas
1, para futuros estudiantes de ciencias, y
Matemdticas II, para los que iban a estu-
diar ciencias sociales.

Los programas sufrieron una altisima
influencia de las «matematicas moder-
nas» teorfa de conjuntos y estructuras
algebraicas. En la primera etapa de la
EGB los contenidos se referfan a lo
siguiente: teoria intuitiva de conjuntos;
relaciones y aplicaciones; operaciones
con nimeros naturales; decimales; frac-
ciones, magnitudes y su medida; geome-
trfa elemental del plano con elementos
de topologia. En la tabla 9 damos un
resumen de los contenidos relativos a la
segunda ensefianza (Rico y Sierra, 1992).

Al poco tiempo de ponerse en marcha
los estudios propios de la Ley General
de Educacién se extendi6 la idea de que
los contenidos de «matemdticas moder-
nas» en la EGB conducian a un estrepi-
toso fracaso, motivado, entre otras razo-
nes, por la falta de una adecuada pre-
paracién cientifica del profesorado y
por los altisimos niveles de abstraccion
que se alcanzaban. Como consecuencia
de ello, en 1977 se inici6, con caricter
experimental, la implantacién de «pro-

5.°8.° EGB
2.9 etapa
(10-14)

1.° BUP
{14-15)

2.° BUP-
{15-16)

3.2 BUP
(16-17)
optativa
couc
(17-18)

optativa

Construccién del conjunto de los enteros, opera-
ciones. Construccién del conjunto de los raciona-
les, operaciones. Introduccién a las estructuras
algebraicas. Estudio de las magnitudes longitud,
amplitud, superficie y volumen, Funciones y ecua-
ciones. Proporcionalidad ‘de magnitudes.  Intro-
duccién a la estadistica.

Combinatoria. NOmeros reales. Polinomios.
Funciones polinémicas y su grdfica. Ecuaciones,

_ inecuaciones y sistemas. Progresiones. Estadistica.

Nomeros complejos.

Geometria vectorial y afin. Sucesiones y limite de
sucesiones, Funciones reales de variable redl.
Limites y continuidad. Funciones circulares, expo-
nenciales y logaritmicas. Derivadas y primitivas.

Producto escalar. Trigonometria. Geometria eucli-
dea del plano. Nomeros complejos. Célculo dife-
rencial. Cdlculo integral. Estadistica.

Algebra lineal. Geometria lineal. = Anélisis.
Probabilidad. -

Tabla 9. Reforma de 1970




. gramas renovados» para la EGB, que se
plasmaron de manera oficial en normas
de 1981 y 1982. Se llegd a organizar la
EGB en tres ciclos:

e 6-8 afios: Ciclo inicial. 1.° y 2.° de
EGB;

e 8-11 afios: Ciclo medio. 3.°,4.°y 5.°
de EGB;

e 11-14 afios: Ciclo superior. 6.°, 7.° y
8.° de EGB.

Sin embargo, el ciclo superior nunca
llegé a implantarse. Los contenidos no
se modificaron de forma importante,
pero descendi6 el peso de las estructu-
ras algebraicas y el enfoque «modernos.

Si nos fijamos en los contenidos de la
tabla 9 y los comparamos con los de las
reformas de 1953 y 1957 podemos con-
cluir lo siguiente:

1. se afianza la presencia de la proba-
bilidad y la estadistica;

2. el analisis mantiene su importante
papel;

3. las «natemiticas modernas» apare-
cen impregnando todos los conteni-
dos, aunque su influencia haya dis-
minuido con los afios; y

4, la geometria sufre una espectacular
desapareciendo
casi completamente la geometria
sintética e introduciéndose los
métodos vectoriales; en la EGB la
geometria se limita mucho, mien-
tras que en BUP y COU se presta
casi exclusiva atencién a la geome-
tria lineal, fuertemente vinculada a
los espacios vectoriales.

transformacion,

Algunos temas
seleccionados

En la seccion anterior hemos visto una
panordmica de los contenidos matema-
ticos de los programas oficiales. En la
presente seccién prestamos atencion a
la forma en la que algunos de esos con-
tenidos han sido presentados a los
alumnos. Concretamente, hemos selec-
cionado los siguientes temas: longitud
de la circunferencia, drea del circulo,

[Los temas elegidos/
son buenos
indicadores

de las formas
en las que
las matemadticas
se han enseriado,
reflejando el nivel
de abstraccion
y rigor
que se alcanzaba,
asi como
la atribucion
de significados a
ciertos conceptos
matematicos.
Ademads,
estos temas
se situan
en diferentes
ramas de
las matematicas:
geometria,
nimeros
Y andalisis.

drea de la superficie esférica, volumen de la esfera, nitme-
10S negativos'y nocion de limite.

Como puede observarse, no se trata de temas triviales.
Hemos pensado que son buenos indicadores de las formas
en las que las matemdticas se han ensefiado, reflejando el
nivel de abstraccién y rigor que se alcanzaba, asi como la
atribucion de significados a ciertos conceptos matemati-
cos. Ademds, estos temas se sitdan en diferentes ramas de
las matematicas: geometria, nimeros y analisis.

Como instrumento fundamental para averiguar como se
presentaban esos temas seleccionados a los alumnos,
hemos analizado un conjunto de libros de texto, ya que,
como indica Escolano (1992):

No se puede hoy, en rigor, reconstruir el pasado de nuestra edu-
cacién sin recurrir al examen de los libros escolares, instrumentos
que constituyeron el principal soporte de la ensefianza, tanto en lo
que se refiere a las estructuras formales de su organizacién curri-
cular como en lo que afecta a la misma préctica real de la vida
en las escuelas. [...] Los libros escolares constituyeron a buen segu-
ro la principal fuente de inspiracién en orden a la planificacién y
desarrollo del curriculum seguido por nuestras instituciones educa-
tivas a lo largo del pasado siglo y de buena parte del presente.

En los altimos afios se ha desarrollado un gran interés por
los libros de texto. Son objeto de multiples investigacio-
nes, como el programa francés Emmanuelle (Escolano,
1992) o el espafiol Manes. Tiana (1992) observa que:

...los historiadores de la educacién han comenzado a dedicar
alguna atencién a aspectos tales como los textos escolares. El
hecho de tratarse de piezas relevantes en el conjunto de la dota-
cién escolar ha invitado o un nGmero creciente de investigadores
a acercarse a ellos.

En los ltimos afios, la Asociacién Nacional de Editores de
Libros y Material de Ensefianza (ANELE) ha organizado
exposiciones sobre libros de texto o que los incluian (£]
libro de texto y la escuela, 1992; El libro escolar, 1996).

Los libros de texto que hemos consultados de la primera
etapa histérica que consideramos (hasta 1953) no se
corresponden exactamente, en la mayoria de los casos,
con un determinado curso, sino que tienen un contenido
que se usa en distintos cursos, segin los planes en vigor.
En las dos etapas siguientes, los textos si indican siempre
el nivel educativo para el que estin pensados.

Nocion de limite

El concepto de limite tiene una formulacién dificil, pese a
la idea intuitiva que podamos tener. A lo largo del siglo,
las definiciones escolares fluctGan entre los dos extremos:
el de la definicion abstracta y el de la imagen visual.

Estamos interesados principalmente en las primeras defini-
ciones que se presentan a los alumnos sobre la nocién de
limite, por lo que no nos referimos a las definiciones que
se dan en los libros correspondientes al Preuniversitario




(Planes de 1953 y 1957) ni al Curso de Orientacién
Universitaria (COU), que generalmente ofrecen una formu-
lacién abstracta ilustrada con ejemplos.

El texto mds antiguo que hemos consultado (Aguayo,
1919, 2.* edicién) no utiliza ni un solo simbolo y se refie-
re a variables y cantidades:

Limite de una variable es una cantidad constante a la cual no
puede igualar {de un modo permanente) la primera al seguir su
ley de variacién, pero a la que se acerca indefinidamente,
pudiendo llegar a diferir de ella en una cantidad tan pequefia
como se quiera.

La anterior definicion se funda en la idea de aproximacién
asocidndola a la de pequefiez. El libro de Salinas y Benitez
(16.* edicién, 1940; 18.2 edicién, 1952) se apoya en la de
aproximacion:

Cuando una magnitud variable, X, se aproxima indefinidamente
a ofra fija, A, de tal modo que la diferencia, A~ X o X - A, pueda
ser menor que cualquier magnitud dada, sin reducirse nunca a
cero, se dice que A es el limite superior o el inferior de X.

Obsérvese que en las definiciones anteriores quedan
excluidas las funciones (variables) constantes.

No hemos encontrado formulaciones modernas de la
nocién de limite antes del texto de Baratech y Royo (1938,
7.° bachillerato), que lo hace mediante la formulacién e-8,
aunque de una manera deficiente al no quedar claro que
d depende de e. Reproducimos un parrafo mas amplio
para ofrecer no sélo la nocién de limite, sino también la
de funcién, variable...:

En el calculo algebraico representamos los nimeros por letras De
una letra que designa un nimero indeterminado que puede adop-
tar infinitos valores, decimos que es una variable, mientras que a
las que representan nimeros determinados se les llama constantes.

Cuando una variable, y, depende de ofra, x, de manera que, a
cada valor particular que tome x corresponde un valor para vy,
diremos que y, es una funcién de la variable x. La dependencia
entre la variable independiente y la funcién, se representa sim-
bolicamente, escribiendo
y=fix,

expresién en la que la serie de operaciones que es necesario efec-
tuar con la variable independiente para obtener el valor de la fun-
cién, se indica por una letra f, llamada caracteristica de la funcién.

Dada una funcién y = fix), se dice que y tiene limite b, cuando x
tiende hacia g, si es posible tomar un nimero positivo a, tal que
para todos los valores x que verifiquen la desigualdad

Ix-d<a
corresponden valores a y, que cumplen con la condicién
ly-bl<e

siendo & un nimero positivo, tan pequefio como se quiera.

El siguiente parrafo (Brufio, s.f., 6.° bachillerato) sobre
sucesiones convergentes se inscribe en el tipo de defini-
ciones basadas en la pequefiez y posee la particularidad
de no usar simbolos:

Limite de una sucesién es un nimero fijo tal
que la diferencia entre dicho nimero y cual-
quiera de los términos que sigan a uno
dado pueda hacerse tan pequefia como se
quiera en valor absoluto.

Estamos ante una definicion moderna,
en la que se hace alusién a ntimeros, no
a cantidades, y se utiliza el valor absolu-
to para expresar la distancia entre dos
nameros. No obstante, se trata de una
definicién confusa o errénea, al no esta-
blecerse que el término «dado» depende
de lo pequefia que se desee hacer la
diferencia entre el limite y los términos
de la sucesién. Este mismo libro utiliza la
convergencia de sucesiones para presen-
tar la nocién de limite de una funcién:

La funcién y = f{x) tiene por limite b cuando
x = a, cuando para todas las sucesiones de
valores de x

Xy X Xapoew X,

que fienen por limite a, los correspondien-
tes valores de fx)

f(x1)/ f(xz)/ ﬂxs)/-" f(xn)

tienen por limite b.

Basandose también en la idea de peque-
fiez y refiriéndose a sucesiones, define
Puig Adam (1964, 6.° bachillerato):

Se dice que la sucesién indefinida de nome-
ros reales

Qs Oy, Oy, @
o el nimero real variable o, tiene por limite
el nomero real fijo «, si la diferencia o - o,
puede llegar a ser, en valor absoluto, tan
pequefia como se quiera, desde un cierfo
valor de n en adelante.

Anilogamente, y para sucesiones, Se-
gura (1974, 5.° bachillerato) escribe:

Se dice que una sucesion indefinida de
nimeros tiene por limite L, cuando la dife-
rencia IL - a | es menor que un valor positi-
vo arbitrariamente pequefio desde cierto
término en adelante.

Utilizando las ideas de aproximacion y
pequefiez, Rios y Rodriguez Sanjuin
(1962, 6.° bachillerato) dan la siguiente
definicion:

El limite de la funcién fix), cuando x tiende
a a, es el nimero b, si se verifica que los
valores de la funcién fix) se aproximan
tanfo como queramos a b, tomando los
valores de la variable x convenientemente
proéximos a a.



En los afios de las «matemditicas moder-
s encontramos textos que ofrecen una
_definicién de limite muy general, propia
 Je los espacios topolégicos, utilizando
. para ello los conceptos de entorno y

 entorno reducido. Por ejemplo, Marcos
de Lanuza (1968, 5.° bachillerato):

Decimos que una funcién y = fix) tiene limi-
te | cuando x = @, cuando la imagen inver-
sa de un entorno de [ es un enforno de a o
un entorno reducido de a.

En lugar de usar la imagen inversa de
un entorno, como se hace en el texto
anterior, Agusti y Vila (1976, 2.° BUP)
utilizan la imagen directa, aunque luego
se traslada esta definicidén a una poco
precisa formulacion e-:

Diremos que m es el limite de F en g, si
para todo entorno B de m se puede encon-
trar un «entorno reducido» de a:

A=A\ {a}
de modo que:
BD FA).
Utilizando la notacién del valor absoluto
decimos que:
limF=m
si para todo radio & de un entorno de m:
[Fx) - ml <&
se puede encontrar un nimero r, radio de
un entorno de g, de modo que

O<lIx-d<r

En el texto de Anzola, Caruncho y
Gutiérrez (1977, 2.° BUP) encontramos
una definicion que hace uso de la idea
de entorno, aunque se puede conside-
rar del tipo &-8:

Se dice que la funcién f tiene por limite el
nomero real L cuando x tiende a a si para
todo entorno E{l, €} de L de radio ¢ se
puede encontrar un entorno E, (a, 8) de a de
radio 8 tal que si x€ E|(a, 8), x# q, se veri-
fica Ax) € EL, ©).

Rodriguez Vidal (1973, 6.° bachillerato)
utiliza varias definiciones, indicando de
manera expresa que son equivalentes, Se
trata de integrar las diferentes ideas y for-
mulaciones, aunque finalmente convivan
sin mucho orden «abores» muy distintos:

Se dice que un nimero es el limite de una
sucesién numérica, cuando los términos de
la sucesién llegan a ser y a permanecer tan
proximos como se quiera a este nimero.

...durante
la primera parte
del siglo
se utilizan
los conceptos
de cantidad-
magnitud
y variable,
en lugar de
los de ntimero
Y funcion.

La célebre
definicion -0
(debida a
Weierstrass)
se ha reproducido
por algunos
autores, aunque
con frecuencia de
manera incorrecta
0 poco precisa.
La mayoria
ha preferido
Suavizar»
la definicion con
las mds intuitivas
ideas
de aproximacion
Y pequeriez. ..

Sea y una variable funcién de x. Si la variable independiente x
toma una sucesién de valores

Xys Xgy Xgpoon X, [
la variable funcién tomaré otra sucesién de valores

Ve Yor Yare Yo (2]
Pues bien: si para todas las sucesiones [1] que tengan por limi-
te un nimero determinado a, se cumple que las correspondien-

tes sucesiones [2] tienen un mismo limite b, diremos que la fun-
cién y = fix) tiene el limite b, para x tendiendo a a.

Diremos que una variable x tiene por limite @, x = a, cuando su
ley de variacion es tal, que llega a esfar y permanecer indefini-
damente comprendida entre los valores a— ¢ y a + € [siendo € un
nimero positivo arbitrariamente pequefio).

Diremos que y = fix) tiene por limite b para x —= @, cuando fijado
un entorno de b tan pequefio como se quiera, sea [b -8, b + 8],
se puede encontrar ofro entorno de a, sea [a - g, a + &), de tal
modo, que la funcién fix) tome un valor comprendido en aquel
entorno de b, siempre que la x pertenezca a este entorno de a.

Por su parte, Guzmdén, Colera y Salvador (1988, 2.° BUP)
* definen limite de la manera siguiente:

fix) = I cuando x — p <> 1fix) - Il es mas pequefio que un nme-
ro prefijado €, para todos los valores de x suficientemente préxi-
mos a p.

Posiblemente sea esta la definicion que hemos encontrado
en la que mejor convivan la precision, el rigor y las ideas
intuitivas.

Después de este recorrido podemos afirmar que durante
la primera parte del siglo se utilizan los conceptos de can-
tidad-magnitud y variable, en lugar de los de ntmero y
funcién. Es decir, la fundamentacién de la nocidn de
namero sin alusién a cantidades y magnitudes, que se pro-
dujo en la segunda mitad del siglo xx (de la mano de
Dedekind y otros muchos), comenzd a tener reflejo en los
libros escolares espafioles de segunda ensefianza en el
segundo tercio del siglo.

La célebre definicion &-0 (debida a Weierstrass) se ha repro-
ducido por algunos autores, aunque con frecuencia de
manera incorrecta 0 poco precisa. La mayoria ha preferido
«uavizar la definiciéon con las mds intuitivas ideas de apro-
ximacién y pequefiez, aunque otros han optado por usar una
definicion més general, la propia de los espacios topoldgicos.

Nomeros negativos

Los nimeros negativos se presentan siempre después de
haber estudiado los nimeros naturales y los racionales no
negativos. Normalmente, en un primer curso se introducen
los enteros negativos y, en un curso posterior, se realiza la
ampliacién a los racionales.

En los libros de texto correspondientes a los distintos pla-
nes encontramos tres formas de introducir los ndmeros
negativos, que llamaremos adjuncion, definiciony gene-
ralizacion, y que a continuacién explicamos.




El método que llamamos adjuncion consiste en afiadir a los
nimeros positivos sus opuestos, los cuales se introducen
mediante la correspondiente notacién. Es decir, para cada
namero positivo x se considera su opuesto que se denota
por —x. Los textos que hemos consultado correspondientes
a los planes de estudio anteriores a 1953 utilizan la forma
adjuncion, forma que también usan algunos libros de la
etapa 1953-1970. Por ejemplo, Crusat (1942), Juan (1949) y
Ruiz (1950, 3.° Bachillerato). En este Gltimo se dice:

Nomero entero positivo es el nimero natural. Nimero entero
negativo es el numero natural precedido del signo —. Los nimeros
enteros componen la sucesién:

v =0y, -3,-2,-1,0,1,2,3, ..., n,...
En Crusat (1942) encontramos:

Los nGmeros contenidos en la serie natural, ampliada con la infro-

duccién del cero y de los nomeros negativos se llaman nomeros
enteros.

La forma de introducir los negativos que hemos denomi-
nado por definicién consiste, basicamente, en decir que
los nimeros enteros son los nimeros naturales con signo,
de manera que Z viene dado por

Z = [y _3> _2y _ly Oy +1) +2> +3y '}

Lo que diferencia esta forma del anterior método de adjun-
cién es que los ntimeros enteros positivos ahora tienen un
signo, lo que no ocurria con los nimeros naturales. Lo que
lleva a contemplar a los naturales y los enteros positivos
como si tuvieran una waturaleza» diferente. En Anta y

otros (1986, 7.° EGB) se insiste de forma explicita en este
hecho:

No olvides que los nomeros enteros se representan con un signo
delante (+ o -} excepto el cero.

La introduccién de los negativos mediante el método de
definicion se puede encontrar en Brufio (1954, 3.°
Bachillerato), Achén vy otros (1985, 7.° EGB) y Gil y otros
(1984, 7.° EGB).

La tercera forma de introducir los negativos, que hemos
denominado generalizacion, es la que tiene mas sabor de
«matemdticas modernas». El primer paso consiste en con-
siderar, en el conjunto de los pares de niimeros naturales
N x N, la relacién de equivalencia = definida por

(ab=(dsa+rd=b+c

Entonces, el conjunto de los ntimeros enteros Z se defi-
ne como el cociente N x N /= es decir, un niimero ente-
1o es una clase de equivalencia y en cada una de ellas se
elige un representante canodnico, precisamente el Gnico
par que tiene 0 en alguna de sus dos componentes. El
paso siguiente suele ser el establecimiento de otra forma
de expresar los nimeros enteros, tala como hace, por
ejemplo, el texto de Gonzilez y Cappa (1977, 7.° EGB):

En cuanito
al tratamiento
diddctico
que reciben los
numeros negativos
Y sus operaciones
se observan
< cambios
a lo largo del siglo.

Los nameros enteros cuyo representante
candnico tiene el 0 en segundo lugar, se
expresan con signo +. Ejemplo, (1,0) se
representa por +1. Los nimeros enteros
cuyo representante canodnico tiene el 0
en primer lugar, se expresan con signo —.
Ejemplo, (0,1) se representa por —1.

Una vez presentadas las operaciones de
adicién y multiplicacién junto con sus
propiedades, se hace hincapié en que el
conjunto de los niimeros enteros tiene
estructura de anillo no conmutativo res-
pecto de estas dos operaciones.

La forma generalizacion de introducir
los nimeros negativos aparece en algu-
nos textos de los Gltimos afios en los
que estuvo vigente el plan de 1953
(Marcos de Lanuza, 1965, 3.°
Bachillerato), pero es tipica de los pri-
meros afios del plan de 1970 (Gonzilez
y Cappa, 1977; Rico y otros, 1983), en el
marco de las «matemadticas modernas»,

Los métodos generalizacion y definicion
tienen en comin la creacién de quevos
nimeros positivos» que son distintos de
los nimeros positivos de los que se par-
tia. Es por ello, que en el caso de los
nimeros enteros se hace necesario esta-
blecer un isomorfismo entre los enteros
no negativos y los naturales (Gonzélez y
Cappa, 1977, 7.° EGB), o bien, es nece-
sario identificar ambos conjuntos (Gil y
otros, 1984, 7.° EGB; Anta y otros, 1986,
7.° EGB).

En cuanto al tratamiento didédctico que
reciben los ntGmeros negativos y sus
operaciones se observan cambios a lo
largo del siglo.

En la primera etapa, hasta 1953, el
esfuerzo se centra en el cilculo algorit-
mico, con escasas aplicaciones y alusio-
nes a situaciones concretas. Suele moti-
varse la necesidad, o al menos la con-
veniencia, de introducir los nimeros
negativos aludiendo a su uso en situa-
ciones concretas en las que estdn pre-
sentes magnitudes con doble sentido,
siendo esta la Gnica referencia a situa-
ciones reales que se suele hacer. A par-
tir de ahi, el enfoque de los nimeros
negativos es totalmente abstracto,
poniendo énfasis en las operaciones y
las propiedades de las mismas, de



manera que las actividades que se pro-
ponen a los alumnos son casi exclusi-
yamente de prictica algoritmica. En
algunos casos las reglas se redactan de
 manera engorrosa y fundadas en la
. compensacién o aniquilamientor de

 cantidades con signo opuesto. Por

k ejemplo, en Salinas y Benitez (1939,
112 ed.) se presenta la siguiente expli-
cacién de la regla para sumar nimeros
positivos y negativos:

Es indudable que de la reunién o agrega-
cién de dos cantidades de igual signo resul-
ta ofra tercera afectada del mismo signo, y
cuyo valor numérico es la suma de los valo-
res numéricos de ambas; mientras que,
segin hemos visto, el efecto de dicha agre-
gacién, cuando las dos cantidades consi-
deradas tienen diverso modo de existencia,
consiste en la destruccién de una parte de
la mayor, igual en valor absoluto a la
menor, o bien en su diferencia afeciada del
signo mayor.

En Crusat (1942) se expresa la misma
idea:

Si se trata de sumar un nmero positivo con
uno negativo o viceversa, en la suma deben
reunirse las unidades de los dos sumandos,
pero, siendo las del sumando negativo
opuestas a las del positivo, cada una de las
del primero neutraliza una unidad del
segundo, lo que da por resultado un con-
junto de unidades igual al exceso de uno
de los nimeros sobre el ofro.

Los cambios en el plan de 1953 son
pequefios, pero se aprecia un mayor
esfuerzo didactico en el tratamiento de
los nGmeros negativos, lo que se nota
en redacciones mis simples y claras de
las reglas operatorias y, sobre todo, en
las aplicaciones de estos nimeros a
situaciones reales, no solo cuando se
introducen, sino también al justificar las
reglas operatorias. A pesar de ello, la
mayoria de las actividades que se le
proponen a los alumnos se suelen cen-
trar en la prictica operatoria.

Desde luego, el cambio mis espectacu-
lar se produjo en los primeros afios del
plan de 1970, cuando se impuso la
construcciéon del conjunto de los ntime-
ros enteros Z en el marco de las unate-
mdticas modernas», de forma que ese
conjunto se convertia en un ejemplo de
anillo, realmente casi el Gnico. Este tra-

Los cambios
en el plan de 1953
son pequerios,
pero se aprecia
un mayor esfuerzo
diddctico en
el tratamiento
de los ntimeros
negarivos,
lo que se nota
en redacciones
mds simples
y claras
de las reglas
operatorias
¥, sobre todo,
en las aplicaciones
de estos nuimeros
a situaciones
reales. ..

tamiento de los niimeros negativos produjo una ausencia
de situaciones reales cuando se presentan las operaciones.

A medida que se superaba el enfoque estructuralista,
durante el plan de 1970, ganaba terreno una mayor cone-
xi6n de los nimeros negativos con situaciones reales, de
forma que el establecimiento de las reglas operatorias se
ha hecho a través de cilculos en situaciones sencillas, ade-
mas de disminuir el uso de las expresiones algebraicas y
aumentar los ejemplos numéricos.

Longitud de la circunferencia

A lo largo del siglo, se encuentran libros de texto de los
primeros cursos de la segunda ensehanza que deducen la
férmula de la longitud I de una circunferencia de radio 7,

L = 2wy,
mientras que otros optan por simular un experimento.
*En el método experimental se dice algo similar a lo
siguiente: si se coloca un hilo pegado a la circunferencia,
se extiende y se mide su longitud Ly luego se mide la lon-

gitud de su didmetro d = 27, entonces se obtiene aproxi-
madamente

I/d = 3,1416;

si se repite esta operacién con cualquier otra circunferen-
cia, se obtiene siempre el mismo resultado. Ese cociente
constante es un nimero que se llama w (po:

L/d=m;
consecuentemente, resulta que
L= 2mr.

De esta manera proceden los textos de Cenzano (s.f,, 1.°
bachillerato), Taboas (1935), Brufio (1958, 1.° bachillera-
to), Marcos y Martinez (1966, 1.° bachillerato; 1966, 2.°

Figura 2. Formas de medir el digmetro y la longitud de la circunferencia



bachillerato), Marcos de Lanuza (1968, 1.° bachillerato),
Santillana (1972, 6.° EGB), Aizpin (1974, 6.° EGB),
Santillana (1982, 5.° EGB), Santillana (1983, 6.° EGB) y
Santillana (1983, 7.° EGB).

En los planes de 1953 y 1957, el método de la experi-
mentacion es el que se usa en el primer curso, cuando por
primera vez se estudia la longitud de la circunferencia,
aunque ya en el curso siguiente se deduce la férmula. Sin
embargo, en la etapa de la Ley General de Educacion, a
partir de 1970, la forma experimental es la Gnica que apa-
rece en los libros de texto.

La manera de deducirla longitud I de la circunferencia es
considerarla como limite del perimetro P de un poligono
regular inscrito en la circunferencia, cuando el nimero de
lados crece indefinidamente (tiende a infinito) o, equiva-
lentemente, la longitud del lado tiende a cero. Sean Ly I’
las longitudes de las circunferencias de radios ry 7 res-
pectivamente, y Py P’los perimetros de poligonos regu-
lares, del mismo nimero de lados, inscritos en las respec-
tivas circunferencias. Resulta entonces

P/P =1y

Como 7/7’es constante, al aumentar el nimero de lados la
igualdad anterior sigue siendo vilida y en el limite se
obtiene

/L =v/v

es decir, las longitudes de las circunferencias son propor-
cionales a sus radios. De este resultado se obtiene que 1/
es constante y a la mitad de ese ntimero se le llama m (pi).
Luego

L =2my.

El método deductivo es el que se utiliza en los libros de
Vallin (1896), Aguayo (1923), Xiberta (1926), Llardent
(193D), Rodriguez Vidal (1958, 2.° bachillerato), Garcia Roca
(1960, 2.° bachillerato) y Brufio (1960, 2.° bachillerato).

En los planes de 1953 y 1957 este es el método de 2.° de
bachillerato. No lo hemos encontrado en los libros de
texto de EGB que hemos consultado.

Los textos a los que nos hemos referido se centran en el
calculo de la longitud de la circunferencia y suponen
conocida ya esa idea. Sin embargo, Rey Pastor y Puig
Adam (1935, 2.° bachillerato) estiman que se debe dar una
definicién de esa longitud, que justifican en que los peri-
metros de los poligonos inscritos se aproximan a la longi-
tud de la circunferencia aumentando el nimero de lados,
de forma que el cociente I/d es constante:

Este hecho que la intuicién nos dicta se expresa en Geometria dando
la siguiente definicion abstracta (aplicable también a ofras lineas):

Definicién. Longitud de la circunferencia es el limite del perimetro
de un poligono inscrito cuyos lados tienden a cero.

La palabra limite se emplea precisamente para indicar que el
error puede llegar a ser tan pequefic como se quiera.

@

Rey Pastor
v Puig Adam
(1935,
2.° bachillerato)
estiman que
se debe dar
una definicion
de esa longitud,
que justifican en
que los perimetros
de los poligonos
inscritos
se aproximan
a la longitud de
la circunferencia
aumentando
el ntimero
de lados,
de forma que
el cociente 1/d
es constante. ..

Varios autores posteriores imitan esta
forma de proceder. Por ejemplo, Garcia
Roca (1960, 2.° bachillerato):

Este hecho, que la intuicién nos dicta, pode-
mos expresarlo dando la siguiente defini-
cién abstracta: longitud de la circunferen-
cia es el limite del perimetro de un poligo-
no inscrito cuando la longitud de sus lados
tiende a cero.

También Brufio (1954, 3.° bachillerato)
da una definicién, pero ahora para pre-
cisar la nocién de circunferencia:

Vamos a establecer otra definicién...
Diremos que: la circunferencia es el limite
comin de los poligonos regulares, inscritos
y circunscritos, cuando el nomero de sus
lados aumenta hasta el infinito.

Aunque el autor no lo sefiala explicita-
mente, cabe deducir que la dongitud del
limite es el limite de las longitudes»
Haciendo cilculos concluye que da
medida de la circunferencia es 3,14159...
cuando se toma el didmetro por unidadb.

Area del circulo

Hasta la reforma de 1970. el tema del
drea del circulo se estudia en los dos
primeros cursos del bachillerato, mien-
tras que en la EGB lo habitual es encon-
trarlo en 7.° curso.

Entre los autores consultados hay uno
(Aizptn, 1974, 6.° EGB) que, sin ningtin
tipo de explicacién, afirma que el 4drea
A del circulo de radio 7 viene dada por
la formula

A=nr.

Sin embargo, casi todos los libros anali-
zados proceden a deducir la férmula:
Vallin (1896), Aguayo (1923), Xiberta
(1926), Cenzano (s.f.,, 1.° bachillerato),
Taboas (1935), Llardent (1931), Rodri-
guez Vidal (1958, 2.° bachillerato), Bru-
fio (1958, 1.° bachillerato; 1960, 2.° ba-
chillerato), Marcos y Martinez (1966, 2.°
bachillerato), Marcos de Lanuza (1968,
1.° bachillerato), Santillana (1983, 7.°
EGB), Mansilla y Bujanda (1988, 7.°
EGB). Consideran el 4rea A del circulo
como limite del drea de un poligono
regular inscrito en la circunferencia,
cuando el ndmero de lados crece inde-



. bachillerato): se divide el circulo en sec-

finidamente. Un resultado previo funda-
mental es el siguiente:

grea del poligono = la mitad del perimetro por la apotema

Entonces, en el limite se obtiene |

; drea del circulo =
=g mitad de la longitud de la circunferencia por el radio.

Es decir,
A= 1/2) 2mrr = wi,

Un razonamiento deductivo diferente se
encuentra en Garcia Roca (1960, 2.°

tores circulares, lo suficientemente
k pequefios para que parezcan tridngulos,
de esta forma se obtiene una figura que
es «asb un rectdngulo de base la longi-
tud de la semicircunferencia y de altura
el radio. Es frecuente que este razona-
miento se ilustre con un dibujo como el
de la figura 3.

(i)

Figura 3. (I) El circulo se descompone en pequefios «tridngulos»
cuyas Greas suman la del circulo. (ll) Los pequefios triGngulos

se colocan formando un recténgulo

De igual modo que hacian con la longi-
tud de la circunferencia, Rey Pastor y
Puig Adam (1935) definen lo que se
entiende por drea del circulo, ofrecien-
do una justificacién de tal definicion,
basada en un razonamiento como el
anterior de Garcia Roca. Con palabras
de los autores:

Parece pues natural definir el drea del cir-
culo como la de un paralelogramo de altu-
ra igual al radio ry de base igual a la semi-
circunferencia (mr).

De ahi se obtiene inmediatamente la

férmula.

4 o o ’ o
Area de la superficie esférica

Para justificar que el drea A de la superficie esférica de
radio »viene dada por la férmula

S =4 qr?

los autores de los libros de texto consultados utilizan de
nuevo un método deductivo o uno experimental. Sin
embargo, en los textos de los primeros cursos es muy fre-
cuente encontrar la expresion anterior para S sin ninguna
clase de justificacion: Cenzano (s.f., 1.° bachillerato),
Rodriguez Vidal (1958, 2.° bachillerato), Brufio (1960, 2.°
bachillerato), Garcia Roca (1960, 2.° bachillerato),
Santillana (1983, 7.° EGB).

Cuando se opta por deducir la férmula, el primer paso que
se da es probar que el 4rea S de la superficie engendrada
por un segmento que gira alrededor de una recta copla-
naria y que no lo corta viene dada por

S = 2mab,

siendo « la longitud del segmento de mediatriz entre el
segmento y la recta, y b la longitud de la proyeccién del
segmento sobre la recta (figura 4).

Figura 4. Segmento que gira alredededor
de una recta coplanaria

Por ejemplo, Brufio (1960, 4.° bachillerato) enuncia y
demuestra el siguiente teorema:

Si un segmento gira alrededor de un eje del mismo plano y no lo
corta ni le es perpendicular, el drea de la superficie engendrada
por el segmento es igual al producto de su proyeccién sobre el
eje por la longitud de la circunferencia, cuyo radio es la porcién
de mediatriz del segmento comprendido enfre éste y el eje.

Cabe observar el pequefio error que se comete al decir
que el eje es «del mismo plano» que el segmento, en lugar
de decir que el segmento vy el eje son «coplanarios». En la
demostracién se distinguen varios casos y usa los ya cono-
cidos resultados sobre el 4rea lateral del cilindro, del cono
y del tronco de cono.

En segundo lugar se establece que el 4rea Sde la super-
ficie engendrada por un poligono regular de radio ry de




un namero par de lados que gira alrededor de uno de
sus didmetros es el producto del didmetro » = 27 por la
longitud de la circunferencia cuyo radio es la apotema a
del poligono

S=2na2r= 4dnar,

En tercer y ltimo lugar, se pasa al limite y resulta que el
drea de la superficie esférica, que se obtiene al girar una
semicircunferencia, es el producto de la proyeccién b = 2r
por la longitud 2w, luego

S=2m2r= 4mr.

Este modo de proceder, deduciendo la férmula, lo usan
los siguientes autores: Vallin (1896), Aguayo (1923),
Xiberta (1926), Llardent (1931), Brufio (1960, 4.° bachille-
rato). Algunos autores del plan 1957 lo usan en 4.° de
bachillerato. No se usa en la EGB.

Varios autores utilizan un método experimental: se enro-
lla una cuerda delgada alrededor de una semiesfera,
hasta cubrirla, y después el cordén se enrolla sobre dos
circulos cuyos radios son los de la esfera; se ve que
ambos circulos quedan recubiertos (figura 5). Por tanto,
(1/2) § = 2n7?; luego

S= 4ur

Asi han hecho Taboas (1935), Marcos y Martinez (1966, 2.°
bachillerato) y Mansilla y Bujanda (1988, 7.° EGB).

De nuevo ahora son Rey Pastor y Puig Adam (1935) los
Gnicos que dan una definicion del drea de la superficie
esférica:

...definimos diciendo: el drea de la superficie esférica es la de la

superficie lateral de un cilindro que tiene el mismo radio y como
altura el digmetro de la esfera.

De ahi se obtiene la férmula.

Varios autores
utilizan
un meétodo
experimental:
se enrolla una
cuerda delgada
alrededor de
una semiesfera,
hasta cubriria,
) despues
el cordon
se enrolla sobre
dos circulos
cuyos radios son
los de la esfera;
se ve que
ambos circulos
quedan
recubiertos. ..

Figura 5. Experimento para ver que el érea de la superficie esférica
(a) es el cuadruple de la del circulo

Volumen de la esfera

Algunos textos dan la férmula del volu-
men de la esfera sin ninguna justifica-
cién: Cenzano (s.f., 1.° bachillerato),
Garcia Roca (1960, 2.° bachillerato),
Rodriguez Vidal (1958, 2.° bachillerato),
Brufio (1960, 2.° bachillerato), Aizpin
(1974, 7.° EGB).

Los autores que deducen, comienzan
por enunciar y demostrar que el volu-
men engendrado por un tridngulo ABC
que gira alrededor de un eje EB situa-
do en su plano y pasando por uno de
sus vértices B es igual a un tercio del
producto del drea que engendra el
lado AC por la altura b relativa a este
lado. Como enuncia Brufio (1960, 4.°
bachillerato):

El volumen engendrado por un tridngulo
que gira alrededor de un eje situado en
su plano pasando por un vértice sin cor-
tarle, es igual al tercio del producto del
drea engendrada por el lado opuesto al
vértice fijo, por la altura relativa a este
vértice.

De aqui se obtiene, en segundo lugar,
que el volumen que engendra un poli-
gono regular al girar alrededor de un
didmetro es un tercio del drea de la
superficie que engendra por el radio.
Finalmente resulta el volumen de la
esfera como paso al limite:

V =(1/3) Sr=(1/3) 4 wr*r = (4/3) ns.

Otra forma deductiva consiste en el
siguiente razonamiento: se descompone
la esfera en piramides de vértice el cen-
tro. La esfera puede considerarse enton-
ces como una pirdmide degenerada,
cuya «baser es la superficie esférica.
Como el volumen de la pirimide viene
dada por

volumen de la piramide = un tercio
del drea de la base
por la longitud de la altura,

se obtiene para la esfera
V= (1/3) Sr=(1/3) 4 nr*r= (4/3) nr.

El método deductivo lo usan: Vallin
(1896), Aguayo (1923), Xiberta (1926),
Llardent (1931) y Brufio (1960, 4.°
bachillerato). Se suele usar en 4.° del



bachillerato del plan de 1957 y no apa-
rece en la EGB.

gl dibujo de la figura 6, tomado de
Marcos y Martinez (1966, 2.° bachillera-
to), ‘ilustra un experimento justificativo
de que el volumen de la esfera de radio
~ pes igual a los 2/3 del volumen de un
cilindro circunscrito (que tiene de radio
‘ de la base ry de altura 27).

Figura 6. Experimento para ver que el volumen de la esfera
es 2/3 del volumen del cilindro circunscrito

Equivalentemente, el volumen de tres
semiesferas de radio r es lo mismo que
el volumen del cilindro circunscrito a la
correspondiente esfera.

Conclusiones

A lo largo del siglo, ha variado mucho el peso de las
matemdticas en los planes de estudio (ver tabla 10).
Ciertas reformas han limitado el estudio de las matemati-
cas hasta los catorce afios, mientras que otras las han
situado en todos los cursos. Sin embargo, en el Gltimo
medio siglo se ha consolidado la idea de unas matemati-
cas para todos, antes hasta los catorce afios y ahora hasta
los dieciséis, y otras matematicas de especialidad, segiin
las orientaciones de los alumnos. Especialmente esto es
asi, ahora, con la LOGSE.

Los contenidos matemadticos se han visto sometidos a
importantes cambios. En el primer tercio de siglo se cen-
traban en aritmética y geometria, con algunas nociones
de dlgebra y trigonometria. Como revela lo que ya
hemos dicho sobre los niimeros negativos, se trataba de
una ensefianza en la que los algoritmos ocupaban un
lugar muy destacado, situaciéon que con el tiempo se
amortigua, pero que, de una u otra forma, llega hasta
nuestros dias.

En el Plan de 1934 aparece la innovacién de la iniciacidon
del anilisis. A particr de entonces, cada reforma ha
supuesto una ocasion para aumentar el peso, en los pro-
gramas oficiales, del estudio de las funciones y del cal-

culo infinitesimal.

Otra forma experimental es compro-
bar, mediante trasvase, que el volumen
de la semiesfera de radio # coincide
con la suma de los dos volimenes de

dos conos iguales de radio de la base
ry de altura 7.

El método experimentallo utilizan Taboas
(1935), Marcos y Martinez (1966, 2.°
bachillerato), Santillana (1983, 7.° EGB) y
Mansilla y Bujanda (1988, 7.° EGB).

De nuevo citamos a Rey Pastor y Puig
Adam (1935) como los Unicos autores
que dan una definicién. Consideran que
la esfera puede descomponerse en cuer-
pos que parecen pirdmides de vértice el

1900 1934 1953
Edad 1899 1901 1926 1931 1938 1957 1970
1903
10-11 sf si sf sf sf si si
11-12 si si st si si si si
12-13 sf si no st si si st
13-14 sf si sf sf si si si
14-15 sf no  sifc) No sf si (c) st
15-16 st no silc No si si[c) st
16-17 no — — —_ sf sife) st (¥)
17-18 — — — — —_ — st

centro de la esfera. Entonces:

modo de definicién, la siguiente regla: el
volumen de la esfera es un tercio del pro-
ducto del drea de su superficie por la
medida del radio.

si/no: si/no habia matematicas
En virtud de estas consideraciones intuiti- si {*): i, optativa
vas, parece, pues, natural GdOPfdf, a si {¢): si, en la especialidad de ciencias;

si {f) sf, algunos afios

no existia ese nivel

Tabla 10. Presencia de las matemédticas en los planes




Veinte aflos mds tarde, en el Plan de 1953, en los pro-
gramas correspondientes al bachillerato de ciencias, ya
figura el estudio de los vectores, de la geometria analiti-
ca, de la combinatoria y de la estadistica, a lo que hay
que afiadir, como queda dicho, el cdlculo diferencial e
integral.

Con la reforma de 1970 aparecen las «matematicas moder-
nas», cuyo peso disminuye poco después, aunque posi-
blemente lo més significativo, por haber resultado durade-
ro, fue la brusca disminucién de la geometria sintética vy,
en los cursos superiores, la sistematica utilizacion de los
vectores en la geometria analitica.

Contrasta, durante los afios de mayor fuerza de la refor-
ma de 1970, el alto nivel de rigor y abstraccién que se
alcanza en la construcciéon del conjunto de los nlimeros
enteros Z con la ausencia casi general de argumenta-
ciones para justificar las férmulas de la longitud de la
circunferencia, drea del circulo y 4rea de la superficie y
volumen de la esfera.

Con el avance del siglo la idea de nimero se ha ido con-
virtiendo en el pilar de las matemiticas escolares y ha
venido a sustituir a las nociones de cantidad y magnitud.
Aunque de modo no concluyente, puede decirse que ha
retrocedido la importancia de los algoritmos numéricos al
tiempo que han ganado espacio las aplicaciones. Por otro
lado, la deduccion de las férmulas que dan la medida de
los cuerpos geométricos menos simples pricticamente ha
desaparecido.
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