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El presente arficulo contiene
el enunciado y una
reformulacién del problema
de las reses del Sol, que fue
propuesto por Arquimedes
en el siglo I a. C., para que
pueda ser tratado dentro del
curriculo de Bachillerato
como una actividad de
resolucién de problemas. Se
destacan los valores
didécticos del mismo y se da
una solucién.

N LOS CURRICULOS espafioles de Matematicas de
Educacién Secundaria Obligatoria (ESO) y Bachillerato
la resolucién de problemas es el quinto organizador
curricular y, por tanto, se trata de una componente fun-
damental de articulacion del disefio, desarrollo y eva-
luacién de unidades didacticas, (Rico, 1977). El propio
curriculo destaca, tanto en ESO como en Bachillerato, la
importancia de estos contenidos, los considera basica-
mente procedimentales e indica que pretenden desarro-
llar en el alumno habitos y actitudes propios del modo
de hacer matematico.

Por otra parte, los Reales Decretos 1006/1991 y 1007/1991
establecen que «el curriculo precisa reflejar el proceso
constructivo del conocimiento matematico, tanto en su
progreso histérico como en su apropiacién por el indivi-
duor, v Sierra (1999) transcribe algunas formas de uso de
la historia de la matemadtica enunciadas por Fauvel (1990)
y afiade otras propias, de las que transcribo la siguiente:

Idear ejercicios utilizando textos matemdticos del pasado.

Seguidamente paso a enunciar el problema de Arqui-
medes del «webafio de las Reses del Sol» y la modificacién
que propongo. Transcribo ambas.

Problema de Arquimedes

Amigo, si has heredado la sabiduria, calcula cuidadosa-
mente a qué nimero ascendia la multitud de las reses del Sol
que en ofro tiempo pacian en las llanuras de Trinacria, divi-
didos en cuatro manadas de distinto pelaje: una, de color
blanco como la leche, ofra de negro lustroso, una tercera



oscura y la cuarta manchada. Los foros, que superaban en
nimero a las vacas, se repartian en cada manada de la
siguiente manera: imagina, amigo mio, que los foros blancos
eran en igual nimero que la mitad y un tercio de los negros
ademds de todos los oscuros, mientras que los negros eran
en igual nimero que la cuarta més la quinta parte de los
manchados, mas todos los oscuros. Considera ademés que
los manchados eran en igual ndmero que la sexta més la sép-
tima parfe de los blancos, més todos los oscuros. Las vacas
estaban asi repartidas por su parte: las blancas eran en igual
nimero que la tercera mas la cuarta parte de toda la mana-
da negra, mientras que las negras eran en igual nimero que
la cuartd més la quinta parte de toda la manada manchada;
a su vez, las manchadas eran en igual nimero que la quinta
mds la sexta parte de toda la manada oscura, mientras que
las oscuras eran en igual nimero que la mitad de la tercera
parte mds la séptima parte de toda la manada blanca.

Amigo, si me dices cuéntas eran las reses del Sol, y, en par-
ticular, cudl era el nimero de toros y vacas de cada pelaije,
no se fe podré calificar ni de ignorante ni de inhdbil en el
manejo de los nimeros, pero ain no podrés contarte entre
los sabios. Pues atiende aln a dos distintas maneras en que
las reses del Sol solian disponerse: cuando los toros blancos
unian su multitud a la de los toros negros, formaban un
grupo compacto de igual medida en profundidad que en
anchura, que llenaba enteramente las inmensas llanuras de
Trinacria. Por otra parte, reunidos solamente los oscuros y
los manchados, se agrupaban por filas de tal manera que,
estando constituida la primera de ellas por uno solo de ellos,
formaban gradualmente una figura triangular, sin faltar ni
sobrar ninguno. Amigo, si encuentras la relacién oportuna
entre fodas estas cosas y, en una palabra, si‘concentrando
tu espiritu expresas fodas las cantidades correspondientes a
esas manadas, podrds vanagloriarte de haber conquistado
la victoria y estar convencido de ser juzgado consumado
conocedor de esta ciencia.

Se ha transcrito el problema con el mismo estilo retéri-
co con el que se muestra en E. Fernindez y M. Banzo
(1999) y merece la pena destacar la importancia de cua-
tro aspectos del mismo: en primer lugar, cabe comentar
la importancia del propio texto, la composicién de las
manadas se narra tal y como surgen los problemas de la
vida ordinaria, con lo que se manifiesta el cardcter apli-
cado de las matemdticas; en segundo lugar, si la trans-
cripcién del lenguaje verbal al simbolico algebraico es,
por si misma, un ejercicio de cambio de registros suma-
mente interesante para el alumno, en este problema lo
es més por la redaccién verbal, aunque la transcripcién
de la segunda parte no resulte tan sencilla para todos los
alumnos; en tercero, el propio problema muestra dos
niveles de resolucién y, segin el propio Arquimedes,
aunque el primer nivel requiere cierta habilidad en el
manejo de los nimeros, al segundo le considera de un
nivel muy superior; finalmente, en cuarto lugar, aparece
un aspecto motivador en el propio enunciado del pro-
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blema, ya que, ademdas de que el texto
se muestra como un reto para quien
trate de hallar el ndimero de reses del
rebafio del Sol, ligados a los dos nive-
les de resolucidn se muestran sendos
reconocimientos a la capacidad resolu-
toria: el de habilidad en el manejo de
los nimeros, para la primera parte, y
el de consumado conocedor de esta
ciencia y asi poderse contar entre los
sabios, para el que obtenga la solucién
completa.

En el citado articulo de E. Fernandez y
M. Banzo, entre otras, se hace una refe-
rencia al trabajo de A. Amthor en 1880,
se muestra el planteamiento algebraico
de la primera parte del problema, que
da lugar a un sistema homogéneo de
ecuaciones diofanticas, y cdmo las dos
condiciones de la segunda parte llevan
a una ecuacion de Pell cuya soluciéon
completa, que tiene 206545 cifras, la
imprimié, por primera vez, Harry
Nelson en 1981, utilizando software de
ordenador. El articulo termina con la
implementacién que hicieron E. Fer-
nindez y M. Banzo para calcular el
nGmero total de reses del rebafio.

Modificacién del problema

El enunciado de Arquimedes no tiene
mucho sentido para una clase de reso-
lucién de problemas de Educacion
Secundaria, pero, considerando los
valores didacticos que se han mostrado
antes, ademas de poder hacer referencia
a los
Antigtiedad Clasica, etc., serfa interesan-
te redactar una segunda parte del pro-
blema, conservando la primera condi-
cién, para obtener una solucién dnica
del problema, que se pueda obtener
facilmente manejando software muy

intercambios culturales en la

sencillo o con la calculadora, manejan-
do aritmética entera, incluso manual-
mente, dejando la solucién como pro-
ducto de factores primos. Logicamente
hay muchos enunciados alternativos,
aqui se propone la modificacion que
aparece en el siguiente texto:



.
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Amigo, si me dices cudntas eran las
reses del Sol, y, en particular, cuél era
el nimero-de foros y vacas de cada
pelaje, no se te podré calificar ni de
ignorante ni de inhabil en el manejo
de los nomeros, pero. ain.no podras
contarte entre los sabios. Pues atiende
aon a dos distintas maneras en que las
reses del Sol solian disponerse: cuan-
do los foros blancos- unfan. su multitud
a la de los toros negros; formaban un
grupo compacto de igual medida en
profundidad que en anchura, que lle-
nabaenteramente las inmensas llanu-
ras de Trinacria. Por ofra parte, reuni-
dos solamente los oscuros y los man-
chados, se agrupaban por filas de
igual longitud y los foros de una de
ellas “llenan un' cuadrado igual - de
ancho que la anchura de todas: las

- filas; sin faltar ni sobrar ninguno. Si dl
resolverlo, amigo, encuentras més de
una solucién, quédate con la menor de
“ellas, pues, a buen seguro, que habra
reses mds que suficientes para saciar
el hambre del mundo entero mientras
éste dure. Amigo, si encuentras la rela-
cién oportuna: entre todas estas cosas
y, en una palabra; si concentrando’ tu
espiritu expresas todas las cantidades
correspondientes _a. esas manadas,
podrés vanagloriarte de haber con:
quistado la victoria“e irfe convencien-
do de que estds en el camino de cono-
cer esta ciencia.

La propuesta de este problema debe
hacerse para que los alumnos lo traba-
jen en grupos, siguiendo una metodolo-
gia de autoaprendizaje guiado, orientin-
dolos por etapas, segin propone T.
Ortega (1999: 93-95) en su metodologia
de Educacion en la Diversidad, que trata
de poner en practica la orientacién
curricular de la LOGSE, que su articulo
20, pagina 28532, BOE de 4 de octubre
de 1990, expresa que «<a metodologia
diddctica de la educacién secundaria
obligatoria se adaptari a las caracteristi-
cas de cada alumno, favorecera su capa-
cidad para aprender por si mismo y
para trabajar en equipo,...» A continua-
cién se describen estas etapas:

1. Plantear el sistema de las siete
ecuaciones lineales y darse cuenta
de la necesidad de encontrar solu-
ciones enteras.
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2. Expresar las ocho incognitas en funcién de un pari-
metro.

Plantear las ecuaciones cuadratica y ctbica,

4. Determinar la condicién que deben cumplir los facto-
res primos para ser los menores cuadrado y cubo.

5. Buscar la poblacion de la tierra y el origen del uni-
verso para dar una respuesta a Ja Gltima afirmacion
del problema.

Solucién del problema modificado

Es evidente que las soluciones de este problema sélo pue-
den ser nimeros naturales y éste debe ser el primer con-
vencimiento de los alumnos. Denotando por 4, B, Cy D
al nimero de los toros blancos, negros, manchados y
oscuros, y por 4, b, ¢y d al de las vacas del mismo color,
la primera parte da lugar a un sistema de 7 ecuaciones con
8 incognitas, del que las tres primeras ecuaciones forma
un subsistema con tres incognitas:

A= (1/2+1/3)B+ D= A = 5B/6 + D;
B = (1/4+1/5)C+ D= B=9C/20 + D,
C=1/6+1/DA+ D= C=13A4/42 + D,
a= 1/3+1/4)B+ b) = a=T7(B + b/12;
b= (1/4+1/5)(C+ ¢) = b = 9(C + ©)/20;
c=1/5+1/6)(D + d) = ¢ = 11(D + d )/30;
d=1/6+1/T)A + @) = d = 13(A + a )/42.

A la vista de las ecuaciones, su forma hace pensar que
serfa mas fécil, primero, expresar la relacién que tienen
que cumplir las incognitas y, después, traducir este sim-
bolismo algebraico al correspondiente enunciado verbal,
tarea que resulta muy interesante, para ayudar al alumno
a expresar sus ideas en uno y otro lenguaje. El primer sub-
sistema, que es compatible e indeterminado, se transforma
facilmente en otro con coeficientes enteros,

64— 5B = 6D,
20B-9C = 20C:
42C - 134 = 42D;
cuya solucidn, ficil de obtener, depende de una de las
incognitas
A = 742D/297;
B = 178D/99;
C = 1580D/891.

Poniendo D = 891X, se obtiene que A = 2226\, B = 16021
y C = 1580A, siendo A un ndmero natural arbitrario.
Sustituyendo en el segundo bloque de ecuaciones, se
tiene:




124 — 7b= 112142
20b — 9c = 14220\,
30c - 11d = 9801,
42d - 134 = 28938),
que nos dan lugar a las soluciones:
a = 7206360\/4657;
b = 4893246\/4657;
¢ = 3515820h/4657;
d=54392130/4657.

Para obtener soluciones enteras se debe poner A = 46579,

* siendo & un nGmero natural, que habrd que determinar

aplicando las condiciones de la segunda parte del proble-
ma, pero de momento permite expresar a todas las incég-
nitas en funcién de este pardmetro:

A = 103664828,

B = 74605143,
C = 73580608,
D = 41493873,
a = 72063608,
b = 48932468,
¢ = 35158209,
d = 54392130,

Conviene tener en cuenta que las cuatro primeras igual-
dades de éstas, que expresan 4, B, Cy D en funcién de
d tienen a 4657 como factor, Esta reflexién serd utilizada
después, para hallar las descomposiciones factoriales del
namero de toros blancos y negros y del de oscuros y
manchados.

Segunda parte del problema

...los toros blancos unian su multitud a la de los toros negros,
formaban un grupo compacto de igual medida en profundi-
dad que en anchurq, ...

Esta condicién se mantiene y quiere decir que la suma de
los toros blancos y negros es el cuadrado de un ntimero
natural y, por tanto, 8 debe completar los factores primos
para que sean cuadrados. La descomposicion factorial se
ha hecho con DERIVE. Con la calculadora es evidente que,
para aislar el nimero primo 4657, hay que ensayar con
todos los nGmeros primos hasta el 71. Tampoco es mal
ejercicio que los alumnos hagan estas exploraciones
numéricas. Siendo cuidadosos en la resolucién, se debiera
saber que este nimero es un factor de 4, B, Cy D, ya que

A es un factor de estos nimeros y, ade-
mds, A = 46573.

A+ B= (10366482 + 7460514)8 =
178269968 = 22:3:11:29:46578.

...reunidos solamente los oscuros y los
manchados, se agrupaban por filas de
igual longitud y los toros de una de
ellas llenan 'un " cuadrado igual  de
ancho que la anchura de todas las
filas, sin faltar ni sobrar ninguno.

Esta es la condicién que se introduce,
sustituyendo a la disposicion en forma
triangular, y quiere decir que la suma de
los toros manchados y los oscuros es el
cubo de un nimero natural y, por tanto,
d debe completar los factores primos
para que sean cubos. La descomposi-
cién factorial se ha hecho con DERIVE.

C+ D = (7358060+4149387)8 =
= 115074478 = 7-353-4657d

Ahora la exploraciébn numérica es mis
complicada que antes y podria ser un
trabajo «de chinos» si no se aprovecha la
informacién obtenida antes y compro-

. bar que este ntimero, 11507447, es mul-

tiplo de 4657. Con ello, ficilmente, se
aisla al nimero primo 353,

La parte mas delicada es la discusion de
los valores que puede tomar 8 para que
cumpla las dos condiciones, es decir,
para que pueda completar un cuadrado
y un cubo: de la primera condicién se
deduce que & = 22"-(3-11-29-4657)2"*1.k2
siendo m un entero positivo, y n, ky I
enteros no negativos; y de la segunda,
para completar un cubo, forzosamente
d = (7353-4657)%"2h34, siendo p, by g
enteros no negativos. Finalmente se
deduce que los valores que & puede
tomar son:

8 = (3-11:29-4657)3-(7-353-4657)% md",
siendo my n enteros no negativos.
El menor valor de § es
11722290877891168697212044063511941

y con él resulta que el nimero de reses
del rebafio del Sol, (4 + B+ C+ D+ a+
+ b+ c+ d)d, es:

(10366482 + 7460514 + 7358060 + 4149387 + 7206360 + 4893246 +
+ 3515820+5439213)-11722290877891168697212044063511941 =



590675476273910086559650859703916403028162 =~
=5.90675-1041

Rebario de las reses del Sol =
=5.90675-1041 reses

La poblacién mundial actual es muy infe-
rior a 10.000.000.000 habitantes, pero
suponiendo que cada habitante consu-
miera 10 reses al afio, lo que, sin duda,
ya es mucho consumir, habria suficiente
comida para 5.90675:10% afios.

Para relacionar esta cifra con la asevera-
cion ltima del problema sobre el final
del mundo conviene saber que, en la
actualidad, se estima que el Big Bang
tuvo lugar hace unos 12.000 millones
(1,2:10'9) de afios, con lo que este nime-
ro de reses el final de la humanidad por
escasez de alimentos no se producitia
hasta un ndmero de afios del orden de
1018 veces el periodo que ha transcurri-
do desde el principio de la existencia del
mundo hasta nuestros dias.

Logicamente, el matematico que resuelva
esta cuestion solo estd haciendo una apli-
cacion simple de su oficio, resolver pro-
blemas, pero el alumno que llegue hasta
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el final si que puede ser calificado de habilidoso en el mane-
jo de las ecuaciones y de los nimeros, y suponerle en el
camino correcto del aprendizaje de las Matemiticas.
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