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Este arficulo frata de resolver
el problema del ajuste de
una curva a un conjunfo de
datos que se obtienen a
partir de diferentes
observaciones de la posicién
de un asteroide en su orbita
alrededor del Sol. Utilizando
este problema concreto, se
realiza un andlisis grafico
sobre la exactitud y
complejidad que nos
proporcionan los distintos
modelos de ajuste que
utilizamos, como son el
lineal, cuadrético y clbico.
Con ayuda de la calculadora
TI-92 se obtiene la ecuacién
de la cénica que mejor
describe el movimiento de
este astro. Utilizando las
capacidades de célculo
simbélico que la Tk92 nos
ofrece, se construye una
funcién que nos permite
predecir de una forma
sencilla las sucesivas
posiciones del asteroide en
su érbifa.

STE ARTICULO constituye un ejemplo completo del ajuste de
una curva a un conjunto de datos obtenidos de un problema
concreto, como es la posicién de un asteroide a través de
sucesivas observaciones. Se utiliza como herramienta bésica
de célculo y visualizacion la calculadora TI-92, que lleva
incorporado el CAS (Célculo Algebraico Simbdlico) para rea-
lizar todo tipo de cilculos algebraicos. Esta calculadora per-
mite mecanizar los cdlculos matemdticos imprescindibles
para conseguir los distintos ajustes, a la vez que resulta
amena dada la capacidad de visualizacién que nos ofrece.

Desde el punto de vista pedagégico, los distintos modelos
de ajuste, que se realizan de forma inmediata con la ayuda
de la miquina y que pueden ser visualizados simultinea-
mente, constituyen un excelente medio para relacionar la
creciente complejidad de los modelos utilizados con la
exactitud en la resolucién del problema.

En el articulo se distinguen tres etapas:
e En la primera se realiza un ajuste de datos mediante
funciones lineales, cuadriticas y ctbicas, comproban-
do la poca exactitud de estos modelos de ajuste para
la prediccién de futuras posiciones del asteroide.

En la segunda etapa se hace una reflexién sobre la natu-
raleza del problema que se trata de resolver y las herra-
mientas matemdaticas mis adecuadas para su resolucion.
En la tercera, se aprovechan las capacidades que la
calculadora TI-92 ofrece para la edicién de una fun-
cién que permite simplificar los cilculos necesarios
para la prediccién de nuevos puntos en la 6rbita del
asteroide.

Planteamiento del problema

Supongamos que disponemos de cinco puntos en el plano
que representan distintas posiciones de un cierto asteroide



en su Orbita alrededor del Sol. Nuestro objetivo es ajustar
una curva a estos datos para establecer la 6rbita que segui-
14 el astro. Desde el punto de vista matemdtico, debemos
encontrar la curva que mejor se adapte a esas posiciones.
Para ello, utilizamos como herramienta la calculadora gra-
fica TI-92, cuyas capacidades grificas y de cilculo simbé-
lico la convierten en un pequefio ordenador matemitico
en nuestras manos. Distintas observaciones del asteroide
en tiempos sucesivos determinan los cinco puntos de
coordenadas: ‘

(5,764; 0,648), (6,286; 1,202), (6,759; 1,823)
(7,168; 2,526), (7,480; 3,360).

El problema que estudiamos es la obtencién de una curva
que se ajuste a estos datos y represente, por tanto, la ecua-
cién de su orbita,

Resolucién del problema

En principio, nos planteamos el problema de ajustar,
mediante una curva, el conjunto de datos que tenemos.
No nos planteamos inicialmente el tipo de curva que
mejor se ajuste de acuerdo con los datos que tenemos.
Queremos realizar varios ajustes utilizando diversas cur-
vas, con el fin de que el alumno compruebe los diferentes
grados de exactitud que se obtienen cuando se utilizan
diferentes modelos de ajuste. Por ello, comenzaremos con
el ajuste lineal, que es el mds sencillo y continuaremos con
modelos algo mis complicados.
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Figura 1. Editor de datos

Comenzamos introduciendo los cinco puntos anteriores
en el editor de Datos/Matrices de la calculadora TI-92. El
nombre que le damos al fichero de datos es astrol, como
vemos en la Figura 1. Una vez introducidos los datos en
el editor correspondiente, vamos a detallar los pasos
necesarios que debemos realizar con la TI-92 para obte-
ner distintos tipos de ajustes, seglin el tipo de funcién
escogida para llevar a cabo el ajuste.

Primero obtendremos un ajuste lineal mediante una recta
de regresion lineal. Para ello, presionando la tecla F5 obte-
nemos una pantalla como la que se muestra en la Figura 2,
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Figura 2. Regresién lineal

en la que hemos seleccionado la opcién
de regresion lineal. Ademds, queremos
que la recta de regresion lineal quede
almacenada en el editor de funciones en
la variable p7(x). De esta manera, la
miquina nos proporciona, de forma
inmediata, la recta de regresién y el coe-
ficiente de correlacién que aparecen en
la Figura 3.
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Figura 3. Recta de regresion lineal

Una vez obtenida la recta de regresion y
almacenada en y1(x) en el editor de fun-
ciones, debemos indicar el tipo de grafi-
co que queremos representar con los
puntos de la tabla. Eso lo hacemos pre-
sionando la tecla F2 y efectuando las
elecciones oportunas en los mends des-
plegables que alli nos aparecen. Lo
vemos en la Figura 4, en la que se ha
elegido el tipo de grifico scatter y los
puntos se representan como cajas (box).
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Figura 4. Tipo de grdfico para datos




Si ahora representamos graficamente
este grifico de puntos en la variable
Plot1 y la funciéon yI(x), que es la recta
de regresién, obtenemos un grafico
como el que muestra la Figura 5, en la
que se ha realizado un ZoomData para
que los datos que se representan ocu-
pen el drea maxima de la pantalla.
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Figura 5. Grafico de regresién lineal

Hasta aqui se ha realizado un ajuste de
datos utilizando el modelo de regresién
lineal sobre ese conjunto de puntos ini-
cial. Observando el grafico, notamos
que la recta no se ajusta exactamente a
ese conjunto de puntos, aunque el coe-
ficiente de correlacion (positivo y cerca-
no a uno), nos indica una fuerte rela-
cién entre las variables. Sin embargo,
pretendemos encontrar una curva que
se ajuste perfectamente a €s0s puntos.

Ahora el siguiente paso va a ser probar
con un ajuste cuadratico, es decir, vamos
a calcular la funcién cuadritica de la
forma:

=axt+ bx+c [1]

que mejor se ajuste a los valores que
tenemos. Para ello, realizamos los mis-
mos pasos con la miquina que en el
caso anterior. La Figura 6 muestra el
cuadro de didlogo donde selecciona-
mos la regresién cuadritica, que que-
dard almacenada en el editor de fun-
ciones como y2(x). La Figura 7 recoge
el resultado que proporciona la calcula-
dora para un ajuste cuadritico. En la
Figura 8 vemos el editor de funciones
de la TI-92 donde aparecen las dos fun-
ciones correspondientes a los dos tipos
de regresion que hemos calculado. Si
ahora representamos grificamente las
funciones almacenadas en el editor de
funciones, se obtiene una representa-

Podemos notar
la diferencia
en cuanto
a la precision
que se obtiene
al utilizar
un modelo
de tipo cuadratico
frente
al modelo lineal.

cién grifica como la que muestra la Figura 9. En esta figu-
ra se observa claramente que al ajustar por una funcién de
segundo grado obtenemos una grifica que se acerca
mucho mids a los puntos que tenemos representados.
Podemos notar la diferencia en cuanto a la precision que
se obtiene al utilizar un modelo de tipo cuadritico frente
al modelo lineal.
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Figura 6. Regresién cuadrdtica
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Figura 7. Funcién cuadrética de ajuste
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Figura 8. Editor de funciones
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Figura 9. Regresién lineal y cuadrédtica




Podemos continuar el proceso decrito hasta aqui ajustando
ahora mediante una funcién polindémica de tercer grado.
Para ello elegimos la opcidn de ajuste mediante una regre-
sién cabica, que aparece en el mismo mend que el de las
anteriores, como se muestra en la Figura 10. Ahora almace-
namos la funcién cibica en la variable y3(x) del editor, con
el fin de poder comparar el nuevo resultado con los obte-
nidos anteriormente. El resultado de la funcion lo vemos en
la Figura 11, donde se muestran los coeficientes para el
polinomio de tercer grado que mejor sé ajusta a los datos.
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Figura 10. Regresién cibica
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Figura 11. Ecuacién cibica del ajuste
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Figura 12. Comparativa de las regresiones

En la Figura 12 vemos la grafica comparativa de los tres
ajustes realizados, utilizando polinomios de grado uno,
dos y tres. Se observa muy poca diferencia entre los ajus-
tes que nos proporciona el polinomio de grado dos y el
de grado tres (en el polinomio de grado tres se obtiene
una aproximacion casi perfecta). Si hacemos un ZoomOut
en la miquina, obtenemos una grifica como la que se
muestra en la Figura 13.
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Figura 13. Zoom sobre la gréfica anterior

...al aumentar .

el grado
del polinomio
de ajuste,
la precision
es mayor;
esto nos sugiere
la idea
de continuar
aumentando
su grado
para obtener
cada vez
mejores
resultados.

Observando la Gltima grafica, vemos que
al aumentar el grado del polinomio de
ajuste, la precisién es mayor; esto nos
sugiere la idea de continuar aumentando
su grado para obtener cada vez mejores
resultados. Sin embargo, debemos siem-
pre calibrar de algiin modo la mejora en
el ajuste frente a la complejidad en el cél-
culo. Ademds, hasta ahora no nos hemos
planteado que estamos intentando ajustar
un problema «eal», como es el movimien-
to de un asteroide en torno al Sol.
(Pensamos que su trayectoria es una recta?
¢Es una funcién cuadritica? Volveremos
mas tarde sobre esta cuestion.

Modificando el problema
inicial

Modificamos ahora el problema inicial
afiadiendo un nuevo punto. Supongamos
que en una observacidén posterior del
asteroide se toman sus coordenadas de
posicién, que son (5,0; 5,363). De esta
forma la lista de puntos que teniamos
queda ampliada con este ultimo valor,
como se aprecia en la Figura 14.
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Figura 14 Nuevo dato

Realizamos un proceso similar al descrito
anteriormente, pero ahora obtendremos
funciones de tipo cuadritico y cabico.



Los resultados que se obtienen pueden
apreciarse en las Figuras 15, 16 y 17.
Observamos de forma inmediata que la
introducciéon de un nuevo punto en
nuestro conjunto de datos modifica drds-
ticamente las funciones que se obtienen
al realizar los distintos tipos de regresién
en la maquina. Podemos comparar los
resultados obtenidos con los anteriores
para darnos cuenta de que las funciones
han cambiado totalmente. Es evidente
que si realiziramos un ajuste lineal, los
resultados serfan muy distintos, ya que
ahora es muy dificil encontrar una recta
que se ajuste también al nuevo valor
afiadido. Esto nos da una idea de la difi-
cultad y el riesgo que lleva el ajuste de
datos por funciones simples como las
que estamos utilizando.

...la introduccion
de un nuevo punto
en nuestro
conjunto de datos
modifica
drasticamente
las funciones
que se obtienen
al realizar
los distintos tipos
de regresion
en la maquina.
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Figura 15. Regresion cuadrética
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Figura 16. Regresién cibica
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Figura 17. Comparativa de regresiones

Esta variacién dristica en la forma de las curvas de ajuste
se produce como consecuencia del problema particular
que estamos estudiando. Debemos reflexionar sobre el
problema que estamos resolviendo y la manera en la que
lo hemos resuelto hasta ahora. Estamos tratando un pro-
blema concreto: el movimiento de un cuerpo en el sistema
solar, es decir, estamos ajustando mediante polinomios de
grado uno, dos o tres unos datos de un cuerpo que sigue
una trayectoria en el espacio cuya representacion matema-
tica es la seccion de una cbnica. No sabemos, a priori, el
tipo de conica que describe su 6rbita; lo miximo que
conocemos son un conjunto de posiciones dadas en fun-
cién de dos coordenadas. En cuanto al modo de resolu-
cion, si pensamos un poco, debemos notar que estamos
intentando ajustar unos puntos cuya trayectoria debe ser
una seccion conica por medio de una conica en particular,
como es la pardbola. Cuando ajustamos mediante una fun-
cién del tipo 1), debemos tener en cuenta que estamos

*ajustando mediante una paribola con su eje de simetria

paralelo al eje OY. Por lo tanto, pensamos que el ajuste que
hemos realizado puede ser muy valido para estos puntos,
pero seguramente No nos va a proporcionar demasiada
informacién acerca del conjunto de la trayectoria que esta-
mos analizando. Asi, debemos utilizar otro método que nos
proporcione mas informacion.

El método que vamos a utilizar tiene cierta relacién con el
concepto de determinante de una matriz, como veremos a
continuacioén.

La forma general de la ecuacién de una seccién conica en
el plano, ya se trate de una parabola, elipse o hipérbola, es:

(2l

Esta ecuacion tiene seis coeficientes que deben ser deter-

X+ Gy + Y ext Gyt =0

minados para poder conocer su expresion analitica particu-
lar. Pero, en realidad sblo son necesarios cinco ya que
podemos dividir por algin coeficiente no nulo. Si supo-
nemos que ¢, es distinto de cero, entonces podemos hacer

c c
x+—5y+——6-=0
21 ¢

c c c
1 C

V:+
1 1

x?% +

0, lo que es lo mismo,
X+ Axy+ By + Cx+ Dy + E= Q.

De esta forma, vemos que Gnicamente es necesario deter-
minar cinco de los seis coeficientes para obtener la ecua-
cién de la conica. Esto significa que con cinco puntos que
tengamos ya podemos ser capaces de determinar la
misma, por medio de determinantes. Si llamamos a dichos
puntos:

(‘xp yl): (xzs y2)> (x37 yg)) (.9C4, y4)a (x5) yS)a

entonces la ecuacion de la conica puede escribirse en
forma de determinante como:




x o xy Y2 ox oy
XX vEox oy
X%y, Vi %, Y,
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De acuerdo con nuestro ejemplo, sustituyendo los puntos
(e, y) = (5,764; 0,648)
(x,, 3,) = (6,286; 1,202)
(%, ¥ = (6,759; 1,283)
(x,, yp = (7,168; 2,526)
(o, 39 = (7,480; 3,360)

en el determinante [3], se obtiene:

x? Xy e x y
33,224 3,735 0,420 5,764 0,648
39,514 7,556 1,445 6,286 1,202
45,684 12,322 3,323 6,759 1,823
51,380 18,106 6,381 7,168 2,526
55,950 25,133 11,290 7,480 3,360

[ e o S e S e S Y

Introducimos en la calculadora esta matriz de tamafio 6 x 6
y la llamamos mat. Después calculamos el determinante de
esta matriz mediante la instruccién det(mat), con lo que
obtenemos en la calculadora la expresion:

002502 - 1.136x(y + 5.057) + 1.077()? - .0863y + 3.485))

Con el fin de obtener un polinomio con variables x e ,
empleamos la instruccién expand, escribiendo en el edi-
tor expand(det(mat)) — b, con lo que obtenemos el
siguiente polinomio:

.0025x% - .0028xy - .0141x + .0027)2 - .0002y + .0092 [4]

Mediante la instruccién anterior conseguimos la ecuacién
de la conica de la forma dada por [2], ademds de guardar
el resultado en una variable que hemos llamado &. De
esta forma, hemos calculado de forma inmediata, con la
ayuda de la TI-92, la ecuacién de la conica que represen-
ta el movimiento del asteroide. Notemos que han sido
suficientes cinco puntos para determinar la ecuacién, ya
que el nimero de coeficientes a determinar era de cinco.

Ahora vamos a representar graficamente la ecuacién obte-
nida despejando la variable y del polinomio que repre-
senta la seccion conica. Para ello, utilizamos la instruccion
solve del menti de algebra. Escribimos solve(b = 0, 3) ,con
lo que en pantalla nos aparecen las dos soluciones de esta
ecuacion en funcién de la variable x. Ahora tenemos las
dos partes de la funcién que queremos representar. Basta
con pegar cada uno de los resultados en el editor de fun-

l’fi Trz ] T3 T j"‘ T_rsv‘[?? T ]
E ZOJM Trace ReBr‘aph Math|Draw|~

ciones en dos funciones distintas y selec-
cionar aquellas funciones que queremos
representar para obtener una representa-
cién grifica de la curva. Para obtener
una representacién grifica adecuada
mantenemos el dibujo de los datos que
ya teniamos anteriormente. Las repre-
sentaciones que se obtienen son las que
aparecen en las Figuras 18 y 19.
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Figura 18. Representacién gréfica
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Figura 19. Zoom de la grafica anterior

..en muchos
de los problemas
con que nos
encontramos
nos conformamos
con ajustes
de tipo lineal
0 exponencial,
ya que intuimos
que el tipo
de ajuste
va a ser
de ese tipo.

Debemos notar, al observar las Gltimas
gréficas, que hemos realizado un cilcu-
lo de la seccién conica basado en los
cinco puntos iniciales; no hemos consi-
derado el ultimo punto que afiadimos.
El ajuste del sexto punto a la cénica es
perfecto. De esta forma, cuando es
conocida la curva que describen los
puntos que debemos ajustar, el resulta-
do es perfecto. En este caso particular
estudiamos un problema del que cono-
cemos su resultado final, ya que sabe-
mos que los puntos van a seguir una
seccién conica. Ello nos permite utilizar
elementos muy biésicos de la teorfa de
determinantes para su resolucién. Sin
embargo, en muchos de los problemas
con que nos encontramos nos confor-
mamos con ajustes de tipo lineal o
exponencial, ya que intuimos que el
tipo de ajuste va a ser de ese tipo.



Una vez obtenida la ecuacién que gobierna
el movimiento del asteroide, nos plantea-
mos la estimacién de una posicion del
mismo a pattir de una de sus coordenadas.
Vamos a ver ahora cémo con la ayuda de
una miquina del tipo TI-92 esta tarea
puede resultar muy simple. En principio,
podemos despejar de [4] la variable y, escri-
biéndola en funcién de x. Sustituyendo el
valor adecuado de x calculamos el valor
patticular de 3, con lo que tenemos calcu-
ladas las dos coordenadas del punto.

Sin embargo, podemos crear una funcién
en la TI-92 que nos resuelva este proble-
ma. Para ello, construimos en el editor de
programas y funciones una nueva funcién,
que llamaremos astel, que va tener dos
entradas y como salida nos proporciona la
coordenada y del punto. La funcién es:

:astel{x,y)

:Func

Leandro Tortosa Grau
IES Haygén.
San Vicente del Raspeig.
(Alicante).
Societat d'Educacié
Matemdtica de la Comunitat
Valenciana «AlKhwarizmi».

Rosario Martin Rico
IES Haygén.

San Vicente del Raspeig.
(Alicante).

-1.0024613994000665*x72 - .0027973729800917 *x*y -
.014145192500744*x +-.0026507504200284*yA2 -
2.2864397947563-4*y +..0092383901094095

:s0lve(.0024613994000665*xA2 - .0027973729800917 *x*y -
.014145192500744*x + .0026507504200284*yA2 -
2.2864397947563e-4*y + .0092383901094095=0,y)

:EndFunc

La funcién comienza con la declaracién de dos variables
de entrada, que son las dos coordenadas del punto de la
seccién conica. La siguiente expresion es el polinomio [4],
que representa la ecuacidn de la seccion conica que des-
cribe el movimiento del cuerpo. En la siguiente linea de
funcién resolvemos la variable y para el valor de x que le
hayamos introducido inicialmente. De esta forma, si intro-
ducimos en el editor la expresién aste1(5,y), obtenemos
como resultado:

y=5363 ory=.0009

que son los resultados de las dos coordenadas y para x= 5.
Esto significa que los puntos:

(5; 5,363) y (5; 0,0009)

representan dos posiciones de la érbita del asteroide en su
movimiento en torno al Sol. Andlogamente podifamos
crear una funcién que al introducir la coordenada y nos
diera como resultado la coordenada x de su posicion.
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