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Se describe una
investigacion cuyo objetivo
general consiste en estudiar
las ideas de los alumnos de

secundaria respecto una
nocién importante en
mateméticas, la dependencia
funcional entre variables.
Para una aproximacién
realista al objeto de esta
investigacion, se ha
particularizado el estudio a
dos variables, con una
relacién de dependencia
expresable mediante una
ecuacion sencilla, y en
situaciones caracterizadas
por un contexto geométrico.

OMO TODOS SABEMOS, el concepto de funcidn estd
presente en los curriculos escolares de los distintos nive-
les de ensefanza, dada su gran importancia en la cons-
truccién del conocimiento matemdtico. Ademds, debido
a su naturaleza unificante y generadora de modelos, las
funciones son utilizadas en casi todos los campos de la
ciencia. Los ensefiantes de matemdticas sabemos tam-
bién que, desde el punto de vista de su ensefianza-
aprendizaje, éste es un concepto muy complejo. Ello es
debido a su relacién con muchos otros conceptos (varia-
ble, dominio, etc.) y a la diversidad de lenguajes de
representaciéon —tabla, grafico, ecuacién, descripcién
verbal— que admiten las funciones. Por otra parte, estas
caracteristicas originan también su gran potencia como
instrumento matemadtico.

En los ultimos afos, han sido numerosos los estudios
sobre los aspectos psicologicos del aprendizaje de las
matematicas y, como consecuencia de ello, la importancia
de la actividad mental constructiva del alumno es hoy un
principio ampliamente compattido. Este principio lleva a
entender el aprendizaje, no como una adquisicién acu-
mulativa de conocimientos y habilidades sino como un
proceso de construccidén del conocimiento. Por tanto,
conocer mejor los procesos mediante los cuales los alum-
nos aprenden matemdticas, profundizar en la compren-
sion de las ideas de los alumnos, nos permitird después
tener elementos para mejorar la ensefianza que imparti-
mos en las aulas.

Desde la perspectiva que acabamos de exponer, y desde
nuestra condicién de ensefiantes de matemdticas en edu-
caciébn secundaria, hemos realizado una investigacion
sobre las ideas de los alumnos respecto a la dependencia
funcional entre variables, investigaciéon que describimos
en este articulo.
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El aprendizaje de las matematicas.
La construccion de conceptos

Exponemos a continuacion algunas de las teorias que se uti-
lizan en la investigacién de los procesos cognitivos impli-
cados en el aprendizaje de conceptos matemdticos, y que
hemos utilizado como marco teérico de nuestro estudio.

Diversos autores se refieren a la diferencia entre los con-
ceptos matematicos definidos formalmente y los procesos
cognitivos utilizados para concebirlos. Tall y Vinner (1981)
establecen una distincién entre:

e la definicion del concepto (concept definition): una
secuencia de palabras, una definicién verbal que
explica el concepto con precision. Puede distinguirse
entre las definiciones formales, aceptadas por la
comunidad cientifica, y las definiciones personales
que utilizan los individuos.

* la idea del concepto o esquema conceptual (concept
image) que tiene una persona sobre un concepto
matematico. Esta expresion describe la estructura cog-
nitiva del individuo asociada al concepto, e incluye
todas las imagenes mentales (en cualquier representa-
cion: simbolica, grifica,...) junto con las propiedades
y los procesos asociados a dicho concepto. Estos
autores explican que la idea del concepto (concept
image) se construye a través de experiencias de todo
tipo y va cambiando cuando el individuo encuentra
nuevos estimulos; puede no ser coherente global-
mente y tener aspectos que difieran bastante de la
definicién formal del concepto.

Unos afios més tarde, Vinner y Dreyfus (1989) afiaden que
la idea conceptual de un individuo es el resultado de su
experiencia con ejemplos y contraejemplos del concepto,
y derivan una serie de consecuencias para la ensefianza:
la necesidad de dedicar tiempo a observar y comprender
las ideas y comportamientos espontineos de los estudian-
tes ante los problemas de matemdticas, y la importancia de
tener en cuenta estas ideas y comportamientos en los
métodos de ensefianza.

Otros autores —Artigue (1990), Sfard (1991)- utilizan los
términos concepto matemdtico y concepciones de los
alumnos. Con el primero designan las ideas matemati-
cas oficiales y con el segundo las representaciones
internas. Nos parece especialmente interesante la defi-
nicién que Michelle Artigue, después de analizar su ori-
gen y evolucién en la comunidad didactica francesa, da
de estos dos términos:

De la misma manera que en un concepto matemdtico se distingue:

* la nocién matemdtica tal como se define en el contexto del
«savoir savant» de una época dada,

* el conjunto de significantes asociados al concepto,

° laclase de problemas en cuya resolucion adquiere sentido,
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e los instrumentos: teoremas, técnicas
algoritmicas, especificas del tratamien-
to del concepto; en las concepciones
de los sujetos se distinguirén diversas
componentes Y, en particular:

— la clase de situaciones-problema
que dan sentido al concepto para
el alumno,

— ¢l conjunfo de significantes que es
capaz de asociarle, en particular
las imagenes mentales, las expre-
siones simbélicas,

— los instrumentos, teoremas, algorit-
mos de que dispone para manipu-
lar el concepto.

Por otra parte, Sfard (1991) también
distingue el concepro matemitico, tér-
mino con que designa las ideas mate-
mdticas como constructos tedricos que
forman parte de lo que llama «wniverso
formal del conocimiento ideals, de la
concepcion, término que utiliza para
referirse al conjunto de representacio-
nes y asociaciones internas del indivi-
duo que evoca el concepto. Una carac-
teristica del conocimiento matematico
es que la mayoria de nociones pueden
jugar un papel de procesos u objetos,
segin la situacién del problema o la
conceptualizacion del estudiante. Por
ejemplo, la nocién de funcién puede
considerarse como un conjunto de
pares ordenados siguiendo la defini-
cién de Bourbaki, o bien se puede
considerar como un proceso computa-
cional, remarcando su aspecto opera-
cional, con una definicién historica-
mente mds antigua, pero no menos
interesante desde el punto de vista del
aprendizaje del concepto. Siguiendo
esta linea, Sfard establece dos tipos de
concepciones: las concepciones estriic-
turales, cuando se consideran las
nociones matemiticas como objetos
abstractos, y las concepciones operacio-
nales, cuando se tratan las nociones
matemdticas como procesos, algorit-
mos y acciones. Si miramos el proceso
de formacién de los conceptos mate-
maticos a lo largo de la historia, vemos
que las concepciones operacionales
preceden a las estructurales, que las
nociones —por ejemplo: ntmero, fun-
cion,...—~ se han concebido primero
operacionalmente y después de un



cién sencilla, y las argumentaciones o justificaciones
en que basan sus predicciones.

proceso con sucesivas secuencias de
abstraccion se llega a la definicidon y
concepcion estructural que reconoce
un nuevo objeto matemitico. En el
proceso de aprendizaje individual

Como consecuencia de los anlisis anteriores, también que-
remos conseguir clasificar las concepciones de los alumnos
en diferentes categorias, segin la estrategia que utilicen para
determinar la relacion entre las cantidades variables, y segin
sus argumentaciones sobre el significado de la relacion.

parece que se sigue la misma norma: la )
concepcion operacional es un primer Las ideas

estadio —necesario e imprescindible— de los alumnos
en la adquisicién de una idea matema- las conocemos

a traveés de
Sus actuaciones

tica nueva, lo cual entra en contradic- El insirumento para la obtencién

cién con cualquier ensefianza que de datos: una seleccién de problemas

introduzca los conceptos nuevos
mediante definiciones formales acaba- Y de sus
das, sin ninguna referencia explicita a explicacz‘ones

sobre ellas.

Las ideas de los alumnos las conocemos a través de sus
actuaciones y de sus explicaciones sobre ellas. Por ello
elaboramos un cuestionario con unos problemas como
primera aproximacion hacia el objeto de nuestro estudio
(Figura 1). Este primer cuestionario fue suministrado a

los procesos relacionados con ellos.

Debemos afadir que las dos concep-
ciones no son excluyentes entre si, sino
que son complementarias y «a habili-

dad para ver una funcién o un nimero
de ambas formas, como un proceso o
como un objeto, es indispensable para

una comprensiéon profunda de las Problema A
matematicas. Consideremos un triangulo rectangulo X g
tal que la longitud de un cateto es el fri- 3
X

ple de la longitud del ofro.
Este es un dibujo que

representa la situacién

Objetivos del estudio

Como deciamos en la introduccién, en Problema B

nuestra investigaciébn nos hemos pro-
puesto como objetivo general estudiar
las ideas de los alumnos de secundaria
respecto una nocién importante en
matemiticas, la dependencia funcional
entre variables. Para aproximarnos de
manera realista al objeto de nuestra
investigacion, hemos particularizado el
estudio a dos variables, con una rela-
cion de dependencia expresable me-
diante una ecuacién sencilla, y en situa-
ciones caracterizadas por un contexto
geométrico. Y hemos concretado el
objetivo general en:

» Analizar y clasificar las estrategias
que utilizan los estudiantes para
conocer la relacion de dependencia
entre dos variables, a partir de un
enunciado en lenguaje natural que
se refiere a una situacién de con-
texto geométrico.

e Analizar y clasificar las predicciones
que realizan los alumnos respecto a
la variacion de una variable en
situaciones de dependencia funcio-
nal expresable mediante una ecua-

Consideremos un cuadrilatero recténgu-
lo de 36 cm? de superficie. Queremos
estudiar cémo cambia la altura del rec-
téngulo cuando variamos la longitud de
la base.

Problema C

Consideremos un cuadrilatero recténgu-
lo-de 20 cm de perimetro. Queremos
estudiar cémo cambia la superficie
cuando variamos la longitud de los
lados.

Problema D

Construimos una caja sin tapa a partir
de una cartulina rectangular de 50 cm
de longitud y 24 cm de anchura. Lo
hacemos recortando un cuadrado de
cada esquina y lvego doblando hacia
arriba las pestafas. Queremos estudiar
cémo cambia el volumen de la caja
cuando variamos la longitud del lado
del cuadrado que recortamos.

X

Este es un dibujo que
representa la situacién

X

Este es un dibujo que
representa la situacién

24 cm

50 cm

Este es un dibujo que
representa la situacién

Figura 1




diez alumnos de tercero de BUP cerca del final de curso,
y los resultados que obtuvimos nos sirvieron para com-
probar la validez del cuestionario como instrumento de
obtencién de datos y, a su vez, para revisar la formula-
cién de algunos aspectos de los problemas. El cuestiona-
rio con el que realizamos la experiencia estuvo listo a
principios del curso siguiente, por lo que decidimos sumi-
nistrarlo a alumnos de COU, ya que su situacién seria
similar a la de los alumnos del estudio-piloto. La muestra
elegida estuvo formada por 60 alumnos de COU, 33 de
los cuales cursaban las opciones A o B (Ciencias) v los
restantes 27 cursaban la opcidén C (Letras). Este cuestio-
nario estd formado por cuatro problemas. Cada problema
consta de una breve presentacion (3 a 5 lineas) sobre una
situacioén de contenido geométrico sencillo y de un dibu-
jo que representa la situacion.

Las cuestiones planteadas en cada uno de los cuatro pro-
blemas tienen la misma estructura, que consiste en:

*  Apartado 1. Completar una tabla donde hay unos valo-
res numéricos de x ordenados de forma creciente.

e Apartado 2. Explicar detalladamente cémo se han
hallado los valores numéricos de la tabla.

e Apartado 3. Escribir una ecuacién que permita hallar
el valor numérico de la variable dependiente a partir
de un valor numérico de la variable x.

e Apartado 4. Explicar qué pasarfa con el valor de la
variable dependiente si seguimos aumentando el valor
numeérico de x, y explicar en qué se basan para reali-
zar esta prediccion.

Podemos resumir la estructura de los problemas con el
siguiente esquema:

Prediccién
y justificacién

Tabla

... —> ecuacién —>
y explicacion

Situacién + Dibujo ~>

Como vemos, los cuatro apartados piden tareas distintas,
pues en los apartados 1 y 3 se proponen tareas cerradas:
completar una tabla de valores numéricos. escribir una
ecuacion, mientras que en los apartados 2 y 4 se proponen
cuestiones abiertas: explicar el procedimiento utilizado
para calcular los valores de la tabla, realizar una prediccién
y justificarla. Ha sido, sobre todo, en las respuestas a estas
preguntas abiertas donde hemos encontrado una intere-
sante informacion sobre las concepciones de los alumnos.

El andlisis de los datos

En este trabajo de investigacién no tenfamos ninguna
hipotesis que verificar sobre las ideas de los alumnos ni
tampoco ningln esquema previo de interpretacion de
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datos en las preguntas abiertas. Ha sido
a partir de repetidas lecturas a las res-
puestas literales a los problemas que
nos hemos familiarizado con ellas,
hasta captar sus principales caracteristi-
cas y llegar a establecer criterios de cla-
sificacion.

El primer apartado consistia en comple-
tar una tabla de valores numéricos, es
una tarea que los alumnos realizan
correctamente en los tres primeros pro-
blemas (s6lo hubo una respuesta inco-
rrecta al problema A y otra al problema
B). El problema D presenta mas dificul-
tad, y hay tres respuestas en blanco y
diez incorrectas. Que los alumnos res-
pondan correctamente el primer aparta-
do de los problemas es un resultado que
no nos sorprendié, y nos permite asegu-
rar que las dificultades que puedan apa-
recer en los otros apartados no depen-
den de la comprension de la situacion,
exceptuando el Gltimo problema. Esta
uniformidad, sin embargo, existe sola-
mente en los resultados dados por los
alumnos: los procedimientos utilizados
para hallarlos pueden ser muy distintos,
como demuestran las respuestas al
segundo apartado de los problemas.

El segundo apartado de cada problema
pide a los alumnos que expliquen deta-
lladamente cémo han hallado los valo-
res numéricos de la tabla. Los proble-
mas A, Cy D tienen una estructura mul-
tiplicativa, mientras que en el problema
B, la operacion que se realiza para
hallar los valores es una divisién. Por
ello, hemos podido clasificar las res-
puestas a los problemas A, C y D
siguiendo el mismo criterio, mientras
que el criterio seguido en el problema B
es ligeramente distinto. La principal
caracteristica que diferencia las respues-
tas de los alumnos tiene que ver con la
utilizacién del lenguaje algebraico. Asi,
mientras algunos alumnos no utilizan
este lenguaje en su explicaciéon y dan
simplemente como respuesta en el pro-
blema A «multiplicando la base por la
altura y dividiendo por dos», otros expli-
can que hallan los valores numéricos de
la tabla sustituyendo el valor de x en la
férmula § = 3x%/2. Hay también alumnos
que utilizan el lenguaje algebraico sin lle-



gar a escribir la férmula anterior, y expli-

can que multiplican los catetos x'y 3x, y

luego dividen por 2, algunos de estos

alumnos escriben la formula § = 3xx/2.
k Teniendo en cuenta estas caracteristicas
‘ de las respuestas hemos establecido
tres categorias:

o Algebraica-objeto. Engloba a las
respuestas que calculan los valores
numéricos utilizando la ecuacién
algebraica que relaciona las dos
variables expresada en forma de
polinomio. En el problema A esta
ecuacion es S = 3x%/2, en el proble-
ma C es §= 10x57 y en el proble-
ma D es V=42 — 148x% + 1200x.

o Algebraica-proceso. Se refiere a las
respuestas que utilizan el lenguaje
algebraico para explicar el procedi-
miento seguido para completar la
tabla, pero sin escribir la ecuacion
que caracteriza la categoria anterior.
En el problema A designan a los
catetos con los simbolos xy 3x, en el
problema C indican la base y la altu-
ra del rectingulo con los simbolos x
y 10 — x, y en el problema D repre-
sentan las dimensiones de la caja con
los simbolos &, 50 — 2x'y 24 — 2x. En
muchas de las respuestas de esta
categoria estd escrita la ecuacidn
algebraica que relaciona las dos
variables expresada en forma de pro-
ducto, esta ecuacion es S = 3xx/2 en
el problema A, S = (10 — %) en el
problema Cy V= x(50 — 2x)(24 — 2x)
en el problema D.

o Numérica. Engloba a las respuestas
que no utilizan el lenguaje algebrai-
co para explicar el procedimiento
que han utilizado para calcular los
valores numéricos de la tabla.

Un rasgo que hay que destacar del con-
junto de respuestas es la tendencia de
los alumnos del grupo de Ciencias en
utilizar el lenguaje algebraico frente a
los alumnos del grupo de Letras que lo
usan en una proporciéon muy inferior.
Efectivamente, en este apartado de
cada problema utilizan los simbolos del
algebra entre el 67% y el 79% de los
alumnos del grupo de Ciencias, mien-
tras que sélo lo hacen entre el 22% y el
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44% del grupo de alumnos de Letras. Como hemos
comentado, la mayoria de alumnos con respuesta alge-
braica al apartado 2, escriben la ecuacion que relaciona
las variables antes que el problema lo pida explicitamen-
te, y la utilizan para calcular los valores de la variable
dependiente. Es decir, son alumnos capaces de ver la
ecuacién algebraica como una forma de expresar la situa-
cién que plantea el problema y de utilizarla para hacer de
forma mis cémoda la tarea de computo de valores numé-
ricos que se les pide en el apartado 1. Podemos decir,
pues, que para estos alumnos el lenguaje algebraico tiene
un significado y que, ademais, es una herramienta util
para realizar determinadas tareas.

Y, ¢;qué pasa cuando en el apartado 3 pedimos a los alum-
nos que escriban la ecuacién que relaciona las dos varia-
bles? Algunos alumnos con respuesta numérica en el apar-
tado 2 utilizan ahora los simbolos de la geometria ele-
mental, con lo cual la férmula que escriben es S = b-b/2
en el problema A, S = b'bh en el problema C, etc. Estos
alumnos son una pequefia parte de la muestra, entre el 3%
y el 8%. La inmensa mayoria de alumnos utiliza correcta-
mente la simbologia algebraica y escriben la ecuacién bien
en forma de polinomio, o bien expresindola como el pro-
ducto de las dimensiones del objeto que se estudia en el
problema. Vemos, pues, que hay un grupo importante de
alumnos que utilizan correctamente el lenguaje algebraico
cuando se les pide explicitamente que escriban una ecua-
cién, pero que no lo han utilizado para explicar cémo cal-
culan los valores de la tabla numérica. Estos alumnos
representan aproximadamente la mitad del grupo de
Letras y entre un 12% y un 24% del grupo de Ciencias,
segin los problemas. Son alumnos que conocen el len-
guaje algebraico, pero no hacen uso de él de forma natu-
ral y espontinea cuando ello puede facilitar la tarea que
se les ha encargado. Para estos alumnos la simbologia
algebraica no es una forma Gtil de expresar la relacién de
dependencia entre las variables implicadas.

Pasamos ahora a explicar los resultados obtenidos en el
altimo apartado de los problemas. Recordemos que en
este apartado se efectuaban dos preguntas, la primera es:
«Qué pasard con el valor de la variable dependiente
(superficie, volumen,...) si seguimos aumentando los valo-
res de &?» La mayoria de alumnos responde correctamente
que aumentard o disminuird segln las caracteristicas de la
situacion. A la segunda pregunta: ¢Por qué?, los alumnos
responden con un texto que puede tener de 2 a 5 lineas.
Hemos clasificado las respuestas con un criterio que es el
mismo para los cuatro problemas y que se basa en el tipo
de argumentacién que expone el alumno. Las categorias
que hemos definido son las siguientes:

o Tabla, que se refiere a las respuestas descriptivas,
basadas s6lo en la observacion de los valores de la
tabla del apartado 1.
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°  Geomeétrica, corresponde a los argumentos relativos al
contexto geométrico del problema.

®  EHeuacion, que se aplica a las respuestas que exponen
argumentos relativos a las caracteristicas de la ecua-
cién que relaciona a las variables.

Dentro de la categorfa Ecuacion hemos realizado una
nueva clasificacién —E-computo, E-foco y E-funcién-- va
que hay respuestas que se refieren bédsicamente al proce-
so de céomputo de los valores numéricos de la variable
dependiente, otras focalizan la atencién en el valor con-
creto de x que anula la otra variable (problema C y pro-
blema D) y, finalmente otras respuestas argumentan sobre
la funcién como un objeto con caracteristicas propias y
que admite diversos lenguajes de representacién. Si com-
paramos las respuestas obtenidas en este apartado con la
de los apartados antetiores, observamos que existe corre-
lacién entre algunas categorfas de respuestas; la mayoria
(mis del 70%) de alumnos con respuesta Ecuacién en el
apartado 4 de un problema habfan dado una respuesta
Algebraica en el apartado 2 de ese mismo problema, y si
nos fijamos solamente en las respuestas Ecuacién-funcio-
nal vemos que en mis del 60% de los casos se correspon-
den con respuestas Algebraica-objeto en el apartado 2. Por
otra parte, las respuestas Geométricas en el apartado 4 de
un problema se corresponden con respuestas Algrebraica-
proceso o Numéricas.

Las concepciones de los alumnos

El analisis de las respuestas a los tres primeros apartados
de los problemas nos ha permitido clasificar las estrategias
que los alumnos utilizan para conocer la relacién de
dependencia, clasificacion que tiene como eje central la
utilizacién de la expresion algebraica. Y el anlisis de las
respuestas al cuarto apartado nos ha llevado a clasificar las
argumentaciones que realizan los alumnos sobre la rela-
cién de dependencia, argumentaciones que indican el sig-
nificado que esta relacién tiene para el alumno. E1 con-
junto de significados que el individuo da al concepto y las
expresiones simbolicas que le asocia forman parte de lo
que Artigue (1990) llama concepciones de los sujetos. Con
esta palabra, Sfard (1991) designa «odo el conjunto de
representaciones internas y asociaciones que evoca el con-
cepto» Asi, pues, los andlisis y clasificaciones anteriores
nos permitieron caracterizar y clasificar las concepciones
de los alumnos de la muestra estudiada. En un primer
momento, nos centramos en las respuestas al cuarto apar-
tado de cada problema, para ampliar después al conjunto
de todas las respuestas. El andlisis expuesto anteriormen-
te, nos permite detectar tres grandes concepciones:

® Ecuacion. Decimos que un alumno tiene concep-
cidn Ecuacion si argumenta sobre la relacién entre
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las variables refiriéndose a aspec-
tos de la ecuacién o mds global-
mente de la funcion.

e Geométrica. Los alumnos con con-
cepcion  Geométrica son los que
exponen argumentos relativos al con-
texto geométrico de los problemas.

°* No argumento. Los alumnos con
concepcién No argumento son los
que o bien no exponen ningln
argumento y por tanto su respuesta
ha sido clasificada como Tabla, o
bien han dejado la respuesta en
blanco.

Para fijar la clasificacion hemos adopta-
do el siguiente criterio: Si el alumno da
una respuesta de la misma categoria en
3 o en los 4 problemas diremos que
tiene una concepcién de dicha catego-
rfa: Ecuacién, Geométrica o No argu-
mento. Estos son los alumnos de con-
cepcidn pura. Si un alumno tiene dos
respuestas de una categorfa y dos de
otra tiene una concepcién mixta, y si no
presenta estas regularidades diremos
que no tiene una concepcién definida.
Observando las clasificaciones de las
respuestas en los distintos apartados
podemos explicar de manera mis preci-
sa los rasgos que caracterizan a cada
una de estas concepciones, como vere-
mos a continuaciéon,

Los alumnos de concepcién Ecuacién
justifican Ja relacion de dependencia con
argumentos relativos a las caracteristicas
de la ecuacién que relaciona las dos
variables y utilizan el simbolismo alge-
braico como la manera natural de expre-
sar la relacion de dependencia. Son
capaces de pasar a la representacion
algebraica de la funcién cuando ello
facilita Ja tarea que han de realizar sin
que esto se les haya indicado explicita-
mente, La ecuacién que relaciona las
variables es un elemento central en la
vision que estos alumnos tienen de la
relacién de dependencia. Sin embargo,
las ideas de estos alumnos tienen distin-
tos niveles de abstraccién. Unos ven la
ecuacion como un instrumento de cém-
puto para calcular los valores numéricos
de la variable dependiente, es decir,
entienden la ecuacién como un proceso,




mientras que otros ven la ecuacién
como una de las formas de representa-
cién de un objeto matemdtico: la rela-
cién de dependencia funcional. Los
alumnos de concepcién Ecuacion, que
tepresentan el 30% del total, tienen una
presencia mas importante en el grupo de
ciencias (42%) que en el de Letras (27%).

Para los alumnos de concepcién
Geométrica es el contexto quien da sig-
nificado a las variables y a su relacion
de dependencia. Algunos —al igual que
los alumnos de concepcién Ecuacién-—
utilizan el lenguaje algebraico esponta-
neamente para expresar la relacion de
dependencia, pero lo hacen de forma
que se conserva el significado del con-
texto: dejando sin efectuar el producto
de las dimensiones de la figura que se
estudia. Otros sélo utilizan el lenguaje
algebraico cuando se les pide explicita-
mente que escriban una ecuacion.
Vemos que los alumnos de concepcién
Geométrica son capaces de utilizar
correctamente el simbolismo algebraico
para escribir la ecuacion que relaciona
las dos variables, pero este simbolismo
no tiene el mismo papel en la estructu-
ra cognitiva de todos los alumnos. Unas
dos terceras partes de los alumnos de
concepcidon Geométrica pertenecientes
al grupo de Ciencias ven la expresiéon
algebraica como una forma importante,
atil y significativa de expresar la rela-
cién de dependencia entre las variables.
En cambio, esto no ocurre con una gran
mayoria —el 70% aproximadamente— de
los alumnos de concepcién Geométrica
del grupo de Letras. Los alumnos de
concepcion Geométrica son el 28,3%
del total de la muestra, y su presencia
relativa es ligeramente superior en el
grupo de Letras (29,6%) que en el de
Ciencias (27,3%).

El conjunto de alumnos de concepcion
No argumento no tienen una idea de la
dependencia funcional que vaya mis
alla de una correspondencia numérica
que, en nuestro caso, puede obtenerse
mediante la aplicaciéon de una férmula
geomeétrica. Estos alumnos se encuen-
tran en una fase muy inicial en la cons-
truccién del concepto, y cuando han
de argumentar sobre su significado o

Dentro de estas
lres concepciones
tenemos
al 70%
de alummnos
de la muestra
estudiada.
Ademadas,
hay algunos
alumnos
que presentan
una categoria
de concepcion
u otra
en los distintos
problemas. ..

Ecuacién (42,4%)

no responden o describen la tendencia de la tabla de
valores numéricos. Algunos de estos alumnos utilizan el
lenguaje algebraico s6lo cuando se les pide que escriban
una ecuacibn, y otros ni tan si quiera en ese caso lo uti-
lizan. Todos los alumnos de concepcién No argumento
son del grupo de Letras (26%) y representan el 11,7% del
total de alumnos.

Dentro de estas tres concepciones tenemos al 70% de
alumnos de la muestra estudiada. Ademds, hay algunos
alumnos que presentan una categoria de concepcion u
otra en los distintos problemas, lo que nos ha llevado a
definir dos concepciones mixtas: Ecuacion-Geométrica y
No argumento-Alto que incluyen respectivamente al 10% y
al 8,3% de los alumnos. Las ideas sobre la relacion de
dependencia de los alumnos con concepcién Ecuacién-
Geométrica comparten las caracteristicas de las dos ten-
dencias: el papel de la representacion algebraica es impor-
tante, pero también lo es el significado que el contexto da
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a las variables y a su relacion. Los alumnos de concepcion

No argumento-Alto son del grupo de Letras y expresan
unas ideas muy similares a las No argumento, aunque pre-
sentan alguna caracteristica de las otras concepciones.
Como acabamos de ver, nuestro estudio nos condujo a
definir tres concepciones puras y dos concepciones mix-
tas que engloban casi al 90% de la muestra estudiada. El
10% restante no se adecua a la clasificaciébn que hemos
establecido, ya que sus respuestas varian segiin la natura-
leza del problema.

Conclusiones

De los resultados obtenidos se deducen unas conclusiones
que hemos agrupado en tres apartados:
Respecto a las concepciones de los alumnos

Acabamos de explicar la clasificacién de las concepciones
de los alumnos y los rasgos caracteristicos de cada catego-
1ia. Esta clasificaciéon queda reflejada en los grificos 1, 2y 3.

No definidos {15,2%)

No argumento-Alto (0,0%)

Ecuacién -Geométrica(15,2%

No argumento (0,0%)

Geométrical27,3%)

Gréfico 1. Concepciones de los alumnos del grupo de Ciencias
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Ecuacion (14,8%)

Geométrica (29,6%)

No definidos (7,4%)

No argumento-Alfo (18,5%)

cuacién -Geométrica (3,7%)

No argumento (25,9%)

Gréfico 2. Concepciones de los alumnos del grupo de Letras

Ecuacién (30,0%)

Geométrica (28,3%)

No definidos (11,7%)

No argumento-Alto {8,3%) o

Ecuacién-Geométrica (1 0,0%)

No argumento (11,7%)

Gréfico 3. Concepciones del total de alumnos

45

Ecuacion

- Ciencias ]:I Letras

Geométrica No argumento

L

Respecto a las diferencias
enfre los dos grupos de
alumneos estudiados

La muestra estudiada en esta investiga-~
cion estaba formada por 60 alumnos de
COU: 33 alumnos de las opciones A y
B formando el grupo de Ciencias y 27
alumnos de opcién C, el grupo de
Letras. Entre los dos grupos de alum-
nos hay importantes diferencias respec-
to a la capacidad de trabajar con el len-
guaje algebraico y respecto a la visién
que tienen de la relacién de depen-
dencia funcional.

Estas diferencias quedan reflejadas en el
grifico 4, donde se representa la propor-
ci6én de alumnos de cada grupo pertene-
cientes a cada categoria de concepcion,

Respecto a la ensefianza-
aprendizaje de las funciones

El cuestionario que hemos utilizado
como instrumento de obtencién de
datos presenta cuatro situaciones de
dependencia funcional. La funcién que
relaciona las variables es:

Ecuacién-
Geométrica

No argumento-

No definidos

Ito

Gréfico 4. Distribucién porcentual de los alumnos de cada grupo




o Problema A. Una funcién polinémi-
ca de segundo grado acotada infe-
riormente, cuya ecuacién es del
tipo y = ax’.

e Problema B. Una funcién de pro-
porcionalidad inversa.

e Problema C. Una funcién polinémi-
ca de segundo grado acotada su-
periormente, cuya ecuacién es del
tipo y = ax* + bx.

o Problema D. Una funcién polinémi-
ca de tercer grado con dos extre-
mos relativos.

Fl andlisis que hemos realizado de las
respuestas de los alumnos se ha centra-
do principalmente en qué procedimien-~
tos utilizaban o en las argumentaciones
que exponian, con independencia de su
correccién. No ha sido un objetivo prio-
ritario en nuestro estudio el analisis de
las respuestas a los problemas desde el
punto de vista de su correccién o inco-
treccion, pero también hemos realizado
una primera aproximacién a este anlisis.
De él, parece deducirse que de los cua-
tro modelos de funcién que intervienen
en el cuestionario, la funcién de propor-
cionalidad inversa es la que presenta
menos dificultad conceptual para los
alumnos, ya que en el problema B argu-
mentan correctamente sobre la relacion
de dependencia 53 de los 60 alumnos de
la muestra. Sigue en dificultad el proble-
ma A, donde la relacién es una funcién
cuadratica de la forma y = ax?, pues hay
47 alumnos capaces de exponer argu-
mentos correctos sobre la relacién entre
las variables. En el problema C, donde la
ecuacién cuadrética es y = ax? + bx, con
a <0, la dificultad aumenta, y solamente
hay 21 alumnos (una tercera parte de la
muestra) con argumentaciones de una
calidad aceptable. Finalmente en el pro-
blema D nos encontramos con una fun-
cién polindmica de tercer grado, y una
cuarta parte de los alumnos argumenta
de forma correcta.

Para construir el concepto de relacion de
dependencia funcional es necesario
haber asimilado los modelos de funcién
mis sencillos: la dependencia lineal (pro-
porcionalidad directa y funcién afin) y la

El andlisis
que hemos
realizado
de las respuestas
de los alumnos
se ha centrado
principalmente
en qué
procedimientos
utilizaban
o en las
argumentaciones
que exponian,
con
independencia
de su correccion.

Carme Vall de Pérez
Jordi Deulofeu
Universidad Auténoma
de Barcelona

proporcionalidad inversa y funcién cuadritica que intervie-
nen en el cuestionario. Como acabamos de ver, los resulta-
dos obtenidos en nuestro estudio, nos ofrecen una secuen-
cia de la dificultad que presentan estas funciones para los
alumnos, y por tanto sugieren también una secuencia didac-
tica, donde la funcion de proporcionalidad inversa se intro-
duzca después de las funciones lineal y afin, y antes de la
funcién cuadritica. De los resultados obtenidos, creemos
que merece ser destacada también la gran diferencia obser-
vada entre la funcién polinémica de segundo grado de la
forma y= ax? . y la funcién y = ax* + bx, con a < 0. De un
78% de respuestas correctas pasamos a un 35%, por tanto,
podemos afirmar que hay un salto conceptual importante
entre estos dos modelos de funcién cuadritica. Como ense-
fiantes, conociamos el aumento de dificultad que supone
para los estudiantes pasar de la funcién y = ax? a la funcién
cuadritica general, y de nuestra experiencia sabemos tam-

, bién que esta dificultad tiene mucho que ver con la trasla-

cion del eje de simetria de la funcién. Nuestro estudio nos
confirma este importante aumento de dificultad. La funcién
polinémica de tercer grado es —como ya esperdbamos— la
que presenta el menor porcentaje de respuestas correctas.
Sin embargo, la diferencia de dificultad entre esta funcién y
la funcién y = ax? + bx + ¢, con a < 0 (25% y 35% de res-
puestas correctas respectivamente) no es tan grande como
la diferencia entre los dos modelos de funcién cuadritica
estudiados.
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