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Noticias de la Federacion

OS ULTIMOS MESES han sido prodigos en acontecimientos en el
seno de nuestra Federacion. Unos, usuales, que indican el
correcio funcionamiento de las actividades ya consolidadas. En
Junio tuvo lugar la fase nacional de la Olimpiada, organizada
por la recién creada Sociedad Castellano Manchega de
Profesores de Matemdticas; el pasado mes de septiembre, se
celebraron en Lugo las IX Jornadas sobre la Ensefianza y el
Aprendizaje de las Matemdticas, a cargo de la Seccion de
Matematicas de ENCIGA, con cerca de un millar de asistentes;
ya estan designadas las sociedades que se van a bacer cargo de
las proximas ediciones de estas dos actividades, FEEMCAT va a
organizar la proxima Olimpiada que se celebrard en diversas
ciudades catalanas y la Sociedad Aragonesa hara lo propio con
las X JAEM que tendrdn lugar en Zaragoza, repitiendo la sede
de 1983; la Federacion participa activamente en la preparacion
del afio 2000 como Avio Mundial de las Matemdticas, se estd
trabajando activamente en la constitucion de sendas
Jederaciones de sociedades de profesores iberoamericanos y
europeos; la revista SUMA va apareciendo con la regularidad
establecida. ..

Pero, ademds, se ba producido un hecho que puede tener cierta
importancia en el futuro de la Federacion: se ban aprobado unos
nuevos estatutos )y un nuevo reglamento de régimen interno.

La Federacion se creé en 1988 cuando existian cuairo sociedades y
se dot6 de unos estatutos que han funcionado muy correctamente
durante estos arios. Hoy, la Federacion estd_formada por dieciséis
sociedades y cerca de cinco mil socios. Se pensé que era preciso
elaborar unos nueuvos estatutos que contemplasen esta nueva
realidad. Tras varios meses de debates se ha logrado aprobar, por
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amplia mayoria, los estatutos que, una vez que exista la sancion
administrativa reglamentaria, seran publicados en SUMA.

Las principales novedades consisten en que, a partir de abora, va a
haber una cierta ponderacion en el voto de cada sociedad, segiin el
niimero de socios que tenga; los organos de gobierno colegiados pasan
a ser dos, la Junta de Gobierno formada por representantes de las
sociedades y la Comision Ejecutiva constituida por los cargos
unipersonales que va a tener que llevar a cabo, con las directrices
emanadas de la Junta de Gobierno, todas las acciones requeridcs
para el buen funcionamiento de nuestra Federacion.

Los nuevos estatutos han producido algunos cambios en los 6rganos
unipersonales. Han cesado, a peticion propia, la Secretaria General,
Carmen Azcarate, y el Tesorero, Florencio Villarroya —que seguirdi
ejerciendo sus funciones hasta el cierre del ejercicio econémico—. Desde
SUMA deseamos poner de manifiesto el buen bacer de Carmen Azcdrate
durante estos arios que ha ocupado la Secretaria General y la optima
sintonia que hemos mantenido con ella y por ello no podemos dejar de
agradecer su constante apoyo. Ha sido sustituida por José Luis Alvarez;
como lo conocemos, estamos seguros de que va a ser un gran Secretario
General y que va a saber consolidar la Federacion y adecuarla a sus
estatutos. A Florencio, ya lo despediremos. ..

Un nombramiento para un nuevo cargo, la vocalia de prensa, ba
recaido en Antonio Pérez Sanz, que ya comenzo a ejercer
admirablemente sus funciones en las pasadas JAEM. jEnborabuena/

Finalmente, deseamos dar la bienvenida mds efusiva a una nueva
sociedad: la Sociedad Murciana de Educacion Matemdtica, que ya
Jforma parte de la Federacion desde la Junta que se celebré en Lugo
durantes las JAEM.




La paradoja de San Petersburgo:
una reivindicacion didactica

Gabriel Ruiz Garzén

Este trabajo trata de
reivindicar la Paradoja de
San Petersburgo como una
mejor arma didéactica para

introducir, a través de la

equidad en un juego, el

concepto de esperanza
matematica.

OS QUE ENSENAMOS Matemdticas sabemos que muchos
conceptos matematicos se nos presentan en los libros de
texto, y por tanto los ensefiamos a nuestros alumnos, total-
mente descontextualizados, fuera de su génesis histérica.
No siempre esa descontextualizacion va en beneficio de la
claridad y de la compresion del concepto. La asepsia de
muchos libros de texto, que despoja a los conceptos de su
origen histérico, no siempre es beneficiosa.

El término paradoja viene del griego paray doxosy signi-
fica «mds alld de lo creible». Hoy su significado viene a ser
«wna creencia o afirmacién contraria a las expectativas u
opiniones aceptadas».

La utilizacién de paradojas en nuestras explicaciones, al
igual que la resolucién de problemas, es conveniente para
que el alumno llegue a comprender determinados con-
ceptos en toda su extension. Son famosas, por ejemplo, las
paradojas ligadas al continuo espacio tiempo, como las de
Zeno6n de Elea (siglo v a.C), siendo la de Aquiles y la tor-
tuga la més conocida. O la paradoja de Galileo que enun-
cia que hay tantos nimeros que sean cuadrados perfectos
como numeros enteros. O las formuladas por David
Hilbert en 1920, como la del hotel infinito, relacionadas
con propiedades de los conjuntos infinitos. También son
conocidas las paradojas de reordenacién de los términos
de una serie que afirman que la suma de una serie puede
cambiar al redisponer sus términos.

Por ejemplo,
0=(1-D+1-D+A-D+...=1+C-1+D+1+D+. . =1+0+0+.. =1

La paradoja de San Petersburgo estd ligada al concepto de
esperanza matematica. Concretamente, presenta una varia-
ble con esperanza infinita.

En los libros de probabilidad de comienzos de siglo, esta
paradoja ocupaba un lugar preponderante. Con el paso de



los afios ha casi desaparecido de los manuales de texto,
quedando si acaso, como un mero ejercicio rutinario de
problemas, todo ello en aras del formalismo. Como pre-
tendo demostrar en este trabajo, su utilizacion es altamen-
te conveniente desde un punto de vista metodoldgico para
la introduccion del concepto de esperanza.

El juego

Imaginese que le ofrezco poder participar en el siguiente
juego. (Lo harfa?:

Se trata de lanzar al aire continuamente una moneda
hasta que salga cara por primera vez. Si esto no ocu-
rre hasta que salga el vigésimo lanzamiento o des-
pués), usted gana mil millones de pesefas. Si la prime-
ra cara sale antes, paga 100 pesetas.

El juego que le planteo es una variante de la paradoja de
San Petersburgo. ¢Quizds piense que es una manera facil
de ganar veinte duros? Mientras lo decide, veamos algo
de Historia,

El término de esperanza matemdtica se debe al matemati-
co holandés Christian Huygens (1629-1695). En 1657 escri-
bi6 una monografia en latin titulada De ratiociniis in alae
fudo definiendo el concepto de expectatio y que después
se tradujo por la palabra esperanza.

Christian Huygens {1629-1695)

Hay dos maneras
de que un juego
o loteria
no sea Jjusto.
Bien porque
los premios
no sean iguales
o bien porque
los billetes
no puedan
ser extraidos
con la misma
Jacilidad.

Huygens necesitaba saber la expectatio,
o sea, el valor de cualquier juego en
particular. Huygens pensaba que en una
loterfa justa estd claro que cada aposta-
dor paga el mismo precio por cualquier
billete. Mas atn, si el premio es z
entonces cada uno de los n billetes
deberfa costar z/7. Si los billetes cuestan
mis, el duefio de la loteria obtendria
ganancias sin riesgo. Si los billetes cues-
tan menos, los apostadores podrian for-
mar una asociaciébn que obtendria
ganancias sin riesgo.

Hay dos maneras de que un juego o
loteria no sea justo. Bien porque los
premios no sean iguales o bien porque
los billetes no puedan ser extraidos con
la misma «facilidad-.

En el primer caso supdngase un juego
con dos personas y quien gane puede
conseguir un premio 20 bcon la misma
facilidad. El precio por participar en el
juego supongamos que es zy lo vamos
a determinar en funcién de ay b. Luego
cada jugador ha puesto una cantidad =
y llegan al acuerdo de que el ganador
debe pagar al perdedor la cantidad b,
Esto significa que el ganador alcanzaria
la cantidad 22-b y el perdedor b. Para
que el ganador consiga su premio a
entonces la apuesta por participar en el
juego debe valer

E(X) = 2= a+b

luego el precio justo de la apuesta o la
esperanza de cada jugador debe ser ésa.

En el segundo caso, supongamos que
los billetes tienen distinta posibilidad de
ser extraidos o lo que es lo mismo
supongamos que compramos mis de un
billete en una loteria justa. Entonces,
supongamos que hay p posibilidades de
ganar ay g de ganar b. Mediante un
razonamiento similar al primero llega a
que el valor de esa jugada es

E(X)=z= M
b+q

Luego en ambos casos, tanto si el juego
es justo o no, si se nos invita a jugar
con un esquema dado de premios que
dependen de los diversos resultados,
exigimos un precio justo para aceptar
la apuesta. La esperanza matemdtica de




esa apuesta es lo que vale la apuesta.
Si se paga mis de la esperanza se ten-
derd a perder y si se paga menos se
tenderd a ganar. Un juego o experi-
mento aleatorio se dice justo o equili-
brado si su esperanza global es cero, si
un juego no es equilibrado se dice que
es un juego con ventajas.

La paradoja o problema de San Peters-
burgo fue el problema quinto, propues-
to por Nicolds Bernoulli (1687-1759) a
Pierre Remond de Montmort en una
carta con fecha 9 de septiembre de 1713
y que se reproduce en la figura 1.

El primo de Nicolds, Daniel Bernoulli
(1700-1782) lo estudié en la Memoria
de la Academia de Ciencias de San Pe-
tersburgo, por cuyo motivo se conoce
el problema con el nombre de esa ciu-
dad rusa. Daniel permanecié en San
Petersburgo durante un periodo de 8
afios donde escribié diversos tratados
dedicados a desarrollar la teorfa proba-
bilistica de los errores. En uno de ellos,
visto retrospectivamente, utilizé lo que

D. Bernouilli

le gustaba contar la siguiente anécdota que un dia le
sucedi6. En cierto viaje entablé conversacién con un per-
sonaje ilustrado y versado en las Ciencias. Conforme la
conversacion se fue sucediendo, a este personaje le entra-
ron ganas de saber quién era su joven acompafante. Yo
soy Daniel Bernoullib, respondi6 él. Y yo, Isaac New-
tonh, replicé el desconocido, convencido de que le esta-
ba engafiando.

En palabras de Daniel, la Paradoja de San Petersburgo
queda como sigue:

Pedro tira una moneda al aire tantas veces como sea
necesario para sacar cara. Si esto ocurre en la prime-
ra tirada, tiene que dar a Pablo un ducado; si en la
segunda 2; si en la tercera, 4; si en la cuarta, 8, y asi
sucesivamente, duplicando el nimero de ducados a
cada jugada: que es necesario efectuar. 3Cuél es. la
esperanza de ganar correspondiente a Pablo? En otras
palabras, zcuél es el precio justo que Pablo debe
pagar por este juego?

Pedro paga a Pablo 27! ducados si la moneda sale cara
por primera vez en el n-ésimo lanzamiento, con probabi-
lidad (1/2)", luego la esperanza de Pablo es:

o

. n
E(X)=EZ”“1(~;-) - ; .

n=1 n=1

POIDtS

. Ruatriéme Probléme. A promet de donner un éeua
%3, fiavecundé ordinaire il amene au premier coup fix
deux €cus s’il amene l€ fix aufecond, trois ccus
s'il amene ce point au troifiéme’ coup), quatre deus ') la |
mene au quatrieme , &ainfi de fuite ; on demande quelle -
cflt 'efperance de B. Cinguicme Problime. On demande
la méme chofe fi  promet a B de lui donnerdes éeusen
cette progreflion 1, 2,4, 8, 16, &c, ou1,3, 9,27, &c.
ouI,4,9,16,25, 8. ou 1, 8 1275 64., &c. i lie de
1,2,3,4, 95, &c conime auparavant

Es decir, Pablo
deberia pagar un
precio infinito por
participar en el
juego y a cambio
sélo recibirfa un
pago finito en cada
lanzamiento. Es
maés, recibirfa como
mucho 4 ducados
con probabilidad
7/8. Seguramente,
nadie en el puesto
de Pablo querria
poner
considerable

una Ssuma
con

vistas a la ganancia

hoy denominamos el método de maxi-
ma verosimilitud, en otro, incluyd un
contraste de aleatoriedad sobre las 6rbi-
tas de los planetas. Otros escritos tratan
de hidrodindmica, mecdnica y otros
razonaban estadisticamente las ventajas
de la vacunacién contra la viruela, etc.
Daniel llegd a ser muy conocido en
vida. Para aseverar este hecho, a Daniel

Figura 1

anhelada, se consi-

derarfa mds justo
aportar una suma relativamente menor. El resultado pare-
ce estar en contradiccién con el sentido comtn, y sin
embargo es cierto, de ahi la paradoja.

Histéricamente hubo matematicos que intentaron resolver la
paradoja. Gabriel Cramer en 1728 propuso a Nicolds Bernoulli
las siguientes suposiciones para resolver la paradoja:

1. Suponer que el dinero debia valer en proporcién, no
a su valor intrinseco, sino al uso que se puede hacer



de €l o a la satisfaccion que da, lo que después se
llamé wtilidad. Establecié un umbral, a partir del cual,
la adiciéon de una cantidad mis de dinero no propor-
ciona ya ningtn placer a las personas, fijindolo en 2%
ducados. Segln esa suposicion el dinero que deberia
pagar Pablo por jugar era de 13 ducados, ya que
2 1 n oo 1 n
E(X)= 2”‘1[—) + 224(—] =13
0 Zl 2 17:22’5 2
2. O bien suponer que el placer ofrecido por una can-
tidad grande de dinero puede crecer indefinidamen-
te pero es proporcional a la raiz cuadrada del impor-
te, entonces

w3 5[5 e

n=1

luego Pablo deberfa pagar 2,9 ducados.

Daniel Bernoulli propone en 1731 en De Mensura Sortis,
que la utilidad o el valor que para una persona represen-
ta un aumento de bienes es inversamente proporcional al
capital primitivo. Esto significa que un pequefio creci-
miento dx en la fortuna de una persona causard un incre-
mento en su utilidad de

du = k{l]dx
X

u=klogx+c

integrando da

esto es, la utilidad de una fortuna x es proporcional a
log x. Daniel llamé a la utilidad emolumentum, y Laplace,
valor moral del crecimiento de bienes. Los economistas y
matemdticos Carl Menger (1840-1921), William Stanley
Jevons (1835-1882), precursor de la media geométrica
como medida de la variacién de los precios y Léon Walras
(1834-1910), famoso por promover un modelo para calcu-
lar el equilibrio de actividades y precios en una economia
cerrada, volvieron a recoger la idea de utilidad de Daniel
Bernoulli y lo aplicaron al ambito econémico.

Daniel razona que el pago de Pablo depende de su capi-
tal inicial. Si Pablo comienza con una fortuna ay paga z
por el juego, tendra al acabar la cantidad de a — z + 2™,
Asi pues, la utilidad final esperada serd igual a la utilidad
inicial si z satisface

oo n
Z[Ielog(a— z+2" 4 c](%) = kloga+c
n=1

O sea,

had n

2 [log(a —-z+ 2”‘5][%) =loga

n=1

En particular, si el capital incial de Pablo es @ = 10 duca-
dos entonces lo que debe pagar es de z = 3 ducados.
Obviamente z crece si lo hace a.

Georges Louis Leclerc, Conde de Buffon (1701-1788), en
su Essai d’Arithmétique Morale, amén de exponer el

Daniel Bernoulli
propone en 1731
en De Mensura
Sortis,
que la utilidad
o el valor que
para una persona
representa
un aumento
de bienes
es inversamernte
proporcional
al capital

primitivo.

Poisson

conocido Problema de la Aguja, inten-
ta resolver la paradoja de San Peters-
burgo. Propone despreciar las probabi-
lidades pequefias, concretamente
menores que 1/10000, ya que, segin
sus tablas de mortalidad, la probabili-
dad de que un hombre de 56 afios
muera en el transcurso del dia era de
1/10189 y si, para un hombre de esa
edad, dicha probabilidad no le causa
temor y le parece pequeiia, con igual
motivo lo serd 1/10000 en nuestro
problema. Con estas premisas, como
213 = 8192 y 2 = 16384, tenemos que
la esperanza del juego es de

13 1 n
E(X)=22”_1(Ej =6,5

n=1
No contento con todo esto, encargd a un
nifio el experimento de tirar una mone-
da 2048 veces. Al final, todas estas parti-
das produjeron 10057 ducados. Luego el
valor de cada partida es de 10057 : 2048
=49, es decir, casi 5 ducados.

Simén Denis Poisson (1781-1840) pen-
saba que Pedro no podia pagar a Pablo
el dinero que no tiene. Poisson pensaba
que 50 millones de francos, de aquella
época, era ya una suma desorbitante
para cualquier particular, luego la parti-
da no podia prolongarse mis alld de la
tirada 26 porque en caso de perder el
nimero de francos que Pedro debia
entregar a Pablo, en la tirada 27 era de
2% = 67.108.864 francos, muy superior a
la fortuna de Pedro. Reciprocamente,
Pablo conociendo la fortuna de Pedro
no jugaria mas de 26 tiradas y solo
arriesgaria 13 francos.

Incluso si suponemos que Pedro fuera
el todo poderoso Estado y fuera éste el
que organizara una loterfa con las con-
diciones del juego, esto es, la Adminis-
tracién emitiera billetes, el nimero 1
conllevara un premio de 1 franco a su
portador si sale cara en la primera tira-
da, el nimero 2 conllevara un premio
de 2 francos si sale cara en el segundo
lanzamiento, etc. El Estado pondria un
precio a cada nimero, estando el pre-
cio de cada billete en sentido creciente
al de su nimero. Pues bien, habria un
nuimero que no podrfa ser comprado
por ningln particular lo que hace que




la paradoja no pudiera establecerse en
la realidad. El enunciado original de la
paradoja de San Petersburgo equivale
a un ciudadano que comprara un bille-
te de cada una de las series de nime-
ros que la loterfa hacer poner en cir-
_ culacién.

Otro gran matemdtico francés Con-
dorcet (1743-1749) argument6 que un

. precio infinito no era justo para Pablo

porque no tendria el tiempo suficiente
para repetir las tiradas y que las ganan-
cias medias se aproximaran al precio.
Esta argumentacién tiene mucho que
ver con el nacimiento del punto de vista
frecuencial de la probabilidad. También
Buffon pensaba que s6lo habria tiempo,
durante la vida de una persona, para
jugar un ntmero finito de tiradas.
Concretamente, Buffon calculd que si se
juegan 1048566 partidas y se estima en
2 minutos la duracién para cada partida,
comprendiendo el tiempo para pagar,
esto supondria 2097132 minutos, es
decir, casi 16 afios jugando 6 horas al
dia, porque no sélo de juego vive el
hombre, y tan sélo para una ganancia
esperada de 10 ducados.

Grandes matemiticos como Venn,
Feller, et se han ocupado también de la
paradoja, pero entrar en mdis detalles

harfa muy prolijo este articulo.

Conclusiones

A modo de resumen decir que, a mi jui-
cio, la introduccién del concepto de
esperanza a través de la paradoja de San
Petersburgo presenta algunas ventajas
metodoldgicas frente a la presentacion
cldsica como una suma de los productos
de los valores de la variable por sus pro-
babilidades. Estas son:

a) Definimos la esperanza en térmi-
nos de equidad de un juego y no
en términos de probabilidad, con
todo lo que presenta de motivador
para el alumno.

b) Presenta el caso de una variable
con esperanza infinita. El alumno
estd mal acostumbrado, piensa

...la introduccion
de la esperanza
matemdtica como
la expresion
de equidad
de un juego
refleja
la génesis
bistorica
del concepto.
La formalizacion
del concepto
Jue posterior.

Gabriel Ruiz
Escuela Universitaria
de Empresariales.
Universidad de Cadiz. Jerez
Sociedad Andaluza
de Educacion Matemdtica
«Thales»

que todas las variables tienen esperanza finita y tien-
de a creer que es innecesaria la comprobacion de
que los momentos de segundo orden sean finitos,
por ejemplo, en el Teorema Central del Limite. Las
variables sin esperanza juegan un papel muy impor-
tante. La distribucién de Cauchy que tiene por fun-
cion de densidad

1
f)=———
1+ x%)
con —eo < X < oo, asi como otras muchas variables liga-
das al tiempo de espera y de recurrencia en fisica
carecen de esperanza.

©) Podemos utilizar la Historia de la Estadistica para ver
cuales han sido las tentativas para su resolucion.
Aunque otras veces es contraproducente, en este caso
particular, la introduccién de la esperanza matematica
como la expresién de equidad de un juego refleja la
génesis histérica del concepto. La formalizacion del
concepto fue posterior.

d) La resolucién de la paradoja lleva asociada la intro-
duccién del concepto de utilidad, tan importante en
las ciencias econdémicas y administrativas.

En cuanto al juego que le propuse al comienzo, aunque es
précticamente seguro que en una apuesta particular pier-
da las cien pesetas, la ganancia media para este juego es
de aproximadamente 1807 pesetas,

524.287

E(X)= 1.000.000.000 + 28 (-100) = 1.807

524.288 524.2
lo que posiblemente hiciese cambiar su reticiencia a no
jugar, si no hubiera que ajustar cuentas hasta que hubiera
acabado la partida y si en vez jugar una sola vez, pudiera
jugar tan a menudo y tan seguido como quisiera.
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Matematica conceptual:
la propuesta didactica
de FW. Lawvere y S.H. Schanuel

Luis Espanol

El texto que sigue es un
comentario sobre un libro de
F.W. Lawvere y S.H.
Schanuel, de publicacién
reciente pero con una
década de gestacién, que
contiene una experiencia
concrefa de introduccién de
conceptos de la teoria de
categorias en un estadio
temprano de la ensefianza
de las mateméticas. El
comentario incluye un breve
andlisis comparativo de esta
experiencia actual con la
protagonizada por P.J. Hilton
en torno al afio setenta. La
diferencia entre ambas
propuestas se explica en
términos de la evolucién
general de la teorfa a lo
largo de la segunda mitad
del presente siglo,
particularmente en el Glfimo
cuarto.

SQUEMA de la evolucion de la teoria
de categorias

Este apunte histérico sobre la teorfa de las categorias es
por necesidad breve y en consecuencia selectivo, dirigien-
do la seleccion como es natural hacia el tema de este tra-
bajo, que se explica mejor insertdndolo en una perspecti-
va histdrica, pues la obra que vamos a comentar (Lawvere
y Schanuel, 1997) responde a un punto de vista que ha ido
tomando forma con la evolucién de la teoria de catego-
1ias, especialmente desde los enfoques ideolégicos de
EW. Lawvere.

La formulacién explicita de las definiciones bésicas de la
teoria de categorfas fue realizada en los primeros afos
cuarenta por S. Eilenberg y S. Mac Lane (1945). Esta apa-
ricién se produjo en el 4mbito de la investigacion en topo-
logia algebraica y con la finalidad de obtener un lenguaje
que permitiera expresar de modo concreto y simple cons-
trucciones matematicas cuya complejidad en detalle era
muy aparatosa. El propio fundador Mac Lane aplico ya en
1950 esta funcién unificadora y simplificadora a las cate-
gorias lineales (con sumas y productos finitos isomorfos,
por ejemplo grupos abelianos). Hasta finales de los afios
cincuenta no vario la situacién, si bien el lenguaje catego-
rial se trasladd a otros dmbitos vecinos, como la teoria de
haces que se utilizaba en el andlisis complejo o la geome-
tria algebraica. El concepto de par de funtores adjuntos,
formulado por D.M. Kan a finales de los cincuenta, puede
considerarse como el punto clave para el cambio de esta-
tuto que se produjo en la década siguiente (Mac Lane,
1988), de modo que los teoremas sobre funtores adjuntos
iniciaron propiamente la teorfa de categorias.

Este cambio fue simultdneo con el movimiento de reforma
educativa que implant6é la «natemdtica moderna» en los



niveles basicos de la enseflanza a lo largo de todo el
mundo occidental, En cuanto a los contenidos, la reforma
trasladaba a los niveles educativos bisicos la matematica
estructural elaborada a principios de siglo en el entorno
aleman de D. Hilbert y difundida por la obra del colectivo
francés N. Bourbaki, a la que no se habia incorporado la
teorfa de categorfas, nacida norteamericana. La teoria de
conjuntos y los conjuntos dotados de diversas estructuras
fueron el nuevo elemento conductor de la ensefianza de
la matematica desde los niveles mis elementales. Pero la
reforma no sélo cambié los objetivos de aprendizaje y los
contenidos de la educacién matemdtica, sino que también
proclamé la necesidad de aumentar la formacién matemi-
tica de la poblacién, lo que implicd un crecimiento nota-
ble de los estudiantes universitarios de matemdticas y con
ello del contingente de j6venes investigadores.

Este hecho sociolégico propicid que la teorfa de categorias
fuera cultivada por un grupo numeroso de matematicos,
muchos de ellos jovenes, que la desarrollaron de manera
intensiva en los afios sesenta y setenta, destacando entre
otros los grupos norteamericanos reunidos en torno a los
fundadores y las escuelas francesas de A. Grothendieck y
de Ch. Ehresmann. Los primeros pusieron mis énfasis en
el desarrollo estructural de la teorfa y los segundos en su
aplicacién a la geometria. Un fruto importante de la fusiéon
de ambas tendencias fue la elaboracion de la teoria de
topos en torno a 1970 por parte de Lawvere y M. Tierney,
teorfa que recoge aspectos geométricos y logicos de la
experiencia matemdtica®. A lo largo de la década de los
setenta, primero la teorfa general de categorias y después
la teorfa particular de topos completaron su desarrollo
bésico y aparecieron los primeros libros monogrificos de
referencia que todavia estin vigentes.

Un precedente esencial de la nocién de topos fue la carac-
terizacion de la categoria de los conjuntos sin usar el pre-
dicado primitivo «pertenencia», realizada por Lawvere en
1963, que abri6 camino a una fundamentacién de la mate-
mdtica mas flexible que el habitual paraiso de G. Cantor.
Es bien conocido que hay un lapso de tiempo entre la ela-
boracién de un nuevo clima conceptual en el mundo de
la investigaciébn matemdtica y su incorporacién a los cen-
tros universitarios primero y a la educacién matematica
general después. Resulta curioso que en la década de los
sesenta coexisti6 la extensién al nivel bisico de las ima-
genes de la matemadtica estructural, fundamentada en el
rigido paraiso idealista de Cantor-Hilbert-Bourbaki, con la
irrupcion en el nivel investigador de una multiplicidad de
paraisos flexibles de porte dialéctico, innovacién que tuvo
a Lawvere como conductor.

Por los mismos afios centrales del siglo hizo aparicién otro
elemento llamado a introducir cambios importantes en la
préctica matemitica, el ordenador. Desde los afios setenta
existe una relevante linea de investigacidén que aplica la

...SOM UN paso
adelante
en la linea
estructuralista
de Bourbaki,
y por ello
es natural
que se bicieran
sugerencias para
incorporar la teoria
de categorias
a la enserianza
secundaria,
como una especie
de colofon
a las diversas
estructuras
que eran el soporte
para el aprendizaje
de los conjuntos
de nilmeros o de
transformaciones
geomeétricas.

1 El diverso origen de los topos
puede verse en Mclarty
(1990). Més resumido es
Bunge (1984). Puede verse
también Espafiol (en prensa).

2 Como muestra del origen his-
térico puede verse Manes
(1974). Un libro de texto
reciente, escrito por tedricos
relevantes de la teorfa de cate-
gorias para uso especifico de
investigadores y estudiantes
de ciencias de la computacién
es Barr y Wells {1995).

teorfa de categorias a la computacidn
tedrica, corriente que a partir de los
ochenta ha absorbido a buena parte de
los matemdticos que inicialmente traba-
jaron en la teoria general de categorias?.
Ya sea en la matemdtica mds tradicional,
presidida por el infinito, o en la nueva
computacion tedrica, necesariamente
finitaria, la teorfa de categorias se estd
mostrando como una herramienta con-
ceptual atil para guiar la investigacion,
el estudio y la transmisién del conoci-
miento matematico en sus aspectos con-
tinuos y discretos. Unas veces se pre-
senta como el marco de trabajo adecua-
do para conectar diversas estructuras
matematicas —como en su origen hist6-
rico—, otras como una estructura mate-
mdtica muy general que tiene su propio
desarrollo —que comenzé en los sesen-
ta—y, en tercer lugar, las categorfas descri-
ben teorfas formales —como sefialan Barr
y Wells (1995) en su texto de categorias
para uso en computacidén— de modo
mias eficaz que otros medios usados
antes por légicos y algebristas.

Las categorias
y la matematica moderna
de los sesenta

Las categorias, que surgen en la matema-
tica superior como un lenguaje universal
unificador y simplificador, se convierten
luego en una teoria sistematizadora de las
diversas estructuras matemdticas e inclu-
so en una formalizaciébn de la propia
nocién heuristica de estructura (Corry,
1996). En este sentido, son un paso ade-
lante en la linea estructuralista de
Bourbaki, y por ello es natural que se
hicieran sugerencias para incorporar la
teoria de categorias a la ensefianza secun-
daria, como una especie de colofén a las
diversas estructuras que eran el soporte
para €l aprendizaje de los conjuntos de
nimeros o de transformaciones geométri-
cas. Aunque estas sugerencias no llega-
ron a implantarse en los planes de estu-
dios, en algunos paises jugaron un papel
importante en la formacién de los profe-
sores de la matemdtica moderna.



Baste recordar aqui unas iniciativas de
pJ. Hilton, investigador de primer nivel
en teoria de categorias y topologia alge-
braica, a la vez que preocupado por y
: ocupado en la enseflanza de las mate-
maticas. En los primeros setenta tuvie-
ron amplia difusion en los circulos de la
- educacion matemdtica unas propuestas
 de Hilton que presentaban materiales
para la introduccién en secundaria de la
teorfa de categorias (las nociones pri-
meras de categoria, funtor, transforma-
cién natural y construccion universal) y
de un programa bisico de topologia
dedicado al grupo fundamental de un
espacio, que es un ejemplo de funtor
que tiene como dominio una categoria
de estructuras topologico-geométricas y
como rango otra de estructuras alge-
braicas (Hilton, 1975). Este autor, por
los mismos afios, public6 junto con H.B.
Griffiths un texto de gran calidad dedi-
cado a la ensefianza en el primer nivel
universitario de la matematica clasica
(Hilton y Griffiths, 1970), presentada
desde un punto de vista estructural con-
tempordneo. El libro empieza con la
teorfa descriptiva de conjuntos, concebi-
da como el lenguaje de las matematicas,
sigue con la exposicién de los elemen-
tos de las ramas cldsicas, aritmética,
geometria coordenada (no la de Eucli-
des), dlgebra y analisis —precedido éste
por la construccion formal de los siste-

Baste recordar
aqui
unas iniciativas
de PJ. Hilton,
investigador
de primer nivel
en teoria
de categorias
y topologia
algebraica,

a la vez que
preocupado por
2y ocupado
en la enserianza
de las
matematicas.

mas de nGmeros y la topologia elemental del espacio #-
dimensional, con homotopia y grupo fundamental—, y ter-
mina con una parte dedicada a los fundamentos, que
incluye un minimo de teoria de categorfas y logica mate-
matica. Se trata pues de una aplicacién pedagdgica en el
espiritu moderno de Bourbaki-Piaget, con un complemen-
to sobre los aspectos fundacionales en el que aparece la
teorfa de categorias.

En la presentacion de la obra se menciona la importancia
creciente de los elementos computacionales en las mate-
miticas, aunque quedaban fuera de la finalidad que inspi-
raba el texto. Este reconocimiento fue todavia mas explici-
to en la presentacion de la reedicion de 1978, en la que se
defiende la pervivencia del texto a pesar de los avances del
computador en la sociedad y en la educacién.

Matemética conceptual y enseiianza

El libro que motiva este comentario (Lawvere y Schanuel,
1997) recoge una nueva experiencia docente, esta vez ais-
lada y no en la onda de una reforma en marcha, realizada
veinte afios después con una mentalidad mucho mas radi-
cal en lo que se refiere al posible papel de la teoria de
categorias en la educacion matematica, pues los concep-
tos primeros aparecen en un estadio temprano y no como
colofén de un conocimiento previo, extenso y estructura-
do, en varias ramas tradicionales de las matemdticas.
Ademis, el conocimiento del esqueleto categorial de las
matemiticas por parte del estudiante principiante se
defiende por su utilidad para la formacién de futuros cien-
tificos en ramas com la fisica, la computacion, la logica, la
linglistica, etc., ademds de las matematicas.

Pero es mejor describir la obra antes de comentarla. Que
Matemdtica Conceptual haya aparecido en 1997 bajo el
prestigioso sello editorial de Cambridge University Press
da un nuevo alcance, y sin duda multiplicara su difusion,
a un libro que vio 1a luz en 1991, en una edicién domés-
tica de la Universidad de Buffalo (Estado de New York,
EE.UU.) de la que son profesores los autores, y fue tradu-
cida en 1994 al italiano. Lawvere y Schanuel han sido pro-
tagonistas de primera linea en el desarrollo de la teoria de
categorias en las Gltimas décadas, especialmente el prime-
ro de ellos, que ha liderado la actividad internacional en
amplias corrientes de investigacién. Al mismo tiempo, ha
defendido desde hace décadas que las categorias son no
s6lo un instrumento para guiar la investigacion y el uso de
las matemdticas avanzadas, sino que también estdn indica-
das en la ensefianza de esta disciplina por su eficacia con-
ceptual y porque abundan ejemplos ttiles de naturaleza
elemental (Lawvere, 1986). Este es el terreno apenas
explorado que los autores abordan con su accion directa
en un aula experimental, reflejada después en el libro.
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La obra (360 pp.) se divide en una seccién previa y cinco
partes, formada cada una de ellas por un «articulo» y varias
«secciones». Los articulos (que juntos suman unas 70 pagi-
nas) contienen el texto bdsico de su parte respectiva, que
los profesores entregan como material escrito a los estu-
diantes. Las secciones reflejan en formato texto la accién
directa en el aula’, en la que se discuten los conceptos
contenidos en los articulos, se dan ejemplos, se aclaran
dudas, se precisan o completan cuestiones, etc. En algu-
nas secciones se eleva un poco la dificultad media de la
obra, que lleva intercalados ejercicios para que el alumno
o lector ponga a prueba su comprensién; muchos de ellos
se resuelven luego en el texto por un procedimiento de
btsqueda de la solucién, y no por simple exposicién sin-
tética de la misma. Abundan los diagramas internos, para
reflejar la estructura de los conjuntos y las estructuras que
se manejan, y externos, para representar mediante flechas
los vinculos entre los objetos de una categoria. Como se
ve por el ntimero de paginas, el contenido expositivo lineal
(articulos) ocupa la quinta parte de la obra, estando las
otras cuatro (secciones) dedicadas a la aclaracién recu-
trente de los contenidos con un criterio pedagégico basa-
do en la comunicacién.

Los titulos de cada parte y del correspondiente articulo
son muy similares, asi que es suficiente con dar los de las
primeras:

Las secciones
reflejan
en formato texto
la accion directa
en el aula,
en la que
se discuten
los conceptos
contenidos
en los articulos,
se dan ejemplos,
se aclarvan dudas,
se precisan
o completan
cuestiones, etc.

3 En la preparacién de las notas

del aula los autores tuvieron la
colaboracién de E. Faro.

I La categoria de los conjuntos.
II.  Isomorfismos.

II. Categorfas de conjuntos estructura-
dos.

IV. Propiedades elementales de aplica-
cion universal.

V. Propiedades superiores de aplica-
cién universal,

La primera parte introduce la nocién de
categorfa (objetos X, morfismos fX—7,
identidades Id:X—X, y composicién
gfX—2Z, siendo fcomo antes y g:Y—>2)
partiendo del ejemplo de los conjuntos
finitos y las aplicaciones entre ellos.
Compara la composicion con el pro-
ducto de nameros observando la
mayor riqueza de la primera parte de la
analogia. Luego introduce los isomor-
fismos (fg=Id=gf) y con ellos las sec-
ciones y las retracciones (ecuacién
p=Id), junto con los morfismos idem-
potentes (ff=f) y las involuciones
(ff=Id). En la tercera parte se presentan
de un modo muy simple las ideas de
conjunto con estructura y de aplicacion
que conserva la estructura. Se utiliza,
por ejemplo, un conjunto X estructura-
do con un endomorfismo o:X—X, lo
que se puede representar de modo
muy intuitivo como el conjunto X de
los estados de un sistema dindmico o
de una miquina, con un procedimien-
to o de cambio de estado que actta de
modo discreto, siendo la composicion
iterada o el resultado de repetir #
veces el cambio de estado. Asi, un
morfismo (X,0)—(¥,B) de la categoria
de conjuntos con estructura serd en
este caso una aplicacién fX— Ytal que
Jo=Bf, verificando que la composicién,
definida de modo natural, cumple las
condiciones requeridas por la nocién
de categoria. En la parte cuarta se abor-
dan, a través de la gama variada de
ejemplos que se han ido desarrollando
a lo largo de la obra, las nociones de
objeto inicial y final, y las de producto
y de suma de objetos, definidos
mediante construcciones universales
que las determinan salvo isomorfismo.
Es interesante, y muy caracteristico del
enfoque categorial, el estudio de los




. puntos de un objeto X, que son los
morfismos 1—X cuyo dominio es el
objeto final; en los conjuntos un punto
equivale a un elemento, pero no es asi
en otras categorias bien simples, lo
que estd relacionado con las condicio-

_ nes de extensionalidad que establecen
cuando dos morfismos (entre los mis-
mos objetos) son iguales. Por ejemplo,

 en la categoria de los conjuntos puntea-

dos, cada conjunto punteado tiene un

- punto Gnico que corresponde al ele-

mento seleccionado. Junto con los

productos y las sumas se analizan el

posible isomorfismo entre ambas cons-

_trucciones universales y la relacién dis-
tributiva®. Finalmente, en la quinta y
altima parte se realiza un somero
encuentro con la nocién de topos, un

tipo especial de categorias que admi-
ten dos construcciones muy caracteris-
ticas de los conjuntos: el objeto Y* de
morfismos de X en Y (exponencia-
ci6n®) y el conjunto ordenado (o cate-
goria) p (X) de las partes de un objeto
X. Los autores exponen con deteni-
miento como se determina cada parte
A de X mediante un morfismo caracte-
ristico X—Q cuyo codominio es un
objeto de valores de verdad, lo que
hace que el topos lleve adherida una
l6gica, que en los conjuntos es la cla-
sica asociada a verdadero-falso; pero
la obra incluye ejemplos simplicisimos
en los que esta logica no es bivaluada
ni booleana.

Por ejemplo, un grafo dirigido es un
conjunto de flechas con otro de vértices
junto con relaciones de incidencia que
hacen que cada flecha tenga un vértice
inicial y otro final, estructura represen-
table en muchos casos de modo grafico.
Si tomamos un subgrafo 4 de un grafo
X (4 es un subconjunto de flechas con
los objetos iniciales y finales correspon-
dientes a cada una de ellas) y una flecha
x de X, podemos estudiar la relacion de
pertenencia de la flecha x al subgrafo 4,
observando dos puntos de vista:

1. El meramente conjuntista nos hace
ver los dos valores de verdad habi-
tuales del predicado pertenencia:
verdadero o falso.

En su conjunto,
la obra recopila
un experimernto
pedagogico
que avanza
en la introduccion
de las categorias
hasta quedarse
a las puertas
de los funtores
adjuntos,
nocion que
aparece implicita
en algun ejemplo
concreto
(por ejemplo la
exponenciacion)
pero que
no se introduce
de modo explicito.

4 Como ejemplos negativos de

la distributividad se conside-
ran la categoria de los conjun-
tos punteados y las categorias
lineales.

5 Aprovecha la nocién de cate-

goria cartesiana para discutir
el argumento diagonal de
Cantor, explicado en una sec-
cién de la parte cuarta para
una categoria con productos
finitos.

2. Desde el punto de vista de la estructura la situacion es
mas rica, pues la flecha x puede pertenecer efectiva-
mente al subgrafo 4 (valor verdadero de la pertenen-
cia) o puede no pertenecer en absoluto, entendiendo
por ello que ni x, ni su vértice inicial, ni su vértice
final estin en A (valor falso de la pertenencia); pero
hay otros tres valores de verdad intermedios, que el
lector puede facilmente determinar, en funcién de la
pertenencia o no de los vértices de la flecha. Este con-
junto de cinco valores de verdad posee una estructu-
ra logica (unién, interseccion, negacién, implicacion),
parecida pero no igual a la booleana, que se puede
analizar por medio de tablas de verdad.

En su conjunto, la obra recopila un experimento pedago-
gico que avanza en la introduccién de las categorias hasta
quedarse a las puertas de los funtores adjuntos, nocién
que aparece implicita en algin ejemplo concreto (por
ejemplo la exponenciacién) pero que no se introduce de
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modo explicito. El método consiste basicamente en intro-

ducir conceptos que se realizan y discuten mediante
ejemplos sencillos (sobre todo conjuntos con estructuras
simples de naturaleza discreta) pero que admiten una
gran cantidad de generalizaciones Ttiles en dmbitos muy
diversos de la matemadtica superior discreta y continua. No
obstante, aparecen también numerosos ejercicios y algu-
nos fragmentos mis formales con sencillos teoremas
demostrados que forman una incipiente teorfa de catego-
rias abstracta.

Ha dicho Mac Lane (1988) que las matemdticas consisten
en realizar cilculos y elaborar conceptos, distincién que
sin duda han tenido en cuenta los autores de Matemdtica
Conceptual, porque advierten en la presentacion del libro
que ponen el énfasis no tanto en los célculos algoritmicos
cuanto en «el andlisis que permite decidir qué cilculos hay
que hacer y en qué orden, y ello desde los estadios mis
elementales de las matematicas. En este libro, los concep-
tos nuevos se motivan y ejemplifican con una aritmética
elemental, con ideas cinemdticas simples, con modelos
combinatorios discretos como los grafos, con relaciones
de parentesco, etc.

Volviendo al proceso historico, recordemos que el objetivo
de Hilton y Griffiths (1970) era ofrecer a lectores y estu-
diantes de segundo nivel (profesores de niveles elementa-
les muchos de ellos) una relectura de las matematicas cla-
sicas que permitiera ver las ideas recurrentes que surgen
por doquier, mostrando la unidad de las partes que apa-
recieron separadas en la experiencia matemdtica previa.
Seglin estos autores, este propésito de unificacién es par-
cialmente estético, pero tiene también la finalidad practica
de ayudar a controlar masas ingentes de conocimiento
detallado. Por esta razén incluyeron el capitulo sobre cate-
gorfas y funtores, sin ir més alld de introducir el lenguaje
categorico.




Para Lawvere y Schanuel, las categorias no aparecen como
la fase avanzada de un enfoque estructural, sino como
expresion de conceptos muy generales pero a la vez muy
bisicos «que atraviesan las fronteras artificiales que sepa-
ran la aritmética, la logica, el dlgebra, la geometria, el cél-
culo, etc. y por ello sirven como preparacién inicial para
el pensamiento abstracto comtn a las diversas ramas, cla-
sicas y actuales, en que dividimos a la mas antigua de las
ciencias, asi como sus aplicaciones més diversas. Ademis,
a la vez que se conoce la categoria de los conjuntos clasi-
cos, proponen el conocimiento temprano y simultdneo de
otras categorias, en particular de los topos, que dan un
soporte mds flexible a las més variadas partes de las mate-
maticas. Por eso, y con ellos el editor, sostienen que las
ideas y las técnicas de las categorias deberin ser conoci-
das por todo aquel que desee estar al corriente de las
matemdticas y sus aplicaciones, desde los niveles mis ele-
mentales, en el siglo veintiuno.

Como ya decia Klein a principios del siglo que ahora termi-
na, los profesores de matemdticas deben dominar algo més
de lo concreto que tienen que ensefiar, en particular el espi-
ritu matematico de su época. Siguiendo su dictado podemos
concluir que, aunque la materia no se incorpore a los pro-
gramas elementales, los profesores deberfan conocer las
categorfas del modo como son presentadas por Lawvere y
Schanuel. Por otra parte, repasar desde el punto de vista
categorial las matemdticas ya sabidas es un magnifico esti-
mulo para mantener vivo y actualizado el conocimiento. Si
cunde el ejemplo que los autores han dado con su expe-
riencia personal, que algunos entusiastas secundan en diver-
sos niveles educativos, llegar el momento en que los exper-
tos en educacién matemdtica dedicardn su esfuerzo y mejor
preparacion a la didactica de la teorfa de categorias.
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Las posibilidades y peligros
del pensamiento basado

en imagenes en la resolucién
de problemas matematicos*

Norma C. Presmeg

El planteamiento de dos
problemas permite iniciar la
reflexién sobre algunas de
las posibilidades y peligros
del pensamiento basado en
imagenes en matemdticas.
Se infroducen las
definiciones de imagineria,
de pensamiento basado en
imagenes y visualizacién, y
se presentan, a través de
ejemplos, diferentes tipos de
imagineria visual. Se analiza
la efectividad del
pensamiento basado en
imégenes en la resolucién de
problemas, justificando que
la visualizacién no siempre
es efectiva, sino que la
utilizacién de imagenes
visuales puede generar
también dificultades. Se
proponen estrategias de aula
para fomentar y hacer més
efectivo el pensamiento
basado en imagenes en los
alumnos.

* Conferencia leida en Tarra-

gona el 29 de enero de 1998
con motivo del proyecto
TIEM98 patrocinado por el
Centre de Recerca Matemdtica
del Institut d'Estudis Catalans.

Traduccién: Julio Sancho

OMO PARTE de un movimiento mundial de mejora de la
ensefanza y aprendizaje de las matemiticas, en los Esta-
dos Unidos y en otros paises se ha animado a los profe-
sores a usar actividades de resoluciéon de problemas para
ensefiar matemdticas. A menudo, tales actividades se orga-
nizan de forma que los alumnos trabajan en pequefios
grupos de dos a cuatro alumnos en los que se comunican
sus estrategias y soluciones. Los cuatro temas comunes
que aparecen en los «estindares» nacionales en USA (NCTM,
1989 y 1991) son la resolucién de problemas, el razona-
miento, la comunicacion y las conexiones. En esta sesién
también comenzaremos con una actividad de resolucién
de problemas en la que os animaré a trabajar conjunta-
mente y a comunicaros vuestras estrategias y soluciones.
Después de hacer una puesta en comin de todo el grupo
y reflexionar sobre la actividad consideraremos juntos
algunas definiciones de imagineria’, visualizacién y los
constructos relacionados. Esto nos conduciri al ntcleo de
mi presentacidn que trata de la efectividad del uso de ima-
ginerfa en la resolucién de problemas matematicos y tam-
bién algunas de las dificultades potenciales asociadas a
este tipo de cognicion. Finalmente, consideraremos algu-
nas formas de actuar con las que los profesores pueden
animar a los alumnos a usar, en la resolucién de proble-
mas matemdticos, su potencial y evitar los peligros,

Una actividad

Coger un trozo de papel y doblarlo verticalmente por la
mitad. A continuacién, plegar el vértice superior derecho (al
que se llamaré C) hasta la posicién C’ que esté en la linea del
pliegue, como se muestra en la figura 1. Si ahora se dobla el
papel a lo largo de BC', parece que se obtiene un frigngulo
equildtero. 3Es eso cierto?
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Figura 1

Emplear unos . minutos reflexionando sobre la situacién. y
comentandola hasta estar lo suficientemente seguros, de una
forma o de otra, como para convencer a cualquiera de que es
un_ friéngulo equilatero o de lo contrario. 3Puede probarse
vuestra conclusién? sLa demostracion es lo que os ha conven-
cido de ello? sLa demostracion, es formal o informal2

Estas consideraciones ilustran algunas de las posibilidades
y peligros del uso del pensamiento basado en imigenes
en matemdticas, pero antes de fijarnos en las definiciones
y entrar con mayor profundidad en estas cuestiones vamos
a extender esta actividad. Se puede dibujar un circulo, con
bastante precisién, usando el dedo indice verticalmente
para marcar el centro y un rotulador para dibujar la cir-
cunferencia y girar el papel mientras la mano estd quieta.
Se recorta el circulo y se busca y marca el centro plegin-
dolo dos veces. Al plegar tres veces la circunferencia sobre
su centro se obtiene un tridngulo equilitero (podemos
estar seguros de ello por la simetrfa rotacional de la figu-
ra). Por Gltimo, se pliega este tridngulo equildtero en cua-
tro pequefios tridngulos con lo que se forma un tetraedro.

La siguiente cuestidn es: si extendemos las cuatro caras del
tetraedro de forma que tengamos cuatro planos que se
cortan entre si, jen cudntas regiones dividen el espacio? En
primer lugar se intentard imaginar la situacion, luego, se
trabajard con un modelo o de cualquier otra forma que
permita llegar a una respuesta en cada grupo. Cuando la
tengdis, emplearemos algo de tiempo comparando solu-
ciones y métodos.

A partir de estas actividades y de otras, estd claro no sélo
que para algunas personas el pensamiento basado en iméa-
genes es mas ficil que para otras, sino también que algu-
nos prefieren esa forma de pensar cuando resuelven pro-

1

...estda claro
no solo que para
algunas personas

el pensamiento
basado

en imdgenes

es mas facil

que para otras,
sino también que
algunos prefieren
esa forma
de pensar
cuando resuelven
problemas. ..

N. del T. En castellano la pala-
bra «imagineria», traduccién
literal de la inglesa imagery,
tiene una acepcién distinta al
término utilizado en el texto.
Aqui usamos el término imagi-
neria para designar «al con-
junto de imégenes mentales,
no sélo de varias modalidades
como visuales, auditivas tacti-
les y cinestéticas, sino también
de varios tipos dentro de cada
modalidad».

blemas: en efecto, hay visualizadores
para los que el uso de imagineria visual
es esencial en su tarea. He desarrollado
un instrumento para medir Jas preferen-
cias para la visualizaciébn» que se ha
usado hasta ahora en tres paises. Lejos
de demostrar que los alumnos rechazan
el uso de métodos visuales en la resolu-
cién de problemas matemdticos, como
sostenian Eisemberg y Dreyfus (1991), la
grafica siguiente, figura 2, muestra que,
aunque hay diferencias entre los alum-
nos de los tres paises, siempre hay
visualizadores que prefieren el uso de
imdgenes visuales o diagramas en casi
todos los problemas (este punto se dis-
cute con mayor profundidad en Presmeg
y Bergsten, 1995 y Presmeg, 1997). Si es
cierto que algunos alumnos necesitan
trabajar visualmente, entonces estd claro
que este conocimiento es importante
para el profesor. A través de los tiempos,
los buenos profesores han adoptado su
pedagogia a las necesidades de los
alumnos como lo confirmé mi tesis doc-
toral (Presmeg, 1985) en la que algunos
profesores que usaban pocos métodos
de visualizacién cuando resolvian pro-
blemas, sin embargo empleaban peda-
gogfa visual con sus alumnos.

Pero, (qué significan términos como
pensamiento basado en imigenes, vi-
sualizacion, visualizadores? Vamos a
considerar algunas definiciones.

Definiciones de imagineria
y constructos relacionados

El pensamiento basado en imdgenes es
un término deliberadamente amplio que
incluye el uso de imagenes mentales no
s6lo de varias modalidades como visua-
les, auditivas, tictiles y cinestéticas sino
también de varios tipos dentro de cada
modalidad. Las imidgenes visuales pare-
cen ser las que con mis frecuencia se
usan en la resolucién de problemas
matemdticos. En mi investigacién, consi-
deré las imagenes visuales como cons-
tructos mentales que describen informa-
cién visual o espacial (Presmeg, 1987 y
1997). Aunque la imagineria puede estar
implicita en el uso de diagramas, en



DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS DE LAS PUNTUACIONES DE
VISUALIZACION MATEMATICAS
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Figura 2. Preferencias de los alumnos por los métodos visuales en fres paises
papel o pantallas de ordenador, usaré ) Uso de imagineria como una forma
aqui el término de imagineria en el sen- de resolver problemas ‘

tido de constructos mentales. .
La visualizacion la usaré para incluir el En el curso de la investigacion de mi tesis doctoral, a lo
uso de diagramas de diversos tipos largo de un periodo de ocho meses, entrevisté a 54 visua-
(incluyendo grificos de ordenador) e lizadores en su dltimo afio de escolarizacion, dentro de un
imaginacion visual. Visualizadores son sistema de doce cursos. El andlisis de las transcripciones

las personas que cuando tienen que esco- de las 188 entrevistas grabadas indicé que usaron muchas

_ ger prefieren el uso de métodos visuales. clases diferentes de imagineria cuando resolvian proble-




mas matemdticos. Algunos tipos fueron mas efectivos que
otros. Clasifiqué los tipos como se ve en la tabla 1: el
nGmero que va entre paréntesis indica cuintos de los 54
alumnos us6 cada tipo de imaginerfa en la resolucién de
problemas propuestos en las entrevistas basadas en tareas.
Sin embargo, esos nimeros no indican con qué frecuencia
se usd cada tipo por cada alumno. El primer tipo, como
un dibujo en la mente, era de lejos el usado con més fre-
cuencia, aunque no siempre fue el mas efectivo.

® concrefa, imagineria pictérica (dibujos en la mente) {52)

e imagineria de pautas (descripcién de las figuras

de manera inconcreta en forma de pautas) (18)
e imdgenes de férmulas en la memoria (32)
e imagineria cinestética (imagineria visual originada

en el movimiento muscular) (16)
e imaginacién dindmica (en movimiento) (2}

Tabla 1. Tipos de imagineria visual

Hay ejemplos de todos estos tipos en las transcripciones,
algunos de los cuales aparece en los parrafos siguientes.

Imagineria concreta (dibujos en la mente)

Alison estaba resolviendo un problema de trigonometria
en el que se necesitaba trabajar en el segundo cuadrante.

Alison: Entonces seria el seno... segundo cuadrante. Entonces,
180, entonces lo tomo desde 180 ya que éste es su nivel
de agua.

Entrevistador: jOh, es asi como tu lo piensas! 3Y cémo te
ayuda el nivel de agua a saberlo?

Alison: {Oh!, jhuml, tienes... Es como un barco navegando:
realmente puede navegar en esta direccién (indicando
arriba y abajo, es decir, el eje Y). Aqui, éste, es como...
puede. Lo obtienes a partir de ahi. Tomas la mayor parte
de... porque esto es tu 360. También estd allé.

Entrevistador: 3Se te ha ocurrido a ti sola lo del nivel de agua
a alguien te lo ha sugerido?

Alison: No, se me acaba de ocurrir.

Imagineria de pautas
(relaciones puras representadas
en un esquema espacio-visual

Seguro de si mismo y con comodidad, Crispin usé con
frecuencia una imaginacién de pautas, por ejemplo, al
buscar las componentes x e y de un vector.

Crispin: El segmento es cuatro; cuatro veces coseno de 120.
Tienes los cuatro cuadrantes luego el coseno es, estard en
el segundo cuadrante luego es negativo. Es mejor que fe
muestre como lo veo. Seno, coseno, tangente: el seno es
+ + ——, el coseno es + — - +, la tangente es + — + —.

Los alumnos
a menudo wen»
la fotografia
de una formula
escrita
en la pizarra

0 en su cuaderno.

Entrevistador: Entonces, stu no necesitas un
dibujo de los cuadrantes, sélo necesi-
tas esta pauta?

Crispin: De nuevo es ofra pauta. De hecho
tengo unas cuantas.

Entrevistador (resumiendo més tarde): Lo
importante era la pauta.

Crispin: S, la regularidad, es lo que te ayuda.

Imégenes memoristicas
de férmulas

Los alumnos a menudo «wen» la fotogra-
fia de una férmula escrita en la pizarra
o en su cuaderno.

Jeni (describiendo la férmula del médulo de un
vector): Lo sé, es como si fuviera su foto
en la cabeza. Tenemos, como el vector y

luego las dos lineas del valor absoluto.

Entrevistador: jOh, ya veol, es la foto de la
formula, gno es asi? 3Ves el vector con
las lineas del valor absoluto?

Jeni: Si, y después la raiz cuadrada.

i)

Al final de la entrevista, Jeni le dijo al en-
trevistador que habia visualizado su cua-
derno y entonces habia visto la férmula.

Imagineria cinestética (que
implica actividad muscular)

Sue «pasea» alrededor de cuadrantes
imaginarios con sus dedos para identi-
ficar donde la tangente de un angulo
era negativa. Alison «ecorrié» cuatro o
cinco vectores de un extremo al otro
para ilustrar su concepto de desplaza-
miento. Muchos alumnos trazan con
sus dedos la imagen de una pardbola o
de una hipérbola, sobre todo cuando

no pueden recordar sus nombres.

Imagineria dingmica
(movimiento)

Paul estaba intentando resolver el
siguiente problema. El diagrama estaba
originalmente inclinado pero Paul lo
redibujo y lo alined con su pdgina.
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1do el cuadrado ABCD, cuya drea es 4
idades cuadradas y los puntos medios
de los lados AB y DC, E y F, encontrar el
ea de AECF {como paso previo habré
que probar que es un paralelogramo)

Paul: Cuatro unidades cuadradas... {12
segundos)

Entrevistador: Piensa en la mitad del cua-

drado.

Paul: La mitad de mi cuadrado deberd
tener 2 unidades cuadradas... Parale-
logramo... iTendré& dos unidades!

Paul explicé que después de ver que el
rectingulo de arriba era de dos unida-
des cuadradas «deslizé» el paralelogramo
entre las paralelas hasta ponerlo en el
lugar del rectingulo, usando una ima-
gen en movimiento.

En la siguiente seccidn se analiza la efec-
tividad de los diferentes tipos de imagi-
nacién en la resolucion de problemas.

~ Las posibilidades
_ del pensamiento basado
en imagenes

Las imdgenes intensas de cualquier
tipo, tienen ventajas mnemotécni-
cas (varios alumnos se sirvieron de
forma efectiva de imagenes intensas
de tridngulos especiales con 4dngu-
los de 45° y de 60°).

Las imdgenes concretas son efecti-
vas en alternancia con modos no
visuales tales como el anilisis 16gi-
co o uso facil no visual de féormulas
(muchos alumnos demostraron esta
eficacia).

La imaginacién dindmica es poten-
clalmente efectiva (la imagen dind-
mica de Paul ilustra este aspecto).

Lo concreto
de una tinica
imagen puede ir
asociada a detalles
irrelevantes
o puede introducir
detalles falsos.

Una imagen
incontrolable
puede ser
persistente
Y de esa manera
impedir
la apertura
de caminos
mas provechosos

e La imaginacidn que estd al servicio de una funcién
abstracta es potencialmente efectiva:

a) Haciendo concreto el referente (el nivel de agua de
Alison es un ejemplo del uso metaférico de una
imagen concreta con una finalidad practica).

b) Imagineria de pautas (la imaginerfa de pautas de
Crispin fue efectiva en varias ocasiones).

La imagineria no siempre fue una ayuda para estos visua-
lizadores. En la siguiente seccion se ilustran algunas difi-
cultades.

Peligros potenciales

1. Lo concreto de una Gnica imagen puede ir asociada a
detalles irrelevantes o puede introducir detalles falsos
(si las lineas de un diagrama parecian paralelas las
tomaron como tales; una linea que parecia tangente
fue tomada como si lo fuese de hecho).

2. Una imagen estindar de una figura puede inducir un
pensamiento poco flexible que impida reconocer un
concepto en un diagrama no estdndar. (En primer
lugar los diagramas estindar de los teoremas dificul-
taron el razonamiento de muchos alumnos. En segun-
do, antes de que Paul pudiera resolver el problema
del drea descrito mds arriba, tenfa una imagen de un
cuadrado con una pequefa cruz en el interior: «cuatro
unidades cuadradas». Tuvo dificultad para romper con
esta imagen y reconciliarla con el paralelogramo
dado, hasta que el entrevistador le sugirié que pensa-
ra en la mitad del cuadrado original).

3. Una imagen incontrolable puede ser persistente y de
esa manera impedir la apertura de caminos mais pro-
vechosos (en otro problema diferente, Paul tenfa una
imagen prototipica de una paribola simétrica respecto
del eje Y, que dificultd la resolucidn).

4. Especialmente si es vaga, la imaginerfa que no estd
asociada a un proceso de pensamiento analitico rigu-
roso puede ser de poca ayuda (esta dificultad surge
repetidamente).

Todos estos peligros estin relacionados de una u otra
forma con la dificultad de generalizar una imagen que es,
por su naturaleza, un caso concreto. Por tanto, podria
decirse que los peligros son problemas de generalizacion.
Las formas en las que estos problemas pueden aparecer
quedan ilustrados en el uso metaférico del nivel de agua
en el caso de Alison y en la imaginacién de patrones de
Crispin. Ademads de presentar los diagramas en orientacio-
nes variadas, ¢qué podemos hacer los profesores para
ayudar a los alumnos a hacer més efectivo el uso de su
imagineria?



;De qué forma pueden los profesores
¢

ayudar a los alumnos a usar las
potencialidades y evitar los peligros?

A continuacién se dan algunas aspectos que pueden faci-
litar el pensamiento visual (Presmeg, 1985).

e Un ambiente de clase controlado, pero que es relaja-
do y sin apresuramientos.

e El uso de dibujos por el profesor: aparecen diagramas
que no son indispensables.

e Uso de la imagineria del profesor: el profesor muestra
mediante gestos o de otra forma que estd usando una
imagen.

e Uso de la imagineria de los alumnos: el profesor les
pide a los alumnos que se hagan una imagen o que
piensen en figuras en movimiento.

e Uso de un componente movil: se usa el brazo, dedo
o el cuerpo en movimiento de los alumnos; el uso de
modelos manipulativos y concretos.

e Uso del color: por el profesor y por los alumnos.
o Ensefianza sin barreras metodolégicas: el profesor
— apela a la intuicién de los alumnos;
— usa métodos de busqueda de patrones;

retrasa el uso del simbolismo;

|

|

usa deliberadamente conflictos cognitivos;

— muestra y acepta métodos alternativos.

Uno de los resultados mds sorprendentes e inesperados de
este proyecto de investigacion (descrito con mis detalle en
Presmeg, 1997) fue que para estos visualizadores la ense-
fianza de un grupo de profesores «wisual» que aplicd estos
consejos en sus clases no fue tan efectiva como la del grupo
«medio» que empled alguno de los consejos, pero que enfa-
tizaba la generalizacién y la abstraccién en su metodologia.
Los visualizadores normalmente tenfan dificultad en las cla-
ses de los profesores o visuales» incluso cuando estos pro-
fesores eran efectivos con otros alumnos. Por tanto, parece
ser importante que los profesores animen al uso de méto-
dos visuales, por ejemplo, por los medios descritos més arri-
ba, pero teniendo cuidado de los peligros relacionados con

el uso de la imaginerfa en movimiento,
diagramas en orientaciones y la imagine-
ria de patrones que representan relacio-
nes puras espacio-visuales.
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Estudio sobre implicaciéon légica:
modelos practicos,

modelos teéricos y claridad

de las situaciones modélicas

Alberto Martinez Delgado

Después de contextualizar
tedricamente el problema de
la formacién del
pensamiento logico, el autor
describe el estudio empirico
que ha llevado a cabo sobre
la relacién sujeto-objefo en el
razonamiento por
implicacién légica.

El objetivo de la
investigaciéon consiste en la
comprobacién de si las
relaciones de implicacién se
resuelven mejor en
situaciones vinculadas a la
vida préctica, con
enenuciados abstractos
generales o, dentro de un
planteamiento abstracto, en
situaciones de enunciado
eliminador de ambigiedades
de interpretacién.

JONTEXTO TEORICO: el problema de la

formaciéon del pensamiento légico

El pensamiento légico retne, en un grado de extremo
contraste, dos caracteristicas que han jugado un papel his-
torico como polos interpretativos del conocimiento; estas
caracteristicas pueden sintetizarse en su universalidad y en
su aplicabilidad. La validez universal de la 16gica, su inde-
pendencia de contingencias materiales y el hecho de que
se constituya en la mente humana con cierta, al menos,
independencia de la experiencia personal, facilita una
vision de la logica como manifestacién de una sustancia,
el espiritu, radicalmente distinta de la materia sensible. Por
otra parte, la aplicabilidad general del pensamiento 16gico
a situaciones cientificas y de la vida ordinaria y el hecho
de que en su funcionamiento pueda observarse la influen-
cia de la experiencia, invitan a una interpretacién no dua-
lista de la realidad. Dos planteamientos filos6ficos cuya
contraposicidn, a pesar del auge actual del «pensamiento
Gnicor, persiste. Los intentos para unificar o conciliar los
polos que frecuentemente se representan como mente y
realidad sensible (o en una tendencia mas espiritualista,
alma y materia), no pueden considerarse definitivos, a
pesar del prestigio de los enfoques de Kant, reivindicados,
por otra parte, por distintas tendencias.

La presencia del dualismo y del monismo no se reduce, a
pesar de su importancia, a los problemas de las esencias
de las cosas y de las sustanciasy causas Gltimas, aspectos
que pueden considerarse como metafisicos, y por lo tanto,
irresolubles, al menos cientificamente. Dentro de plantea-
mientos filoséficamente monistas, como los representados
por el materialismo marxista de Lenin, surge una forma de
dualismo al analizar la relacidn teorfa-prictica; aunque se
conceda primacia a la prictica sobre la teorfa, ésta con-
serva un importante papel en su relacién dialéctica con la



préctica, «iega» sin la orientacién de la teorfa. La separa-
cion teorfa-prictica, al menos en su origen, llega a plas-
marse en la idea leninista (y kautskiana) de que dos obre-
ros no podian tener conciencia socialdemécrata. Esta sélo
podia ser introducida desde fuera..., la doctrina del socia-
lismo ha surgido de teorias filoséficas, histéricas y econo-
micas...» (Lenin, 1975, tomo I: 142).

Dentro de la misma corriente monista del materialismo
dialéctico aparece una dualidad, de importancia epistemo-
logica y educativa, entre las contradicciones internas y las
contradicciones externas como motores del desarrollo:

...los cambios en la naturaleza se deben principalmente al desa-
rrollo de las contradicciones internas en la naturaleza [...] las cau-
sas externas constituyen la condicién de los cambios y las causas
internas la base de los cambios [...] las causas externas actoan a
través de las causas internas (Mao Tsedung, 1974: 21-32).

En el terreno epistemoldgico-educativo adquiere especial
relieve la dualidad sujeto-objeto, incluso dentro de posi-
ciones filoséficas no manifiestamente dualistas. A pesar del
papel relativo de los conceptos de sujeto y de objeto, que
pueden suponerse como elementos de una misma natura-
leza, puede establecerse una diferenciacién entre ellos en
funcién de la existencia de membranas de separacion, de
estructuras diferenciadas y del desempefio de papeles bio-
l6gicos y culturales distintos.

Piaget (1977: 48), dentro de su visidn bioldgica del
conocimiento, plantea con claridad el problema y la im-
portancia de la relacidn entre el sujeto y el medio:

...fodo conocimiento, de la naturaleza que sea, plantea el pro-
blema de las relaciones entre el sujeto y el objeto, y este proble-
ma da lugar a maltiples soluciones, segin que se atribuya este
conocimiento al sujeto solamente, a una accién del objeto o a
interacciones de diversas formas.

La posicién de Piaget, centrada en la identidad basi-
ca entre la cognicion y los procesos vitales de asimilacién
y acomodacién, no disuelve la dualidad sujeto-objeto,
como posteriormente ha hecho el constructivismo radical
en su nombre, aunque otorga la primacia al sujeto (de
forma similar a la opinién marxista mencionada acerca de
las contradicciones internas y las externas). Asi, Piaget
(1978: 121) sostiene:

...hay que buscar el factor primordial, no en las acciones negati-
vas {pura seleccién) o positivas (esquema estimulo-respuesta o ER)
de ese entorno, sino en las acciones que el organismo o el suje-
to ejercen sobre ese entorno, y esto gracias a iniciativas esen-
cialmente endégenas [...] el entorno desempeifia un papel funda-
mental en todos los niveles, pero a titulo de objeto de conquista
y no de causalidad formadora, habiéndose de buscar ésta, y de
nuevo en todas las escalas, en las actividades endégenas del
organismo y del sujeto...

No es este el momento oportuno para una discusion ted-
rica sobre el caricter conformador o no del medio, ni para

La rotundidad
de la primacia
del sujeto
en la cognicion,
es coberente con
otras posiciones
piagetianas como
la controvertida
rigidez
cronologica en
el establecimiento
de distintas etapas
de desarrollo
y el isomorfismo
entre estructuras
internas
de la mente
Y las estructuras
matemdticas
que sirvié de base
a una avalancha
de matemdltica
moderna
en la escuela
elemental.

analizar hasta qué punto es coherente la
idea de fenocopia defendida por Piaget
con la negativa a reconocer al medio
externo un cierto papel estructurador
del conocimiento. Constatemos, sin
embargo, la existencia de cierta ambi-
giiedad en la dltima formula que hemos
recogido de Piaget —ambigtiedad de la
que dificilmente podremos deshacer-
nos— proveniente de que la rechazada
influencia conformadora del medio, rea-
parezca a través de las aceptadas «activi-
dades endoégenas» que remiten de
nuevo al exterior del sujeto, a pesar de
su origen interno.

La rotundidad de la primacia del sujeto
en la cognicién, es coherente con otras
posiciones piagetianas como la contro-
vertida rigidez cronolégica en el esta-
blecimiento de distintas etapas de desa-
rrollo y el isomorfismo entre estructuras
internas de la mente y las estructuras
matemdticas que sirvié de base.a una
avalancha de matemdtica moderna en
la escuela elemental.

La problemdtica anterior se concreta al
tratar del razonamiento 16gico o formal,
y en particular respecto al razonamiento
basado en la implicacion 16gica (del que
nos ocupamos especificamente en este
trabajo), en la importancia concedida, en
la formacién de dicho razonamiento a
las estructuras puramente formales de la
mente y a la experiencia practica, fruto
de relaciones con el medio exterior.

Independientemente de la postura de
Piaget respecto a la influencia o no del
medio en el razonamiento formal (sobre
la que pueden encontrarse algunas
variaciones a lo largo de los escritos de
Piaget), se ha formado, en el marco del
constructivismo (sobre todo de tenden-
cia psicolégica o cognitiva), y como
reaccion, en gran medida justificada
frente al conductismo, una negacién de
la influencia conformadora del medio
exterior (incluso de la propia existencia
del objeto exterior) en el la formacion
del conocimiento.

El paradigma constructivista en la ense-
flanza, predominante en los niveles ofi-
ciales, predominio que podria vincular-
se con la hegemonia del «pensamiento



Gnicor, NO parece gozar, sin embargo,
de un apoyo similar entre el profesora-
lo practicante. Esta contradiccion entre
dministracién educativa y estamentos
académicos, por un lado, y «pricticos»
de la ensefianza, por otro, asi como la
necesidad de debate cientifico y de dis-
cusion ideologica para el progreso de la
ciencia, reclama la realizacién de traba-
os empiricos y experimentales, no
“soimetidos a obediencia, sobre puntos
cruciales del conocimiento como pue-
den ser el pensamiento légico y su rela-
ci6n con el medio entorno, y ello a
pesar del rechazo de estos métodos de
investigacién por parte del construc-
tivismo radical.

 La investigacion propuesta
en este trabajo.
Objetivos e hipotesis

En el contexto tedrico del que hemos
. sefialado algunas notas caracteristicas, y
desde posiciones de no adscripcion
conductista ni constructivista, nos
hemos propuesto realizar un estudio
empirico, y con una componente expe-
rimental, sobre la relacién sujeto-objeto
en el razonamiento por implicacién
légica, en sujetos que, de acuerdo con
las etapas descritas por Piaget, ya han
alcanzado la fase de razonamiento for-
mal y, en consecuencia, desde el punto
de vista piagetiano, Ja forma operatoria
se disocia entonces en su totalidad del
contenido del pensamiento» (Inhelder y

Piaget, 1972: 225).

El objetivo de esta indagacion consiste
en la comprobacion de la existencia o
no de un impacto significativo en el
pensamiento formal de aspectos expe-
rienciales y de modelizaciones de la rea-
lidad, especialmente en cuanto éstas no
ofrezcan ambigiiedades interpretativas
notables. Se tratard de comprobar empi-
ricamente si las relaciones de implica-
cion se resuelven mejor en situaciones
vinculadas a la vida préactica, con enun-
ciados abstractos generales o, dentro de
un planteamiento abstracto, en situacio-
nes de enunciado eliminador de ambi-

Se tratard
de comprobar
empiricamente
si las relaciones
de implicacio
se resuelven mejor
en situaciones
vinculadas
a la vida prdctica,
con enunciados
abstractos
generales o,
dentro de
un planteamiento
abstracto,
en situaciones
de enunciado
eliminador
de ambigtiedades
de interpretacion.
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gliedades de interpretacion. Como situaciones vinculadas
con la experiencia prictica de los sujetos observados se
utilizard la referencia al funcionamiento de vehiculos de
motor, y como situacién abstracta, relativamente artificial y
lejana, pero formulada con mayor precisién y simplicidad
que la que resulta incluso de situaciones familiares, utili-
zaremos un enunciado formalizado referente a un sistema
juridico penal «perfector; la estructura de la norma juridica
«i es A debe ser B» de Kelsen ha sido privada del relati-
vismo que, en la prictica socio-politica, conlleva el «deber
ser juridico.

El objetivo sefialado se concreta en el andlisis de las seis
hipétesis siguientes, establecidas de forma escalonada, las
tres primeras de las cuales pueden considerarse de carc-
ter empirico, observacional, y las otras tres de tipo experi-
mental, formuladas estas Gltimas, sobre la base de consi-
derar la resolucion de implicaciones «pricticas» y de impli-
caciones abstractas «precisas» como tratamientos experi-
mentales, dentro de un disefio tipico pretest-postest:

Hipdtesis 1.4 (H1): Si llamamos ILG (implicacién logica
general) a la variable que mide el rendimiento en la reso-
lucién de tareas de implicacion l6gica general, bajo enun-
ciado tipico de teorema de Matematicas «si A, entonces B,
y llamamos IPF (implicacién prictica familiar) a la variable
que recoge los resultados en la resolucién de tareas de
implicacién referida a situaciones que tienen una conno-
tacidén practica relacionada con la vida cotidiana, en la
forma de enunciado «cuando se acaba el combustible de
un vehiculo se para el motor del mismo», el rendimiento
medio en la primera variable u(ILG) sera significativamen-
te menor que en la segunda p(IPF):

H1: WILG) < u(PP).

Esta hipétesis ha recibido ya apoyo empirico en otras inves-
tigaciones, subrayando la importancia de un «contexto rea-
lista» (Wason y Johnson-Laird, 1972: 193;...), o el papel del
contexto social (Newman, Griffin y Cole, 1989; Duschl,
1995;...), y hasta que el constructivismo se ha convertido en
doctrina hegemonica, parecia formar parte de las evidencias
comunes. Borrizas Veses y Carrillo Quintelo, (1987: 73),
sefialan cierto acuerdo generalizado en torno a esta hip6te-
sis, manifestando que «numerosos tests, [...], muestran que
el razonamiento légico es muy diferente ~y mucho mas
facil- en un contexto familiar que en una situacién més for-
mal l6gicamente hablando» y, aunque previamente habian
admitido ciertas reservas (ibidem: 69), mantienen:

...una de las razones esgrimidas para explicar los pobres resul-
tados [...] ha sido que se proponen situaciones poco realistas y
muy abstractas [...]. Aunque las variaciones pueden ser de muy
distinta indole, parece que, en efecto, puede afirmarse que un
contexto més favorable contribuye a aumentar la proporcién de
éxitos. gEn qué medida? Eso no es facil de asegurar ya que
depende grandemente de cudl sea la situacién concreta que es
objeto de estudio...




Hipdotesis 2.9 (H2): Los resultados, comparados por la
media aritmética (W), de la variable implicacion lbgica
general (ILG), son inferiores, significativamente, a los de la
variable resolucion de tareas sobre implicaciones abstrac-
tas «precisas» (IAP), poco relacionadas con la vida prictica
cotidiana, pero cuyo enunciado elimina algunas ambigtie-
dades sobre las relaciones antecedente-consecuente, tareas
referidas a «un sistema penal, en el que todos los delitos
son sancionados y donde no se castiga a inocentes» y en
el que «se sabe que si se comete el delito A se es conde-
nado con la pena C y que si se comete el delito B también
se es condenado con la pena C»:

H2: pdLG) < WIAP).

El contenido de esta hipétesis se presta a distintas inter-
pretaciones, segin el paradigma epistemoldgico que se
adopte; entre ellos cabe destacar la posibilidad de una
interpretacion constructivista que, en contra de la hipote-
sis primera o modificando profundamente su inspiracién
realista, resalte la importancia de la construccion misma
realizada por el sujeto sobre la base material que puede
servir de base, al menos en parte, a dicho constructo. Sin
embargo el planteamiento de la actividad a que se some-
te al sujeto referente a esta hipotesis, no facilita esta inter-
pretacion por el cardcter transmitido, y no creado, del
constructo sobre el que se realiza la prueba.

Hipdotesis 3.7 (H3): Los resultados medios (W), de la varia-
ble IPF (implicacién practica familiar) son significativa-
mente inferiores a los de la variable TAP (implicaciones
abstractas «precisas»):

H3: WIPF) < W(dIAP).

Esta hipotesis es susceptible de interpretacion en contra-
posicién con el paradigma realista que subyace en la
hipétesis primera, aunque dicha interpretacién no se
impone necesariamente.

Hipotesis 4. (H4): Si consideramos la resolucion de tare-
as de implicacién practica familiar (IPF) como un trata-
miento experimental (variable independiente: TRAT-IPF)
capaz de modificar los resultados en resolucién de tareas
de implicacion logica general (ILG), en el papel de varia-
ble dependiente, el progreso medio (PROG-ILG) en la
variable ILG (obtenido mediante diferencia entre los resul-
tados antes del tratamiento —pretest—y los obtenidos, en la
misma variable después del tratamiento —postest=) es
superior, de forma significativa, al progreso medio obteni-
do, en la variable ILG, medido también por la diferencia
postest-pretest, en el grupo de control, no sometido a tra-
tamiento propiamente dicho (CONT):

H4: [ pePROG-ILG) > [ (PROG-ILG).

Hipotesis 5.9 (H5): Si, de forma alternativa, consideramos
la resoluciéon de tareas de implicacion abstracta «precisa»
(IAP) como tratamiento experimental (variable indepen-
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esta interpretacion
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transmitido,
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del constructo
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diente: TRAT-IAP) capaz de modificar
los resultados en resolucion de tareas de
implicacién légica general (ILG), tam-
bién en esta hipotesis en el papel de
variable dependiente, el progreso
medio (PROG-ILG) en la variable ILG
(obtenido también en ese caso median-
te diferencia postest-pretest) es superior,
de forma significativa, al progreso
medio obtenido, en la variable ILG,
medido también por la diferencia pos-
test-pretest, en el grupo de control
(COND):

H5: [y PROG-ILG) >
(PROG-TLG).

> H CONT
Hipdtesis 6.° (H6): Si, por Gltimo, com-
paramos el progreso medio realizado en
la variable «<dmplicacién légica general»
(ILG) tras el tratamiento mediante ejer-
cicios de implicacién abstracta «precisa
(TRAT-IAP) y el progreso (en ILG)
correspondiente al tratamiento con ejer-
cicios de implicacién prictica familiar
(TRAT-IPF), establecemos como hipéfe~
sis que el primer progreso es significati-
vamente superior al segundo:

HG: [, (PROG-ILG) >
(PROG-ILG)

> “’ TRAT-IPF
Esta hipotesis requiere algin comenta-
rio justificativo de por qué, a priori,
concedemos una mayor eficacia al trata-
miento «abstracto preciso» que al de
connotaciones «pricticas familiares».
Conviene dejar claro que las tres formas
de razonamiento sobre implicacién que
utilizamos como variables estdn referi-
dos a enunciados verbales y no a mani-
pulaciones concretas con objetos. Las
tres formas consideradas forman parte
de la légica de proposiciones, aunque
con distintos contenidos y evocaciones,

Desde el punto de vista de la hipotesis
cuarta (H4), la presentacion de una refe-
rencia a situaciones familiares, en las
que la implicacidn se presenta con bas-
tante nitidez, y que muestra con base en
la experiencia del sujeto la existencia de
distintos antecedentes de la implicacion,
supone una mejora significativa en la
resolucion de formulaciones «similares»
de caricter abstracto, sin evocaciones
experienciales directas ni aclaraciones



iadicionales. Por otra parte, desde la
perspectiva de la hipotesis quinta (H5),
o] razonamiento condicional sobre
sif.uaciones no familiares, formuladas de
;forma abstracta, pero con datos inequi-
vocos que permiten distinguir la impli-
cacion de la equivalencia, haciendo
_explicito como dos, o mis, antecedentes
diferenciados conducen a una misma
situacién final como consecuente, pro-
duce una mejora significativa en la reso-
lucion de formulaciones «similares» de
cardcter «abstracto generals, sin indica-
Ciones experienciales directas ni aclara-
ciones adicionales que permitan afirmar
~ si el antecedente presentado es Ginico o

no.

Vemos, por lo tanto, que en ambos
‘casos la base de una acertada resolucion
de razonamientos condicionales, se
encuentra fundamentalmente en la clari-
- dad semidntica de la situacién que se
debe resolver. Esta claridad puede pro-
venir de una base experiencial de con-
tornos suficientemente precisos, espe-
. cialmente en lo que se refiere a la exis-
tencia de otros antecedentes distintos
del formalmente presentado (en el caso
de pararse el motor por falta de com-
bustible, pensar en otras razones por las
que el motor puede pararse: averia,...);
pero también puede dimanar la claridad
semdntica de la delimitacién explicita de
la existencia de mds de una condicion
como antecedente. ;Cudl de las dos cir-
cunstancias, existencia de evocacion
practica o definicién explicita de ante-
cedentes, conduce a mejores resultados
en la resoluciéon de ejercicios de impli-
cacién? Nos hemos inclinado a favor de
la definicién explicita de antecedentes,
como muestra la hipotesis sexta (HO),
por considerar que aunque la referencia
_ préctica puede suponer una cierta luz
sobre la concatenacion entre causa, o
causas, y efecto, también pueden pro-
ducirse, con cierta facilidad, interferen-
cias motivadas por la reflexién sobre
elementos adicionales, no pertinentes al
desnudo esquema de la implicacion,
que hacen mds compleja la situacidn y
no facilitan la rotundidad propia de la
implicacién formal.

Cuando
la realidad
evocada 1o
es suficientemente
lajante,
en relacion
a lo que el sujeto
de la prueba
puede deducir
de las intenciones
del examinador,
o cuando falta
un correlato
Jactico
en que apoyarse,
puede producirse
un desconcierto
conducente
a un mayor
fracaso
en la resolucion
de las tareas
propuestas.

Desde este punto de vista gran parte del fracaso en la reso-
lucion de ejercicios de implicacién podria proceder de una
intencionalidad cientifica por parte del sujeto que, mds que
en el mero enunciado formal quizas mitificado por el apa-
rato académico, busca en la realidad que el enunciado
puede evocar, si la relacién que se presenta conlleva un
antecedente o mas de uno. Cuando la realidad evocada no
es suficientemente tajante, en relacién a lo que el sujeto de
la prueba puede deducir de las intenciones del «xamina-
dor, o cuando falta un correlato fictico en que apoyarse,
puede producirse un desconcierto conducente a un mayor
fracaso en la resolucién de las tareas propuestas.

La postura que hemos planteado, sobre la claridad en la
unicidad o no del antecedente, coincide, en lineas gene-
rales, con la defendida por Lawson (1992), con su «eoria
de hipétesis maltiples», segin la cual dos tests de razona-
miento operacional formal realmente miden hasta qué
punto las personas han adquirido la habilidad de iniciar el
razonamiento con mis de una condicién antecedente
especifica» (p. 965). Sin embargo, esta capacidad de ima-
ginar distintos antecedentes quizds debiera enmarcarse en
la cuestién, mas amplia, de la delimitacién semantica de la
situacion y del propésito general del sujeto de ir més alld
de los términos formales, buscando alguna base real.

La necesidad de un enfoque no restringido a la unicidad o
no de antecedentes, se deduce no solo de la critica a la
teoria de Lawson, formulada por Preece (1993), basada en
la discrepancia entre la clasificacion, realizada por el pro-
pio Lawson, de las dificultades de las distintas tareas para
imaginar distintos antecedentes y la clasificacién, del
mismo aspecto, realizada por estudiantes.

La incidencia de la unicidad o pluralidad de antecedentes
en la implicacion se traduce, en la perspectiva de Lawson,
en la adopcidn de un «patrén condicional» (varios antece-
dentes) o de un «patrén bicondicional» (un solo antece-
dente), de manera que la suma de los que emplean uno u
otro «patrén» debiera aproximarse al 100% de los sujetos.
Sin embargo, como se comprueba con los propios datos
de Lawson, en la mayoria de las pruebas realizadas, dicho
porcentaje oscila entre un 73,3% y un 80%, pasando por
un 76% para la prueba del «ombustible de un coche...».
Pero mas relevante nos parece el hecho —que no hemos
encontrado que sea destacado por el autor— de que en la
cuarta tarea de Lawson, de las «cuatro tarjetas», clasificada
por éste como «arbitraria» («Si hay una E en la parte delan-
tera de una tarjeta, entonces hay un 4 en la parte poste-
rior...», p. 975), y, sobre todo, en la quinta tarea propues-
ta por Lawson, que él clasifica, curiosamente, como «mate-
rial» («Si Hitler fue un gran hombre, entonces yo soy el tio
de un mono...») (p. 975), los porcentajes de ambos «patro-
nes» desciende hasta aproximadamente un 58,5% y un
54,5%, respectivamente, casi 20 puntos por debajo del por-
centaje inferior de las cinco tareas que podemos conside-
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rar mds propicias al enfoque de los «antecedentes multi-
ples». Esta notable variacién sugiere que ante conexiones
condicionales caprichosas, como la cuarta (.E-4»), o dispa-
ratadas (o incluso repugnantes para los sujetos), en el sig-
nificado del antecedente y del consecuente, como la quin-
ta (Hitler-mono»), las respuestas de los sujetos parecen
afectadas sustancialmente por otros motivos; de ahi nues-
tra propuesta de que los aspectos semdnticos de los enun-
ciados, su relacién con realidades mis o menos reconoci-
das, sean objeto de investigacion en trabajos posteriores.

Disefio de la investigacién

En este estudio distinguiremos el disefio correspondiente
a la parte empirica (tres primeras hipdtesis) y la parte refe-
rente a la parte experimental (las otras tres hipétesis), con
elementos generales de planificacién en gran parte comu-
nes a ambos aspectos (muestras, variables estudiadas y
medida de las mismas...).

La parte experimental puede encuadrarse como un «dise-
fio de grupo de control pretest-postest (Campbell y
Stanley, 1973: 23), aunque con la deficiencia de no haber-
se producido una aleatorizacién formal de los integrantes
de cada grupo, por las condiciones objetivas que se impo-
nen en la formacién de los grupos de estudiantes (agru-
pamiento por asignaturas optativas...); esta falta de alea-
torizacién inicial (aunque la asignacion de tratamientos a
cada uno de los grupos si se ha producido aleatoriamen-
te) hace que Campbell y Stanley califiquen el disefio de
cuasiexperimental. La toma y tratamiento de datos serd de
tipo cuantitativo, con tratamiento estadistico paramétrico.
En particular, la comparacion de los resultados y estadisti-
cos relacionados las hip6tesis formuladas la realizaremos a
través del test de hipdtesis de ¢ de Student, una prueba
cuyos resultados «10 se ven seriamente afectados, aun
cuando no se hayan cumplido los supuestos del modelo»
(Arnau Grass, 1986: 38). El nivel de significacion, para
considerar estadisticamente respaldada cada hipoétesis (for-
mulada como alternativa a la <hipétesis nula» correspon-
diente), lo hemos fijado en el valor P = 0,05, «aceptable
para la mayorfa de los investigadores» (Keppel, 1982: 69).

La poblacién objeto de estudio estd constituida por estu-
diantes del Curso de Orientacién Universitaria, adolescen-
tes con un curriculum académico y vital relativamente
comin (entre otros aspectos con conocimiento de teore-
mas de matemiticas de implicacidén y bicondicionales),
con edades situadas alrededor de los 17-18 afios (etapa del
razonamiento l6gico formaD.

La muestra directamente sometida a observacién y experi-
mentacion estd formada por 98 alumnos de COU del
Instituto de Secundaria Tartesos de Camas (Sevilla), dividi-
dos en tres grupos: el grupo sometido a pruebas de «dmpli-

La toma
Y tratamiento
de datos
serd de tipo
cuantitativo,
con tratamiento
estadistico
parameétrico.

La poblacion
objeto de estudio
esta constituida
por estudiantes

del Curso
de Orientacion
Universitaria. ..

cacion abstracta precisa» (sistema pe-
nal...»), GRB (IAP), formado por 36
alumnos, el grupo que ha realizado las
pruebas de dmplicacién prictica fami-
liars, GRC (IPF), formado por 38 alum-
nos, y el grupo en funciones de grupo
de control, no sometido a un tratamien-
to especifico (aunque bajo condiciones
equiparables a las de los otros dos gru-
pos propiamente experimentales), GRA
(CON), formado por 24 alumnos.

Las variables principales consideradas
ILG, IPF y IAP, son objeto de medicién
a través de respectivas pruebas (ver
paginas siguientes), contabilizando las
respuestas correctas en cada uno de los
items. A partir de estas variables y para
someter a prueba estadistica la eficacia
de los tratamientos sobre la variable
ILG, hemos definido también las corres-
pondientes medidas de progreso (en
cada ftem, y globalmente), por diferen-
cia de los resultados del postest y del
pretest. La prueba de la primera varia-
ble, empleada en todos los pretest y
postest, asi como en el tratamiento (o si
se prefiere placebo) del grupo de con-
trol, recoge las cuatro formas que pue-
den presentarse en un teorema de mate-
miticas (directo: H = T; reciproco: T =
H; contrario: H' = T'; contrarreciproco:
T' = H', donde ' indica negacioén).

El orden de los ftems en el pretest y pos-
test es idéntico, con la intencién de evi-
tar posibles diferencias motivadas por la
diferencia de orden en la preguntas for-
muladas. Sin embargo, cuando esta prue-
ba se ha administrado como placebo, se
ha seguido un orden distinto entre los
items, coincidiendo con el orden seguido
en los ftems de los dos tratamientos; con
ello hemos intentado impedir efectos
memoristicos en las respuestas del trata-
miento y del postest y, por otra parte,
homogeneizar las condiciones de los dos
tratamientos y del placebo.

El instrumento para medir la variable
dmplicacién prictica familiar (IPF), uti-
lizada como tratamiento en uno de los
grupos, consta de una prueba (si se
acaba el combustible ..., se para el mo-
tor...») similar a la utilizada por Lawson
(1992: 974). la variable «dmplicacién



_ abstracta precisa» (IAP) se basa en la
estructura indicada por Kelsen para la
norma juridica.

Para controlar la posible accién de otras
variables de maduracién o ambientales
se ha procurado realizar las pruebas en
las condiciones mas parecidas posibles.
. Cada grupo ha realizado las pruebas de
. pretest-tratamiento-postest en una mis-
ma sesion, de forma sucesiva, y previa
retitada de una prueba antes de comen-
- zar la siguiente, y sin que los alumnos
intercambien informacién durante las
pruebas o entre ellas. El tiempo emple-
ado en la resolucion ha sido de aproxi-
madamente 10 minutos para cada una
de las pruebas. Los dos grupos propia-
mente experimentales han realizado la
prueba el mismo dia, en noviembre de
1996, en proximidad de temas del pro-
grama de COU (teorema de Bolzano,
Teorema de Rolle...), en que una
correcta utilizaciéon de la implicacion
adquiere especial relieve; el grupo de
control, sin embargo ha realizado la
prueba en diciembre de 1996.

Desarrollo y resultados
de la experimentacién

Para interpretar los resultados obtenidos
y, sobre todo, para nuevos trabajos, es
interesante recoger las opiniones (a pos-
teriori) de los alumnos participantes en
la experimentacién, sobre la vinculacién
entre el contenido de los ejercicios del
tratamiento (resolucién de dmplicacio-
nes pricticas familiares», IPE, y resolu-
cién de dmplicaciones abstractas preci-
sas», IAP). Entre los alumnos que siguie-
ron el tratamiento del «combustible..»
(IPPF), dos manifestaron que dichos ejer-
cicios no tenian nada que ver con los del
pretest y postest, once afirmaron que
habian aprovechado el trabajo del rata-
miento» para responder al postest; sin
embargo, entre los alumnos que siguie-
ron el tratamiento «penal..», abstracto,
las cifras estdn practicamente invertidas,
11 pensaron que el tratamiento no tenfa
nada que ver con el pretest y postest, y
sélo uno dijo haber aprovechado el tra-

El tiempo
empleado
en la resolucion
ha sido de
aproximadamente
10 minutos
para cada una
de las pruebas.

tamiento para responder al postest. Estas manifestaciones
no favorecen, en principio la verificacién de la hipotesis 6
de este trabajo.

Las respuestas a los items de cada prueba, incluida la prue-
ba-tratamiento, se recogen en la tabla 1, de frecuencias de
respuestas correctas para cada item y para cada variable, de
los tres grupos analizados. Con independencia del orden
en que se aplicaron los items de cada prueba, para el estu-
dio de los datos hemos establecido el orden: 1.°) implica-
cién directa o modus ponens; 2.°) reciproco; 3.°) contrario;
4.°) contrarreciproco o modus tollens.

Los datos recogidos en la tabla 1, muestran claramente la
mejora de resultados en los tratamientos especificos
(familiar IPF, y «penal», IAP). En cuanto a mejoras pretest-
postest, las mds notables se perciben en el tratamiento
familiar, en el enunciado reciproco (tem 2: 15,8% de
aumento en los aciertos); en el tratamiento «penal» [a mejo-
ra mas destacable se produce en el enunciado contrarreci-
proco (item 4: 11,1% de aumento en los aciertos), situa-
ciones que se han subrayado en la tabla 1. También se
produce algiin retroceso al pasar del pretest al postest (en
los tres grupos estudiados).

Grupo ftem Pretest Tratamiento Postest
1: DIREC. 36 (94-,7%) 37 (97,4%) 33 (86,8%)
2: RECIP. 18 (47,4%) 35 (92,1%) 24 (63,2%)
GRC(IPF) 3: CONTR. 10 {26,3%) 27 (71,1%) 13 (34,2%)
4: CREC. 21 (55,3%) 34 (89,5%) 24 (63,2%)
GLOBAL 7 (18,4%) 26 (68,4%) 1T (28,9%)
1: DIREC. 31 (86,1%) 36  (100%) 32 (88,9%)
2: RECIP. 15 {41,7%) 30 (83,3%) 14 (38,9%)
GRB(IAP) 3: CONTR. 6 (16,7%) 22 (|61,1%) 9 (25,0%)
4: CREC. 20 (55,6%) 33 (91,7%) 24 (66.7%)
GLOBAL 5  (13,9%) 21 (58,3%) 7 (19,4%)
1: DIREC. 19 (79.2%) 20 (83,3%) 18 (75,0%)
2: RECIP. 11 (45,8%) 13 (54,2%) 12 (50,0%)
GRA[CON]) | 3: CONTR. 9  (37,5%) 11 {45,8%) 8  (33,3%)
4: C-REC. 12 (50,0%) 11 (45,8%) 14 (58,3%)
GLOBAL 5  (20,8%) 7 {(29,2%) 6 (25,0%)

Tabla 1. Frecuencias absolutas y relativas (porcentajes)

de respuestas correctas



PRUEBAS PARA MEDICION DE LAS VARIABLES

EJERCICIOS DE RAZONAMIENTO. COU-CONTROL. Diciembre1996

PRETEST (ILG): Un teorema de matemdticas tiene la forma: «si A, entonces B». De acuerdo con la informacién dada, elegir la respuesta
adecuada a las preguntas que se formulan en cada uno de los supuestos siguientes:

A: Si se cumple B, zse cumple A2:

a) Sl b) NO c) NO PUEDE AFIRMARSE NI NEGARSE
B: Sino se cumple B, gse cumple A%:

a) Sl b) NO c) NO PUEDE AFIRMARSE NI NEGARSE
C: Si se cumple A, gse cumple B2:

a) Sl b) NO c) NO PUEDE AFIRMARSE NI NEGARSE
D: Si no se cumple A, zse cumple B2:

a) Sl b) NO c) NO PUEDE AFIRMARSE NI NEGARSE

TRATAMIENTO («PLACEBO», ILG): Un teorema de matemdticas tiene la forma: «si A, entonces B». De acuerdo con la informacién dada,
elegir la respuesta adecuada a las preguntas que se formulan en cada uno de los supuestos siguientes:

A: Si no se cumple A, 3se cumple B2:

a) Sl b) NO c) NO PUEDE AFIRMARSE NI NEGARSE
B: Sise cumple A, zse cumple B2:

a} Sl b) NO c) NO PUEDE AFIRMARSE NI NEGARSE
C: Si se cumple B, 3se cumple A%:

a) Sl b) NO c) NO PUEDE AFIRMARSE NI NEGARSE
D: Si no se cumple B, sse cumple A%:

a) Sl b} NO c) NO PUEDE AFIRMARSE NI NEGARSE

POSTEST (ILG): Un teorema de matemdticas tiene la forma: «si A, entonces B». De acuerdo con la informacién dada, elegir la respuesta
adecuada a las preguntas que se formulan en cada uno de los supuestos siguientes:

A: Si se cumple B, 3se cumple A2:

a) Si b) NO c) NO PUEDE AFIRMARSE NI NEGARSE
B: Si no se cumple B, zse cumple A2:

a) sl b) NO ¢) NO PUEDE AFIRMARSE NI NEGARSE
C: Si se cumple A, 3se cumple B2:

a) Sl b) NO c) NO PUEDE AFIRMARSE NI NEGARSE
D: Si no se cumple A, zse cumple B2:

a) S b) NO c) NO PUEDE AFIRMARSE NI NEGARSE

EJERCICIOS DE RAZONAMIENTO. Octubre1996. GRUPO B (IAP)

PRETEST (ILG): Un teorema de matemdticas tiene la forma: «si A, entonces B». De acuerdo con la informacién dada, elegir la respuesta
adecuada a las preguntas que se formulan en cada uno de los supuestos siguientes:

A: Si se cumple B, 3se cumple A2:

a) sl b) NO ¢) NO PUEDE AFIRMARSE NI NEGARSE
B: Sino se cumple B, zse cumple A2:
a) Sl b} NO c) NO PUEDE AFIRMARSE NI NEGARSE
C: Si se cumple A, 3se cumple B2:

a) S b) NO c) NO PUEDE AFIRMARSE NI NEGARSE
D: Si no se cumple A, sse cumple B2:

a sl b) NO ¢] NO PUEDE AFIRMARSE NI NEGARSE

TRATAMIENTO (IAP): En un sistema penal, en el que todos los delitos son sancionados y donde no se castiga a inocentes, se sabe que si
se comete el delito A se es condenado con la pena C y que si se comete el delito B también se es condenado con la pena C.

A: Si no se comete el delito A, 3se es condenado con la pena C2:
a) Si b) NO ¢) NO PUEDE AFIRMARSE NI NEGARSE




se comete el delito A, 3se es condenado con la pena C2:

a) Sl b) NO c) NO PUEDE AFIRMARSE NI NEGARSE

Si se es condenado con la pena C 3se ha cometido el delito A2:

) Sl b) NO c) NO PUEDE AFIRMARSE NI NEGARSE

i,:no se es condenado con la pena C, zse ha cometido el delito A2:

ql Sl b) NO c) NO PUEDE AFIRMARSE NI NEGARSE

STEST (ILG): Un teorema de matemdticas tiene la forma: «si A, entonces B». De acuerdo con la informacién dada, elegir la respuesta

ecuada a las preguntas que se formulan en cada uno de los supuestos siguientes:
se cumple B, 3se cumple A2:

sl bBNO ¢) NO PUEDE AFIRMARSE NI NEGARSE

Si no se cumple B, gse cumple A2:

q sl b) NO ¢) NO PUEDE AFIRMARSE NI NEGARSE

,kS“ikse cumple A, zse cumple B2:

a) sl b} NO ¢) NO PUEDE AFIRMARSE NI NEGARSE

Sino se cumple A, gse cumple BE:

a) Sl b) NO c) NO PUEDE AFIRMARSE NI NEGARSE

ERCICIOS DE RAZONAMIENTO. Noviembre 1996. GRUPO C (IPF)

ETEST {ILG): Un teorema de matemdticas tiene la forma: «si A, entonces B». De acuerdo con la informacién dada, elegir la respuesta
ecuada a las preguntas que se formulan en cada uno de los supuestos siguientes:

Si se cumple B, sse cumple Ag:

a) sl b) NO ¢) NO PUEDE AFIRMARSE NI NEGARSE

Si no se cumple B, gse cumple Ag:

q) Sl b} NO ¢} NO PUEDE AFIRMARSE NI NEGARSE

"Si‘ se cumple A, 3se cumple B2:

a) sl b) NO ¢) NO PUEDE AFIRMARSE NI NEGARSE

Si no se cumple'A, 3se cumple B2:

gl sl b) NO ¢) NO PUEDE AFIRMARSE NI NEGARSE

TRATAMIENTO (IPF): Se sabe que cuando se acaba el combustible de un vehiculo se para el motor del mismo. De acuerdo con la infor-
macion dada, elegir la respuesta adecuada a las preguntas que se formulan en cada uno de los supuestos siguientes:
\: Si el combustible no'se acaba; sse para el motor?:

a) Sl b) NO ¢) NO PUEDE AFIRMARSE NI NEGARSE

Si se acaba el combustible, zse para el motor del vehiculo?:

a) Sl b} NO ¢} NO PUEDE AFIRMARSE NI'NEGARSE

C: Si el motor de un vehiculo se para; gse le ha acabado el combustible?:

sl b} NO c) NO PUEDE AFIRMARSE NI NEGARSE

): Si el motor de un vehiculo no se para, gse le ha acabado el combustible?:

a) Sl b} NO c) NO PUEDE AFIRMARSE NI NEGARSE

Al Sise cumple B, sse cumple A?: ~

gl b) NO ¢] NO PUEDE AFIRMARSE NI NEGARSE
: Sino se cumple B, gse cumple A%: ‘

a) Sl b) NO ¢} NO PUEDE AFIRMARSE NI NEGARSE
: Si se cumple A, sse cumple B2:

al Sl b} NO ¢} NO PUEDE AFIRMARSE NI NEGARSE
) Sino se cumple A, 3se cumple B2:

a) Sl b) NO c) NO PUEDE AFIRMARSE NINEGARSE




La significacién de los resultados de la tabla 1, especial- o
mente en cuanto se relacionan con las seis hipotesis for- r.”’:: )
muladas en este trabajo se recogen en la tabla 2 (compa- Variable| em | M, M, S, 5, t PH
raciones dentro del mismo grupo) y 3 (comparaciones cB 1D | 097 100 016 000 — _ 3
entre grupos). En ambas tablas hemos recogido la media
§ , . IPF-IAP  |2RE 092 083 027 038 1,14 0,259 |3
correspondiente a cada una de las, dos variables o/y gru-
pos comparados, las desviaciones tipicas respectivas, el 3€O 1 071 061 046 049 089 003743
valor del pardmetro ¢y el grado de significacién, P, de 4CR | 0,89 092 0,31 0,28 -0,32 0,751 (3
dicho valor de . GLOB| 3,50 3,36 089 083 069 04913
Grupo CA |1DI |-0,08 -0,04 0,27 036 -0,44 0,665 |4
Variable| ftem M, M, S, S, t P H PROG- |2-RE 0,16 004 044 046 098 0,331 |4
(lG) |3-CO | 0,08 -0,04 0,49 036 1,12 0,267 |4
C 1-DI 1,00 086 000 035 238 0,023]1
4CR | 0,08 0,08 049 0,50 -0,03 0,973 |4
IPFILG | 2-RE 0,83 042 0,38 050 4,51 0,000 1
GLOB| 0,24 0,04 1,05 1,20 0,66 0,516 |4
3-CO [ 0,61 0,17 049 0,38 4,78 0,000 1
4CR | 092 056 028 050 4,45 0,000 1 BA |1DI | 003 -004 0,17 036 089 0382 |5
GLOB | 3,50 2,24 0,89 1,17 6,25 0,000 1 , |PROG- |2RE |-0,03 0,04 038 046 -061 05455
(lG) |3CO | 0,08 -0,04 0,28 036 1,44 0,158 |5
B 1D |097 095 0,16 023 057 0,571|2 4CR | 0,11 008 046 050 022 0,830 5
IAPALG |2RE | 092 047 027 051 547 0,000 2 ClOB| 019 004 052 120 059 05615
3CO | 071 026 046 045 497 0,000| 2 CcB [1DI |-0,08 -0,04 0,27 0,36 -0,44 0,665 |6
PROG- |2RE 0,16 004 044 046 098 0,331 (6
4CR | 089 055 031 050 3,95 0,000 2
! (LG} |3-CO | 0,08 -0,04 0,49 0,36 1,12 0,267 |6
GLOB | 3,36 2,00 0,83 1,19 6,22 0,000 2 4CR | 0,08 0,08 049 0,50 -0,03 0,973 |6
GIOB| 0,23 0,04 1,05 1,20 0,66 05166

Tabla 2. Comparacién de resultados y progresos dentro
de cada grupo, por variables, items y globales de prueba

Como podemos observar en la tabla 2, las diferencias de
resultados en el pretest l6gico matematico y en los res-
pectivos tratamientos alcanzan una significacion muy
satisfactoria (P = 0,000, negrita en la tabla) en los tres
items distintos del enunciado directo; también alcanza

Tabla 3. Comparacién de resultados y progresos
entre grupos, por variables, ftems y globales de prueba

...las diferencias
de resultados
en el pretest logico

resultados significativos, sefialando una
pequeia ventaja para la variable IPF en
dos de los items considerados y en la
globalidad de la variable, indicando la
posibilidad de la hipotesis contraria a la

una significacién de 0,000 en la comparacién global entre matematico hipbtesis 3 (H3) formulada.

el pretest (variable ILG) y las variables IAP e IPF. El enun- ,

ciado directo, que en la practica se reduce a una repeti- yen los respectivos | pas hipétesis 4 y 5, en una perspectiva
cién del enunciado principal, alcanza el nivel de signifi- tratamientos experimental (al igual que la hipotesis 6),
cacion del 0,05 prefijado en el caso del grupo C, de tra- alcanzan donde las variables IPF, IAP e ILG se

tamiento «practico familiar» (IPF) mientras que roza dicho
nivel en el grupo B, de tratamiento «abstracto precisos
(IAP). Los resultados mostrados en la tabla 2 respaldan,
por lo tanto, las hipotesis 1 y 2 de este trabajo.

una significacion
muy satisfactoria
en los tres items

contemplan como tratamiento capaz de
mejorar los resultados de la variable ILG,
tampoco se ven respaldadas estadistica-
mente, aunque las pequedias diferencias

) obtenidas apuntan, mayoritariamente, en
El resto de las hipétesis, H3, H4, H5, e H6, sin embargo distintos . .. P Y U
) o , la direccion de estas hipotesis. Recor-
no reciben respaldo estadistico, como se comprueba en la del enunciado . .
demos que la misma variable ILG apare-
tabla 3. directo. ..

La comparacion entre las dos variables, dmplicacién prac-
tica familiar» IPF) e «dmplicacion abstracta precisa» (IAP),
seguidas por los grupos C y B respectivamente no ofrece

ce como placebo en el grupo de control
para evitar algunos efectos de circuns-
tancias experimentales diferenciadas que

pudieran ser de dificil evaluacion.



La hipotesis 6 presenta una situacién
similar 2 la 3, con dos items, y la variable
dicadora del «progreso» realizado, glo-
lfnente considerada, con resultados fa-
rables a la hipotesis contraria a la que
hemos formulado (valores negativos de
k‘ aunque las diferencias encontradas
_estan lejos de ser significativas.

Conclusiones y perspectivas

19 De los resultados anteriores se des-
_prende un claro apoyo a la primera
_hipdtesis de este trabajo, referente a la
_obtencién de mejores resultados, en la
resolucién de tareas de implicacion
légica, cuando las tareas propuestas tie-
nen una connotacidén prictica que en
‘t;fklreas de tipo abstracto general, repre-
sentado por la estructura de un teorema
de matemadticas. Este resultado se pro-
_duce en coincidencia con los resultados
btenidos en multiples investigaciones
anteriores, a algunas de las cuales ya
nos hemos referido.

2.4 La segunda hipétesis de este estudio
_recibe también un claro apoyo empiri-
co, similar al recibido por la hipétesis
‘brimera, como podemos comprobar en
l‘a; tabla 2.

; Esta hipétesis, que compara dos tareas de
 caricter abstracto, previendo resultados
significativamente superiores en la realiza-
cién de tareas de implicacién en situacio-
riés «abstractas precisas» que en situaciones
«abstractas generales,, puede parecer con-

tradictoria con la hipétesis primera, como
ya hemos indicado, aunque la prevision
_setfa justificable en una perspectiva de rea-
ismo o caricaturesco, especialmente
siguiendo el planteamiento de <hip6tesis
tiltiples» de Lawson, ya mencionado, o
un enfoque, mas amplio, centrado en el
; ndlisis semdntico del enunciado del ejer-
cicio propuesto para resolucion.

El que se cuestione la independencia de
las estructuras 16gico-formales respecto
ala base experiencial, no conlleva nece-
satiamente un menosprecio hacia el
razonamiento abstracto. No se trata de
defender, haciendo un absoluto de los
tesultados que respaldan la hipotesis

De los resultados
anteriores
se desprende
un claro apoyo
a la primera
bipotesis
de este trabajo,
referente a
la obtencion de
mejores resultados,
en la resolucion
de tareas de
implicacion logica,
cuando las tareas
propuestas tienen
una connotacion
prdctica que
en tareas de tipo
abstracto general,
representado
por la estructura
de un teorema
de matemdticas.

primera, un empirismo estrecho donde se descarte la posi-
bilidad de razonamiento que no tenga una base directa en
la experiencia del sujeto. En esta direccién puede ser de
gran interés la distincién hecha por Vygotsky, dentro de
las funciones psicolégicas superiores, entre «rudimentarias»
y «avanzadas», en funcién de la abstraccién y la «descon-
textualizacién» y «de los medios semidticos que mediatizan
la comunicacion y el pensamiento» (Wertsch, 1993).

35 La comparacién entre los resultados en implicaciones
que presentan connotaciones pricticas, familiares para el
sujeto, y en las de tipo abstracto «preciso», que como ya
hemos sefialado no ofrece diferencias significativas, puede
prometer un campo de interés para nuevos trabajos, con vis-
tas a analizar la importancia real de las connotaciones prac-
ticas, sobre todo si éstas actiian fundamentalmente para acla-
rar al sujeto la unidireccionalidad o la bidireccionalidad de
la implicacién o, si por otra parte, juegan fundamentalmen-
te un papel de razonamiento més proximo al pensamiento

‘con las manos» que al «pensamiento con la cabeza

(Vygotsky, 1993: 146), o mis propio de la «dnteli-gencia prac-
tica» que de la «edrica». Para avanzar en esta linea parece
importante el estudio de instrumentos empiricos con la sufi-
ciente capacidad para detectar los aspectos anteriores que
pueden recogerse en diferentes prototipos de implicacion.

4% Ta misma ausencia de resultados significativos que
hemos sefialado para la hipotesis tercera se produce respec-
to a las tres Gltimas hip6tesis, experimentales, de esta inda-
gacion. Esta falta de significacién en la comparacién de la
repercusion de los ejercicios considerados como tratamien-
tos puede venir determinada, en primera aproximacién, por
una independencia de los resultados respecto a los trata-
mientos, o por una escasa entidad de los tratamientos pro-
porcionados en esta expetimentacion concreta, insuficientes
para conseguir modificar sustancial y significativamente los
resultados del postest en los grupos experimentales.

5. El estudio realizado se muestra concluyente en aspectos
relativamente asentados por la investigacién anterior (impor-
tancia del contexto prictico en ejercicios de implicacién) y
suscita la necesidad de una mayor profundiza-cién tedrica
sobre el pensamiento 16gico y, simultineamente y en cone-
xi6én con esta reflexion tedrica, de la realizacién de nuevos
estudios empiricos y experimentales que perfilen el papel de
las connotaciones pricticas, en lo que parece doble vertien-
te, por un lado, como desplazamiento desde la resolucién
tedrica a la resolucién prictica (en el caso del combustible,
respondiendo mis que por la relacion légica, por rememo-
racién de situaciones pricticas) y, por otra parte, de forma
alternativa y complementariamente, como referencia que
sirve para aclarar, o0 acaso en determinados casos embrollar,
la relacién entre antecedente Gnico, o plural, y el conse-
cuente de la implicacion. La posibilidad de un efecto per-
turbador de la relacion logica, producido por la evocacion
de situaciones practicas en las que la decision sobre la exis-



tencia de un solo antecedente o de varios resulte problema-
tica, como apunta la hipotesis tercera parece de interés den-
tro de Ja compleja relacién entre teoria y prictica o entre el
pensamiento y la realidad. Se plantea de esta forma un doble
caricter, contradictorio, de la referencia o alusién a situacio-
nes pricticas, entre un aspecto simplificador e iluminador de
la relacién de implicacion y, por otra parte, cierta prevencion
y obstaculizacion de la simplificacién motivada por posibles
oscuridades de la relacién practica aludida. Dentro de esta
perspectiva parece sugerente el disefio de trabajos empiricos
v experimentales que abarquen un abanico amplio de edad
que permita detectar distintas posiciones en el doble proce-
so conjeturado de simplificacién y complejizacién.

6.%) La experimentacion realizada suscita algunas cuestio-
nes de interés para la ensefianza y para la investigacion
sobre ella, entre las que destacamos:

a) Importancia del establecimiento de esquemas de razona-
miento independientes de los contextos rememorados por
el antecedente, por el consecuente, y por la misma relacién
que pueda establecerse entre ellos. Este razonamiento abs-
tracto, al que se le puede conectar algiin modelo practico
concreto, reviste gran importancia en la demostracién de
teoremas matemdticos, y en la resolucion de problemas. De
forma particular la utilizacién del teorema contrarreciproco
puede asociarse, con beneficio mutuo al razonamiento por
reduccién al absurdo, un método que presenta dificultades
de comprensién y de aplicacion entre los alumnos del COU
o que finalizan el Bachillerato-LOGSE.

b) Al margen de la capacidad para la deduccién pura-
mente signica es importante, con vistas al aprendizaje y a
la investigacion, fomentar, tanto en Matematicas como en
otras ciencias, la preocupacién por la precision en la hipo-
tesis de un teorema (antecedente), en la tesis (consecuen-
te) y en la relacién de implicacién existente entre las mis-
mas. En el caso de otras ciencias no tan formalizadas
como las Matemiticas, la consideracién de antecedente,
consecuente y relacion entre ellos adquiere rasgos mas
concretos y experienciales.

©) El debate en torno al origen empirico e inductivo del
conocimiento, reclamado por las corrientes epistemo-peda-
gbgicas empiristas, o a partir de los propios esquemas cog-
nitivos y de accién del sujeto, como sostiene el constructi-
vismo radical, puede cefiirse al tema del papel de la expe-
riencia y de los propios esquemas en los razonamientos de
implicacién. No es de esperar, de todas formas, una pron-
ta conclusidon de este debate, ni siquiera centrado en un

"aspecto tan concreto como el sefialado. La ambigiiedad de

la idea de experiencia, aceptada por los dos modelos, aun-
que con distintos énfasis en su estructuraciéon por elemen-
tos objetivos exteriores o por tendencias internas del indi-
viduo, dificulta que, incluso unos mismos resultados, pue-
dan llevar a unas conclusiones aceptables para represen-
tantes de ambos paradigmas epistemologicos.

...parece sugerente
el diserio
de trabajos
empiricos
y experimentales
que abarquen
un abanico
amplio
de edad que
permiita detectar
distintas posiciones
en el doble proceso
conjeturado
de simplificacion
y complejizacion.

Alberto Martinez
IES Tartesos
Camas (Sevilla)
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Los contenidos de Matematicas
en la ensefianza obligatoria

de Inglaterra y Espaia. Andlisis
comparado

William B. Rawson

José M.° Chamoso Sanchez
M.? José Rodriguez Conde

El objetivo es analizar, de
forma comparada, dos
curriculos de la disciplina de
Matematicas de la etapa
obligatoria de escolarizacién
de dos sistemas educativos
del contexto europeo actual
[curso 1998-99): el inglés y
el espafiol, diferenciando
entre aquellos aspectos de
tipo conceptual y los de tipo
procedimental y actitudinal,
siguiendo la terminologia
espafiola en vigor. El estudio
se realiza basandose en los
documentos oficiales del
Curriculum Nacional de
Inglaterra y Gales y sus
revisiones publicadas por las
autoridades eductivas
inglesas (Departament of
Education and Science,
1989, 1991, and
Departament for Education,
1995) y los documentos
oficiales publicados por el
Ministerio de Educacién
espafiol (Curriculum oficial,
«cajas rojas»). La
preocupacién por los
contenidos de Matemdticas y
su adaptacién a las
necesidades de nuestra
sociedad es un tema de
permanente actualidad.

L PRESENTE trabajo se centra en los contenidos oficiales de
los planes de estudios de Matematicas inglés y espafiol de la
etapa obligatoria de escolarizacién en ambos paises. La pre-
ocupacién por los contenidos de Matemdticas y su adapta-
cién a las necesidades de nuestra sociedad es un tema de
permanente actualidad: recordemos algunos proyectos inter-
nacionales como el TIMSS (Tercer Estudio Internacional de
Matematicas y Ciencias, 1997), los trabajos de evaluacion del
sistema educativo espafiol realizados por el MEC (INCE,
1997, 1996) o los esfuerzos de compafieros por elaborar un
curriculum de esta materia en diversas comunidades, como
el de Ia propia Castilla y Leén. Desde el punto de vista inglés
su Curriculum Nacional, en el que las Matematicas son con-
tenido central y basico, se revisa de forma continua.

Realizaremos una breve presentacion de la estructura y orga-
nizacién de los curriculos de ambos paises para situarnos en
cada contexto concreto, tras lo cual pasaremos a desarrollar
el estudio comparativo de los contenidos de los mismos,
diferenciando entre aquellos de tipo conceptual y los de tipo
procedimental y actitudinal, siguiendo la terminologia espa-
fiola en vigor. El estudio se realiza basindose en los docu-
mentos oficiales del Curriculum Nacional de Inglaterra y
Gales y sus revisiones publicadas por las autoridades edu-
cativas inglesas (Departament of Education and Science,
1989, 1991, and Departament for Education, 1995) y los
documentos oficiales publicados por el Ministerio de
Educacion espafiol (Curriculum oficial, «cajas rojas»). .

Breve resena sobre la estructura del
sistema educativeo inglés y espaiiol

El sistema educativo inglés

A partir de las indicaciones sefialadas en el Informe
Cockcroft (1982), las autoridades educativas inglesas se pro-




ponen elaborar lo que, posteriormente, se denominard Cu-
rriculum Nacional que, tras un largo debate y revisiones
sucesivas por grupos de expertos, sale por primera vez a la
luz en 1989. Mis tarde, ha sido sometido a permanentes
revisiones y evaluaciones (1991, 1995). La estructura del
Curriculum Nacional inglés en vigor se organiza en cuatro
etapas llave (Key Stages). Estas etapas suponen momentos
concretos de evaluacion de los alumnos a nivel nacional vy,
a la vez, evaluaciones del sistema educativo general inglés.
Estos periodos de evaluacion se detallan en la tabla 1.

Key Stages - - Edades de los alumnos - Grupos del colegio
{de la misma edad)
1 : 57 12
2 711 36
3 11-14 79
4 14-16 10-11

Tabla 1

;Qué suponen estas Key Stages para los alumnos y profe-
sores? Un alumno inglés, que ingresa en las aulas a los 5
afios, permanece en el colegio en el mismo grupo que el
resto de sus compafieros hasta que a los 7, después de
aplicar un conjunto de pruebas especialmente de Mate-
maticas y Lenguaje (Standard Assessment Tasks), se le cla-
sifica en un nivel de aprendizaje (ZeveD con respecto a un
baremo nacional. Al fin de la Key Stage 1, la gran mayo-
ria de los alumnos deben estar entre los niveles 1y 3 (en
el nivel 2 quedaron situados el 82% de los alumnos en el
afio 1996, y el 84% en el afio 1998). En las aulas siguen
juntos todos los estudiantes diferenciando su curriculo por
medio de diferentes actividades, segtn los distintos nive-
les (ZLevels) de aprendizaje. El progreso por edades de los
distintos Levels, anticipado en el afio 1988 durante la pre-
paracién del Curriculum Nacional, aparece representado
en la grifica 1.

A -

Niveles (levels)

G R

N W h OO 060 N © 0O O

1

7 8 9 1011 12 13 14 15 16
——me———
Edad (afios)

Grdfica 1. Grdfica de evolucién
de Levels por edad (DES, 1988)

Estos controles
nacionales
ejercidos
por varios grupos
designados
por el gobierno
inglés,
unidos a
las presiones
de los padres,
suponen para
el profesorado
revision continua
y constante
de su actuacion
como docentes.

Las cuatro lineas verticales mds gruesas
representan los niveles del 80% de la
poblacién para cada Key Stage. Asi, por
ejemplo, en la Key Stage 1, 4 de cada 5
nifios estardn en el level 1, 2 o 3. La pre-
ocupacién actual de las autoridades edu-
cativas inglesas es que, en el afio 2002,
el 75% de la poblacién estudiantil supe-
re el nivel 4 a los 11 afios (actualmente
s6lo lo supera el 59% en el afio 1998).
Para ello se va a introducir, en septiem-
bre de 1999, el National Numeracy
Strategy, para ayudar a los maestros de
los colegios a trabajar con esa meta.

Estos controles nacionales ejercidos por
varios grupos designados por el gobier-
no inglés, unidos a las presiones de los
padres, suponen para el profesorado
revision continua y constante de su
actuacién como docentes.

El sistema educativo espaiiol

En Espafia, tras el impulso que recibe el
sistema educativo con la Ley General de
Educacién (1970) y después de sucesi-
vos informes de evaluacién del sistema,
el gobierno socialista (después de la
aprobacién de la Constitucién de 1978)
elabora, en la década de los 80, una
norma fundamental de ordenacién y
organizacién de los centros conocida
como la LODE (Ley Orginica del
Derecho a la Educacién, 1985). Esta Ley
se desarrolla en otra normativa, la
LOGSE (Ley de Ordenaciéon General del
Sistema Educativo, 1990), cuyo objetivo
fundamental es la mejora de la calidad
del sistema educativo espafiol.

La LOGSE ha establecido una nueva
reestructuracién de la ensefianza obliga-
toria, agrupandose ésta en dos grandes
etapas: Educacion Primaria (de 6 a 12
afios) y Educacién Secundaria Obliga-
toria (de 12 a 16 afios), a través de una
serie de ciclos de dos afios cada uno
(tabla 2).

Estas dos etapas comprenden el nivel
de ensefianza obligatoria de todos los
ciudadanos hasta los dieciséis afios y,
por tanto, en su curriculo se especifi-
can las capacidades que se quieren
desarrollar para posibilitar la insercion



Ciclos (cursos) Edades
Primer Ciclo (1.°y 2.°)  6-8
Segundo Ciclo (3.°y 4.°) 8-10
Tercer Ciclo (5.°y 6.°)  10-12

Educacion Primer Ciclo (1.°y 2.9 1214
daria Obligatoria  Segundo Ciclo {3.°y 4.°) 14-16

Tabla 2

al y profesional del estudiante, asi
omo su desarrollo personal integral.
Una de las novedades de la «eforma»
¢S que cada bloque presenta tres tipos Con el fZ?’Z
de contenidos (conceptuales, procedi-
mentales y actitudinales). Desde este
1evo punto de vista se incluyen, tanto un andlisis

los cientificos tradicionales, como los comparativo entre

objetiv.os de apren.dizaje que relaf:io— los contenidos
an dichos contenidos con capacida-

de realizar

des asociadas. de Matemditicas
_promocién de los alumnos a través entre Inglatemﬂ
e los ciclos se realiza basindose en Y Gales
unos criterios establecidos por el propio Y Espaﬁa,

ntro, aunque sélo estd permitida la bemos elaborado

permanencia en un mismo curso una ,
un conjunito

la vez a lo largo de toda la Primaria,
ast como una sola vez en Secundaria. de tablas

_esto se afiade una etapa Infantil, de 3 con categ orias de
a 6 aflos, que se ha extendido a todo el contenidos (filas)
territorio de forma gratuita en los cen- distribuidos

ros publicos (en los concertados de-

P, ,
- pende de cada comunidad autébnoma). po niveles o ciclos

(columnas),
extraidos

Anglisis comparado de los curriculos
de contenidos oficiales
en matemdticas de Matemdticas

en las etapas

n el fin de realizar un andlisis com- , ,
obligatorias

parativo entre los contenidos de Mate- N
maticas entre Inglaterra y Gales y Espa- . de ensefianza

, hemos elaborado un conjunto de de ambos paises.
tablas con categorias de contenidos
(filas) distribuidos por niveles o ciclos
(columnas), extraidos de los curriculos
oficiales de Matemiticas en las etapas
obligatorias de ensefianza de ambos
paises. Hemos hecho corresponder la
olumna» con un nivel educativo de
edad aproximado en cada uno de ellos.
Recordemos aqui que el curriculo inglés
N0 sitia a toda la poblacién en el

o

mismo nivel en una edad determinada, sino que tras una
evaluacién nacional cada alumno queda clasificado en el
suyo correspondiente, segln la capacidad demostrada. Sin
embargo, como ya apuntamos anteriormente, la mayoria
de la poblacién queda en un nivel concreto a la misma
edad, como se puede ver en la tabla 3.

Edad [afios] Nivel de la mayoria de la poblacién

5 1

2
9 3
11 4
13 5
15 6

Tabla 3

La tarea de anilisis de contenido no ha sido sencilla debi-
do a varias razones que exponemos a continuaciéon:

La estructura v organizacién en la presentacién
de los curriculos

Por una parte, Inglaterra presenta su Curriculum Nacional
diferenciando entre: Programas de estudios (Programmes
of Study) —donde no se diferencian niveles~ y Objetivos de
conocimiento (Attainment Targets) —donde si se secuen-
cian los contenidos por niveles de ejecucién o competen-
cia— Ademis, ambos elementos recogen tres grandes blo-
ques de contenidos para la Key Stage 1: Utilizando y Apli-
cando las Matematicas (Using and Applying Mathematics),
NGmeros (Numbers), Figuras, Espacio y Medidas (Shape,
Space and Measures) y cuatro bloques de contenidos para
la Key Stage 2: ademds de los tres anteriores, Manejando la
Informacién (Handling data). Para los Key Stage 3 y Key
Stage 4 hay cinco grandes bloques: Utilizando y Aplicando
las Matematicas (Using and Applying Mathematics),
Nimeros (Numbers), Algebra (Algebra), Figuras, Espacio y
Medidas (Shape, Space and Measures) y Manejando la
informacién (Handling data).

Por otra parte en Espafia, dentro de sus grandes bloques de
contenidos (NGmeros y Operaciones, Instrumentos y
Unidades de Medida, Formas Geométricas y Situacién en el
Espacio, Organizacion de la Informacién ~todos estos en la
etapa de Primaria—, y Nameros, Medida, Organizacién y
Representacion en el Espacio, Tratamiento de la Informacion
y Tratamiento del Azar —en la etapa de Secundaria), se dife-
rencian tres tipos: Conceptos, Procedimientos y Actitudes.

La dificultad que hemos encontrado al querer examinar
ambos curriculos la solucionamos con la construccién de
cinco tablas para la comparacién de los bloques de conte-
nidos, confeccionadas seglin su contenido conceptual de
la siguiente forma:




e Bloque 1: Nameros (Tabla 4).
e Bloque 2: Medida (Tabla 5).

e Bloque 3: Formas Geométricas y Situacion en el
Espacio (Tabla 6).

e Bloque 4: Organizacion de la Informacién (Tabla 7).
e Bloque 5: Azar y Probabilidad (Tabla 8).

Posteriormente, hemos preparado otra tabla con el Bloque
de contenidos inglés Using and Applying Matbematics
(Utilizando y Aplicando las Matemidticas), de gran impor-
tancia, donde se observa el desarrollo progresivo de des-
trezas cognitivas que el alumno tiene que ir alcanzando a
lo largo de su etapa obligatoria de escolarizacién en este
pais (pero sin hacer alusidon a ningln contenido explicito
de las cinco tablas anteriores).

Y, por dltimo, hemos confeccionado otras dos tablas,
donde hemos extraido del curriculo oficial espafiol los tér-
minos relativos a los contenidos Procedimentales y Acti-
tudinales (sin diferenciarlos dentro de ninguno de los
cinco bloques primeros), a lo largo de las etapas Primaria
y Secundaria. En estas dos tablas aparecen los términos
principales que definen cada procedimiento o actitud res-
pectivo intentando no repetir palabras con el mismo sig-
nificado. Debido a la dificultad de pormenorizar por ciclos
concretos se ha considerado, en estos casos, Gnicamente
la clasificacion en Primaria y Secundaria.

Pensamos que los dos puntos anteriores pueden reflejar
aquellos contenidos de Matemadticas de ambos paises rela-
tivos a los aspectos formativos, funcionales e instrumenta-
les del aprendizaje de esta materia. Es decir, al estableci-
miento de las destrezas intelectuales (desde las primeras
etapas evolutivas de operaciones concretas a las operacio-
nes abstractas) que contribuirdn a la potenciacion de las
capacidades cognitivas de los alumnos; a su aplicacién
funcional, favoreciendo que los alumnos valoren y apli-
quen sus conocimientos matemdticos fuera del aula, en la
vida cotidiana y, por Gltimo, a su valor instrumental, a
medida que las Matemadticas proporcionan formalizacion
del conocimiento cientifico.

Algunas diferencias de matices en cuanto al lenguaje
utilizado en ambos curriculos

Es evidente que, al intentar unificar, se han descubierto
diferencias en los términos empleados para expresar con-
ceptos similares. En ocasiones, con una palabra se quieren
expresar muchas cosas. Lo que hemos intentado al querer
ser fieles a las directrices oficiales, en la medida de lo posi-
ble, es no realizar interpretaciones. Por ejemplo, en el
curriculum de Espafia se dice «elaboracién de graficas sen-
cillas», «elaboracion de graficas mds complejas»; en cambio,
en Inglaterra, se utiliza la expresion «laboracién de grafi-
cas de barras» y «elaboracién de pictogramas y poligonos
de frecuencias». Debido a ello, y no queriendo perder

...al intentar
unificar,
se han descubierto
diferencias
en los términos
empleados para
expresar conceptos
similares.

En ocasiones,
con una palabra
se quieren
expresar
muchas cosas.
Lo que hemos
intentado
al querer ser fieles
a las directrices
oficiales,
en la medida
de lo posible,
es no realizar
interpretaciones.

estos matices en la comparacion de
ambos curriculos, hemos tenido que
adaptarnos para poder presentar ambas
expresiones. Asimismo, en algunos
momentos se precisan formas distintas
de introducir los conceptos. Asi, en UK.
se inicia el trabajo mental con las tablas
de multiplicar del 2, del 5 y del 10 (fevel
3). Mis adelante se ven las multiplica-
ciones por 10 y por 100, y el trabajo
mental de todas las tablas de multiplicar
hasta el 10 (level 4). En el level 5 se ven,
ademds de éstas, las multiplicaciones
por 1000. En Espafia se introduce de
forma muy diferente, asi como se pre-
senta en el ciclo 1 la resta sin llevadas,
para aparecer posteriormente con lleva-
das y el algoritmo de la multiplicacién y
divisién en general.

Somos conscientes de que la categori-
zaciébn que hemos elaborado no es
excluyente, aunque si se pretende
que sea lo mds exhaustiva posible con
el fin de que aparezcan todos los con-
tenidos explicitos de ambos docu-
mentos. Nuestro propésito ha sido no
realizar ninguna inferencia sobre lo
escrito en ambos curriculos. Insisti-
mos en que estamos trabajando sobre
curriculo explicito en la documenta-
cion oficial. Las edades sefialadas son
aproximadas seglin los diferentes
niveles espafioles y levels (extraidas
entre los objetivos de conocimientos
de las Key Stage del Curriculum Na-
cional de Inglaterra y Gales). Enten-
demos que contenidos que no apare-
cen sefialados, si se trabajan en las
aulas.

Anélisis comparado
de los contenidos conceptuales

Hemos utilizado las siguientes claves en
las tablas:

I = figura en el curriculo de UK., con-
siderando Inglaterra y Gales

E = figura en el curriculo de Espafia

Vamos a realizar el analisis compara-
do de los cinco bloques de contenido
de tipo conceptual anteriormente
sefalados.
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Inicialmente querriamos reflejar, de

ra y Gales: Etapas con examen oficial
s medios en la poblacién

Key Stagel

Key Stage2

Key Stage3&4

forma especial, el distinto tratamien-
to de algunos conceptos como se

L1

L2 L3 L4

L5 Lé

refleja explicitamente en ambos cu-

- Elapas de Primaria y Secundaria

Ciclol Ciclo2 Ciclo3

ESO1 ESO2

rriculos. Por ejemplo, respecto a la

QUE 1: NUMEROS

aturales:

| Conteo, ordenacién hasta 10.

Valor posicional hasta 100.

.3 Valor posicional hasta 1000.

.4 Valor posicional hasta 5 cifras.

.5 Nmeros naturales.

peraciones con naturales:

.1 Sumas y restas sencillas.

.2 Sumas y restas.

.3 Iniciacién a la multiplicacién y divisién.
.4 Multiplicaciones y divisiones.

5 Estimacién de resultados. Célculo aproximado.
.6 Ordenacién y divisibilidad.

Uso de la calculadora:

.1 Iniciacién,

2 Dominio de la calculadora.

1 Iniciacién a los ndmeros enteros.

2 Operdciones con nimeros enteros.

Series y patrones:

5.1 Series de objetos y nimeros sencillos.

2 Patrones de ntmeros.

3 Descubrimiento del término general en sucesiones lineales.

6.2 Hasta 20.

6.3 Sumas y restas sencillas.

4 Sumas y restas.

5 Multiplicacién y divisién sencillas.

6.6 Multiplicacién y division.

6.7 Eleccidn de la operacién apropiada.

6.8 Estrategias personales mentales.

9 Composicién y descomposicion.

6.10 Utilizacién de propiedades numéricas.

6.11 Estimacién de resultados.

Racionales:

7.1 Inician fracciones.

7.2 Notacién decimal.

7.3 Valor posicional de decimales.

7.4 Iniciacién al céleulo con decimales.

7.5 Nomeros decimales y fraccionarios. Operaciones.
7.7 Reconocimiento de relaciones de proporcionalidad.
7.8 Entienden 100% como un todo.

7.9 Caleulan proporciones, fracciones y %.

7.10 Representaciones graficas de fracciones y decimales.
7.11 Fracciones equivalentes.

12 Equivalencia de decimales; fracciones y proporciones.
7.13 Valoracién de la utilidad de la proporcionalidad.
7.14 Aproximacién y redondeo.

7.15 Interprefacion.

8. Actitud positiva hacia la utilizacién: de los nomeros.
Lenguaje simbélico matemético.

9.1 Expresan férmulas sencillas con palabras.

9.2 Reconocimiento de formas simbolicas y. formas simples. Interpretacién,
9.3 Aproximacién de decimales en ecuaciones.

9.4 Resolucién de ecuaciones linedles por métodos intuitivos.
9.5 Resolucién de ecuaciones lineales.

9.6 Resolucién de ecuaciones.

9.7 Valoracién del lenguaije simbélico. Actitud positiva.

|E |E |E

IE 1E
E

Tabla 4. Blogue 1: Nomeros

ensefianza de las operaciones y del
calculo mental, en UK. se va gra-
duando en funcién de cantidades de
nimeros. Asi, se inicia el cilculo
mental con operaciones sencillas
hasta el 10, después hasta el 20, o
cuando se inician los Naturales, se
ensefia el valor posicional basta el
10, el 100y el 1000. En Espafia no se
especifican estos limites numéricos.
Las operaciones sencillas de sumar y
restar y seriar objetos aparecen, en
ambos paises, desde los 5 afios de
forma explicita.

La estimacion de resultados se repite
de forma paralela en ambos paises,
asi como la introduccién de la cal-
culadora a los 8 afios. En cambio, la
enseflanza de los ndmeros raciona-
les se inicia a los 7 afios en Ingla-
terra, mientras que en Espafia no se
explicita hasta los 8. Los enteros apa-
recen en Inglaterra en el level 3
(ciclo 2) y continGan en el level 5,
mientras que en Espafia figuran por
primera vez en edades correspon-
dientes a este Gltimo nivel (ESO 1).

En Inglaterra se inicia la introduc-
cion al lenguaje simbélico en el level
4 (ciclo 3), para continuar en el level
5 (BSO 1) y llegar al Jevel 6 (ESO 2)
con resolucion de ecuaciones linea-
les. En cambio, en Espafia se intro-
duce Unicamente en la ESO 1 (Jevel
5) y se continta en la ESO 2 (level 6)
aunque, eso si, parece que con
mayor profundidad que en UK., ya
que por ejemplo se habla de resolu-
cion de ecuaciones lineales, inicial-
mente por métodos intuitivos y pos-
teriormente se acaba con resolucion
de ecuaciones.

En Inglaterra se da mucha importan-
cia a lo largo de todos los ciclos a los
patrones de niimeros, incluso se
explicita en el level 6 (ESO 2) el des-

cubrimiento del término general en
sucesiones lineales, a diferencia de



Espafia. En ésta se hace alusion ex-
plicita a la actitud positiva bacia la
utilizacion de nimeros (en Secun-
daria), a diferencia de U.K.

Los contenidos referentes a Medida
en ambos paises son similares (nece-
sidad de medida, medidas no con-
vencionales y medidas convenciona-
les, etc)). Sin embargo, hemos apre-
ciado que la secuenciaciéon de los
temas por niveles o ciclos tiene cier-
tos matices diferenciadores. Asi, en
Inglaterra, se introduce en el level 1
(InfantiD la necesidad de medida,
para pasar posteriormente, en el
level 2 (ciclo 1), a la longitud y la
masay, en el level 3 (ciclo 2), todos
los demds tipos de medida, tanto las
convencionales como las no conven-
cionales. En Espafia aparecen antes
todas las medidas a la vez.

Otro matiz diferenciador lo encon-
tramos en la reiteracién que se hace
en Espafia en todos los ciclos de wu#i-
lizacion de unidad e instrumentos
de medida adecuados, de forma
diferente que en Inglaterra y Gales,
donde se hace con posterioridad a
haber visto todas las unidades de
medida.

De igual forma, cuando se refiere a
formulas de perimetros, dreas y
voliimenes, en Inglaterra hay una
iniciacién previa (level 4, ciclo 3) y
un estudio posterior (level 6, ESO
2), a diferencia de Espafa donde
solamente aparece en el segundo
ciclo de ESO.

Por otra parte, hay contenidos que

aparecen explicitos inicialmente en uno de los dos curricu-
los, como los siguientes: en Espafa, medidas indirectas,
estrategias personales de medicion, actitud positiva hacia
la precision en la medida (aparece de nuevo explicita-
mente como contenido, ademds de como actitud) y
aumento de la precision en la medida,

caciones a la vida diaria.

En un primer andlisis de la tabla 6 parece que, en Espafia,
el contenido de este bloque se trabaja con mayor profun-
didad en Secundaria, mientras que Inglaterra se introduce
especialmente en edades correspondientes a Primaria. En
este Ultimo pais, parece que se empieza con propiedades
y descripcién de formas planas y esféricas (level 1, Infantil).

(edades en afios)

5 6 7 8,9 10,11 |12,13 14,15

Inglaterra y Gales: Etapas con examen oficial
y niveles medios en la poblacién

Key Stagel Key Stage2 Key Stage3&4

L1 L2 L.3 L4 L5 L6

Espafia: Etapas de Primaria y Secundaria

Ciclol  Ciclo2 Ciclo3 ESO1 |ESO2

BLOQUE 2: MEDIDA

1. Necesidad de medida:
1.1 Comparacién de magnitudes.

1.2 Medidas no convenciondles (palmo, paso, pie, vaso...).

Precisando:

1.2.1 Longitud.
1.2.2 Masa.
1.2.3 Capacidad.
1.2.4 Tiempo.
1.2.5 Superficie.

2. Utilizacién de unidades convencionales sencillas (europeas):

2.1. Longitud.
2.2. Masa.

2.3. Capacidad.
2.4. Tiempo.

3. Transformacién de unidades de medida de U. K.
a unidades de medida europeas.

4. Utifizacién de unidades e insirumentos, de medida apropiados

5. Medidas convencionales:

5.1. Longitud.

5.2. Masa.

5.3. Capacidad.

5.4. Tiempo.

5.5. Superficie.

Transformacion de unas unidades a otras.
Estimacién de resultados.

Mediciones indirectas.

Estrategias personales de medicién.

0. Iniciacién a las férmulas: calculo del perimetro
de figuras planas, de éreas contando cuadrados
y de voltmenes contando cubos.

11. Férmulas para el célculo de:
11.1. Longitud de la circunferencia.
11.2. Areas de figuras planas.
11.3. Volimenes de cubos.
11.4. Volomenes.
12. Actitud positiva hacia la precisién en la medida.
13. Aumento de la precisién en la medida.
14. Aplicaciones a la vida diaria.
15, Angulos:
15.1. Introduccién del concepto.

Zo®No

15.2. Reconocimiento de dngulos rectos en movimiento.

15.3. Medicién y dibujo de éngulos.

E IE IE
1E IE
E 1E

IE |E
IE IE
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Tabla 5. Bloque 2: Medida

en Inglaterra, apli-

También se explicita con mayor detalle
el reconocimiento de formas planas y
esféricas, vértices, dngulos, lados y
caras, terminologia, propiedades y des-
cripcion (level 2, ciclo 1) y la clasifica-
cion en el level 3 (ciclo 2) (en Espafia se
pospone a un ciclo posterior, ciclo 3).

Como hemos dicho, todo ello se estu-
dia en Espafia con profundidad en
Secundaria. Ademis, Espafia trata de
avanzar mds en la ESO 2 (Jevel 6) en la
percepcién espacial, v en la introduc-
ciébn de nuevos conceptos, como las
conicas. Por otra parte, también se ha




camente se explicita Gnicamente en

Simetrias:

Homotecias.

es en aiios) 5,6 7 8,9 10,11 (12,13 14,15
: ol el level 6 (ESO 2).
laterra y Gales: Etapas con examen oficial Key Stagel Key Stage2 Key Stage3&4
les medios en la poblacién En Espafia parece que (nicamente
112 L3 L4 | L5 L5 pana parece q Ameni
1 Etapas de Primaria y Secundaria Ciclol  Ciclo2 Ciclo3 ESO1 |ESO2 aparece reconocimiento e Zden”f%
E 3: FORMAS GEOMETRICAS Y SITUACION ' cacion en el ciclo 1 (level 2), y vér-
EN EL ESPACIO tices, dngulos, lados y caras, des-
rmas planas (2 dimensiones) y esféricas (3 dimensiones}: L Jlisi 1 ciclo 2
Utilizacion de lenguaje ordinario para describir cripcion y andglisis en el ciclo
propiedddes y proporciones de 3'y 2 dimensiones. IE (level 3).
.2. Reconocimiento. IE |
érfices, Gngulos, lados y caras. | E | Para terminar, observar aquellos
Terminologia. ! E aspectos que se explicitan Gnica-
.5. Relaciones. E -
Propiedades. | | | E | mente en cada uno de los paises: En
7. \dentificacién. E E IE Inglaterra, trabajo con ordenador
' ! E E (formas y caminos), en el level 6
E E E ; ~
10. Interprelacién. £ £ (ESO‘ 2); m1entra/s que en Espafia se
11. Clasificacion de: trabaja con métodos inductivos y
1.11.1 Cuadrilateros (figuras planas. I E IE deductivos, sensibilidad hacia las
éc:nltij:;;mnas geomeiees I £ £ £ SJormas geométricas en la naturale-
1.12.1 En 2 dimensiones {con distinta orientacion). ol IE E za, el arte y la técnica, y aCtitL‘deSi'
1.12.2 En 3 dimensiones. I IE IE tiva bacia la belleza de las formas
- Representacién. . E I IE geométricas (todo ello en la ESO),
. Composicién y descomposicién de: ] . B
1.14.1 Poligonos. £ | que no viene reflejado en el curricu-
1.14.2 Formas geoméricas. E lo inglés.
. |dentificacién de figuras congruentes. | . .
. Reconocimiento de representaciones sencillas Inglaterra introduce explicitamente
de:3 dimensiones en objefos. : ! estos contenidos desde el level 1
17. Manejo de formas con ciertas regularidades. E . N o L
18. Capacidad de imaginar las formas sin apoyo (Infantil, 5 afios) con clasificacion
de lo concreto, , E de datos discretos, segtin un criterio,
. Estudio detallado e introduccién de nuevas formas . o
" Gomo las cénicas. E mientras que en Espafia aparecen
Concepto de éngulo. | E en el ciclo 1 (level 2, 6 afios). En
Srientdcion esP“f’f’[: o . Espafia se explicita una gradacion
3.1. Nociones bésicas de orientacion en el espacio ) o
y en el tiempo. E en el estudio de la clasificacion de
3.2. Rpspecfo a un punto de rgferencia propjo datos discretos, desde el Ciclo 1
- lizq./dcha., giro, distancia, desplazamientos...). IE
3.3. Respecto a un punto de referencia distinto del propio. E (level 2) hasta el 3 (level 4), para
3.4. Paralelismo e interseccién de rectas. E | posteriormente realizar en ESO 1
eve =
1 Rofloctiva, e | ('l vel 5) y ESO 2 (le’vel 6) el‘ mane
4.2, Rotaciondl. E i jo de datos en variables discretas.
4.3, Para clasificacién de formas geométricas. ! En Inglaterra se trabaja con datos
44 f:'é‘g;“gﬁ:l’;gg;gf‘“ las simefrias en figuras £ | e continuos en forma de intervalos en
- 4.5, Resolver problemas por simetrias. IE level 4 (ciclo 3), para seguir con
lE ellos en level 6 (ESO 2); en Espafia
Trabajo con ordenador (formas y caminos). | 41 it ESO 2
lizacién de métodos de razonamiento inductivos $0I0 s€ citan en )
y deductivos para obtener propiedades geoméiricas. E E En 1 f .
Sensibilidad hacia las formas geométricas n lo relerente a representaciones
en la naturaleza, el arte y la técnica. E grdficas, parece que en ambos pai-
Actitud posﬂ‘ij/c hacia la belleza de Ics' formas geoméfricas E ses se sigue una secuencia similar,
. Representacién en coordenadas cartesianas: N ;
9.1, Eniel primer cuadrante. | aunque con pequefios matices. En
- 9.2, En los cualro cuadrantes {croquis, planos, maquetas Inglaterra se introduce ya en el Jevel
e interprefacién de mapas). E [ , .
2 (Ciclo 1) y se tratan los demds

-seguido una secuencia de contenidos
de la organizacion espacial desde la
etapa Infantil, profundizando a lo
largo de la Primaria, hasta paralelismo
Y la interseccién. En Inglaterra practi-

Tabla 6. Bloque 3: Formas geométricas y situacién en el espacio

tipos en el level 3 (Ciclo 2), conti-
nuando en los posteriores con otros
tipos de representaciones. En Es-
pafa se introduce un ciclo después (Ciclo 2). Ambos pai-
ses recalcan como importante, a lo largo de los diversos
ciclos, la interpretacion de informacion dada en tablas y
grificas.
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variables, en Espafia se inician las

Inglaterra y Gales: Etapas con examen oficial
y niveles medios en la poblacién

Key Stage! Key Stage2

Key Stage3&4

tablas con dos criterios en el ciclo 2
(level 3), para continuar en ESO 2

L1 L2 L3 L4 LS

L6

(level 6), a diferencia de UK. donde

Espafia: Etapas de Primaria y Secundaria

Ciclo1 Ciclo2 Ciclo3 |ESO1

ESO2

BLOQUE 4: ORGANIZACION DE LA INFORMACION
1. Regisiro de datos:
1.1 Clasificacién de datos discretos sencillos:
1.1.1 Segin un criterio.
1.1.2 Segin més de un criterio.
1.2 Construccién de tablas sencillas.
1.3 Manejo de datos en variables discretas.
1.4 Datos continuos: Tablas de intervalos.
1.5 Manejo de datos en variables continuas.
2. Representaciones gréficas:
2.1 Datos discrefos:
2.1.1 Clasificacién en tablas.
2.1.2 Diagramas de barras.
2.1.3 Pictogramas.
2.1.4 Poligonos de frecuencias.
2.1.5 Diagrama de sectores.

2.1.7 Dibujo de conclusiones.
2.1.8 Actitud positiva y andlisis critico

2.1.9 Utilizacién del lenguaije de las funciones.

3. Estadistica de una variable:
3.1 Medidas de tendencia central:
3.1.1 Moda.
3.1.2 Mediana.
3.1.3 Media.
3.1.4 Interpretacion de estas medidas.
3.2 Medidas de dispersién:
3.2.1 Rango.
3.2.2 Significado de la dispersion.
3.3 Comparacién de distribuciones.
3.4 Tratamiento de datos:
3.4.1 Con medidas de centralizacién.
3.4.2 Con medidas de dispersién.
4. Estadistica en dos variables:
4.1. Tablas con dos criterios.
4.2. Diagramas.
4.3. |dea de correlacién.

2.1.10 Estudio completo de las represent. graficas.

IE E E
IE

m
m

2.1.6 Interpretacién de informacién en tablas y gréficas. E IE | |

—m-—mmm

hacia la informacién dada mediante gréficas. E E

| E
|E

todo se estudia en Jevel 6 (ESO 2). En
este pais, se introduce también en
estas mismas edades la idea de
correlacion, aspecto que no aparece
en Espafia.

Los contenidos aparecen de forma
muy similar en ambos curriculos.
Como datos mds resefiables, en
Espafia parece que se profundiza
mas, pues se hace mencién concreta
de algunos aspectos en ESO 1 (level
5) y ESO 2 (Jevel 6) que no se hace
en Inglaterra, como: actitud positiva
hacia lo probable, cdlculo de proba-
bilidades tedricas (Regla de Laplace),
Probabilidad  condicionada vy
aumento de precision para cuantifi-
car lo probable.

Andlisis comparado
de los contenidos
procedimentales

y actitudinales

Tradicionalmente, los contenidos
educativos que se imparten en los
colegios se han entendido basados
en los conocimientos cientificos.
Pero el nuevo sistema educativo

Tabla 7. Blogue 4: Organizacién de la informacién

Sobre las medidas de tendencia central, en Espafia se ini-
cian globalmente con anterioridad (no se explicita la
mediana);, en Inglaterra inicialmente se trata moda y

espafiol los ha redefinido en térmi-
nos de capacidades. Es decir, se
trata de incorporar al curriculo con-
tenidos que permitan generar en los
alumnos ciertas habilidades y destrezas

mediana (ciclo 3, level 4) y, poste-

riormente, la media (ESO 1, level 5).

Por otra parte, en Espafia se consi-

(edades en afios) 56 7 8,9 10,11 12,13 14,15
Inglaterra y Gales: Etapas con examen oficial Key Stagel Key Stage2 Key Stage3&4
y niveles medios en la poblacién

L1 L2 1.3 L4 L5 Lé

dera de forma explicita actitud posi-

Espafia: Etapas de Primaria y Secundaria

Ciclol Ciclo2 Ciclo3 [ESO1 ESO2

tiva y andlisis critico hacia la infor-
macion dada mediante grdficas, asi
como utilizacion del lenguaje de las
JSunciones, y tratamiento de datos,
tanto con medidas de centralizacion
como de dispersion, a diferencia de
UK., mientras que éste se refiere a
dibujo de conclusiones, aspecto que
no aparece en el curriculum espafiol.

u—

EENFAIN

0 ®No

BLOQUE 5: AZAR Y PROBABILIDAD
. Iniciacién al lenguaje probabilistico: suceso posible,

impreciso, imposible y seguro.
Escala de probabilidad de 0 a 1.
Actitud positiva hacia lo probable.

. Introduccion a los sucesos aleatorios.
. Asignacién de probabilidades realizada

por métodos empiricos y de recuento.

Caleulo de probabilidades teéricas (regla de Laplace).
Combinaciones de dos experimentos.

Probabilidad condicionada.

. Aumento de precisién para cuantificar lo probable.

|E

IE |

E E

1E

IE IE
E
1E
E
E

Si nos referimos a estadistica en dos

Tabla 8. Blogue 5: Azar y probabilidad




integrante de todas las materias. Se
cree necesario fomentar el desarro-
llo y potenciacién de valores, y el cum-
plimiento de unas normas deseables
_para vivir en una sociedad democriti-
ca, tanto en una dimensién individual
como de grupo.

De distinta forma, pero con intencién
parecida, aparece en el Curriculum
Nacional de UK. un bloque de conte-
nidos, Using and Applying Mathematics
(Utilizando y Aplicando las Mate-
_mdticas), de gran importancia, que con-
fiere un cardcter propio al mencionado
CQurriculum y con el que se pretende
disefiar aquellas destrezas del conoci-
_miento que el estudiante tiene que
alcanzar en las diversas etapas de sus
‘estudios.

A continuacién vamos a analizar estos
nuevos contenidos, en el drea de las
Matemiticas, en ambos planes de
estudio (inglés y espafiol) (Tablas 9 10
1D.

ue les aYUd‘?n para leahz.af deter- [ 1des en afios] 56 7 89 1011|1213 14,15
nadas acciones y faciliten su Inglaterra y Gales: Etapas con examen oficial Key Stagel Key Stage2 Key Stage3&4
desarrollo personalA Los contenidos |y niveles medios en la poblacién
on la weforma» han ampliado su L1 k2 L3 L4 | LS Lé
- L § . Espafia: Etapas de Primaria y Secundaria Ciclol Ciclo2 Ciclo3 |ESO1 ESO2
abanico incorporando a los mismos
- ) . di tal USING AND APPLYING MATHEMATICS
0s nuevos tipos: procedimentales | ;saNpo v APLICANDO LAS MATEMATICAS)
actitudinales. Se trata de conse- |1. g/\olteméﬁcasd czmo crcx[rfe ilm‘egrol
; A |
: « enda a e las actividades de la clase.
guir que el alumno -apre 2. Representacion con objetos, dibujos, simbolos o diagramas. | | |
prender». 3. Discusién. : | | | |
: . i 4. Matemdticas basadas en el experiencia. |
Segun el Disefio Cu1vr1<:.ular Base 5. Patrones y relaciones. | |
(DCB), por "pTOCedlmlentO” S€ | 6. Seleccionan. |
entiende ain conjunto de acciones 7. Método de preguntas y respuestas de los alumnos. |
- denadas, orientadas a la consecu- 8. Resolucién de problemas:
or enacas, ) 8.1. Por diferentes aproximaciones. |
cion de una meta». Es decir, el saber 8.2. Desarrollan sus propias estrategias. |
tiene también una dimensién practi- 8.3. Identifican la informacién necesaria. |
e aplicaci()n y uso que debe pro- 8.4. Divisién en Rarles mas sencsllas: |
- o . 8.5. Comprobacién para casos particulares. | |
ponerse como objetivo de aprendi- g Comprueban resultados. | |
_zaje. No s6lo se limita a conocer la | 10. Estiman resultados. |
informacién sobre algo, sino tam- |!]. Organizan. _ ' ! '
- . o 12. Explicacién de lo que piensan. | |
bién se extiende a realizarlo. 13. Interpretan simbolos y diagramas. | |
Las actitudess son, junto con los 14. Enc}!entr?n e;e.mplo.s 5|m1|ar'es.' l
o N i 15. Aplicacién a situaciones précticas. |
procedimientos, la aportacidon mas |14, Razonamiento. | |
novedosa y sugestiva de la pro- 17. Buscan un patrén experimentando ideas propias. |
. - : 18. Generalizan. |
puesta curricular del nuevo sistema "y - o
. R 19. Justifican mateméticamente su generalizacién. |
ducativo espafiol. Se plantean |o Cumplen tareas importantes y resuelven problemas complejos. |
como objetivo de aprendizaje aso- |21. Explican el uso de los diagramas. |
ciadas a los contenidos cientificos, |22- Sintefizan informacién. !
. ] L 23. Escriben sus explicaciones. I
Es decir, no constituyen una disci-
plina aislada, sino que son patte
Tabla 9

Como se ha indicado, la construccion de estas tablas supu-
so cierta complicacién dado que, como tales, estos conte-
nidos procedimentales y actitudinales no aparecen defini-
dos de esa forma en el curriculum inglés, a pesar de exis-
tir en éste «Usando y Aplicando las Matematicas». En parti-
cular, analizando los contenidos ingleses observamos algu-
nas singularidades que no se encuentran en el curriculo
espafiol. Aparecen, a los 5 afios (level 1), lo que denomi-
nan Matemdticas en la clase' y Matemdticas basadas en la
experiencia. O contenidos nuevos, como método de pre-
guntas y respuestas de los alumnos. El contenido de reso-
lucion de problemas lo presentan secuenciado, segln eda-
des, en niveles de dificultad o en funcién del tipo de estra-
tegia que se va a utilizar.

Siguiendo un encadenamiento por niveles en el curricu-
lo inglés, a los 8 v 9 afos (level 3) se les pide a los estu-
diantes que organicen, expliquen lo que piensan, com-
prueben resultados, discutan, pasando al siguiente nivel
(level 4, 10 afios) donde ya se busca el razonamiento,
biisqueda de patrones con ideas propias 'y aplicacion a
situaciones prdacticas. A los 12 afos (level 5), ademis de
lo anterior, se requiere que generalicen y a los 14-15
(level 6), se les piden capacidades de mayor rango inte-
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ACTITUDES EN ESPANA PRIMARIA  SECUNDARIA

Referentes a la apreciacién de las Matemdticas:

. Curiosidad por indagar y explorar.

. Sensibilidad e interés.

. Rigor.

. Interés por conocer estrategias.

. Confianza en las propias capacidades.

. Gusto por-la elaboracién y uso de estrategias personales.
. Valoracién.

. Interés por utilizar instrumentos adecuados.

. Valoracién y gusto por la representacién.

. Disposicién favorable a la interpretacién.

11. Valoracién de la precision.

12. Evitar interpretaciones parciales y precipitadas.
13. Valoracién de la simplicidad.

14. Incorporacién a la forma de proceder habitual
y al lenguaje cotidiano. X

15. Valoracién, cautela, interés y sentido critico.
16. Investigacion de regularidades y relaciones.
17. Reconocimiento y valoracién de la relacién:
17.1 Con el enforno y la vida cofidiana. X
17.2 Con ofros conceptos mateméticos.

17.3 Con la interpretacién, descripcion
y prediccién de situaciones inciertas.

18. Disposicién favorable.
19. Inferés y gusto por la descripcién verbal.
20. Valoracién de nuevos medios tecnolégicos.
21. Sensibilidad y gusto ante las situaciones estéficas. X
Referentes a la organizacién de habitos de trabajo:
22. Perseverancia en la bisqueda de soluciones. X
23. Gusto por la limpieza, orden y claridad. X
24. Disposicion favorable a la revisién sistemdtica y mejora. X
25. Flexibilidad.
26.  Interés y respeto a ofras estrategias distintas de las propias.
27. Gusto por la precisién. X
28. Sensibilidad y gusto por la sistematizacién y observacién.
29. Valoracién del trabajo en equipo. X

SO®NOGLAWN —
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lectual como, por ejemplo, justificar matemdticamente
su generalizacion, resolver problemas complejos, explicar
el uso de diagramas, sintetizar informacion y escribir sus
explicaciones.

En el curriculo espafiol, lo que ha sido objeto de aprendi-
zaje en un ciclo se retoma en los posteriores aumentando
su complejidad y completando su aprendizaje. Por tanto,
al formularlos no quedaban perfectamente delimitados en
su ciclo. Por ello, a diferencia del inglés, no aparece una
gradacién de contenidos por edades. De ahi que se haya
optado por una presentacion global de contenidos en dos
etapas, Primaria y Secundaria.

En lo referente a los procedimientos se observan algunos
aspectos diferenciados en el programa de estudios espafiol
respecto al inglés, como pueden ser:

e Utilizacién de expresiones algebraicas.

e Algoritmos y destrezas en general: utilizacién y auto-
matizacién de los algoritmos tradicionales, distintas
formas de resolver ecuaciones, utilizacién de férmulas
y teoremas, uso de la calculadora o utilizacién de
fuentes documentales e informaciones diversas.

En lo referente a
los procedimientos
se observan
algunos aspectos
diferenciados
en el programa
de estudios espariol
respecto al
inglés. ..

e Identificacién de problemas en la
vida cotidiana.

Hay que remarcar de nuevo la impor-
tancia que se da, a lo largo de todos los
ciclos del curriculo espafiol y como se
ha visto en los diferentes bloques de
contenidos, a la ensefianza y aprendiza-
je de los contenidos actitudinales,

Conclusiones

El estudio del TIMSS (Tercer Estudio
Internacional de Matemiticas y Cien-
cias), realizado en el curso 1994-95 y
cuyos informes empezaron a aparecer
en noviembre de 1996, muestra que los
rendimientos en Matematicas obtenidos
por los estudiantes de 13 afios de
Inglaterra y Espafia son inferiores a la
media internacional en ambos casos,
aunque los de los primeros son supe-
riores significativamente a los de los
segundos.

Los resultados de los alumnos ingleses
de 9 afos estdn por encima de la media
internacional en geometria, organiza-
cion, analisis y probabilidad, mientras
que estin por debajo en los aspectos
relacionados con nimeros, fracciones,
proporcionalidad, medidas y estima-
cion. Una respuesta a los resultados de
TIMSS aparece en las opiniones que
realiza un grupo de consulta inglés
(DfEE, 1988), expresando la importancia
de la numeracion dentro de las
Matematicas, pero el Curriculum
Nacional se refiere a las Matematicas en
su totalidad. Por eso, concentrarse en la
numeracion no quiere decir que ésta se
deba separar de los otros temas. Poner
el énfasis en ella supone mejorar el pro-
greso de todo lo que componen las
Matemidticas del Curriculum Nacional,
Esto se ve en las observaciones de ese
grupo de trabajo (DfEE, pag. 6):

la numeracién significa conocer los
nimeros y las operaciones de los nime-
ros. Ademds de esto, se requiere una
habilidad e inclinacién para resolver pro-
blemas, incluyendo los de la moneda y
las medidas. También demanda una fami-
liaridad con las formas en que la infor-
macién numérica es presentada y su



EDIMIENTOS EN ESPANA

PRIMARIA  SECUNDARIA

Zzacion de disfintos lenguajes:

. Formulacién verbal apropiada de situaciones
o problemas y del proceso seguido en su resolucién.

leccion de vocabulario y notacién adecuada.

Representacion sobre una recla o formulacién
. mediante tablas, cédigos, diagramas, situaciones y figuras.

_ Descripcién con precision.
 Interpretacion.
Confronfacién de diversas formas de plantear un problema.
Utilizacién de expresiones algebraicas.
itmos y destrezas:
Clasificacion.
. Comparacion.
. |dentificacién,
1. Construccién de series segin una regla dada.
. Elaboracién y utilizacién de estrategias personales.
3. Utilizacién y automatizacién de los algoritmos tradiciondles.
4. Utlizacién de procedimientos para simplificar problemas.
. Descomposicion en partes més simples.
. Medida indirecta.
. Andlisis de representatividad.
. Distintas formas de resolver ecuaciones.
Utilizacion de férmulas.
. Utilizacién de teoremas.
. Utilizacién y construccién de instrumentos.
Uso de la calculadora.
. Utilizacién de sistemas de referencia.
. Representacién y construccién de gréficas.
. Técnicas de recuento, diagramas de arbol y tablas.
. Deteccién de falacias y errores.
. Acotacién de errores cometidos.

Utilizacién de fuentes documentales {revistas, anuarios...)
e informaciones diversas.

9. Estimacion de resultados.
. Tener en cuenta la precisién requerida.
. BUsqueda de propiedades, relaciones y regularidades.

. Identificacién de los datos conocidos de los
que se prefende conocer, y de los relevantes
y.los irrelevantes.

. Toma de decisiones adecuadas,

. Composicién y descomposicién.

. Formulacién y comprobacién de conjeturas:
35.1 Con ejemplos y contraejemplos.

35.2 Con ensayo y error.

35.3 Seglin una muesira.

35.4 Segin una gréfica.

. Resolucién de problemas por:

36.1 Método de andlisis-sintesis.

36.2 Método «suponer el problema resuelto».
36.3 Particularizar y generalizar.

36.4 Reduccidn a otros més sencillos.

36.5 Métodos inductivos y deductivos.

. Identificacion de problemas en la vida cotidiana.
.- Planificacion individual y colectiva de tareas.

X
X X
X X
X X
X X
X
X
X X
X X
X
X X
X X
X X
X
X X
X
X
X
X
X
X X
X X
X X
X X
X X
X
X
X X
X X
X X
X X
X
X X
X X
X X
X X
X
X
X
X
X
X X
X
X X
X

Tabla 11

medida, la presentacién en diagramas,
gréficas y tablas.»

Con estos objetivos, el gobierno britidni-
co pone énfasis a una dimension de su
Curriculum Nacional impulsando la
numeraciéon. Un Curriculum Nacional
refleja las ideas de quienes lo elaboran,
como se puede comprobar en la histo-
- tia de la formacion del de Inglaterra y

Gales; por ejemplo, la retirada del Presidente del primer
grupo de trabajo indicaba un desacuerdo del pensamien-
to de lo que significaban las Matemdticas en el grupo.

La implementacion de un Curriculum Nacional también
es dificil de controlar entre los miles de profesores que los
presentan a los alumnos en las aulas de cada paifs. Por
ejemplo, un problema es la reaccién de los docentes ante
el tremendo crecimiento de la tecnologia y la manera en
que ésta afecta a la ensefianza de las Matemadticas. ;Dénde
estd el papel del ordenador o la calculadora? Cada profe-
sor, seguramente, guarda su propia opinién y por eso
decide cuindo y dénde serfan ttiles aplicarlos en el desa-
rrollo del programa de ensefianza. Hay conflicto de opi-
niones en asuntos como éstos pero, al menos, un andlisis
comparado de los curriculos parece confirmar que otros
paises tienen problemas similares.

El gran valor de un andlisis comparado para los autores de
este articulo es la oportunidad de examinar en profundi-
dad su propio curriculo. Es la oportunidad de reflexionar
sobre su propia prictica de la ensefianza de las
Matemiticas. Observando cada una de las diversas tablas
confeccionadas se ha tratado de precisar aquellos aspectos
que, segln los curriculos oficiales de ambos paises, se
imparten de forma diferente, a distintas edades o con otra
secuenciacion, y ademds aquello que se explicita especifi-
camente en un pais o en otro. Cada contenido tiene su
razon de ser en el contexto de cada pais. Por otro lado, se
ha presentado un estudio del contenido de ambos curricu-
los centrado en contenidos conceptuales, procedimentales
y actitudinales, sin recoger un anilisis de los principios
socioculturales, psicopedagogicos y epistemoldgicos que
condicionan cualquier decisién curricular. Percibimos, sin
embargo, una visioén de la Matematica mas alld de un mero
producto cultural, como un proceso en el que los sujetos
deben ir construyendo el significado de sus propios apren-
dizajes, a la vez que adquieren estrategias de pensamien-
to cuyo alcance es mayor que el de los conceptos o pro-
cedimientos asimilados.

Por ejemplo, ¢por qué es necesario, en los niveles inicia-
les, marcar los limites numéricos en los nimeros del siste-
ma educativo inglés? La teoria de Gattegno (1988) demues-
tra que, en el lenguaje inglés, es efectivo trabajar con una
secuencia de nimeros hasta 1000 para forzar un conoci-
miento de la estructura del sistema numérico. Sin embar-
go, en Espafia se piensa que los nimeros no aparecen en
la vida ordinaria en un cierto orden, segtn la edad de los
estudiantes, sino que lo hacen de forma desordenada en
el ambiente diario que les rodea.

sPor qué, en el Curriculum Nacional de Inglaterra y Gales, se
aconseja estudiar primero la longitudy luego todas las medi-
das? ;Es que la medida de la Jongitud demuestra la necesidad
de dividir una escala en subdivisiones? Muchas de las escalas
de las demds medidas se basan en ello. ;Qué significa la falta




de una frase en el Curriculum Nacional de Inglaterra como
la que se encuentra en el Curriculum Oficial de Espafia:

...actitud positiva hacia la belleza de las formas en el espacio...?

Otra pregunta para ambos paises: ;Es verdad que es
importante que los alumnos «..interpreten la informa-
cion...»? Seguro que si para los que viven en democracia.
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A LA DIVINA PROPORCION

A fi, maravillosa disciplina,

media, extrema razén de la hermosura,
que claramente acata la clausura

viva en la malla de tu ley divina.

A i, carcel feliz de la retina,
durea seccién, celeste cuadratura,
misteriosa fontana de mesura
que el Universo arménico origina.

A ti, mar de los suefios angulares,
flor de las cinco formas regulares,
dodecaedro azul, arco sonoro:

Luces por alds un compés ardiente.
Tu canto es una esfera:fransparente.
A i, divina proporcién de oro.

Rafael Alberti




En el entorno de n a través
de la seccion durea

José Maria Bosch Puchades

Mencionadas unas
relaciones fortuitas o
accidentales entre T y la
seccién durea en textos de
autores como Ghyka y
Gieidon, se supone de gran
interés una nueva conexién
enfre ambas constantes que
permitird una aproximacién
a T con un desfase de
cienmilésimas, en una
primera relacién, y una
segunda aproximacién con
un desfase de
milmillonésimas.

L NUMERO T (3,14159265...) es, a finales del siglo xx, una
constante matemdtica que ya ha desvelado sus misterios.
Por fin, después de mantener en vilo el ingenio de los
pensadores a lo largo de la Historia, las ciencias actuales
han sido capaces de hacerlo encajar dentro de los esque-
mas matemdticos rigurosos. Ahora disponemos de los
datos que podamos requerir sobre esta constante pero,
obviamente, no siempre fue asi.

Aln después de que Lindemann demostrara en 1882 que
T era un ntmero trascendente quedaba el reto de aproxi-
marse, lo mas posible, a su valor numérico. Los avances
en el andlisis matematico y en las series infinitas cercaron
definitivamente al transgresor. Ya sélo faltaba dictar sen-
tencia; pero de este trimite se ha encargado, sobradamen-
te, la informitica que, radicalmente, le ha dado nombre y
apellidos con mil millones de digitos.

Esto es asi de rotundo pero no, por ello, quedan agotadas
toda una serie de indagaciones que, en torno a esta cons-
tante, se pueden plantear y estudiar. Uno de estos recorri-
dos de investigacion es el de las aproximaciones a T desde
expresiones finitas.

En la historia de las matemdticas se han escrito muchas
piginas donde la razén de la circunferencia al didmetro
era una sencilla fraccién; bien, porque no se conocia dicha
razdén con mias exactitud o, bien, por principios pricticos
de aplicaciéon. Asi, por ejemplo, los pueblos de la civiliza-
cién babilonica consideraban el didmetro como un tercio
de la circunferencia y calculaban el drea del circulo tripli-
cando el cuadrado del radio. Arquimedes utilizd y legd la
expresion 22/7 (= 3,1428...), pero demostrd que T se
encuentra en el intervalo [3,1408..., 3,1428...].

Las sucesivas generaciones satisfacfan sus necesidades de
cdlculo en base a la aplicacién de su férmula particular; a
veces con estimacién del coeficiente de error, segin su



capacidad de precisién, y otras con menosprecio, o total
indiferencia, del mismo.

El proceso de acercamiento al valor numérico de T cons-
tituyd una larga andadura. Probablemente, nuestros ante-
pasados, a lo largo de muchos siglos, no necesitaron un
conocimiento preciso de la relacién entre el didmetro y
la circunferencia y, tal vez, muchos pueblos, ni siquiera
se lo plantearon.

Antecedentes: la fraccién 355/113

El primer gran estratega que la Historia localiza es
Arquimedes (287-212 a. C.). Barajé un error de diezmi-
lésimas y emple6 la fraccién practica que se menciona
mads arriba (22/7).

Una expresion admirable, y de gran precision, es la que
estableci6 el astrénomo chino Tsu Ch’ung-Chih (430-501).
Sus cilculos le permitieron acotar la longitud de la circun-
ferencia entre los valores 3,1415926 y 3,1415927.

En la obra Experiencia matemdtica (1982) de Davis y
Hersh se incluye en el Apéndice A una Breve cronologia
de la matemdtica china. En dicha sintesis, que se extien-
de desde el afio 300 a. C. hasta el siglo xvi, se recogen
una docena de hitos histéricos de aquella disciplina. Uno
de éstos hace referencia a Tsu Ch'ung-chih (430-501), y a
su obra, Chiu-Shu (Arte de enmendar), y a continuacion,
simplemente, anota una expresioén que transcribimos:

T = +355/113

En otros textos hemos averiguado mds datos de este
cientifico, pero ahora nos interesa el valor numérico de
su fraccién:

355/113 = 3,1415929203...

Realmente el resultado es sorprendente al compararlo
con T (= 3,1415926535...). Coinciden los 6 primeros
decimales y el error unitario, por exceso, es de 8,49...
cienmillonésimas.

Ciertamente Tsu Ch'ung-Chih marcod un hito en la mate-
madtica china. Pero también lo hizo en la cultura universal
puesto que antes que él nadie se aproximé tanto a Ty,
posteriormente, tuvieron que pasar muchos siglos para lle-
gar a resultados més precisos.

Ninguna fraccién cuyo numerador y denominador sean ambos
nimeros enteros puede ser exactamente igual a T, pero existen
muchas fracciones sencillas que se aproximan sorprendentemen-
te a él. La mas importante fue descubierta por Tsu Ch'ung-Chih,
famoso astrénomo chino, en el siglo v de nuestra era, adelan-
téndose de ese modo mds de mil afios a los matematicos del
hemisferio occidental.

Este texto, del norteamericano Martin Gardner, pertenece
a un articulo aparecido en Scientific American aproxima-

Tsu Ch’ung-Chib
marco un hito
en la matemdtica
china.

Pero también
lo bhizo
en la cultura
universal puesto
que-antes que &l
nadie se aproximo
tantoam
Y, posteriormente,
tuvieron que pasar
muchos siglos
para llegar
a resultados
mas precisos.

damente en 1960 y esta incluido en una
edicién de 1972 de dicho autor.

Hace unos seis afios que descubri, en el
libro de Davis y Hersh, la fraccién
355/113. Sobre ella he encontrado refe-
rencias como las que transcribo mds
arriba y otras que envuelven a dicha
razén de un cierto halo mistico: se con-
figura con las parejas 11, 33 y 55, los
primeros impares, etc.

Realmente, hace muy poco que he sido
consciente de un significativo detalle:
en un circulo de drea equivalente a la
unidad de superficie, las longitudes de
la circunferencia y del didgmetro son res-
pectivamente 3,544907... y 1,128379...
(unidades de longitud).

Si dichas cantidades las redondeamos,
por arriba, a 3,55 y a 1,13, obtenemos
los términos de la fraccién de Tsu
Ch'ung-chih automaticamente. Lo tre-
mendamente casual es la semejanza de
los errores relativos entre los valores
redondeados y los reales: 0,00143651...
para la circunferencia y 0,00143642...
para el didmetro.

Por lo tanto, los términos de aquella frac-
cién son la circunferencia y el didmetro
aumentados, practicamente, en la misma
proporcién, con lo que el resultado es,
necesariamente, 7 con un desfase del
mismo orden que el existente entre los
errores relativos mencionados mds arriba.

La secciéon durea

Lo que han tenido siempre en comin
los matemiticos y los valores de aproxi-
macién a T que nos han legado es que
nunca se ha hecho intervenir en los mis-
mos a otra constante matematica cono-
cida en ese momento histérico.

La novedad que justifica el presente tra-
bajo es, precisamente, la incorporacién
de una constante mitica, tan especial
como T, en las expresiones de aproxi-
macion y el grado de precisién de dicho
acercamiento a su entorno.

Se trata del nlimero dureo (®):

®= ”Zﬁ =1,61803398. ..




una expresion matemdtica que igual
eja ver su sello en el hermetismo de las
iramides que aflora desde las regiones
e la biologia o la botdnica.

| andlisis de diversas proporciones del
afhpo geométrico de las pirdmides no
eja lugar a dudas sobre la aplicacion
onsciente de la seccién durea, por
arte de los constructores egipcios, hace
.500 afos.

édos dos segmentos desiguales, Ay B,
endo el primero de ellos de mayor
ngitud, estin en proporcion Zdurea
uando la razén de A respecto de B es
la misma que la de la suma de ambos
segmentos, 4 + B, respecto al mayor, 4

A+B
A B
A+B_ A

A B

Figura 1. Segmentos
en proporcién aurea

amos a verlo en forma algebraica:
A/B=(A+ B/A

dividimos por B, el numerador y el
enominador del segundo miembro,
ndremos:

A/B = ((4/B) + (B/B)/(A/B)

_puesto que A/B es la incognita que
queremos despejar, sustituiremos este
término por x.

si pues la ecuacién quedard del
guiente modo:

x=(x+ D/x
F=x+1
X¥-x-1=0

solucién positiva para esta ecuaciéon
de segundo grado es la siguiente:

Lo 1+5
2

specto a dicho valor vamos a ver lo
que dice Ghyka (1927):

Por su propia
naturaleza,
la seccion durea
presenta
automaticamente
una continuidad
de proporciones
Y una serie
infinita
de reflejos
armonicos.

...tomamos como valor de la razén buscada

A 1445

B 2

que es un nimero algebraico inconmensurable, frivial a primera
vista; pero que como vamos a ver en seguida, posee caracteristi-
cas casi Onicas entre todos los nimeros de esta clase.

=1,61803398875...

Para manejarlo con més comodidad, lo designaré por la letra
griega @, siguiendo el ejemplo de Mark Barr y Schooling, quie-
nes (en los anexos matemdticos de The Curves of Life {Las Curvas
de la Vida) de Sir Theodore Cook) fueron los primeros que lo
afectaron de un signo propio.

Se tiene:
®= ”2‘5 ~1,618033...
121435 4 418033
o 2

o= 3"2@ =2,618033..

Esta notable identidad de las cifras decimales de la fracciones
indefinidas 1/®, ®, ®?, resulta de la ecuacién inicial

O’ =D+ 1

y de su variante (obtenida al dividir todos los términos por ®):

1=
0]

La seccion aurea y m: afinidades

Vamos a exponer, en este apartado, una proximidad entre
ambas constantes que mencionan en sus obras Ghyka y
Giedion.

El primero de ellos dice:

Por lo que respecta al ofro nimero, T, no hay entre &l y ® cone-

xion intima real {...) sino una afinidad que se podria llamar «acci-
dental», que procede del hecho de ser

4/m=1,273... Jo =1272...

(m/42 = 0,617... 1-®=0,618...

Esta coincidencia, puramente fortuita, hard que las construccio-
nes arquitecténicas basadas en la seccién durea, puedan —en
algunas de sus proporciones— evocar la razén de la circunfe-
rencia al diameiro (el nimero ) de un modo tan claro que inspi-
re la tentacién de inferpretar en su trazado como un sutil ensayo
de cuadratura del circulo.

Se refiere Ghyka a las «construcciones arquitectonicas» mis
caracteristicas del antiguo Egipto, las pirimides, como
veremos ahora.

Siegfried Giedion (1963) escribe:

Por su propia naturaleza, la seccién Gurea presenta automatica-
mente una continvidad de proporciones y una serie infinita de
reflejos arménicos. M. Ghyka (1927) ha estudiado las propieda-
des de la seccién Gurea més escrupulosamente que ningin otro



investigador de hoy. Esa continvidad infinita de proporciones
relacionadas puede ser la razén por la cual las lineas y planos
de la gran pirdmide no dejan de revelar nuevos aspectos de la
seccion durea.

()

Aqui sélo podemos aludir someramente a las relaciones de 7 con
la seccién durea. Se ha discutido mucho acerca de hasta qué
punto conocian los egipcios el valor de T, la relacién entre la cir-
cunferencia y el digmeiro de un circulo. Es evidente que, con su
método de pensamiento, los egipcios lo expresarian solamente
con una proporcién, en forma de fraccién. Puede afirmarse que
«la relacién del perimeiro de la base de la gran piramide con el
doble de la altura es igual a 7t», y también que «la relacién del
area de la base con el érea de la seccién mediana es igual a »
{J. P. Laver, 1948, Le probléme des pyramides d’Egypte, Paris). Al
confirmar esto, Llaver afiade la observacién de un matemdtico,
Paul Montel, quien dirigié su atencién hacia una relacién poco
notada entre T y ®@: '

0,618 = 1/® = (n/4)2 = (3,1416/4) = 0,617

cerrando asi, puede decirse, la cadena de relaciones.

Aproximaciones a 1/®?2

No conocemos ninguna publicacién que haga referencia a
una fraccién, o relacién, del tipo

/D2

Lo mis parecido a esta propuesta figura en las citas rese-
fladas mds arriba y, realmente, distan mucho de esta
opcion.

Veamos su valor numérico:

/P2 = 1,1999816148...

La proximidad de esta razdn al valor 6/5 (= 1,2) nos per-
mite hacer otro planteamiento:

/P2 =+12
Nada nos impide que despejemos T en forma aproximada:
T=+12®?
Y resulta:
+ T = 3.141640786...
que constituye nuestra primera aproximacion a 7T y que
llamaremos t{1}.
m1] = 1,2 P2
T1] = 3,141640786...
Al error unitario entre Ty T[1] lo llamaremos E[1]:
E[1] = 0,00001532...

En funcién del valor aproximado de T que acabamos de
definir, Tt[1], es obvio que, partiendo de un circulo de drea
unidad, podremos determinar un cuadrado de area proxi-
ma a la unidad de superficie y un segmento cuya longitud
se aproximari, también, a su unidad.

Se ha discutido
mucho
acerca de basta
qué punto
conocian
los egipcios
el valor dem,
la relacion entre
la circunferencia
y el diametro
de un circulo.

Veamos la construccién geométrica de
la figura 2.

Hacemos corresponder el drea unidad
con la superficie del circulo.

La superficie del cuadrado circunscrito,
Sce, por definicién, es la siguiente :

Scc = 4/T (unidades de superficie)

Figura 2

Si sustituimos T por su valor aproxima-
do Tt1]

w1 = 1,22
tendremos :
Scc = +4/1,2®? (unidades de superficie)

Conclusion: si multiplicamos el cuadra-
do circunscrito al circulo de area uni-
dad por el valor 1,2®? obtendremos un
cuadrado cuya superficie se aproxima-
rd a cuatro veces la unidad de superfi-
cie. El error relativo, por exceso, seri
E[1] = 0,00001532...

Vamos a construir de una forma mis
simple dicho cuadrado de drea proxima
a la unidad.

Volvemos a la figura 2 para analizar el
entramado o cuadricula de 16 pequefios
cuadrados insertados en el circulo.

La superficie de uno de estos cuadrados
es 0,2/Tt.

La circunferencia coincide en 8 puntos
con 8 vértices de dichos cuadrados. La
construccién es inequivoca y la razén
del lado del cuadrado circunscrito a la
suma de cuatro lados de estos cuadra-
dos es la siguiente :

Razon=® -0,5
Razén = 1,118033988...



 la figura 3 se ha remarcado un cua-
ado en el que se establece que su
a es 0,6666768... (unidades de super-
ié). Es decir, 2/3 de la unidad aproxi-
idamente.

Area = 0,666678...

Figura 3

a razén de este cuadrado de 4drea
),6666768... (unidades de superficie) y
_cuadrado circunscrito al circulo de
drea unidad es ®¥/5 (= 0,523606797...).

o se incluye la demostraciéon de este
iecho puesto que es una simple com-
robacién geométrica.

a construccién del cuadrado de drea
roxima a la unidad es inmediata y la
mos en la figura 4.

| cuadrado CDEF tiene un irea proxi-
na 2 la unidad de superficie, con un
_error relativo E[1] = 0,00001532...

A esta superficie (del cuadrado) la

_denominaremos Al1] y su valor es:

Es logico que
este entramado
no dejara de
darnos sorpresas
en cuanto
a la configuracion
de segmentos
interesantes.

All]

Figura 4

All] = 1,20%/1
Al1] = 1,00001532...(unidades de superficie)

Es logico que este entramado no dejara de darnos sorpre-
sas en cuanto a la configuracion de segmentos interesantes.

En la figura 5 la razon de la recta OF respecto a la unidad
de longitud, se aproxima a la inversa de la seccién 4urea.

OF = 0,618038723... (unidades de longitud)
1/® = 0,618033989...

\

F

Figura 5

Vemos que este segmento es la hipotenusa del tridngulo
formado por el radio del circulo unidad y el lado del cua-
drado de 4rea «0,2T0,

El desfase, por exceso, de esta longitud respecto a la inver-
sa de la seccidn durea, presenta un error relativo equiva-
lente a la raiz cuadrada de E[l]; obviamente hemos pasa-
do de magnitudes de dos dimensiones (4reas) a una mag-
nitud de una dimension (longitud):

Bl = 0,00000766...

Ia determinaci n Ge la lagitud pr xime a la unided es
B anstrucci n gean trica simple a la qe lawmre-
mos L[1]. Basta cn muiltiplicer el segyento OF por la
seccidn aurea.

L[1] = 1,00000766... (unidades de longitud)

Segunda aproximacién a 7

Hay una segunda aproximacion a T, que llamaremos Tt[2],
de mucha mas precisién, y que resulta de matizar aquella
primera expresion.

N2
2
n[2]=[1’2¢ «/4,5]

3,76
2] = 3,141592684...

La razén entre este valor y T es:

T[2]/T = 1,00000000995...



Se trata de un desfase del orden de las milmillonésimas o
de, pricticamente, una cienmillonésima.

Esta circunstancia se deriva de una curiosa propiedad. La
diagonal del cuadrado circunscrito al circulo de drea uni-
dad, cuando es afectada por determinados factores, que
sean funcién del cuadrado de la seccion durea, D2, pre-
senta unos valores con varias cifras periddicas.

En la figura 6 el segmento B’F tiene el valor

B’F = 0,8355555597... (unidades de longitud)

\

Figura 6

BF es el resultado de multiplicar la diagonal DF por el
factor @?/5,

B’F= DF-®?/5
DF = /% =1,595769121... (unidades de longitud)

2
BF= ],595769;21...(13

La determinacién de B’F es muy sencilla sobre la cons-
truccidn geométrica que venimos utilizando. En la figura 6
vemos que el segmento C’B’es paralelo al CB.

Si asimilamos el segmento B’Fa la fraccion
3,76/4,5 = 0,835555555555...

podremos calcular grificamente la longitud proxima a la
unidad de longitud a la que llamaremos L[2]:

L[2] = B’F4,5/3,76
L[2] = 1,00000000497... (unidades de longitud)

Los valores 4,5 y 3,76 vemos que ya aparecian en la expre-
sion de T[2].

También hay que hacer notar que

2
[ﬂ) = 3,1416888888...

4,5

y ademds

0,8355555555...°3,76 = 3,1416883888...

En la figura 7 podemos ver el resultado
final, a falta de algunos pasos intermedios
debido a la brevedad de este escrito, de la
construcciéon de L2] y de su cuadrado A[2).

Al2] = 1,00000000995... (unidades de
superficie)

L[2] = 1,00000000497...

=0,8355555597... (unidades de longitud)

L[2] = 1,00000000497 ...

A2] = 1,00000000994...

Al[2] = Unidad de superfice aproximada

José Maria Bosch
Arquitecto Técnico
Ayuntamiento de Moncada
Valencia

Figura 7

Fh la figra ateriar la sgeraci n atre
las harizotales Rl v R es 1a disaria
0,8355555597  (unidades de langitid).
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Reflexiones para una propuesta
de geometria en el parvulario

Mequé Edo i Baste

En éste articulo se reflexiona
sobre como se introducen los
conceptos geométricos en el
Parvulario y se ofrecen
alternativas didécticas que
cambien el actual enfoque.

A EXPERIENCIA que se mostrard se ha llevado a cabo en
distintos centros piblicos del entorno de Barcelona.

Hasta ahora han participado en este proyecto maestros y
alumnos de primero, segundo y tercer curso de parvulario
de siete centros distintos.

Las escuelas donde se ha realizado esta experimentacion
han sido siempre centros pablicos de educacién infantil y
primaria en las que se habia detectado un interés, por
parte de los maestros, por reflexionar y cambiar el enfo-
que que se daba a la matemadtica en el Parvulario y mis
concretamente a la Geometria.

Asi pues, la experiencia que se presenta es siempre el fruto
de una reflexién conjunta de algln equipo de maestros de
parvulario con las orientaciones y guias que aportaba yo
misma como asesora en didactica de la matematica.

Aunque, como he dicho, hasta ahora esta experiencia se
concreta en el parvulario, creo que las reflexiones teéricas
que caracterizan la propuesta son igualmente validas para
la ensefianza Primaria, ya que en definitiva es un intento
de aplicacion en el aula de una Geometria més cercana a
las concepciones psicopedagoégicas del actual curriculo.

Reflexiones que fundamentan
la propuesta

Seguidamente se presentan las principales ideas que gufan
la reflexion y la actuacion tanto de la asesora como de los
maestros que participan en esta experiencia.

Al escoger una linea de actuacién y disefiar actividades de
geometiia para nifos y nifias de Educacion Infantil inten-
tamos guiarnos a partir de una serie de ideas bisicas que
se pasa a detallar.




Iniciar la aproximaciéon a la geometria
a través de objetos reales y tridimensionales

Las personas somos seres de tres dimensiones, rodeados
de objetos tridimensionales, por lo tanto creo conveniente
empezar la aproximacion a la geometria con un trata-
miento intuitivo y exploratorio del espacio y de los obje-
tos que nos rodean.

No tiene sentido empezar el aprendizaje geométrico par-
tiendo de conceptos abstractos como linea, punto, cuadrado
o rectdngulo y todavia menos si los conceptos que maneja-
mos no tienen una conexién explicita con experiencias pre-
vias de nuestros alumnos o conectadas con su realidad.

Asi pues, considero adecuado escoger entre los objetos
del entorno los primeros modelos de figuras geométricas
que, evidentemente, serdn tridimensionales; y es también
a partir de estos objetos reales que se conducird a los
nifios y nifias hacia la observacion y reconocimiento de las
figuras planas.

Actualmente, existen varios colectivos en distintos paises
que comparten esta vision; entre otros podriamos destacar
H. Freudenthal (1983), en Holanda; Instituto Irisae
Piemont (1993) en Italia; el grupo de matemiticas de
Infantil de Cambridge University (1988) cuyos materiales
han sido traducidos en Espafa por la Editorial Akal (1991);
Grupo Cero de Valencia (1985); R. Codina y otros (1992);
C. Alsina, C. Burgués y J. M. Fortuny (1987-88). Pero este
enfoque no es en absoluto nuevo, veamos sino lo que
propone Juan Palau (1934) en la introduccién de su libro
Geometria (estudio de las formas):

No hay libro de Pedagogia, por vulgar que sea, en que no aparez-
ca el principio muy conforme con la ciencia y con el sentido comn,
de que en la ensefianza elemental de todas las materias hemos de
empezar por lo concrefo, por cuerpos, por objetos; pero es lo cierto
que, hasta ahora, los libros de texto destinados a los nifios, hacen
caso omiso de &l y en todos ellos se empieza por lo mas abstracto,
por lo que debiera aparecer al final como sintesis |[...].

Nosotros en la distribucién de la materia de la presente obra
[...] hemos procurado ofrecer a la consideracién del nifio obje-
tos de formas geométricas tipicas, siguiendo no el orden légico
que se acostumbra en las obras que tienen mas en cuenta la
materia en si que el nific que ha de estudiarla, sino un orden
dictado por la Pedagogia.

El estudio de las formas, segin el criterio moderno, no puede,
pues, empezar por puntos y lineas, que son puras abstracciones,
sino por cuerpos y, mejor todavia, por objetos todos ellos mds o
menos familiares al nifio. Las superficies, las lineas, los puntos, los
iré conociendo el alumno al hacer el andlisis de los sélidos geo-
métricos en que se hallan comprendidos.

Estructurar la geometria a partir
de los procedimientos

Una de las caracteristicas més relevantes de la actual
Reforma Educativa es el hecho de reclamar la importancia

La Geometria se
ha estructurado
durante muchos
anos a partir
de los conceptos
Y esta vision
estd todavia
muy enraizada.
Sin embargo,
abora tenemos
que «Construir
entre todos

una nueva
didactica para
la Geometria
Y esto no es facil.

del aprendizaje de los procedimientos.
Si esta idea, en general, es vilida para
cualquier contenido en la Educacién
Infantil, en el caso de la Geometria se
convierte en imprescindible,

A menudo, al preguntar a los maestros
de Parvulario «qué hacen de geometria»
responden «el cuadrado, el tridngulo, la
redonda, etc.» Dificilmente dicen «com-
paramos objetos segln la forma, agru-
pamos, clasificamos, construimos, re-
producimos o explicamos...»

La Geometria se ha estructurado duran-
te muchos afios a partir de los concep-
tos y esta vision estd todavia muy
enraizada. Sin embargo, ahora tenemos
que «construir» entre todos una nueva
didictica para la Geometria y esto no
es facil.

Todos, maestros, formadores, pedago-
gos, autores de libros de texto, etc.,
debemos hacer un esfuerzo para tra-
ducir esta frase: es necesario priorizar
los procedimientos para llegar a través
de ellos a los conceptos, en acciones
reales,

En definitiva pues se deberia intentar
que el contenido principal de la geome-
trfa en el parvulario fuera:

Exploracién sistematica de algunas figuras
y cuerpos geométricos para descubrir sus
propiedades y establecer relaciones con
ellas. (Currfculo de la Etapa Infantil, MEC,
1992:48.)

Y a través de este procedimiento conse-
guir que los alumnos se inicien en la
construccién de los conceptos:

Cuerpos geométricos: esfera, cubo, cilin-
dro, efc.

Figuras planas: circulo, cuadrado, trigngu-
lo, recténgulo. (Curriculo de la Etapa
Infantil, MEC 1992:47.)

Elaborar programaciones
ciclicas

Coincido con algunos expertos como
Codina y otros (1992), Canals (1997),
Piemont (1993) que defienden que la
organizacion de los contenidos geo-
métricos deben presentarse de forma
ciclica o en espiral, es decir, no hay



unos contenidos concretos especificos
ara cada edad, ni tan sélo hay unos
contenidos exclusivos de Parvulario,
en el sentido de que al terminar esta
etapa deban estar totalmente consoli-
dados. Al contrario, la idea de progra-
. macién ciclica o de recorrido en espi-
ral nos propone que los mismos con-
enidos se puedan «ver o «ratar» suce-
sivamente afladiendo nuevos grados
de dificultad.

A menudo los maestros se cuestionan:
scual es la secuencia de contenidos ade-
cuada en Educacién Infantil? o en el
 programa, ¢qué debe ir antes «el cubor o
el tridngulo»?

Creo que no hay una Unica secuencia
valida de contenidos geométricos, es
mas, secuencias de contenidos muy
distintas pueden ser igualmente
correctas cada una en su contexto;
esta es una cuestion que deberia deci-
dir cada equipo docente en funcién de
su realidad.

Pero, en relacion a la programacion de
Parvulario, y retomando la explicacién
del punto anterior debemos desterrar la
idea de que hasta que un contenido no
esté «aprendidor no se pueda pasar a otro.

Si nuestro objetivo principal no es que
asimilen totalmente un concepto y, por
el contrario, si es que es que analicen,
comparen, deduzcan en relacién a la
forma y posicion de los objetos, es evi-
dente que no se pueden presentar los
conceptos por separado, sino relacio-
hados y es evidente, también, que no
se puede hacer geometria durante una
semana y «cerrar el tema, sino que es
un contenido al que se debe hacer
teferencia en muchos momentos a lo
largo de todos los cursos del Par-
~vulario,

Por ello, creo que deberiamos elaborar

programaciones ciclicas, es decir, pro-
gramaciones en las que aparezcan y
feaparezcan los mismos conceptos
pero con algunos cambios, ya sea
combinandolos de distinta forma, ya
sea incorporando nuevas nociones o
_ anadiendo procedimientos méis avan-
~zados.

Alternar actividades de «reconocimiento
visual» con ofras de «inicio de anélisis
de cualidades y propiedades»

Cuando en alguna sesion de trabajo con maestros anali-
zamos las propuestas de geometria que suelen aparecer
en los cuadernos de Parvulario nos encontramos con que
el objetivo de aprendizaje de la mayoria de propuestas es
que los nifios y nifias sean capaces de reconocer y nom-
brar alguna figura geométrica, ya sea plana o tridimen-
sional. Estas son las actividades tipicas de reconocimien-
to visual, que consisten, basicamente, en asociar una figu-
ra a una palabra.

Actividad
Pinta los triéngulos

Figura 1. Actividad de reconocimiento visual un tanto especial,
ya que presenta distintos modelos del concepto triangulo.
sPor qué la mayoria de nifios y nifias de parvulario sélo reconocen
el «iribngulo» como tal cuanto éste es equilatrero?,
sun Gnico modelo facilita o dificulta el aprendizaje del concepto?

Volviendo a la explicacién anterior, reconozco que se
deben realizar actividades de reconocimiento visual,
pero creo que éstas deben alternarse con otras pro-
puestas que impliquen hacer un anilisis de cualidades
y propiedades derivadas de la forma de los objetos,
como por ejemplo:
1. Si esto es un tridngulo, y esto y esto también; sin
embargo esto no...
(Por qué éstos son tridngulos?, scOmo lo sabes?, ;qué
tienen igual? Construye algunos tridngulos mds. ¢Por
qué éste no es un tridngulo?, squé tiene distinto?




Desde la matemdtica es mis interesante que un nifio o
nifia de parvulario llegue a descubrir que todas estas figu-
ras son tridngulos porque tiene tienen tres lados, pero que
hay tridngulos de distinta forma, tamario, color, etc. que
no que sepa reconocer y nombrar sélo visualmente un
gran nmero de figuras planas.

Otro ejemplo:

2. Vamos a estampar con estos objetos y pintura, (formas
proximas a cilindros, cubos y algunos prismas).

¢Qué objeto marcard alguna figura conocida?, stodas
las marcas de este objeto seran iguales (cubo) y de
éste (prisma triangular)?, ;qué objeto marcard un
circulo?, etc.

En este ejemplo es mds interesante que lleguen a recono-
cer y asociar algunas figuras planas como superficies de
los cuerpos de tres dimensiones (relacionando asi conte-
nidos matematicos con la interpretacién del entorno real),
que no que reconozcan muchas mds figuras, pero sola-
mente en fichas y cuadernos.

Cuando en las sesiones de Geometria se potencia el hecho
de analizar, realizar hipétesis, comprobar y verbalizar se
estd «ensefiando» algo fundamental que es lo siguiente: la
intuicién y el reconocimiento visual es el recurso bésico
inicial, pero encontrar argumentos basados en razona-
mientos nos ayuda a conocer y comprender mucho mejor
lo que se estd aprendiendo. De hecho, actuando asi desde
el inicio, estamos ayudando a construir una pauta de
actuacion bésica para el aprendizaje de la Geometria, y de
la Matemdtica en general, que deberfa ser vilida para el
resto de la escolaridad.

En definitiva reconozco la importancia inicial del recono-
cimiento visual, pero en mi opinién no deberiamos que-
darnos aqui argumentando que en el Parvulario los nifios
y nifias «son pequefios». Sean cuales sean las nociones o
conceptos implicados en una actividad es importante que
el maestro plantee cuestiones que ayuden a analizar, com-
parar, deducir, en definitiva a razonar.

Tener una «actitud geométrica»
delante de situaciones habituales

Muchas veces no es necesario que los maestros dnventen»
nuevas actividades para trabajar aspectos geométricos en
el Parvulario. Simplemente se requiere tener claros los
objetivos que se pretenden y aprovechar alguna situacion
habitual en el aula para, con wna actitud geométrica», con-
vertirla en una actividad de aprendizaje matematico.

Por ejemplo, supongamos que tenemos un rincoén
donde los crios suelen hacer construcciones con mate-
riales variados.

Imaginemos que un dia ofrecemos piezas de construccion
con forma de cubo, de cilindro y afiadimos algunos obje-

Sean cuales sean
las nociones
0 concepros
implicados
en una actividad
es importante
que el maestro
plantee cuestiones
que ayuden
a analizar,
comparar,
deducir,
en definitiva
a razonar.

tos esféricos. Pedimos a los nifios y
nifias que realicen torres 'y construccio-
nes pero antes conversamos con ellos
acerca de:

gTodas las piezas sirven igual para
apilar?
sPodréis hacer una torre con las bolas@

sHay piezas que se aguantaran bien
aunque las coloquéis en cualquier posi-
cion?

Seguidamente los nifios experimentan,
haciendo distintas construcciones y una
vez terminada la actividad se retoma la
conversacion llegando conjuntamente a
conclusiones del tipo:

Las piezas con todas las caras planas
son las que se apilan bien en cualquier
posicién.

las piezas cilindricas solo se apilan
bien si se apoyan en sus caras planas.

Las bolas no van bien para apilar por-
que no lienen caras planas.

En este ejemplo, y de forma muy resu-
mida, he intentado ejemplificar lo que
entiendo por tener una «actitud geomé-
trica», que en sintesis vendria a ser: que
el maestro se valga de una situacion
habitual (como por ejemplo juegos de
construccidn, estampado, modelado,
dibujo, juegos verbales de adivinar, jue-
gos de encaje, juegos motrices, danzas,
laberintos y recorridos en el gimnasio,
etc.), para provocar un didlogo previo a
la actuacién de los nifios, didlogo que
los estimule a hacer predicciones, que
les despierte el deseo de realizar com-
probaciones y, sobre todo, que, al final,
se destine el tiempo necesario para
obtener alguna conclusién.

Utilizar la terminologia
geométrica correcta,
coexistiendo con el vocabulario
natural propio de la edad

Casi la totalidad de los términos de
nuestro vocabulario los aprendemos




yéndolos usar en situaciones reales,
uncionales y con una intencién de
omunicacion. Luego, ¢por qué los tér-
minos geométricos se aprenden en
k na ficha?

Maestro: Esto es un cuadrado, pinia los
cuadrados.

Nino: 3Ye

No serfa mejor que los maestros usara-
mos habitualmente el vocabulario geo-
métrico correcto acompafiado de pe-
k‘queﬁas explicaciones, si es necesario,
que faciliten su comprension?

 Maestro: -3Puedes acercarme el bote
que estd en la primera estan-
teria, el que tiene forma de
cilindro?

Nifio: -3Dénde guardamos las fijeras?

 Maestro: - Si

En varias escuelas con las que he cola-
borado los maestros han elaborado un
vocabulario de uso interno que sirvié al
mismo tiempo para clarificar nociones a

ellos mismos y para introducitlo en el
. aula. En todos estos vocabularios apare-
cian palabras como: circulo (desterran-
do la terrible @wedonda» para siempre),
1 cuadrado, tridngulo, rectangulo, lados,
vértices, superficie, esfera, cilindro,
ctibo, prisma, caras, planas, curvadea,
linea, recta, etc.

Puede que alguien se asuste al ver tanta
terminologfa geométrica en el Parvulario
pero debe quedar claro que la intencion
del maestro al usar estos términos no es
nunca que los nifios y nifias de estas
edades lleguen a «asimilar totalmente
todas estas nociones, ni siquiera que las
usen siempre sustituyendo el vocabula-
tio patural propio de su edad, nuestra
intencién es que lo vayan oyendo en
situaciones donde tienen significado,
para que de esta forma empiecen a ela-
borar sus primeras intuiciones en rela-
cion a estas nociones y, en definitiva,
_que conozcan una pauta de actuacion a

Jda
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de lineas,
figuras y cuerpos,
estaticos
0 en movimiento,
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través de sus maestros y esta forma de actuar es la que les
dice: la matemitica nos ayuda a observar, analizar, com-
prender y comunicar acerca de la forma, la posicion, la
belleza y la estética de los objetos que nos rodean.

Transmitir una forma de «mirar» el entorno
que ayude a construir conceptos geométricos
a la vez que desarrolle sentimientos estéticos

Volviendo una vez mas a las sugerencias diddcticas del
actual Curriculo de Educacién Infantil encontramos lo
siguiente:

Las actividades mateméticas deben inscribirse en el conjunto
de situaciones, hechos y proyectos que se producen dentro del
aula o en dmbitos mas amplios (escolares y extraescolares) ,
desde el punto de vista didéctico, es necesario plantearlas
como un aprendizaje que lleve al conocimiento de la realidad
y que consiga una adecuada aplicacién de lo que se ha
aprendido. (Orientacions Didactiques per a I'Educacié Infantil,
MEC, 1992:76.)

Creo que la idea de partir del entorno queda reflejada a lo
largo de todo este texto, pero cuando hablamos de entor-
no, ¢a qué nos referimos?

¢Solo al entorno natural?, ;a los objetos cotidianos produ-
cidos por el ser humano?, ¢o también a las producciones
artisticas?

En la Escuela Infantil diversificar las situaciones de
aprendizaje y los referentes de un mismo contenido es
muy necesario, de esta forma ayudamos a generalizar y
a aplicar los aprendizajes en distintos contextos, por
ello es conveniente referirnos a los tres, pero me atre-
veria a decir que quizds deberiamos prestar una aten-
cién especial a aquellas cuestiones relacionadas con el
mundo del Arte.

Creo que la contemplacion y creacion de formas artisti-
cas a partir de lineas, figuras y cuerpos, estiticos o en
movimiento, ayuda tanto a intuir y construir nociones
geomeétricas como a desarrollar sentimientos y emocio-
nes estéticas.

El hecho de relacionar, desde la didactica de la matemati-
ca, la Geometria con el Arte no es nueva, ni siquiera el
hecho de reclamarla como situacién de aprendizaje para
Educacién Infantil. Uno de los objetivos que se planteaban
el grupo Cero de Valencia (1985:191) en relacion a la geo-
metria para el Parvulario y el Ciclo Inicial de Primaria era:
Desarrollar los sentimientos estéticos».

Pero quizds llama mas la atencion cuando la relacion se
produce desde el artista. «Pablo Palazuelo, uno de los artis-
tas espafoles mis representativos de este fin de siglo»
(entrevista en el Pais semanal, febrero 1998) comenta que
en una ocasion calificaron su obra de «pintura geometrica,
pintura fria,, él estuvo de acuerdo en que su pintura ra




geométrica, pero rechazdé que fuera fria, argumentando:
«Cuando descubri que la geometria es lo que estd en el
fondo de la vida, que es lo que la construye, ;c6mo iba a
pensar que la geometria es fria? ;Es fria una flor, una semi-
lla, un caracol maravilloso de la playa? ;Es fria una estrella
de mar? La geometria no es fria; lo serd la geometria esco-
lar, esa donde nos hemos quedado».

Pero, ;es realmente necesario que la geometria escolar
sea fria?

Estoy convencida que no. Sin embargo en la prictica
escolar esto implica un cambio importante por parte de
los adultos en la forma de «mirar, sentir y transmitir la
realidad geométrica que nos rodea. En fin, un apasio-
nante reto que algunos maestros ya han asumido con
€éxito; quizds porqué se dejaron seducir por frases como
esta:

Una de las caracteristicas més notables de los modelos geométri-
cos es su atrayente oferta visual al observador. Es precisamente
a partir de la percepcién visual que acumulamos buena parte del
conocimiento geométrico elemental, aunque como dijo un poeta:
«Hay que mirar mucho, para llegar a ver». {Alsina, Burgués y
Fortuny, 1988:35.)

Desarrollo de la experiencia

En la prictica, existen tantas secuencias de actividades dis-
tintas como maestros han participado; porque compartir
un mismo marco tedrico no implica realizar las mismas
actividades. Sin embargo en todos los casos se han alter-
nado dos tipos de situaciones: por un lado, las que con-
sisten en disefiar una situacién didéctica para trabajar unos
contenidos escogidos con anterioridad, Y, por el otro, las
que consisten en transformar una actividad habitual en el
aula que, sin perder el sentido que ya tenia, se le afiade
una reflexién matematica gracias a la «actitud geométrica»
del maestro.

Seguidamente se comentard, de forma breve, algunas de
las situaciones didécticas disefiadas o transformadas para
el aprendizaje de contenidos geométricos, que varias
escuelas han experimentado.

1. Buscar en el entorno: aula, patio, gimnasio, etc. gran-
des superficies planas y curvadas y reconocerlas con
todo el cuerpo (planas: paredes, suelo, etc.; curvas:
pelota gigante, tinel del patio, etc.).

2. Jugar a buscar por la clase objetos parecidos a un
cuerpo geométrico presentado: esfera, cubo, cilindro,
etc. (que previamente ha colocado la maestra).

3. Construir el rincén de la geometria en clase, donde
se coleccionan objetos (que traen los nifios y el
maestro de sus casas) que tengan formas parecidas a

Pero,

Jes realmente
necesario
que la geometria
" escolar

sea fria?

...compartir
Uun mismo
marco tedrico
no implica
realizar
las mismas
actividades.

algin cuerpo geométrico presenta-
do. También se recogen en este

espacio fotografias de catdlogos y
revistas con imigenes de objetos
cuya forma se parece a los trabaja-
dos.

Transformar una actividad de psi-
comotricidad en el gimnasio en
una situacién de anilisis de deter-
minadas formas. Poner el cuerpo lo
mis parecido a una esfera, o a un
cilindro. Desplazarse como lo harian
estos cuerpos. Colocar un antifaz a
algunos nifios y pedirles que con el
contacto corporal reconozcan la
forma de algunas piezas de espuma
gigantes con formas conocidas, asi
como que verbalicen cémo son las
superficies que tocan: splanas? scur-
vadas?

Jugar con la «aja oscura.. En este
juego se debe reconocet, sélo con
el tacto, objetos no mds grandes
que el pufio, con formas parecidas
o idénticas a otro objeto que se ve,
(Este juego tiene muchas variantes
ver Edo i Gorgori6 (1998).)

Transformar una actividad de cons-
truccion con piezas de madera en
una situacién para analizar el com-
portamiento de los objetos en fun-
cién de sus superficies. (Realizamos
torres: ¢qué objetos se apilan?, scui-
les ruedan?, ;por qué?)

Realizar una «excursién geométri-
ca» por las calles, o plazas del
entorno en la que se debera
encontrar y comentar objetos con
formas parecidas a las estudiadas:
farolas, papeleras, dep®&sitos,
cabinas, etc. (El recorrido ha sido
preparado de antemano por el
maestro.)

Vivenciar algunos conceptos geo-
meétricos con el propio cuerpo
jugando con cajas de embalaje
mas pequefias (zapatos), y mis
grandes (neveras, TV, etc.) por los
propios nifios. Los conceptos geo-
métricos implicados pueden ser de
situacion espacial como: dentroy
Juera, abierto y cerrado; abierto



por encima, por un lado, por
debajo, etc. O conceptos relacio-
nados con las caracteristicas deri-
vadas de la forma como: caras,
aristas, vértices, etc.

Reproducir la forma de un objeto
concreto con barro o pasta de
moldear, a partir de un modelo
que se ve, o con un modelo
escondido que se puede ir tocan-
do y analizando.

. Realizar una excursién a un «Chiqui
parc» (espacio con laberintos, cuer-
pos geométricos gigantes de espu-
ma, piscinas de pelotas, etc.).

En este espacio la maestra fotografia
a los nifios y nifias jugando. Dias
después, en clase, se visionan las
diapositivas y se comentan tanto las
posiciones relativas de los nifios
con los objetos, como las formas de
los mismos objetos.

. Reconocer y analizar las distintas
superficies de algunos objetos tridi-
mensionales a partir de una activi-
dad plastica de estampacion.

2. Construir maquetas y pueblos con
materiales variados (cajas, botes,
etc.) a partir de las plantas de los
edificios marcadas en una cartuli-
na. En esta actividad se debe reco-
nocer alguna de las superficies pla-
nas de cada objeto —forma y tama-
fio— y encajarla en otra superficie
plana.

: Partiendo de una actividad habitual
de construcciones con materiales
comerciales (como Duplo, Lego,
Polidron, Multilink, etc.) proporcio-
nar modelos tridimensionales cons-
truidos por algin compaifiero, o dar
modelos planos (fotografias) en los
que para reproducir el modelo se
deberd deducir o inventar como es
la parte del objeto que la fotografia
no muestra.

. Después de visitar una exposicién
y conocer un poco algin artista
concreto como: Mird, Calder, Max
Bill, etc., cada alumno, inspirado
por la obra del autor, realiza un
dibujo que es el proyecto de una
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escultura, que mds tarde realizard. Seguidamente se
buscan los objetos necesarios para cada proyecto y
finalmente se construye la escultura. De esta forma
cada superficie plana dibujada se transforma en un
objeto tridimensional, situacién que se presta a
comentar y analizar la relaciéon entre cuerpo tridi-
mensional y su proyeccién en el plano. Asi como se
analizan aspectos de equilibrio, de proporciones
entre figuras y entre objetos, cuestiones relacionadas
con las posiciones relativas, etc. Pero ademais se estd
relacionando la matemadtica y la geometria con el
Arte. Es decir con la contemplacién y creacién de
objetos estéticos y bellos capaces de transmitir y crear
emociones y sentimientos.

Evaluacién

La valoracién de esta experiencia es altamente positiva.

Por mi parte como asesora he visto que muchos maes-
tros estin descontentos con el enfoque que se da a la
geometria habitualmente, muchos de ellos estin deseo-
sos de encontrar una forma mads atractiva, mis funcional,
mas aplicada, y mis relacionada con otras dreas.
También he comprobado que cuando se inicia una cola-
boracién de este tipo partiendo de una necesidad de
cambio vivida por los propios maestros, mis sugerencias
provocan inmediatamente modificaciones sustanciales
en la dindmica escolar y, en muchas ocasiones, las pro-
puestas de los propios maestros superan mis expectati-
vas iniciales.

Por otra parte, los comentarios y valoraciones de los
maestros que han vivido la experiencia son invariable-
mente muy satisfactorios. Las escuelas con las que cola-
boré duarnte el curso 1997-98, en su informe lo han
valorado asi:

La participacién en este proyecto nos ha cambiado mucho el
enfoque y la forma de trabajar la geometria. Nos ha descu-
bierto un nuevo vocabulario, nuevas técnicas y nuevas activi-
dades para realizar con nuestros alumnos. Asi como nos ha
ayudado a relacionar la geometria con las demés éreas de
aprendizaje.

De hecho este apartado de la matemdtica se habia convertido en
rutinario y con pocos recursos.

Pero ademés esta reflexion iniciada en el Parvulario ha motivado
que los ofros ciclos de Primaria empiecen a replantearse los pro-
cedimientos que se utilizan para trabajar la geometria.

Los aspectos concretos en los que hemos cambiado son: Nuestros
conocimientos de geometria (los de los maestros), el vocabulario
que usamos en clase, la metodologia utilizada para «ensefiar»
geometria y sobre todo la actitud tanto de los maestros como de
los alumnos en relacién a este bloque de materia. (CEIP Narcisa

Freixes i CEIP Riu Sec de Sabadell.)




Por ultimo, queda comentar lo que opina otro colectivo, el
de los padres y madres. En algunas ocasiones se les ha
explicado el proyecto de forma pormenorizada, pero otras
veces no se le ha dado una relevancia distinta a las demas
actividades escolares. De todas formas, en general, las
familias han participado de forma activa recolectando
objetos, buscando fotografias, etc. Pero lo que es sorpren-
dente es que siempre, en todos los grupos, ha habido
algunos padres que han comentado gratamente sorprendi-
dos anécdotas de sus hijos referentes a este contenido.
Como, por ejemplo, una madre de una nifia de primero de
Parvulario le comentd a la maestra que estaba paseando
con su hija y esta dijo; «Oh, mira mama nos han puesto
farolas nuevas en la calle. Qué bonitas. Mira son una esfe-
ra y un cilindro, igual, igual que un chupa-chupr. La madre
quedd impresionada por la utilizacién de estos términos
por una nifia tan pequefia y, de hecho, éste suele ser el
factor que motiva a los padres a realizar comentatios pare-
cidos con los maestros.

Pero lo que debe hacernos reflexionar es el hecho de
comprobar que existen maestros de Parvulario que son
capaces de ofrecer a sus alumnos herramientas matemati-
cas que los nifios utilizan luego para el anilisis, com-
prension, y comunicacién de sus experiencias, incluso
fuera de la escuela.

Asi pues podria concluir de la misma forma que he empe-
zado este apartado; la valoracién de estas experiencias es
realmente positiva y, desde luego, setfa muy deseable su
generalizacion.
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Procedimientos utilizados

en la resolucién de problemas
de teoria de numeros:

una experiencia con alumnos
de escuela media

Cristina Ferraris

Virginia Montoro

En este trabajo se analizan
los procedimientos utilizados
por los alumnos en la
resolucién de algunos
problemas propuestos en el
marco de un faller sobre
teoria de nGmeros,
planificado por las autoras
para introducir el método
matemético con adolescentes
de 13 a 18 afios. La
experiencia se realizé en
San Carlos de Bariloche,
provincia de Rio Negro
{Argentina).

N LA ULTIMA década se ha producido un consenso gene-
ralizado entre investigadores y educadores en cuanto a
que la educacidén matematica debe tender a que se desa-
rrollen capacidades que permitan resolver situaciones
problematicas, realizar conjeturas, probar hipodtesis y
plantear nuevos problemas. Asi, son objetivos deseables
que los estudiantes valoren su propia capacidad de hacer
matemidtica, lleguen a resolver problemas, puedan comu-
nicar sus resultados en lenguaje adecuado y aprendan a
razonar matematicamente.

Teniendo en cuenta estos objetivos, realizamos una expe-
riencia en modalidad de taller con alumnos de escuela
media, sobre la base de un tema tan rico en posibilidades
como lo es la teoria de nimeros, que permite tratar la
temitica elegida utilizando el método matemdtico, me-
diante la resolucién de problemas. Como expresa el Dr.
Enzo Gentile (1985) da teoria, los ejemplos y la resolucién
de problemas forman el tridngulo de equilibrio de toda
enseflanza eficaz», y la aritmética representa una excelen-
te opcidn para tener en cuenta en la ensefianza de la
matemdtica ya que permite plantear problemas de todo
tipo de complejidad y el resolverlos implica un ejercicio
especifico del aprendizaje.

La propuesta consistié en acercar al estudiante a la meto-
dologia matematica, utilizando los contenidos conceptua-
les como materia de base; rescatando estrategias heuristi-
cas mis que reglas particulares, intentando generar en los
estudiantes una actitud positiva respecto de la construc-
cion del saber matemitico, dando a éste un sentido dina-
mico en el uso de procedimientos. Las actividades del
taller se planificaron desde un punto de vista constructi-
vista, teniendo en cuenta que el alumno es activo en su
aprendizaje, construyéndolo en un todo organizado, de




acuerdo a sus conocimientos previos y con los instrumen-
tos adecuados. Particularmente, en el proceso de construir
el conocimiento matemdtico, dichas actividades fueron
pensadas para que el estudiante buscara soluciones, ex-
plorara modelos, formulara conjeturas, utilizando la me-
moria y la mecanizacién de destrezas sélo como instru-
mentos necesarios para «dejar mas tiempor a la creatividad,
tendiendo a la exploracién de alternativas.

Con cierta frecuencia, popularmenter, se ve a la Matema-
tica como una ciencia acabada y su conocimiento reserva-
do a unos pocos. Esto dltimo es muchas veces comparti-
do por los alumnos y, nos atreveriamos a decir, por algu-
nos profesionales. Por el contrario, nuestra intencién fue
presentar el trabajo matematico como un proceso dindmi-
co de descubrimiento permanente, que bien describe
Schoenfeld (1985) cuando expresa:

Primero dominamos una parte; segin avanzamos, la intuicién se
desarrolla, comenzamos a creer que vamos por buen camino. Lo
verificamos con ejemplos, buscamos contraejemplos, intentamos
enjuiciar el por qué vamos por buen camino. Cuando creemos
saber que funciona, intentamos demostrarlo. Este ensayo puede
tener o no tener éxito. Podemos comenzar por un camino equi-
vocado; sufrir algin revés, tener que batirnos en retiradas, hacer
modificaciones. Con perseverancia y suerte el resultado termina
por poner cada cosa en su sitio. Pocas experiencias son tan gra-
tificantes o emocionantes; hemos explorado terrenos desconoci-
dos y nos hemos enriquecido al hacerlo.

En la hipétesis de que es posible el tratamiento de los con-
tenidos procedimentales utilizados en Matemiatica con
alumnos de entre 13 y 18 afios, realizamos esta experien-
cia que pasd por tres instancias:

D) elaboracién y edicién de las guias de trabajos para los
alumnos (Ferraris y Montoro, 1997);

i) implementacion del taller con dos grupos distintos de
alumnos;

ii) andlisis de los procedimientos.

Comentaremos brevemente las dos primeras, siendo la
ultima el motivo del presente trabajo.

Los temas desarrollados corresponden a la teoria de ntime-
ros, utilizando guias dispuestas en ocho unidades:
Introduccién histérica; Nimeros enteros; Divisibilidad de
enteros; Nimeros primos; Niimeros de Fermat; Conjetura
de Golbach; Algoritmo de la division; Propiedad funda-
mental de la Aritmética.

Las tareas propuestas contemplaron que los alumnos tra-
bajen en: organizacion de un conteo; comprensién de
una definicién; utilizacién del resultado anterior para
obtener el actual (recurrencia); utilizacién de letras como
simbolos algebraicos; comprension de consignas (para
esto se agregaron también textos con fines a que se leye-

...nuestra
intencion
Jue presentar
el trabajo
matematico
COmMO UN proceso
dindamico
de descubrimiento
permanente. ..

...las
coordinadoras
pusieron
particular
atencion
en mostrar
la diferencia entre
una demostracion
¥ la validez
de un resultado
a través de
la observacion
de varios
ejemplos. ..

ran y se comentaran en el grupo); rea-
lizacién de algunas demostraciones;
valoracion del ejemplo para demostrar
que una propiedad no se cumple;
enunciado de conjeturas en base al
estudio de varios resultados particula-
res; distincion entre A = B y A & B;
utilizaciéon de un algoritmo (con o sin
calculadora); optimizacion del uso de
la calculadora; adecuacién de concep-
tos a la resolucién de problemas.

En las consignas se tuvo en cuenta no
sblo que deben ser claras para su rapi-
da comprension, sino que puedan ser
motivadoras de wuna investigacion
mayor acerca del tema o disparadoras
hacia la obtencién de distintos proce-
dimientos.

Al implementar el taller y facilitada su
actividad por esta modalidad, las coor-
dinadoras pusieron particular atencién
en mostrar la diferencia entre una
demostracion y la validez de un resul-
tado a través de la observacién de
varios ejemplos; verdad a priori (axio-
ma), de propiedades demostrables
(aun cuando el contexto del taller no
permitiera su demostracién); asi como
guiar hacia una notacién adecuada. El
papel del docente fue el de un coordi-
nador de la tarea, presentando las
guias de actividades y acompafiando
durante las clases el trabajo del alumno
a fin de responder preguntas, ayudar a
encontrar y usar las herramientas ade-
cuadas y completar cada unidad orga-
nizando el intercambio de las produc-
ciones individuales o grupales, la for-
mulacién oral o escrita de los distintos
procedimientos utilizados, la validacién
de las producciones y la institucionali-
zacién de los saberes.

En este trabajo realizamos la descrip-
cién de los procedimientos utilizados
por los estudiantes en la resolucién de
cuatro de los problemas presentados
en las guias, en el marco de la expe-
riencia realizada con dos grupos de
alumnos de la escuela media en S. C.
de Bariloche.



ncuadre y método

taller fue implementado con dos gru-
s de alumnos, coordinados por las
utoras sin ser nuestra intencidén com-

mpo 1: Participaron doce alumnos de
13a 18 afnos de edad, de distintas
cscuelas tanto de gestion privada
.omo estatal, interesados en participar
en las Olimpfadas Matematicas. Se
acordd con los participantes que el tra-
bajo consistiria en un tema propuesto
por las cordinadoras (teorfa de nime-
tos) mediante la modalidad de resolu-
ci6n de problemas segln la guia pre-
_sentada. Se realizaron encuentros se-
manales de noventa minutos en hora-
rio extraescolar.

- Grupo 2: Participaron 22 alumnos de 15
afios de un colegio de gestién privada.
Se implement6 el taller, como materia
extracurricular y como parte de la esco-
laridad obligatoria. Se realizaron encuen-
tros semanales de 80 minutos, dentro del
horario escolar, en el aula correspon-
diente al curso que realizé el taller.

Registros y andlisis

Se realizaron dos tipos de registros: por
una parte las docentes anotaron, des-
pués de cada clase, los procedimientos
mids notables, principalmente después
de la puesta en comun al finalizar cada
unidad y, por otra, se solicitd a los alum-
nos la entrega de las notas que realiza-
__ron al resolver las distintas actividades.

En el analisis de los registros se hizo
una primera lectura de todos ellos,
tomando nota de los aspectos mis rele-
vantes, para luego describir los distintos
procedimientos encontrados.

Nos hemos centrado en cuatro proble-
mas que, por sus caracteristicas, fueron
fructiferos en cuanto al uso de distintos
procedimientos y en los que se pusieron
de manifiesto distintas estrategias utiliza-
das frente a la tarea propuesta.

Problema 1 (Actividad 1)

La actividad propuesta (figura 1) atiende a los siguientes
ftems previstos en la planificacién: organizacién de un
conteo, utilizacién del resultado anterior para obtener el
actual (recurrencia), realizacién de algunas demostracio-
nes, realizacién de conjeturas de acuerdo con el estudio
de varios resultados particulares.

Resolucién 1

Se agregan puntos al cuadrado inicial, completando un
nuevo cuadrado y verificando que los puntos agregados
corresponden a un ndmero impar. Algunos alumnos
concluyen con este resultado (procedimiento geométri-
co) v los que contintan, lo hacen segin los siguientes

procedimientos:

Actividad 1

Se disponen los nimero impares 1, 3, 5y 7 de la siguien-
te manera:

-0 0:0:0

Observamos que los puntos llenan siempre un cuadrado,
de tal manera que con la primera linea punteada encerra-
mos 1 punto, entre ésta y la segunda agregamos 3 puntos,
entre la segunda y la tercera agregamos 5 y asi sucesiva-
mente. Ademds, el primer cuadrado es de lado uno, el
segundo de lado dos, el fercero de lado tres y el cuarto de
lado cuatro.

Se puede afirmar que:
1=11=12=1
1+43=22=22=4
1+3+5=33=32=9
1+3+5+7=44=42=16

Seguid agregando un nimero impar de puntos de esta
forma y verificad que:

1+3+547+9=55=52=25
1+34+54+7+9+11=66=62=36

sCuantosuma 1 +3+5+7+9+ 11+ 13 + 152

Figura 1




1.1 verificando que la suma es un nimero cuadrado, con-
tando la totalidad de los puntos dibujados;

1.2 sumando al ndmero cuadrado anterior, el nimero
(impar) de puntos agregados y verificar que el resul-
tado es un cuadrado.

Resolucién 2

Se aprovecha la organizacién propuesta para realizar una
prueba para un caso particular (7 = 15). En este caso la suma
da 8 x 8=64. Teniendo en cuenta que los tltimos puntos
agregados son 15, de los cuales corresponden 8 a cada lado
del cuadrado compartiendo 1, se anota lo siguiente:

15 + 1 = 2 [ados

15+1 = lado

= lado
8 = lado
Supl = lado?®
Supl] = g2
Supl] = 64

Se realiza el dibujo de la figura 2:

OOOOOOOO
OOOOOOO

OiC

OOOOOQO
Figura 2

O

Escribiendo:

1+3+5+7+9+11+13+15=88=82=064

Resolucién 3

Desentendiéndose de la organizacién propuesta, se consi-
dera la pardbola (Ax) = »® explicando: «orriendo de a
uno en sentido horizontal, primero se sube uno, llegando
en la pardbola a 1 (1 al cuadrado); después se suben tres
mis, llegando a 4 (2 al cuadrado); después se suben cinco
mids, llegando a 9 (3 al cuadrado); y asi siguiendo...»
(mientras se sefiala en un grifico dibujado en la pizarra
como se indica en la figura 3).

Se observaron
dos maneras
distintas
de afrontar
la tarea:
adecuarse
a la manera
propuesta
de tratar
el problema o,
una vez
visualizado
el mismo,
abordarlo
sin tener
en cuenta
la sugerencia

de la consigna.

Conclusiones del Problema 1

El procedimiento seguido por los alum-
nos que tomaron la organizacién pro-
puesta en la consigna, fue en un
comienzo de orden geométrico (llenar
un cuadrado), lo cual es considerado
por algunos estudiantes como definiti-
vo; otros contintian y realizan un proce-
dimiento de orden aritmético (la suma
de impares consecutivos es un niimero
al cuadrado). De estos Gltimos algunos
sélo cuentan los puntos (procedimiento
aritmético de conteo) y otros utilizan
cada cuadrado obtenido, para sumar el
namero impar siguiente y observar que
es otro cuadrado (procedimiento arit-
mético inductivo).

Se observaron dos maneras distintas de
afrontar la tarea: adecuarse a la mane-
ra propuesta de tratar el problema o,
una vez visualizado el mismo, abordar-
lo sin tener en cuenta la sugerencia de
la consigna.

En algunos casos, €l hecho de que los
puntos dlenen» un cuadrado, es toma-
do como una prueba y en otro caso, la
misma se realiza para una situacién
particular.

En las Resoluciones 2 y 3 observamos
que se utilizan algunos aspectos del
método matemdtico, como la realiza-



-i6n de una prueba (aunque se trate de
un ndmero particular pero mayor a los
didos) v la generalizacion del resulta-
do por medio de una conjetura.

; Problema 2 (Actividad 2)

1a actividad propuesta (figura 4, activi-

Resolucién 1

Se realiza lo pedido (con calculadora) de la siguiente
manera: en una distribucién en columna, se anota el fac-
torial de 5 como resultado de hacer el producto 1:2:3-45,
anotando luego el factorial de 6 como el producto del
resultado anterior por 6 y asi sucesivamente, guardando
el resultado anterior para el cilculo siguiente (procedi-
miento inductivo).

dad 2) atiende a los siguientes items
previstos en la planificacién: compren-
sion de una definicién, utilizacién del
resultado anterior para obtener el actual
(recurrencia), utilizacién de un algorit-
mo (con o sin calculadora) y optimiza-
ci6én del uso de la calculadora.

Actividad 2

Se define m/ (m factorial), como el producto de los m pri-
meros nimeros naturales, esto es:

ml=123 .. m-1}m
Calcular el factorial de 5, de 6, de 7, y asf hasta 20
Nota: por supuesto, puedes usar la calculadora, pero cui-
dado después de 13! [se pide el resultado exacto).

Actividad 3

5Qué dia viniste al mundo?

Nota: en general los afios tiene 365 dias, pero la Tierra
tarda 365 dias y algo mas de un cuarto de dia en dar una
vuelta en su érbita alrededor del Sol, para que el clima siga
coincidiendo con el calendario, cada cuatro afios se agre-
ga un dia, el 29 de febrero {a los afios a los que se les
agrega un dia se les denomina bisiestos). Pero con esta
correccién no es suficiente y se van acumulando algunos
minutos de mas, por ello los afios seculares {principio de
siglo) son bisiestos sélo si son divisibles por 400 (1700 no
lo es y 2000 si); y un afio no secular es bisiesto si es divi-
sible por 4 (por ejemplo 1992).

Actividad 4

3Qué dia de la semana fue el 25 de mayo de 18102

Figura 4

Resolucién 2

Se realiza el cdlculo directamente con la tecla correspon-
diente de la calculadora.

Resolucién 3

Se calculan los factoriales pedidos, repitiendo en cada
caso todas las multiplicaciones (procedimiento no inducti-

vo). Este tipo de resolucién fue realizada en algunos
casos con calculadora y en otros haciendo las cuen-
tas con ldpiz y papel.

En el momento de la puesta en comin la coordina-
dora anota, en la pizarra, los resultados correspon-
dientes a cada factorial, seglin van dictando los alum-
nos. A partir de cierto nimero los resultados dejan de
coincidir, frente a lo que se concluye que la dificul-
tad comienza cuando el resultado aparece en la cal-
culadora en notacién cientifica (a partir del factorial
de 12, 13, 14 o 15, segin la calculadora).

Al tratar esta dificultad observamos distintas maneras
de afrontar la tarea: algunos alumnos se quedan con
los resultados de la calculadora como definitivos,
mientras que otros buscan una estrategia que les per-
mita obtener los resultados exactos. Entre éstos se
diferencian los que abandonan el uso de la calcula-
dora para realizar las multiplicaciones sin ella y los
que aceptan la «dificultad» buscando un modo de
resolverla con calculadora.

Describimos el procedimiento que da continuidad a
las resoluciones realizadas por los alumnos que deci-
den continuar con el cilculo exacto:

Resolucién 4

Por ejemplo, para el caso 13!, se divide el factorial de
12 (cuyas dos altimas cifras son 0) por 100, se multi-
plica por 13 y luego por 100. En 15! aparece una
segunda dificultad (donde un nuevo redondeo no
puede ser salvado con el método anterior); aqui se
divide el factorial anterior (calculado exactamente)
por una potencia de 10 adecuada (en este caso
100000), multiplicando luego por 15 la parte entera
por un lado y la decimal por otro; ambas se multipli-



can por la misma potencia de 10 utilizada anteriormente y
se suman. Es decir:

14! = 87178291200
dividiendo por 100000 y separando parte entera y decimal:
871782 y 0,91200
multiplicando cada nimero por 15 obtenemos:
13076730 y 13,68
multiplicando cada uno por 100000:
1307673000000 y 1368000
sumando estos Gltimos:

15! = 1307674368000

Conclusiones del Problema 2

En un comienzo aparecen dos tipos de procedimientos:
inductivo y de reiteracién de operaciones desde el co-
mienzo (no inductivo). En algunos casos fueron realizados
con calculadora y en otros haciendo las cuentas con lapiz

v papel.
En la puesta en comln se genera una instancia grupal

que genera la necesidad de completar los cilculos de
manera exacta.

En varios alumnos observamos un fuerte rechazo a reali-
zar cdlculos que impliquen grandes cifras, dejando en
muchos casos los resultados como aparecian en la calcu-
ladora (a pesar de saber que no son exactos).

Entre los estudiantes que optaron por realizar los cdlculos
con ldpiz y papel se valor6 la economia de esfuerzo que
representa utilizar el resultado anterior para calcular el
nuevo factorial (recurrencia).

Por altimo un grupo de alumnos se centr6 en la bisque-
da de una estrategia que permitiera utilizar la calculadora
con fines a realizar el calculo exacto cuando el problema
lo requirié.

En todos los casos la definicion fue comprendida y acep-
tada como tal.

Problema 3 (Actividad 3)

La actividad (figura 4, actividad 3)atiende principalmente
a los ftems: organizacién de un conteo y adecuacién de
conceptos a la resolucién de problemas (divisién y con-
gruencias).

Resolucién 1

Se calculan los dias transcurridos desde el nacimiento
de la siguiente manera: a la edad multiplicada por 365

En varios
alumnos
observamos
un fuerte rechazo
a realizar cdlculos
que impliquen
grandes cifras,
dejando
en muchos casos
los resultados
como aparecian
en la calculadora
(a pesar de saber
que no son
exactos).

se suma el nimero de bisiestos (que

se cuentan mencionindolos uno por
uno, desde el tltimo cumpleafos
hacia atrds), para luego contar los dias
desde el dltimo cumpleafios hasta el
presente. El nimero obtenido se divi-
de por 7, poniendo a consideracién el
resto. En los casos en que éste resultd
distinto de cero, se generdé la incerti-
dumbre de qué debia hacerse: avanzar
o retroceder en los dias de la semana
a partir del dia en que se realizd el
calculo. Para resolverla, se decide rea-
lizar el cdlculo con una fecha cercana,
observando entonces que se debe
retroceder.

Resolucién 2

Se averigua qué dia de la semana fue el
primero de enero del afio en cuestién,
realizindose el conteo de dias de mane-
ra similar a la descripta en la Resolucién
1 (teniendo en cuenta que el primero de
enero del afio en curso fue lunes), con
la diferencia de que el ntmero de
bisiestos se obtiene dividiendo por cua-
tro el total de afios transcurridos y que-
dandose con la parte entera. Al dividir
el total de dias por 7, se descarta la
parte entera y se multiplica por 7 la
parte decimal obteniendo el nimero de
dias de la semana que debe retroce-
der?, jsavanzar? (se pone de manifiesto
esta duda) para llegar al resultado, la
que se resuelve en forma similar que en
la Resolucion 1.

Vale aclarar que en uno de los casos el
resto fue cero (1), con lo que el estu-
diante concluyé facilmente que nacié
un dia de la semana coincidente con el
dia en que se realizo el cilculo.

Resolucién 3

Se cuentan los bisiestos mencionindo-
los uno por uno. Luego, dividiendo 365
por 7, se observa que el resto es uno y
entonces cada afio corre el cumpleafios
un dia de la semana, salvo en el caso de
los bisiestos en que el corrimiento es de
dos dias de la semana. Entonces se
suma el nimero de bisiestos a la edad y



se divide por 7. Teniendo en cuenta el
dfa de la semana del dltimo cumplea-
‘fkiyos, se retrocede tantos dias de la sema-
na como el resto obtenido.

Resolucién 4

Se usa, sin ninglGn tipo de cuestiona-
miento, el hecho conocido de que
generalmente las fechas se corren
(avanzan) 1 dia por afio. A partir de
esto se concluye que los afios bisies-
tos corren las fechas posteriores al
mes de febrero, 2 dias de la semana
por afio.

4.1 A partir del dia del cumpleafios
del afio en curso, se retrocede uno
por afio normal y cuando se
encuentra un bisiesto se retrocede
dos, de esta manera hasta llegar al
afio de nacimiento. Este procedi-
miento es realizado por algunos
estudiantes en forma mental y por
otros apoyandose en un grifico en
el que se anotan los afios ordena-
dos sobre una recta, marcando
con color los bisiestos, y comen-
zando por el que se corresponde
con el afio en curso, se menciona
sobre cada afio el dia de la sema-
na correspondiente (jueves, miér-
coles, martes,...).

Se tiene conocimiento del dia de la
semana en que nacié y se avanza
uno por afio comin y dos por afio
bisiesto hasta llegar al actual, com-
probando que coincide con el
calendario. Esto es tomado como
una confirmacién del dato que ya
se poseia,

Se suma a los afios que se cum-
plen en el afio en curso el ntme-
ro de bisiestos transcurridos desde
el nacimiento. A dicha suma se le
restan los dias correspondientes al
total de semanas enteras que
«entran» en ella (catorce o veintiin
dias). Por dltimo se retrocede
mencionando queves, miércoles,
martes,...» tantos dias de la sema-
na como lo indica la diferencia
obtenida.

Frente a este
problema
observamos
dos modos

de encuadrarlo:
uno en

un contexto
aritmetico

(la congruencia
modulo siete
y la congruencia
modulo cuatro)
y el otro,
utilizando
directamente
conocimientos
de experiencia
cotidiana
(los avios «corren»
un dia o dos
a la semana).

Conclusiones del Problema 3

En general la actividad provocé mucho interés.

Los procedimientos utilizados descritos en forma global, se
dividieron en dos:

e Utlizar el hecho de que los dias de la semana se
cuentan segiin una congruencia médulo siete, algunos
lo aplican al total de dias transcurridos y otros prime-
ro a los 365 dias que tiene el afio (365 =, 1) y luego
a la cantidad total de dias «excedentes» (uno por afio
de vida = edad, mis uno por cada bisiesto).

e Sabiendo que los dias de la semana se corren dos
dias o un dia segin que el afio sea o no bisiesto, se
consideran los aflos para realizar una mencién regre-
siva de los dias de la semana recorriendo los afios
correspondientes. De los que eligieron este procedi-
miento, algunos realizaron la cuenta regresiva con el
total de dfas y otros quitaron un mdaltiplo de siete
adecuado para realizarla luego con un namero de
dias menor que siete.

Frente a este problema observamos dos modos de
encuadrarlo: uno en un contexto aritmético (la con-
gruencia modulo siete y la congruencia médulo cuatro)
y el otro, utilizando directamente conocimientos de
experiencia cotidiana (los afios «corren» un dia o dos a
la semana).

En este problema (probablemente por tratarse de algo
muy personalizado), se evidenci6 la influencia de la expe-
riencia individual en la elaboracidén de estrategias para
resolverlo.

Problema 4 [(Actividad 4)

Como en el problema 3, éste que ahora nos ocupa (figu-
ra 4, actividad 4), atiende a los items organizacién de un
conteo y adecuacién de conceptos a la resolucién de pro-
blemas, pero con el fin de generar la necesidad de elabo-
rar una estrategia mis general, se agrega una nueva difi-
cultad con respecto al anterior: realizar el calculo para una
fecha mas lejana.

Resolucién 1

Como en la Resolucién 4 del problema descrito anterior-
mente se usa, sin ningln tipo de cuestionamiento, el
hecho de que las fechas se corren (avanzan) dos dias o un
dia por afio segiin éste sea o no bisiesto. En este punto se
continta de la siguiente manera:

1.1 Se escriben los afios en forma de columna, desde el
actual hasta 1810, luego se coloca al costado de cada



uno el dia de la semana en que «ayd» la fecha patria
ese aflo, comenzando por el presente y retocediendo
uno si el afio no es bisiesto y dos si lo es, teniendo en
cuenta que 1900 no fue bisiesto, se llega a que el 25
de mayo de 1810 fue viernes. En algunos casos, hay
un intento de buscar alguna regularidad cada 10 afios
pero es abandonada.

1.2 Se cuentan, uno por uno, los afios bisiestos; a este
nimero se suman los afios trascurridos desde 1810
hasta el actual, se resta 1 por 1900 y luego, a partir
del dia de la semana en que cayé el 25 de mayo del
afio en curso, se retrocede la cantidad de dias

encontrada.

Resolucién 2

Dividiendo 365 por 7, se observa que el resto es uno y
entonces cada afio corre las fechas un dia de la semana,
salvo en el caso de los bisiestos en que el corrimiento es
de dos difas de la semana. Se busca el bisiesto mds cerca-
no al 1810 (1812), se calcula cudntos afios han trascurri-
do desde 1812 al presente (restando), se lo divide por
cuatro (aclarando que asi se estd contando uno menos,
pero que se compensa con 1900 que fue contado pero no
es bisiesto). Luego al nimero de afios transcurridos desde
1810 se le suma el ntmero de bisiestos, se divide por 7 y
se retrocede un nimero de dfas de la semana igual al
resto obtenido.

Conclusiones del Problema 4

Como en el caso anterior y a pesar de la dificultad intro-
ducida, volvemos a encontrar esencialmente dos procedi-
mientos andlogos a los realizados en el mismo, salvo en
un caso que comienza a contar del primer bisiesto (1812)
y tienen en cuenta (para restarlo) que 1900 no lo es.

S6lo algunos alumnos que en la bisqueda del dia de su
nacimiento realizaron un conteo exhaustivo, modificaron
su estrategia usando esta vez el concepto de congruencia.

Conclusiones

Del analisis de todos los registros (de los que sélo hemos
dado 4 ejemplos) surge que, si bien los alumnos la mayo-
ria de las veces resolvieron las actividades aprovechando
los recursos propuestos, en otras, sirvieron de dispara-
dores para la utilizacién y discusién de estrategias distin-
tas a las propuestas, incluyendo algunas de indole neta-
mente geométrica,
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dio lugar a que
los estudiantes
consensuaran
distintos
procedimientos,
apareciendo
algunos
mu) creativos
y permitiendo
el intercambio
Yy adecuacion
70 s6lo
de conocimientos
sino también
de la propia
experiencia.

Cristina Ferraris
Virginia Montoro
Departamento de Matemética
Centro Regional Universitario
Bariloche
Universidad Nacional
del Comahue
Argentina

La modalidad de taller dio lugar a que
los estudiantes consensuaran distintos
procedimientos, apareciendo algunos
muy creativos y permitiendo el inter-
cambio y adecuacién no s6élo de
conocimientos sino también de la
propia experiencia. Asimismo este
intercambio mostré la necesidad de
manejar un lenguaje adecuado o cédi-
gos propios de la Matematica, dando-
le significado a procedimientos del
método matematico.

Durante la realizacién de los talleres se
puso en evidencia que la teoria de
nameros es realmente un tema muy rico
en posibilidades para introducir a los
estudiantes en la metodologia de traba-
jo matematico.
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La transparencia de los hechos
didacticos en la ensenanza
de las matematicas

Luisa Ruiz Higueras

José Luis Rodriguez Fernandez

No hay verdades primeras.

S6lo bay errores primeros. ..
Una verdad sobre fondo de

error. Esa es la forma

del pensamiento cientifico.

GASTON BACHELARD

La construccién de la
Didéctica de las
Matemdticas como érea de
conocimiento cientifico trata
de romper con la ilusién de
transparencia que emerge
del dominio de realidad
configurado por los hechos
didécticos. En este trabajo
analizaremos la
transparencia de los hechos
didacticos a partir de
diferentes investigaciones
llevadas a cabo en esta drea
de conocimiento. En ellas se
muestra cémo el andlisis
epistemolégico de los objetos
matematicos de ensefianza
es una condicién necesaria
para poder interpretar
racionalmente los hechos y
fenémenos diddcticos.

ODAS LAS CIENCIAS del hombre, tales como la Socio-
logfa, la Economia, o la Didictica de las Matemadticas
sufren un efecto que el socidlogo Bourdieu (1973) deno-
mind <lusién de transparencia». Consiste en la creencia, en
la mayoria de los casos ilusoria (de ahi su nombre), de que
la génesis de los hechos y fenémenos, cuyo estudio tienen
a su cargo, podria ser explicada mediante la «imple con-
sideracion personal» del investigador, apoyada en su intui-
cién y en las experiencias perceptivas del propio entorno.

La representacién ilusoria de la génesis de los hechos sociales segin
la cual el cientifico podria comprender y explicar estos hechos
«mediante el solo esfuerzo de su reflexién personal» descansa, en dlti-
ma estancia, sobre el presupuesto de la ciencia infusa que, arraiga-
do en el sentimiento de familiaridad, funda también la filosofia espon-
tanea del conocimiento del mundo social... (Bourdieu, 1973: 30)

Para Bourdieu (1973) el complejo entramado de la vida
social debe explicarse, no por la concepcién superficial
que tienen los que en ella participan, sino por las causas
profundas que escapan a la conciencia espontinea, sdlo
asi, afirma, «se habrd roto con la ilusién de transparencia»
(Bourdieu, 1973: 30).

Para acercarnos mejor a esta primera ilusion de transpa-
rencia que todos, en mayor o menor grado, hemos pade-
cido, y no estamos libres de seguir padeciendo, nada
mejor que observar uno de los ejemplos que propone el
epistemologo Bachelard (1983: 284-285):

Desplazar un objeto situado sobre una mesa 20 cm es tarea sim-
ple, desplazarlo 1 cm, aln sigue siéndolo, desplazarlo 1 mm
exige una infervencién mucho més compleja y precisa una fatiga
mayor... Mas este desplazamiento de 1 mm del objeto sobre la
mesa no es todavia una operacién cientifica. La operacién cien-
tifica comienza en el decimal siguiente. Para desplazar un obje-
to una décima de mm, hace falta un aparato y por afiadidura un
conjunto de oficios. Si finalmente se accede a las décimas
siguientes, una centésima de mm, no sélo hace falta un aparato
y una serie de oficios, sino ademéds una teoria y, en consecuen-




cig, toda una Academia de Ciencias. El instrumento de medida
siempre fermina por proceder de una teorfa, y ha de compren-
derse que el microscopio es una prolongacién del espiritu més
que del ojo. De esta manera la precision discursiva y social hace
estallar las insuficiencias intuitivas y personales.

De este modo tan sencillo Bachelard nos hace reflexionar
sobre la complejidad de los hechos que en apariencia
podemos considerar como triviales.

Veamos otro ejemplo. A todos nos es conocida la ruptura
cientifica que supuso en su tiempo la wevolucion coperni-
quiana®, ya que desplazé la concepcién geocéntrica del
universo hacia la heliocéntrica. Representé la evolucién de
la ciencia; desde entonces, ya estaria marcada por la accién
reflexionada y racional. Fue necesario que la rotacién de la
Tierra se convirtiera en un hecho racional para que fueran
destruidas todas las pruebas de su inmovilidad suministra-
das por la experiencia comin. El girar de la Tierra, en la
concepcion cientifica, fue antes una idea que un hecho.

El poeta Luc Decaunes lo ha sabido captar con la audacia
de sus imagenes:

Sélo cuando Cristobal Colén descubrié América,
la Tierra convencida de que era redonda,
se puso por fin a dar vueltas. (Decaunes, 1958: 246)

Asi pues, podemos considerar que una experiencia cienti-
fica es una experiencia que contradice, en principio, la
experiencia coman.

En estos dos ejemplos se ha manifestado lo que Bachelard
(1938) denomina el obsticulo epistemolégico de la «€Xpe-
riencia basica». La realidad se manifiesta concreta, natural,
facil. No hay mas que describirla. Se cree entonces que se
la conoce. En todas las ciencias ha supuesto una gran difi-
cultad abandonar la observacién bsica, explicar los fen6-
menos y despojar a la experiencia de sus caracteres «pari-
sitos» y aspectos no significativos. En definitiva, borrar la
ilusién de transparencia.

La ilusién de transparencia
en los hechos didacticos

Todos conocemos la gran familiaridad que la sociedad, en
general, tiene con los hechos didécticos: todo el mundo ha
ensefiado a alguien y, a su vez, ha aprendido de alguien. Se
ensefa a caminar, a subir las escaleras, a cocinar, a patinar,
a cortar el césped, a montar en bicicleta, etc. Esta relacién
cultural con la ensefianza es eminentemente practica: se
basa en la receta, el truco, la astucia, la habilidad,...
Supongamos que tuviésemos que arreglar una méiquina
averiada y llamdsemos a un técnico. Si le pedimos que nos
muestre aquello que ha debido reparar esperamos que nos
ofrezca una breve informacién acompafiada de unas indi-
caciones escuetas y precisas, nunca un largo y profundo

Esta
transparencia,
procedente
de nuestro entorno
socio-cultural
se manifiesta
cuando,

,Con suma
Jacilidad, damos
una interpretacion
ingenua de todo
el complejo
entramado
de los bechos
diddcticos,
sobre todo cuando
estos hechos
se circunscriben
a una institucion
de enserianza,
tan cercana
a la sociedad,
como es
la escuela. ..

1 Copérnico: fisico-astrénomo
polaco (1473-1543).

2 Sistema filoséfico que admite

Onicamente el método experi-
mental y rechaza toda nocién a
priori y todo concepto universal
y absoluto.

discurso sobre la averia. Podemos, asi,
afirmar que, socialmente, existe una pri-
mera transparencia epistemologica sobre
lo que podriamos llamar la ensefianza de
los «saberes de lo cotidianos que nos
lleva a considerarla como un conjunto de
episodios didacticos breves y desnuda-
dos de todo espesor significativo.

Esta transparencia, procedente de nues-
tro entorno socio-cultural, se manifiesta
cuando, con suma facilidad, damos una
interpretacion ingenua de todo el com-
plejo entramado de los hechos didacti-
cos, sobre todo cuando estos hechos se
circunscriben a una institucién de ense-
fianza, tan cercana a la sociedad, como
es la escuela y esto nos conduce, en
numerosas ocasiones, a emitir juicios
que corren el peligro de considerar dife-
rente lo idéntico y de identificar lo dife-
rente, de comparar lo incomparable y
de omitir comparar lo comparable.

En este sentido Chevallard destaca,
como una de las exigencias de todo tra-
bajo cientifico, la ruptura de la ilusion
de transparencia:

Para establecer y construir la ciencia en un
dominio de realidad (en una redlidad dada),
es necesario romper con la ilusién de trans-
parencia que nos hace ver la realidad como
algo que es asi, sin més ni mdas, como si
aquello que tenemos ante nosolros se-cayese
por su propio peso. Es necesario, todo lo con-
trario, observarla como extrafia. Conviene
hacerla siempre problematica, verla siempre
como un verdadero problema (o mas bien
como una matriz de problemas). Es necesario
problematizarla. (Chevallard, 1991: 34)

Cabe sefialar también que estamos bas-
tante influenciados por la concepcion
tradicional positivista® de la ciencia que
considera los hechos como datos y se
limita a reinterpretaciones, a veces,
inconsecuentes de la realidad. Esta con-
cepcién no asigna a la teorfa otra fun-
cién que la de representar la realidad,
tan completa, sencilla y exactamente
como sea posible, a través de un con-
junto de leyes experimentales y, por
tanto, despoja a la teoria de su funcién
primordial, que es la de asegurar una
ruptura epistemolégica entre los hechos
reales y la construccién puramente
racional: anticipar resultados o bien
concluir principios que expliquen las



contradicciones, incoherencias o lagu-
nas que emergen de la realidad.

_Asi pues, debemos considerar que
+todo proyecto de ciencia es una tenta-
tiva continuada de problematizar lo
real; de hacetlo aparecer como proble-
matico, es decir, causando problema.
Toda ciencia, por ello, contradice la ilu-
sibn de transparencia que impregna
nuestra relacién cultural con el mundo»
(Chevallard, 1994: 137).

llusién de transparencia
y Didéactica
de las Mateméticas

La Didactica de las Matemadticas, segin
Bousseau (1986), debe huir de las ten-
taciones del empirismo. No puede ser
una suma de pequefias constataciones o
de relaciones demostradas de modo
esporddico, debe ser considerada como
una ciencia que estudia la comunica-
cién de los saberes matemdticos y cuyo
fin es teorizar los objetos con los que
trabaja. Para llevar a cabo esta tarea,
considerada por Brousseau como un
~verdadero desafio, es necesario:

s Dotarla de unos conceptos tedricos
originales, propios de la Didactica
de las Matemdticas, que permitan
poner en evidencia y explicar los
fenémenos especificos que apare-
cen en la comunicacidén de los
saberes matematicos.

Precisar los métodos de prueba
especificos que utiliza para ello.

Estas dos condiciones son indispensables
para que la Didactica de las Mateméticas
pueda conocer de manera cienfifica su
objeto de estudio y pueda llevar a cabo
acciones controladas sobre la ensefianza.
(Brousseau, 1986: ¢)

La construccién de la Didactica de la
Matemdtica como dominio cientifico
trata, pues, de romper con la ilusién de
transparencia del dominio de realidad
configurado por los hechos didacticos.
En esta construccién cientifica existen
diferentes paradigmas, distintos modos
de situarse ante esta ciencia. Los autores
de este trabajo se encuentran més pro-

La Diddctica de
las Matemditicas,
seguin Bousseau
(1986),
debe huir
de las tentaciones
del empirismo.
No puede ser
una suma
de pequerias
constataciones
o de relaciones
demostradas
de modo
esporadico,
debe ser
considerada
COMO Una ciencia
que estudia
la comunicacion
de los saberes
matemdaticos
Y cuyo fin
es teorizar
los objetos
con los que
trabaja.

ximos a la denominada Didictica Fundamental de la
Matemitica, tal como se entiende en la llamada Escuela
Francesa». Bajo este paradigma se estd abordando una pro-
blemitica global muy extensa desde el punto de vista
racional y cientifico, cuyo objetivo es el estudio de las con-
diciones de produccién y transmisién de los conocimien-
tos matemdticos. Para ello se ha construido y se continua
elaborando un corpus tedrico riguroso y pertinente para
estudiar los problemas didacticos.

Presentaremos una breve resefia de recientes trabajos de
investigacidén en Didactica de las Matematicas que mues-
tran, en diferentes niveles escolares, cobmo se presentan
situaciones que evidencian el fenémeno de ilusion de
transparencia de los hechos didicticos.

éUna nocién que no necesita ensefianza?
La enumeracién de colecciones

. en la escuela infantil

Si bien las Matematicas de la Educacion Infantil y Primaria
son matematicas que se suelen calificar como «elementa-
less, quisiéramos enfatizar que son ciertamente elementa-
les, pero no en el sentido de obvias y evidentes sino en el
de primordiales y fundacionales, ya que constituyen los
fundamentos de lo que se ha de construir después. No es
nada trivial, en efecto, el intentar definir el niimero natural,
y mucho menos la actividad de contar o de medir, asi como
las relaciones entre ellas, por no decir las condiciones
necesarias en las que se puedan realizar dichas actividades.
Los fundamentos de las Matematicas son altamente com-
plejos, dejando de parecer triviales a partir del momento en
que uno se para a analizarlos, a problematizarlos y recons-
truirlos —condicién necesaria para ensefiarlos—. Sirva de
apoyo el siguiente pasaje de Russell (1919):

Lo mas fécil y claro de la Matemética no es aquello que aparece
l6gicamente en sus comienzos; es més bien lo que, desde el punto
de vista de la deduccién logica, se presenta poco mds o menos
hacia la mitad. Asi como los cuerpos que se ven con més facilidad
no son los que estan ni muy lejos ni muy cerca, ni los muy grandes
ni los muy pequefios, asf también los conceptos més féciles de cap-
tar no son ni los demasiado complejos ni los excesivamente simples.

Una de las grandes preocupaciones de los didactas de la
matemitica, durante los Gltimos tiempos, ha sido el estu-
dio de los conocimientos que los nifios han de poner en
funcionamiento en las actividades de construccién del
namero y de las operaciones aritméticas elementales. Se
ha puesto de manifiesto en distintas investigaciones que,
en determinadas ocasiones, el alumno, para llevar a cabo
ciertas practicas (sociales o culturales) tiene necesidad de
movilizar conocimientos que no pueden ser objeto de
ensefianza porque no se presentan bajo una forma cultu-
ral conocida. Muchas de las dificultades que aparecen en
la construccién de los conocimientos numéricos son debi-
das a que se solicitan conocimientos al alumno que no



estin normalmente determinados, ni explicitados en los
programas, ni designados por los profesores, tal es el caso
de los conocimientos necesarios para llevar a cabo /a enu-
meracion? de colecciones.

Si nos detenemos en el algoritmo de contar, cuya ense-
fianza y aprendizaje se desarrolla en la educacion infantil,
sabemos que cualquier alumno para proceder al conteo de
los elementos de una coleccién debe necesariamente:

1. Ser capaz de distinguir dos elementos diferentes en
dicha coleccidn, ya sea por un caricter distintivo o
por su posicién.

2. Elegir un primer elemento de la coleccion. Aplicarle
una funcién de reconocimiento (identificacién, deno-
minacién, comparacién, confrontacién,...).

3. Enunciar la primera palabra de la secuencia numérica
(auanor).

4. Determinar el sucesor en el conjunto de elementos no
elegidos anteriormente, controlando que es diferente
del o de los precedentes.

5. Atribuir una palabra-nimero (sucesora de la prece-
dente en la secuencia numérica).

6. Conservar la memoria de las elecciones precedentes.
7. Recomenzar los pasos 3 y 4 sincronizdndolos.

8. Saber que hemos elegido el altimo elemento.

9.  Enunciar la Gltima palabra-nimero.

De entre los nueve puntos anteriores extraemos los
siguientes:

1. Ser capaz de distinguir dos elementos diferentes de un
conjunto dado.

Elegir un primer elemento de la coleccién.

4. Determinar el sucesor en el conjunto de elementos no
elegidos anteriormente.

6. Conservar la memoria de las elecciones precedentes.
7. Recomenzar el paso 4.
8. Saber que hemos elegido el Gltimo elemento.

La actividad ejecutada por la puesta en prictica de estos
seis puntos de modo sucesivo se denomina «numeracién»,
estd definida perfectamente, podemos afirmar que no
depende del ndmero y, sin embargo, es necesaria para el
procedimiento de contar los elementos de una coleccion.

Veamos los tres significados del término «enumeracién»
que distingue Briand (1993: 37).

Supongamos el conjunto E = {a, ¢, d, ¢ f;, g y una enu-
meracion El= {d, g, a, c, e, fi de dicho conjunto (figura 1).

* Desde el punto de vista matemético podemos distinguir:

El resultado: Todo orden total sobre un conjunto fini-
to determina una permutacion.

En el medio
escolar
la actividad
de enumeracion
estd enteramente
bajo

la responsabilidad

del alumno.
La enumeracion
no estd incluida
en los contenidos
de los programas
escolares

ni es sefialada

COMmOo necesaria

por los profesores,
de tal manera que
podemos afirmar

que constituye
un punto ciegor
en el panorama
escolar,
ya que no existe
como objeto
de enserianza.

3 Enumeracién: Expresién sucesi-

va de las partes de que consta
un todo.

Enumerar una coleccién finita
consiste en pasar revista a
todos los objetos de esta colec-
cién una y sélo una vez.
|Diccionario de la Real Aca-
demia Espafola)

a/g\d

\c——>e
N

Figura 1

El algoritmo: Decimos que una enu-
meracion de un conjunto finito es
un algoritmo productor de una per-
mutacidn en este conjunto.

° Desde el punto de vista diddctico
podemos sefialar:

La actividad: La enumeracién es la
descripcién de una actividad del
alumno (lo que hace cuando enu-
mera).

e Desde el punto de vista de los
conocimientos puestos en juego:

El conocimiento: La enumeracion es
un conocimiento productor de enu-
meraciones efectivas. Es un modelo
implicito de accién, un conjunto de
procedimientos locales puestos en
juego por el alumno para realizar
concretamente una enumeracion.

En el curso de la escolaridad obligatoria,
los alumnos deben pasar brutalmente
de un control perceptivo de la enume-
racion de pequefias colecciones de
objetos mostrados, a un control mental
y verbal de conjuntos cualesquiera.

En el medio escolar la actividad de enu-
meracion estd enteramente bajo la res-
ponsabilidad del alumno. La enumera-
cién no estd incluida en los contenidos
de los programas escolares ni es sefiala-
da como necesaria por los profesores,
de tal manera que podemos afirmar que
constituye un «punto ciego» en el pano-
rama escolar, ya que no existe como
objeto de ensefanza. Sin embargo la
actividad de enumerar
muchas pricticas sociales y en diversas

aparece en

actividades matemadticas:

e en la construccion de los primeros
ndmeros;

* en la construccién de las operacio-
nes aritméticas;

* en la cardinacién de conjuntos;



en todo el desarrollo de la combi-
natoria y la probabilidad.

pero en todas ellas el objeto matemati-
co que se pretende ensefiar es otro bien
Ciistinto al de la enumeracién. La comu-
dad matemdtica la ha hecho aparecer
mo una nocién que no necesita ense-
nza. Esto muestra una transparencia

Como han puesto de manifiesto investi-
gadores en Didictica de las Matema-
ticas, tales como, Berthelot (1993),
Briand (1993), Salin (1993), las activida-
des de enumeracién deben ser objeto
de ensefianza en los primeros niveles de
la escolaridad, antecediendo a las activi-
ﬁ dades de tipo numérico.

' Aétualmente estamos desarrollando, en
el seno de varios grupos de trabajo de
‘ profesoras y profesores de educacion
infantil (CEP de Jaén, Linares y Ubeda),
 toda una ingenierfa didéctica para abor-
dar el aprendizaje de los conocimientos
ligados a la enumeracion de colecciones
en la escuela infantil.

 Semioticidad

e instrumentalidad

de las précticas matemdticas
escritas

_En el desarrollo de las practicas mate-
_ miticas escritas empleamos un sistema
de graffas instrumentales que nos per-
_miten operar —aspecto instrumental-y,
_ al mismo tiempo, estos instrumentos,
nos muestran las operaciones efectua-
das y los efectos de estas operaciones
__—aspecto semictico.

_En un trabajo llevado a cabo por Mercier
(1995) en el que se estudia la semiotici-
 dad y la instrumentalidad de las practicas
Mmatemdticas escritas, este investigador
_ analiza un debate entre dos profesores de
educacion primaria ante un hecho didac-
tico cotidiano: una tarea de simplificacién
de fracciones propuesta a los alumnos.

Simplificar la siguiente fraccién

65
91

...las actividades
de enumeracion
deben ser objeto
de ensenianza
en los primeros
niveles
de la escolaridad,
antecediendo
a las actividades
de tipo numeérico.

4 Si una fraccién tiene sus térmi-
nos primos entre si, cualquier
fraccién igual a ella tiene sus
términos equimdltiplos de los
de ésta. {Rey Pastor, 1966:
174175)

EY

La tarea, segin manifestaban los profesores, se podia
abordar de dos modos distintos:

o descomponiendo los nameros que figuran en el
numerador y en el denominador en producto de fac-
tores primos;

e encontrando un nimero g tal que satisfaga

65 _ 6a
91 9Va

La segunda modalidad la pueden ir acometiendo los
alumnos usando la calculadora, por ensayo y error y, a
los ojos de los profesores, este trabajo parece didéctica-
mente mucho mis provechoso, toda vez que «matemati-
camente era igual una cosa que otra». Vemos en esta afir-
macién la existencia de una fuerte transparencia episte-
molodgica por parte de los profesores, ya que la blsque-
da de la visibilidad y eficacia de los gestos matematicos
de los alumnos les lleva a ocultar la verdadera estructura
matematica de la tarea de simplificacién de fracciones.
Analicemos los dos casos:

El maestro que propone encontrar un namero 4, tal que
satisfaga

6/a

9a
manifiesta un gran interés en asegurar la visibilidad de la
accion del alumno. Y, reciprocamente, el alumno que
emplea la divisién por g, esta indicando la accion que ha
llevado a cabo.

La visibilidad de la accién ejecutada, junto con la eficaci-
dad diddctica asignada por los profesores a este método
hace que se utilice en clase, no para que los alumnos
aprendan algo conceptualmente nuevo —la nocién de frac-
ciones equivalentes— sino para que, un conocimiento ya
aprendido, la division, sea ahora técnicamente pertinente
para el tratamiento de un problema nuevo: la simplifica-
cién de fracciones.

En el caso de la tarea llevada a cabo por medio de la des-
composicion en factores:
513 5
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la visibilidad de la estructura matemdtica es superior, ya
que en ella se muestra:

e La descomposicion de un nimero en factores primos.

e Una técnica para simplificar una fraccion: dividiendo
sus dos términos por cualquier factor comutn.

e La equivalencia de fracciones: toda fracciéon es igual
a todas las del mismo signo que tienen sus términos
equimaltiplos® de los suyos; aunque no queda
patente la descripcién de la accidén que ha de llevar
a cabo el alumno para simplificar, como ocurria en
el primer caso.



Vemos en este ejemplo cémo puede existir una transpa-
rencia epistemoldgica en los profesores, ya que el objeti-
vo matemadtico no estd slo en producir alumnos que sean
capaces de simplificar, sino en mostrar a los alumnos
como la propiedad aritmética «anciana y sabia» de la des-
composicion de un nimero en sus factores primos
(Grecia, s. v a. C) tiene una funcién mucho mias noble (de
rango superior dentro del trabajo matemdtico): la simplifi-
cacion de fracciones, Por el contrario, si el acento se pone
en la «eficacidad» diddctica: buscar la accién que produce
una técnica eficaz, nos encontraremos sélo con una técni-
ca de calculo, Estas practicas se pagan con una pérdida de
la «matematicidad» de los gestos matemiticos. Se produce
una auténtica «desmatematizacioén» de las practicas.

Los «saberhacer» ensefiados a los alumnos se constituyen en
emblemas de la socializacién matemética del alumno, pero no
serdn para él saberes matemdticos de pleno ejercicio. Sélo se
pueden considerar como objetos utilitarios. [Mercier, 1995: 150)

Esto nos muestra que existe en los profesores un proceso
de transparencia que oculta la dialéctica que hay entre la
semioticidad y la instrumentalidad de las pricticas mate-
maticas escritas. La escuela, normalmente, prima la instru-
mentalidad y trivializa la semioticidad.

Los aprendizajes invisibles: Conservacién
de la informacién ostensiva

En el trabajo de Pascal (1980), y en el mis reciente de Mercier
(1992), se pone de manifiesto cémo los alumnos realizan
aprendizajes invisibles» en relacién a la conservacién de la
informacion ostensiva de las escrituras matemdticas,

La institucidén escolar, ante las tareas de resolucién de
ecuaciones, presenta una serie de ecuaciones «normaliza-
das» y va indicando técnicas de resolucién para cada una
de ellas. Normalmente se presentan los casos siguientes:

ax+ b=c
ax— b=,
ax=1>b

Existe un nimero muy elevado de alumnos que ante la tarea
de resolucién de la ecuacién 8x(3x+ 4) = 0, proceden ade-
cuadamente igualando a cero los dos factores 8x =0, 3x +
4 = 0, pero mientras que la ecuacién 3x +4 = 0 la suelen
resolver correctamente:

3x=—4, x=-4/3

para la segunda ecuacién (8x = 0) dan como resultado x
= -1/8, o bien x = -8.

En la realizacién de tareas algebraicas la expresién 8x = 0,
no es mas que un caso particular de la expresién 8x = a.
En ambas, el nlimero 8 es un elemento ostensivo, es decir,
un elemento que muestra al alumno una informacién pre-
cisa. Sin embargo la solucion x = 0, que aparece para el

... muestra
que existe
en los profesores
un proceso
de transparencia
que oculta
la dialéctica
que bay entre la
semioticidad y la
instrumentalidad
de las prdcticas
matemdticas
escritas.

La escuela,
normalmente,
prima la
instrumentalidad
Y trivializa
la semioticidad.

5 Comprensién:  Conjunto  de

caracteres que son propios de
un concepfo.

Extensién: Conjunto de objetos
concretos o abstractos a los
que se aplica un concepto.

caso en el que a = 0, niega toda infor-
macion que procede del 8, puesto que x
= 0 podria ser también solucién de cual-
quier ecuacion, tal como 5x = 0, o bien

V7x=0;

la solucién correcta pierde toda la infor-
macion ostensiva procedente de la
ecuacién inicial, entonces el alumno
tiende a rechazarla en beneficio de una
de las soluciones falsas x = -8 o bien «x
= —1/8 que conservan la informacién
que proviene del 8.

Este ejemplo nos muestra como los alum-
nos realizan aprendizajes que son invisi-
bles a la institucion escolar y que escapan
a la comunicacion didactica del profesor,

Este ejemplo también pone de manifies-
to que las pricticas matematicas escritas
suponen la manipulacién constante de
«OStensivoss,

El rabajo matemdtico es un trabajo con
ostensivos, son instrumentos de pensamien-
to: no hay pensamiento sin manipulacién
de ostensivos. (Bosch, 1994: 466)

Sin embargo, desde las instituciones esco-
lares se tienden a primar los elementos
no-ostensivos de la matemitica (los con-
ceptos) en detrimento de los ostensivos
(gestos, grafismos, escrituras,...).

En este sentido Artigue (1989: 14) afirma
que «el andlisis didactico debe ayudar al
didacta a luchar contra la ilusién de
transparencia de la comunicacién didac-
tica inducida por la epistemologia esco-
lar y los conocimientos efectivamente
construidos por el alumnos.

llusién de continuum

entre el conocimiento cotidiano
y el conocimiento cientifico:

la presentacién ostensiva

de los objetos matemadticos

Uno de los medios posibles que un pro-
fesor tiene para introducir un objeto
matemitico nuevo en el aniverso del
alumno» es la definicién. Haciendo una
simplificacién epistemologica podemos
decir que, en la practica, estas definicio-
nes se dan por «comprensién® o por
«extension:®. No obstante, diferentes
investigaciones en Did4ctica de las Mate-




miticas han mostrado que existe una
 prictica de ensefianza muy extendida
_ entre los profesores para introducir obje-
tos matemdticos denominada «presenta-
cion ostensivar. No se trata de un dispo-
 sitivo para la introduccion tedrica, sino de
. una serie de «pricticas didacticas.

__Ratsimba-Rajohn (1977) fue el primero
__en identificar bajo el nombre de «ntro-
duccién ostensiva» todo un conjunto de
procedimientos didicticos que no pue-
den reducirse ni considerarse como una
introduccion por medio de definiciones.

En la escolaridad elemental, las figuras
~ geométricas, tales como el tridngulo, el
cuadrado, el circulo, el rectdngulo, etc.
se suelen presentar a los alumnos de
forma ostensiva. El profesor presenta su
imagen, sin mis. Suministra con solo
ain golpe de imagen» todos los elemen-
tos y las relaciones constitutivas de estos
objetos geomeétricos. Estas figuras for-
- man parte de la cultura cotidiana de los
nifios y ripidamente las reconocen y
designan por su nombre. Ahora bien,
cuando sea necesario utilizar tridngulos
o rectangulos cualesquiera, la ostension
fracasard, tan solo se habrd alcanzado
un éxito ilusorio, ya que este modo de
presentacién impide la generalizacion y
~abstraccion. El alumno sélo podri reco-
nocer modelos muy particulares, estre-
chamente ligados a las figuras que le
mostraron «por ostensions.

La presentacién por ostension consiste en la
utilizacién, en una situacién de ensefianza,
de la capacidad supuesta del alumno para
percibir ciertos objetos y de la ilusién {que
tiene el profesor) de que el hecho de que
los haya percibido es portador de un cono-
cimiento intelectual eventualmente general
y preciso. (Bautier, 1988: 220)

Véase el ejemplo de la figura 2, extraido
de un manual escolar.

- Segin muestran Berthelot y Salin (1992:

79) la geometria es el dominio de las

matemadticas en el que mas abundan las
presentaciones ostensivas:

El profesor presenta los conocimientos apo-
yéndose sobre la observacién dirigida de
una realidad sensible o de una de sus
representaciones y supone a los alumnos
capaces de extender su empleo a ofras
situaciones.

...aunque
la ostension
es uno de los titiles
Jamiliares,
Jaciles
Y persistentes
de introduccion
de una nueva
nocion,
se constituye
en obstdculo
diddctico
para una fase
de generalizacion.

7 Naturalizar: Hacer que una
especie animal o vegetal
adquiera las condiciones nece-
sarias para vivir y perpetuarse
en un pais distinto de aquél
donde procede. (Diccionario

Maria Moliner)

Fijate

Estas figuras son poligonos

Estas figuras NO son poligonos

Figura 2. Tomada de Rico y ofros (1990: 118)

De esta forma, la figura material se constituye en el mejor
mensaje que se podria dar para presentar un objeto de
ensefianza. Esta figura tiene el status de una asercion,
reemplaza los enunciados, define los objetos matematicos
sin ambigiiedad, porque se «supone» que todo el mundo
los «erd» de la misma manera.

Fregona (1995) indica que la practica did4ctica de la osten-
sién tiene su causa en la ideologia que se va configuran-
do en los profesores a partir de una epistemologia empi-
rista, y constituye una respuesta adaptativa a las restriccio-
nes de la relacidn didactica. Existe una dlusién de eviden-
cia», puesta de relieve por los profesores y por los autores
de los manuales: se «muestra» y se espera que el alumno
«wea». Ahora bien, «esto manifiesta una ilusién de comnti-
nuum entre el conocimiento cotidiano y el saber cientifi-
co» (Fregona, 1995: 101).

Suele ser una prictica econémica y eficaz en la gestiéon de
la ensefianza. Su bajo coste es lo que podria justificar el
hecho de que su empleo sea tan reiterado en la ensefan-
za. Ahora bien, aunque la ostensién es uno de los utiles
familiares, faciles y persistentes de introduccién de una
nueva nocién, se constituye en obstdculo diddctico para
una fase de generalizacion,

La reduccién progresiva de la densidad
y la condensacién de las formas del saber:
economia del sistema diddactico

Cuando se procede a la organizacién de los objetos del
saber matemdtico para introducirlos en el sistema de ense-
fianza, la tendencia que generalmente se sigue es la de
minimizar el conjunto de objetos del saber presentes en la
vecindad de un determinado objeto de ensefianza. Es el
principio de economia de la estructuracién didéctica.
Existe una transparencia en la consideracion de las condi-
ciones vy las perturbaciones que engendra todo saber en el
ecosistema en el que se desea introducir. La materia ense-
fiada en numerosas ocasiones es naturalizada’, se llegan a



lenguajes matemdticos nuevos, creaciones léxicas
_en 6genas al sistema diddctico.

El trabajo transpositivo foma asi, casi siempre, la forma consciente,
deliberada, de una operacién de «elementarizaciéns. Ahora bien,
hablar de elementarizacién, considerando ésta como una opera-
cién esencialmente anodina es negar los fenémenos de la transpo-

sicién didéctica y los cambios radicales que se realizan desde el
punto de vista de la ecologia del saber. (Chevallard, 1994: 160).

Para mostrar un caso de «elementarizacién» de un objeto
matemdtico, en el que existe una reduccién progresiva de
la densidad y la condensacion de las formas diddcticas del
saber®, analicemos la denominada «esolucion grafica de
ecuaciones»,

Es cierto, como afirma Spivak (1978: 69), que si a un mate-
matico se le mencionan los nimeros reales es probable
que, sin €l quererlo, se forme en su mente la imagen de
una recta. La «ntuicién geométrica» le permitira interpretar
proposiciones acerca de los niimeros en términos de esta
imagen y posiblemente incluso le sugerird métodos para
demostrarlas. Debido a esta imagen geométrica, al hablar
de los niimeros reales utilizamos frecuentemente la termi-
nologfa geométrica: al referirnos a un ntmero le damos el
nombre de punto, al conjunto R lo denominamos recta
real, etc. Sin embargo, este método de «dibujar» ntimeros
es Gnicamente un método de representar ciertas ideas abs-
tractas; las demostraciones del andlisis matematico no se
construirdn sobre estas imigenes. La Matemitica necesitd
siglos para desprenderse del pesado lastre de la intuicién
geomeétrica y poder, asi, construir lo que Weierstrass deno-
mind la aritmetizacién del analisis.

La edad de! rigor habia llegado ya, susfituyendo los viejos recur-
sos heurfsticos y las ideas intuitivas por una perfecta precisién
logica, En 1872 Weiersirass y Heine habfan conseguido aritme-
tizar el andlisis. (Boyer, 1986: 697)

Tanto los profesores como los manuales escolares, ante la
tarea de resolucién de ecuaciones, tratan de darle una
mayor significacién mediante la representacién grafica. Se
trata de un recurso ostensivo que pretende mostrar de
forma inmediata la significacién del trabajo algebraico. En
los libros de texto este trabajo recibe el nombre de reso-
lucion grdfica de ecuaciones.

Una vez presentado en los manuales el método de resolu-
cion algebraico que es complejo y abstracto, se presenta un
nuevo método de resolucion —el grafico- que, por el con-
trario, es sumamente evidente, intuitivo, elemental. Pode-
mos observar cualquier manual escolar para detectar estas
caracteristicas. En los ejemplos que proponen, normalmen-
te, la funcién cuadritica presenta como puntos de corte con
la recta real aquellos que tienen como abscisas exclusiva-
mente niimeros enteros. Se proponen al alumno como 1os
Unicos casos posibles, como si todas las ecuaciones se
pudiesen resolver de ese modo. La materia ensefiada se
naturaliza. Bl trabajo transpositivo toma una forma cons-
ciente y deliberada de elementarizacion®,

La «@esolucion
gridfica
de ecuaciones
Dpermite
a los profesores
Dponer en prdctica
un contrato
diddctico ostensivo
en cuanto
a la representacion
grdfica
de funciones:
[.]
Esta utilizacion
transparente
Y naturalizada
del grdfico
de funciones
se constituye
en un obstdaculo
diddctico.

8 Los objetos matemdticos viven

en el sistema didéctico en una
continua y constante inferrela-
cién de unos con ofros forman-
do conjuntos estructurados que
pueden ser més o menos
amplios. A estos conjuntos
Aussude (1994: 140 los deno-
mina «formas didécticas».

9 Transformar en obvio, evidente.

Esta presentacion intenta reducir al mini-
mo la «densidad y la condensacion de
las  formas didécticas del saber
(Aussude, 1994: 140). Esto implica una
ilusion de transparencia en cuanto a la
consideracién del saber puesto en juego.

La pretendida «esolucion grifica de
ecuaciones» surge asi en el sistema
didéctico como producto de una necesi-
dad didictica para dar significacion a las
précticas algebraicas, pero se conduce a
través de un proceso de economia
didactica que se refleja a través de una
gran reduccion de la densidad de los
objetos del saber presentes:

° Los nuimeros racionales, irraciona-
les, reales, no aparecen, su lugar es
econémicamente ocupado por los
naturales.

° la representacién de funciones se
lleva a cabo a través de una muy
particular tabla de valores formada
solo por nimeros enteros.

® Los puntos de corte de la paribola
(o la recta) con el eje de abscisas
nos ofrecen la solucién de modo
inmediato y maravilloso.

La elementarizacion y naturalizacién de
un saber cientifico, como es en este
caso el Teorema de Bolzano

Si f{x) es continua en el infervalo cerrado a,
b, y en los extremos toma valores f(a) y fib)
de signos opuestos, se anula por lo menos en
un punto interior. (Rey Pastor, 1969: 396)

conduce a una presentacién escolar
ingenua y transparente,

La wesolucién grafica de ecuaciones» per-
mite a los profesores poner en prictica un
contrato diddctico ostensivo en cuanto a
la representacién grafica de funciones:

El lugar atribuido por el profesor al gréfico
cartesiano estd basado en una «falsa trans-
parencia» de la representacién gréfica, pero
a su vez el gréfico sirve justamente para lle-
var a cabo la transposicién didéctica de la
nocién de funcién. (Lacasta, 1995: 271)

Esta utilizacién transparente y naturali-
zada del gréfico de funciones se consti-
tuye en un obsticulo didictico. Asi se
muestra en un trabajo de investigacion
llevado a cabo por Ruiz Higueras (1994,



998) en el que mis del 70% de los
umnos de bachillerato y COU a los
ue se propuso la siguiente tarea:

Si tuvieses que explicar a un alumno de
° de BUP lo que es una funcién mate-
mética, 3qué le dirias?

e indicarfas algunos ejemplos?, scudles?
propondrias algin ejercicio, o algin
roblema,  para que él lo resolviese?
ndica alguno.

Propusieron como ejercicios la represen-
tacién grafica de funciones tales como

y:x5—2m/x—2

~ cuya representacion grifica encierra una
- gran complejidad.

Esto es debido a la transparencia epistemo-
logica con que le son presentadas las repre-
sentaciones grdficas de funciones, tanto por
los manuales como por los profesores en el
aula. Se reduce a una algoritmizacién:
damos valores (naturales o enteros) a la
variable independiente, obtenemos pares,
los situamos en los ejes cartesianos e inme-
diatamente los unimos, obteniendo la gréfi-
ca de la funcién. Esto conduce a los alum-
nos a construir conocimientos excesivamen-
te locales, que pueden ser correctos en cier-
tos limites, pero generalmente los alumnos

ignoran la existencia de dichos limites.
(RuizHigueras y Rodriguez, 1996: 247)

Fuera de dichos limites, la naturalizacién
de la representacion de graficos condu-
 cird a los alumnos a cometer errores. Se
_constituird en un obstdculo didéctico
fruto de la reduccion de la densidady la
condensacion de las formas didicticas
del saber. Esto hard que los alumnos,

cuando estudien matemadticas superio-
 tes, corran el peligro de considerar las
_demostraciones matematicas formales
como inttiles, como algo gratuitamente
afadido, ya que todo «se ve» y «se mues-
tra» perfectamente en el grafico.

Desde la institucion escolar se vive la
ficcion de considerar los objetos de
enseflanza como copias, si bien simpli-
cadas pero fieles, de los objetos de la
encia; ilusién de transparencia que
ignora y que impide tomar consciencia
de la distancia que separa la economia
de los dos sistemas: el sistema cientifi-
Cco-matemitico y el sistema de ensefian-
za de las matematicas.

...€S preciso
que estas
investigaciones
se realicen con
una vigilancia
epistemologica
que ponga
al descubierto
los fenomenos
de transparencia ),
de esa manera,
desechar
los proyectos
irreflexivos sobre
la enserianza
que se inspiran
en la creencia de
que es posible
cambiar
a voluntad,
cualquier relacion
diddctica. ..

10 A finales del siglo xvii se
comenzd a vislumbrar la idea
de que el reino social tiene sus
propias leyes, como los demés
reinos de la naturaleza. Fue a
comienzos del siglo xix cuando
Auguste Comte (1798-1857)
en su Cours de Philosophie
positive inicié el estudio cientifi-
co de la sociologia. Fue el crea-
dor del positivismo y tuvo el
mérito de ser el padre de la
sociologia o «fisica socials.

Para ser conscientes de esta distancia, Artigue (1989) pro-
pone llevar a cabo un serio anilisis epistemologico de los
objetos matemiticos de ensefianza:

El andlisis epistemolégico debe ayudar al didacta a desprender-
se de la ilusién de transparencia de los objetos del saber que
manipula y debe asimismo, ayudarle a liberarse de las represen-
taciones epistemolégicas erréneas que tiende a infroducir en su
préctica de ensefianza. [Artigue, 1989: 2)

Reflexién final

Dada la limitacién de este trabajo, creemos que los casos
que hemos presentado nos han permitido llevar a cabo
una reflexién, desde la Didactica fundamental de las
Matemdticas, sobre la presencia del fenémeno de transpa-
rencia en diferentes hechos didacticos. Este tipo de andli-
sis estd muy distante de todo psicologismo y constituye un
nicleo muy significativo en el 4mbito de las investigacio-
nes llevadas a cabo en nuestra drea de conocimiento.

Quisiéramos, para terminar, recordar lo que Durkhein (1858-
1917) consideraba a propésito de los hechos sociales y que
bien puede iluminar nuestro camino en el anlisis didactico
del saber matematico. Segin Durkhein, la Sociologfa no
pudo surgir hasta que no se aceptd que las sociedades estin
sometidas a leyes que se derivan necesariamente de su natu-
raleza y que, ademis, la expresan. Durante siglos los hom-
bres han creido que en la sociedad todo podia ser arbitrario,
contingente; que los legisladores o los reyes podian, como
los antiguos alquimistas, cambiar el aspecto de las socieda-
des, hacerlas pasar de un modelo a otro; ilusién del tecnoé-
crata que cree que puede cambiar las instituciones por
decreto. En realidad, estos supuestos milagros eran ilusorios,
y esta ilusion dio lugar a graves equivocos.

Han existido muchas resistencias para admitir que existen
leyes y principios que analizan, estudian y modelizan el fun-
cionamiento de la sociedad!®, pero lo mismo ocurtié con la
economia e incluso con campos como la biologia o la medi-
cina donde su cumplimiento nos parece hoy incuestionable.

Podemos estar seguros que en nuestra ciencia -la
Didictica de las Matemadticas— van a existir los mismos pre-
juicios para su aplicacién. Vamos a sostener durante bas-
tante tiempo resistencias que sélo la investigacién sobre
los hechos didacticos podri vencer.

Pero es preciso que estas investigaciones se realicen con
una vigilancia epistemoldgica que ponga al descubierto los
fenémenos de transparencia y, de esa manera, desechar los
proyectos irreflexivos sobre la ensefianza que se inspiran en
la creencia de que es posible cambiar, a voluntad, cualquier
relacion didéctica, sin tener en cuenta el conjunto de con-
diciones y restricciones que pesan sobre el sistema didacti-
co y, principalmente, aquellas que estdn intimamente rela-
cionadas con el saber puesto en juego: con la matemdtica.
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De este fendmeno de transparencia participan frecuente-
mente las instituciones periféricas del sistema de ensefian-
za (la «oosfera'), Estas instituciones tienen normalmen-
te un apetito insaciable de innovacién con el que quieren
cambiar la obsolescencia de viejas formulas que no tuvie-
ron el éxito pretendido en la ensefianza. Dan normas
generales que borran la especificidad de los saberes pues-
tos en juego. Evidencian una ilusién de transparencia que
contradice el espiritu cientifico.

El pensamiento racional cientifico, seglin Bachelard, sélo
podra avanzar con criterios que permitan rectificar y mejo-
rar el pasado:

El racionalismo es conciencia de una ciencia rectificada.
{Bachelard, 1978: 117)

Ese es el objeto de nuestra ciencia y en ese camino esta-
mos, desde diferentes paradigmas, desde diferentes
escuelas de pensamiento, con diferentes metodologias,
tratando de buscar la verdad, tratando de borrar la ilu-
sibn primera de transparencia que ofrecen los hechos
didacticos.
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Algunas ideas
para la resolucion
de ecuaciones

Javier Peralta

A pesar de la importancia
que tienen las ecuaciones en
el curriculo de la Ensefianza

Secundaria, por diversas
razones —acaso la principal
sea el efecto nocivo de
rigidez mental ocasionado
por el excesivo automatismo
en la utilizacién de reglas—,
el alumno no suele contar
con muchos recursos para
resolverlas. En este articulo
se analizan las distintas
causas, y se presentan ofros
procedimientos algebraicos y
geomélricos tomados de la
historia de la matematica,
junto a ciertas ideas que los
complementan o
generalizan.

L PRESENTE TRABAJO, pensado en los Gltimos cursos de
la Educacién Secundaria, se ocupa de la resolucién de
ecuaciones. Por ello debemos de comenzar preguntando-
nos: ;qué ecuaciones sabe resolver el alumno de este nivel
educativo?

Evidentemente conoce, en primer lugar, los métodos de
resolucién de las ecuaciones de grados uno y dos (y de las
reducibles a estas Gltimas, como las bicuadradas y ciertas
irracionales). Seguramente haya oido hablar también del
enunciado del teorema fundamental del dlgebra, y acaso
sepa, asimismo, que las posibles raices enteras de una
ecuacion algebraica deben de ser divisores de su término
independiente. Con la excepcién hecha de las bicuadra-
das, sus recursos para resolver ecuaciones de grado supe-
rior a dos se reducen, pues, a la aplicacién del dltimo aser-
to para el calculo de las raices enteras y, a lo sumo, a la
utilizacién del teorema de Bolzano para la aproximacién
de las restantes raices reales.

La situacion mds frustrante sucede seguramente con las
ecuaciones de tercer grado. Es probable que el alumno
sepa que el nimero de raices imaginarias —si existen— de
una ecuacion polinémica con coeficientes reales debe de
ser un nimero par, de lo que se deduce que todo polino-
mio de grado impar con coeficientes reales tiene al menos
una raiz real. Sin embargo, para hallar una raiz real de
ecuaciones tan sencillas como la 2% + x + 1 = 0, s6lo dis-
pone de las herramientas ya mencionadas: probar con 1y
~1 (que no son raices) o tratar de obtener aproximaciones
suyas «a ciegas», mediante la aplicacion del teorema de
Bolzano.

Estos son los motivos que nos han llevado a escribir este
articulo, que empieza mostrando la férmula de Cardano
para resolver ecuaciones de tercer grado. Dicha férmula,
como es sabido, resulta poco operativa en el llamado caso



irreducible, por lo que exponemos un procedimiento
complementario, basado en la obra de Bombelli.

Tras hacer unas reflexiones didacticas sobre la resolucién
de ecuaciones y de apuntar algunas ideas en relacién con
ello, se indican algunos métodos graficos para resolverlas.
El mis importante, sin duda, es el debido a Descartes, que
reduce el cilculo de las soluciones de una ecuacién de
tercer o cuarto grado a hallar la interseccién de una cir-
cunferencia con la pardbola y = 2% los restantes procedi-
mientos que se presentan estin inspirados en el mismo.

La ecuacion de grado tres

Como ya se ha dicho, el alumno tiene muy pocos recur-
sos para la resolucién de las ecuaciones algebraicas, a
pesar de haber sido de algtin modo estudiadas, en muchos
casos, a lo largo de cinco cursos en el plan nuevo (de
2.°de ESO a 2." de Bachillerato) o en seis en el plan anti-
guo (de 7. de EGB a COU). No serfa sin embargo muy
costoso informarle, en primer lugar, de los resultados exis-
tentes sobre las posibilidades de resolucién y, en segun-
do, suministrarle la formula para la obtencién de las raices
de la ecuacién de grado tres. La demostracion de esta Glti-
ma no es dificil, y puede recomendarse, por ejemplo
(Dunham, 1992) a los alumnos interesados en conocerla.

Respecto a la primera de las cuestiones planteadas, con-
vendrfa decir que existen procedimientos para resolver las
ecuaciones de grados tres y cuatro por radicales, debidos
principalmente a los algebristas del siglo XVI (Luca Pacioli,
Tartaglia, Cardano, Bombelli, Vieta,...); y que no hay sin
embargo ninguna expresion radical de los coeficientes de
una ecuacién de grado mayor que cuatro que proporcio-
ne las raices de la misma (resultado obtenido por el norue-
go Abel en 1824). Esto es, que a pesar de haber férmulas
para la resolucién de las ecuaciones de grados 1, 2, 3 y 4,
no existen para las de grado mayor o igual que 5.

En cuanto a la resolucion de las ecuaciones de grado tres,
seguramente procede comenzar diciendo que su interés
puede surgir de manera natural en el alumno con ciertas
inquietudes matematicas o, en todo caso, cabe ser fomen-
tado ficilmente por el profesor. En efecto, parece obvio
sefialar que si el objetivo fundamental del dlgebra en estos
niveles es el estudio de las ecuaciones —especialmente las
polinémicas—, y a lo largo de varios cursos Gnicamente se
han conseguido resolver las de grados uno y dos o las
reducibles a éstas, es logico, para completar esta teoria,
plantearse la posibilidad de hallar asimismo las soluciones
de las ecuaciones de grado tres y, miés tarde, las de grado
superior.

Pero existen también otras razones de tipo histérico que
animan a abordar la ecuacién cibica, alguna de las cuales

o fue

precisamente
del intento
de hallar

las solucione

de las ecuaciones

de grado tres
de donde
surgieron

los nuimeros
complejos

se mencionan a continuacién. En primer
lugar hay que considerar que, entre la
resolucién de las ecuaciones de primer y
segundo grado por Al-Khuwarizmi (siglo
IX) v las de tercero por los algebristas
del cinquecento, hubo de transcurrir un
largo perfodo de tiempo, debido a las
dificultades —Luca Pacioli, por ejemplo,
afirma que «es tan imposible su resolu-
cion en el estado actual de las cosas
como la cuadratura del circulo— y a los
numerosos avatares que acompafiaron
su descubrimiento, lo que atestigua la
trascendencia del hallazgo. En segundo,
que fue precisamente del intento de
hallar las soluciones de las ecuaciones
de grado tres de donde surgieron los
nimeros complejos, como se verd mds
adelante. En tercero, la importancia his-
térica que ha significado la resolucion de
determinadas ecuaciones ctbicas, como
la ecuacién de Leonardo de Pisa (1225):
28 + 202 + 10x — 20 = 0 (Scheid, 1986), o,
atn mds, aquellas a las que quedaron
reducidas algunos problemas clésicos de
la geometria griega, como la triseccién
del dngulo (402 — 3x — cos & = 0, siendo
o en dngulo en cuestién) o la construc-
cion del heptidgono regular (Courant y
Robbins, 1970), etc.

A la vista de tales argumentos parece
que podtia ser interesante, si hubiera
tiempo para ello, tratar de ampliar de
algin modo los conocimientos sobre
este tema con la resolucién de la ecua-
cién de grado tres.

Sea:
X+ AX+BX+C=0 (D

(siempre podemos suponer que el coe-
ficiente de X3 es la unidad).

Evidentemente puede escribirse de la
forma:

Brax+b=0 (2)

sin mds que hacer X = x — A4/3, por lo
que es suficiente saber resolver esta Ulti-
ma. Y la expresién que proporciona las
raices de (2) es la conocida formula de
Cardano:

x=3—£+ (
2

b

2
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Ejemplo 1. Resolver la ecuacion:
‘ Wrx+l=0

Resulta:

1

11,1
27

1
=+
2 4

1 1 1
x=3——=+ =+— +3—

Puede probarse que las otras dos raices
son imaginarias.

El «caso irreducible»

Queda sin embargo una laguna en la
resolucion de la ecuacién cibica: el lla-
mado caso irreducible, que tiene lugar
cuando aparecen radicandos negativos
en las raices cuadradas de la férmula de
Cardano; esto es, si:

o lo que es lo mismo, si

: 48 + 2707 < 0.
 Ejemplo 2. La ecuacién

¥ -15x-4=0

tiene tres raices reales:

4, -2+43, —2-43

_sin embargo, al aplicar la férmula de
_Cardano se obtiene:

x=32++-121 +32-4—121

expresion en la que quedan ocultas las

tres raices anteriores.

A partir de situaciones como la creada
en este ejemplo, Bombelli inicia el cdlcu-
l6 con raices cuadradas de ntmeros
~ negativos, de manera muy similar a
- tomo se opera actualmente con nime-
0s complejos, por lo que puede consi-
derarse el precursor de los mismos.
- Como se sefiala en Etayo (1986), es
curioso que su introduccién surja al
_tesolver ecuaciones de tercer grado, y
no de segundo, que es la manera habi-
_ tual de presentarlos. La causa estriba en
que el caso irreducible de estas Gltimas

=—0,68...

¢

Bombelli inicia
el calculo con
raices cuadradas
de niimeros
negarivos,
de manera
muy similar a
como se opera
actualmente
con nimeros
complejos,
por lo que puede
considerarse
el precursor
de los mismos.

es el correspondiente a la existencia de dos raices no rea-
les, que es interpretado entonces como que la ecuacién no
tiene soluciones; en la ecuacién clbica, sin embargo, el
caso irreducible podria corresponder a tres raices reales,
aunque para su determinacién mediante la formula de
Cardano fuera necesario utilizar como intermediarios a los
nimeros complejos.

Aunque el problema quedé definitivamente resuelto con
el desarrollo de los niimeros complejos y la posibilidad de
manejarlos indistintamente en forma binémica o en forma
polar, es indiscutible que para hallar las soluciones de la
ecuacion se precisan calcular raices cabicas de niimeros
complejos, lo que conlleva alguna dificultad; motivo que
resta utilidad a la férmula de Cardano.

No obstante, incluso el caso irreducible puede resolverse
facilmente en muchas ocasiones, como vamos a ver a con-
tinuacion. Nos apoyaremos en buena parte en las mismas
ideas que aparecen en el primero de los cinco libros de
los que consta el Aigebra de Bombelli.

Hagamos en primer lugar una observacién. Es sencillo
probar que:

si fm+ ni = p+ gientonces Ym= ni= p-gi

(basta para ello con elevar al cubo), por lo que para hallar
x en la férmula de Cardano:

x=Xm+ ni+Im-ni
s6lo se precisa calcular la primera raiz ctbica.

Si m+ ni= b+ qi, entonces m + ni= (p+ g3, e iden-
tificando el cuadrado de sus modulos: m? + 72 = (P? + ¢)3,
por lo que ¥ m?+n2 = p2 . De ello se deduce, eviden-
temente, que:

P <Y m?+ n?

Por otro lado, si m + ni tiene por moédulo ry por argu-

@

mento o, el modulo de sus tres raices ctbicas es /7 y
el argumento, (o + 360°k)/3, 0 < k< 2. Si suponemos que
n> 0, entonces 0 < o < 180°, por lo que el argumento de
la raiz cbica correspondiente a &= 0 cumplird: 0 < a/3 <
60°, y por lo tanto al menos una de sus raices cibicas se
encuentra en el primer cuadrante,

Ahora bien, como:

m+ni= @+ g’ =P -3pP + Gprqg - P,

serd
m=p—3pg (5
y segtin lo anterior: p > 0, por lo que:
»P>m ©



Las relaciones (4), (5) y (6) permiten en muchas ocasiones
hallar una de las raices ctbicas de un nimero complejo:
(4) v (6) para la determinacién de p y, posteriormente, (5)
para obtener ¢. Vedmoslo en el caso que nos ocupa:

24 +-121 +32-+-121

correspondiente al Ejemplo 2.

Se debe cumplir que:

PP <22+112 =5, yque p? > 2

Si hallamos las soluciones en las que p es un ndmero
natural distinto de cero, de la primera desigualdad se
deduce que p=1 0 p = 2, y de la segunda, que p = 2.
Como ademis m = pP— 3pgP, serd: 2 = 8 — 647, luego g =1
(como 2 + 117 estd en el primer cuadrante, una raiz ctbi-
ca suya también lo estard).

Una solucién de la ecuacién %% — 15x— 4 = 0, es por tanto:

x=32+11i+32-11i=QR+ D+ Q2-D=4

Dividiendo el polinomio por x— 4 se llega a una ecuacioén
de segundo grado cuyas raices son —2% NEY

El procedimiento descrito para el cilculo de la raiz ctbi-
ca de un nimero complejo puede incluso simplificarse si
dicha raiz ctbica procede de la resolucion de una ecua-
cién de tercer grado mediante la férmula de Cardano,
como es el caso que nos ocupa.

En efecto, sea la ecuacidn (2), cuyas soluciones vienen
dadas por (3), y se trata de hallar:

b Y (a)’ ey ,
_E+ B +§ =xm+ni= p+gi

siendo:
2 3
m=-=b/2 y mni= 5(£J +(ﬁ)
2 3

{6

La desigualdad (4) se convierte entonces en:

3
PP<Ami+n? =3—(§) =—§ yla@enp?>-b/2

Se concluye por tanto que en el caso de resolucién de la

esto es:

ecuacion (2), la determinacién de p puede hacerse a partir
de las desigualdades: p? < —a/3 (4), 1? > /2 (6). El cilcu-
lo de ¢, una vez hallado p, se obtiene, como antes, de (5).

El procedimiento
descrito
para el calculo
de la raiz cubica
de un niimero
complejo puede
incluso
stmplificarse
si dicha raiz
ctibica procede
de la resolucion
de una ecuacion
de tercer grado
mediante
la formula
de Cardano

Ejemplo 3. Resolver la ecuacion:
x4 — 87x— 130 = 0.

Para resolver esta ecuacién los alumnos
deberian probar antes con los divisores
del término independiente: +1, £2, %5
+10, 13, £26, +65, +130, para tratar de
hallar las raices enteras. Sin embargo, si
se conoce la formula de Cardano, se
tiene:

x = 365 +/—20164 + 365 —/—20164
= 365+142i +3/65-142i

Para el cilculo de X/65+142i = p+ gi
se busca en primer lugar un namero
natural p que verifique: ? < 29, p* >65.
De la primera desigualdad se obtiene
que: p=1, 2, 3, 4, 5, cuyos cubos son:
1, 8, 27, 64, 125; de la segunda se llega
a que p = 5. Como 65=f® — 3pg, se
tiene: g = 2.

En consecuencia:

x=0G+2)+ G -2)=10.
Dividiendo 8 — 87x— 130 por x— 10 se
llega a una ecuacién de segundo grado,
Las raices

de la ecuacién propuesta son, por lo

tanto, 10, 5+ 2\/3, 5- 2\/3

cuyas raices son 5% 23

Unas reflexiones didacticas

En ocasiones, el estudio de un determi-
nado tema aparece disgregado en dis-
tintos lugares en los que se abordan
diferentes aspectos del mismo; por ello
es conveniente realizar una sintesis
posterior para adquirir una vision mas
completa del problema y de sus resul-
tados. Se trata, pues, de un mismo capi-
tulo de la matemitica pero que, por
diversas razones, se aborda de manera
fraccionada y que requiere por tanto
volver a contemplar conjuntamente.

Un ejemplo de lo anterior sucede con las
ecuaciones: aparece por un lado la reso-
lucién de ecuaciones de primer y segun-
do grado; por otro, la factorizacién de
polinomios; y en un lugar distinto los
nimeros complejos, que suelen introdu-
cirse con la resolucion de ciertas ecua-




ciones, y donde frecuentemente se men-
ciona el enunciado del teorema funda-
mental del dlgebra y algunas propiedades
en relaciéon con las raices imaginarias.

Otras veces se presenta, sin embargo, una
situacién en cierto modo inversa de la
anterior, que tiene lugar cuando unidades
temdticas independientes, pertenecientes
incluso a distintas ramas de la matemati-
ca, se utilizan para intentar resolver un
mismo problema desde diferentes 6pticas
y con técnicas diversas. Y esto ocurre, de
nuevo, con la resolucién de ecuaciones.

Por su propia naturaleza es logico que
las ecuaciones se aborden con procedi-
mientos algebraicos, como asi sucede,
_aunque también es normal que se usen
otros medios, como por ejemplo, el teo-
rema de Bolzano —perteneciente al ana-
lisis matemdtico— para la aproximacion
de raices. Y este hecho no es excepcio-
nal, pues también la geometria, y de
nuevo el andlisis, son Gtiles para ello.

Como es sabido, efectivamente la geo-
metrfa ha estado presente en la resolu-
ci6bn de ecuaciones frecuentemente.
Baste con citar al matematico drabe Al-
 Khuwarizmi, quien resuelve geométrica-
mente ecuaciones de segundo grado,
como aparece en su obra Sobre el cdl-
culo mediante la reduccion y la restau-
racion (Boyer, 1986); o tener en cuenta
que las identidades algebraicas que uti-
liza Cardano para la resolucion de la
ecuacién cibica (Dunham, 1992) estin
basadas en razonamientos geométricos,
como asi mismo ha sucedido durante
muchos siglos con otras identidades.

En la linea de lo anterior hay que desta-
car también la importante contribucion
de Descartes, quien en su Geometria
—Ultimo apéndice de su Discurso del
Método— se ocupa de «6mo el cilculo
de la aritmética se relaciona con las
operaciones de la geometria»; es decir,
se unifica el 4lgebra con la geometria,
dando lugar al nacimiento de la geome-
trfa analitica. De esta manera, y median-
te el empleo de coordenadas, se pue-
den trasladar determinados problemas
geomeétricos al terreno algebraico, y
reciprocamente, identificindose asi cur-
Vas con ecuaciones.

o

10 10S OPONEMmos
a que se traten
de sistematizar

ese tipo
de problemas,
Dpero si a que
se baga de forma
inflexible,
sin sugerir
una reflexion
previa anterior
al inicio
del camino

De esa identificacién y de la evolucion de las ideas del
anilisis matemdtico surge la teorfa de funciones, que con
la ayuda del cdlculo diferencial completa el estudio de gra-
ficas —que anteriormente se realizaba con el Gnico sopor-
te de la geometria analitica—, lo que permite investigar sus
propiedades locales con el auxilio de los métodos infini-
tesimales. En las paginas siguientes, precisamente, abor-
daremos nuestro problema —la resolucién de ecuaciones—
ayuddndonos de la geometria analitica y, en menor medi-
da, del calculo diferencial.

En otro orden de ideas, no podemos pasar por alto un
hecho importante desde el punto de vista didictico y que
guarda cierta relacién con el asunto que nos ocupa. Nos
referimos a los trastornos que ocasiona en los alumnos el
automatismo en la resolucién de problemas; en nuestro
caso, en lo que afecta al dibujo de grificas de funciones,
que seri tratado a continuacion.

No es infrecuente que los profesores, en el transcurso de la
Educacién Secundaria y con anterioridad al estudio de las
aplicaciones del cilculo diferencial al dibujo de curvas, se
limiten a representar solamente grificas de rectas y pardbo-
las -posiblemente debido al eterno problema de escasez de
tiempo-, y excepcionalmente alguna otra cbnica, cuando en
realidad podrian haberse dibujado muchas otras. Tampoco
es inusual, ni mucho menos, el que se aconseje seguir de
forma automdtica una serie de pasos (hallar el dominio de
existencia, los puntos de corte con los ejes, las asintotas, los
extremos locales, etc) para el dibujo de la curva corres-
pondiente, sin plantearse tan siquiera si en ciertas ocasiones
no podria simplificarse este proceso.

Parece obvio sefialar que no nos oponemos a que se tra-
ten de sistematizar ese tipo de problemas, pero si a que se
haga de forma inflexible, sin sugerir una reflexién previa
anterior al inicio del camino. Es mids, si tal reflexién se
hiciera con caricter general, y no sblo en relacién con
cada problema concreto, se llegarfa a la conclusion de que
es posible dibujar —pricticamente sin tener que acudir al
calculo diferencial-, bastantes mds funciones que las ante-
riormente citadas (Peralta, 1995).

Esta consideracién deberia de estar presente a lo largo de
toda la ensefianza secundaria, para que el alumno, guiado
por el profesor, fuera construyendo un catilogo de funcio-
nes de uso habitual en matemdticas y en otras ciencias. Nos
referimos, ademds de las funciones elementales, como algu-
nas polinémicas y de proporcionalidad inversa —a las céni-
cas en general—, a las funciones exponencial, logaritmica y
circulares, junto a otras cuyas graficas pueden ser deducidas
facilmente por procedimientos sencillos. Por ejemplo:

y =2 y= % o mis generalmente y = ax* + b
y:i”+b, y=Ax, o mejor y=X/x +K,...
x

que pueden dibujarse con razonamientos muy simples, y
que no creemos necesario reproducir.
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Con la ayuda del dibujo de las graficas de las funciones
que hemos mencionado, de la geometria analitica y, en
ocasiones, del cilculo diferencial, volvemos a dedicarnos
al problema que nos ocupa: la resolucién de ecuaciones,
que trataremos de abordar con métodos graficos.

Procedimiento gréfico
para la resoluciéon de ecuaciones
de segundo grado

Aungque las ecuaciones de segundo grado son muy senci-
llas de resolver algebraicamente, también es facil hacerlo
por el método que se indica a continuacion, y que servird
de pauta para su extension a otras de grado superior en la
seccion siguiente.

Es evidente que para determinar las raices de la ecuacion
de segundo grado:

axl+ bx+c=0 @),

se puede proceder hallando la interseccion de la pardbola
y=ax*+ bx+ c con el eje X. Sin embargo, como para
dibujar la pardbola es necesario calcular los puntos de
corte con los ejes, habrfa que haber resuelto previamente
para ello la ecuacién anterior.

Puede idearse no obstante un procedimiento muy senci-

llo para la resolucién grafica: si escribimos la ecuacion de

la forma %2+ px+ g= 0, con p = b/a, qg= ¢/a, el proble-

ma queda reducido a dibujar la pardbola y = x? y la recta
= —px— q, y hallar sus intersecciones.

Ejemplo 4. Resolver la ecuacion:
F-x-2=0.

Se dibujan las funciones y = &%, y= x+ 2 (figura 1), y de
su interseccién resulta que las raices son x= -1, x= 2.

Figura 1

Figura 2

Ejemplo 5. Resolver la ecuacion:
x+x+1=0.

Las graficas de las funciones y = &% e

y=-x—1no se cortan (figura 2), lo que

significa que la ecuacidén propuesta no
tiene raices reales.

\ -

Evidentemente hay otras posibilidades de
resolucion gréfica de la ecuacién (7). Por
ejemplo, considerando que sus raices son
los puntos de interseccion de la hipérbola
y=—c¢/xconlarecta y= ax+ b.

Ejemplo 6. Resolver la ecuacion:
F-x—-6=0.

Se consideran la hipérbola y = 6/xy la

recta y = x — 1 (figura 3), y se com-

prueba que se cortan en los puntos de

abscisa —2 y 3, que seran las raices de
la ecuacién propuesta.

y = 6/x

Figura 3



Extensic'm a ofras ecucaciones deseables; por ejemplo, el teorema de Bolzano, el método
de grcldo superior de Newton, el de la regula falsi o el de iteracion.

Pensando en los alumnos a los que va dirigido este traba-
Toda ecuacidén de tercer grado, jo, emplearemos el primero de ellos.
| axd + b+ cx+ d=0(8) '
kpuecle escribirse de la forma y =t +2x =3
ax®+ bx + ¢ = —d/x, \,—3 -2 -l

16 que sugiere encontrar sus soluciones
como interseccion de las grificas de las
funciones: y = ax* + bx + ¢, e y = ~d/x
(figura 4), perfectamente asequibles a
alumnos de estos niveles.

Figura 5
y =—d/x
Como la funcién fax) = 28+ 2% — 3% + 3 es continua en
cualquier intervalo cerrado, y £=3) > 0 y £=2,9) <0, mien-
tras que f-1) < 0y f=0,9) > 0, las rafces son: x;, = -2,9...,
x, =-09...
y =ax? +bx + ¢ También podemos escribir la ecuacién de tercer grado
(8 como:
3 L
Figura 4 X =—;(bx +cx+d)
Esta idea es asimismo generalizable a lo que induce a considerar sus raices como los puntos de
ecuaciones del tipo interseccion de las funciones:

ax" + bx™ + cx? + d=0 1
= x3 =—-—(x*+cx+
cuyas raices pueden hallarse como yExoe a( it d)

interseccion de las graficas de las fun-

\ cuyas grificas deben de ser conocidas por los alumnos
ciones: y = ax® + bx + ¢, € y = —d/x"2 vas & P

(figura 6):
Ejemplo 7. Resolver la ecuacin:

X+ 200 —3x+3=0

- Una vez comprobado que los divisores y=x
del término independiente no son rai-
ces, se trata de utilizar el procedimien-
to anterior. Para ello se consideran la
pardbola y = &* + 2x— 3 y la curva de
ecuacién y = —3/x* (figura 5).

Como se cortan en los puntos de absci-
sas x;, € (-3, -2), x, € (-1, 0), ésas son y = (1/a){bx? +cx +d)
sus Unicas raices. Una vez que se ha
detectado donde se encuentran las raices
¥ que no son enteras, habrd que utilizar
alglin procedimiento de aproximacién
para hallar el namero de cifras decimales Figura 6




Asimismo este método puede generalizarse a las ecuacio-
nes del tipo:

ax"+ bx* + cx+d=0

cuyas raices pueden/ ?ncontrarse corT10 los puntos de el proce dimiento
interseccién de las graficas de las funciones : .
utilizado
y=x" e y=-L(+extd por Descartes
a

en su Geometria
para calcular
46 + 2+ 4=0 grificamente
, Sus raices son los puntos de interseccién de las curvas las faices reales
= cuyas ecuaciones son (figura 7): de st ecuaciones
de tercer y cuarto
grado,
[..]
consiste
en hallar
la interseccion
de la parabola
y=x°
con una
circunferencia.

Ejemplo 8. Resolver la ecuacién:

2
y=x° e y=—%(x2+4)=—x7—1

y=x°

o __
—

Y = (1/4)6 +4)
0

Figura 7

Se observa que Gnicamente tiene una raiz real Xy, ¥ que
—2 <2< -1. Como A1) > 0y f~1,1) < 0, se deduce que
x,=-1,0... '

Si quisiéramos otra cifra decimal, seguiriamos el mismo
procedimiento: como f-1,04) > 0, £~1,05) < 0, entonces
x, =—1,04...; etc.

Método de Descartes para la resolucién
aproximada de ecuaciones de tercer
y cuarto grado

Vamos a exponer a continuacién el procedimiento utiliza-
do por Descartes en su Geometria para calcular grifica-
mente las raices reales de las ecuaciones de tercer y cuar-
to grado, y que consiste en hallar la interseccién de la
pardbola y = x* con una circunferencia. Comenzaremos
haciendo unas consideraciones sencillas relativas a las

ecuaciones de grado 7.

Evidentemente siempre podemos supo-
ner que el coeficiente de la maxima
potencia de x es la unidad. Sea enton-
ces la ecuacién:

x+a L +tax+a =0 (9

Mediante el cambio de variable x= y + kg
se tiene otra de la forma:

Vb Y+ byt b=0 (10

con b, =nk+ a,,, porlo que si elegi-

mos k= —-a,,/n en el cambio indicado,

n-1
se llega a una ecuacion del tipo:

V+b,y?+ . +by+ b =0 1D
sin término en YL

Asi pues, para tratar todas las ecuacio-
nes de tercer y cuarto grado, es sufi-
ciente con estudiar las del tipo:

B+ax+b=0(0Q)

X+ ad+ bx+c=0(12)

(a la primera parte de este resultado ya
se habia llegado en el apartado dedica-
do a la ecuacién de grado tres).

Ademids, si multiplicamos los dos miem-
bros de la ecuacion (2) por x, se tiene
una ecuacion del tipo (12) con ¢ =0, y
cuyas raices, exceptuando a x = 0, son
las de (12). Por tanto, para estudiar con-
juntamente las ecuaciones de tercer y
cuarto grado, es suficiente con conside-
rar solamente las del tipo (12).

Sea ahora la circunferencia de centro el
punto de coordenadas (p, @) y radio r:

-+ (- =+~
o bien desarrollando:
X+ P =2px—2qy+ PP+ F~7#=0(13)

Para hallar los puntos de intersecciéon
de dicha circunferencia con la pardbola
¥ = &%, habra que resolver el sistema
formado por esta ecuacién y la (13),
que conduce a:

K+ (2o - 2px+ PP+ g~ P =0
que es del tipo (12) con

a=1-2g,
b=-2p
c=p+ g -~



En consecuencia, para resolver la ecua-
cion (12), dibujaremos la pardbola y = x?
yla circunferencia cuyo centro tiene por
coordenadas p = -b/2, y q = (1-a)/2 y
radio 7=+ p?+ g* — c.las abscisas de
_ los puntos de interseccion de ambas
~ serén las soluciones de la ecuacién pro-
puesta.

Si =+ ¢ - c<0, significa que la
ecuacion no tiene raices reales, lo que
asimismo sucede si, una vez dibujadas
la circunferencia y la parabola, no exis-
ten puntos de interseccion.

En Peralta (1988) pueden verse algunos
ejemplos de aplicacién de este método,
asi como de los correspondientes al
apartado siguiente.

Generalizacion del método
de Descartes

Es evidente que las raices reales de (2)
pueden asimismo obtenerse como inter-
seccién de la recta y + ax + b= 07y de
la ciibica ¥ = &8, lo que nos sugiere uti-
lizar ahora esta ultima curva en vez de
la pardbola y = a2

Asimismo, si en la ecuacidén de cuarto
grado (12) hacemos y = &%, queda:

ax* +xy+ bx+c=0

por lo que las raices reales de (12) pue-
den hallarse graficamente mediante la
interseccién de las dos curvas anteriores.
La segunda de ellas, y=—(ax® + bx+ 0)/x
es una hipérbola, cuyo dibujo es asequi-
ble a los alumnos de los Gltimos cursos
de Educacion Secundaria (basta para ello
con poco mis que dibujar sus asintotas:
L x=0,y=-ax—- D).

Este mismo procedimiento puede utili-
zarse para la resolucién de ecuaciones
de grados 5y 6.

Sea la ecuacion:
B+ axt + bod + o+ de+ e=0(14)

-y hagamos y = 4% en la misma. Se dedu-
ce que sus raices pueden determinarse
grificamente como interseccién de y =
%y de la cénica:

X+ P+ axy+ dx+ by+ e=0(15)

Para la aplicacion
de este método,
y teniendo
en cuenta el nivel
de los alumnos
a los que podria
dirigirse
este trabajo,
babra que elegir
cuidadosamente
la ecuacion para
que la conica
resultante
sea sencilla.

Si se tratara de una ecuacién de quinto grado:
X+ axd + b+ cx+ d=006)

multiplicarfamos por x, con lo que se convertirfa en una
del tipo (14) con e = 0. Una vez resuelta ésta tendrfamos
que excluir la raiz x = 0.

Para la aplicacion de este método, y teniendo en cuenta el
nivel de los alumnos a los que podria dirigirse este traba-
jo, habri que elegir cuidadosamente la ecuacién para que
la conica resultante sea sencilla. A diferencia de lo que
sucedia con las ecuaciones de grado tres (que la curva en
cuestion era una recta) y de grado cuatro (que era una
hipérbola), ahora se desconoce qué cénica resultard, por
lo que creemos que debe de limitarse a alguno de los
siguientes tipos:

x=—p?  O=@? _

@ elipse o circunferencia:
m? n?

1

(x=p* (-q?*
m? n?
(i) parabola: (y— @* = mx— p) (Bl caso (x— p)? = m(y— @
procede de la resolucién de la ecuacién de tercer
grado (x — p*=m(a® ~ ¢), que ya ha sido estudiado).

(i) hipérbola: - 41

(iv) Conicas que una vez despejada la y den lugar a una
curva sencilla que se pueda dibujar hallando sus ele-
mentos mas significativos: miaximos, minimos, asinto-
tas, etc.

(v) Par de rectas reales, que pueden obtenerse identifi-
cando coeficientes.

El método empleado para la resolucién grifica de ecua-
ciones de grados 5y 6 puede asimismo ser generalizado a
otras de grado supetior.

Si la ecuacién es de grado par, el procedimiento es vilido
para ecuaciones del tipo:

2+ ax™ + b+ o+ dx+ e=0(17)
ya que haciendo y = x" se obtiene la conica:
Praxy+by+cx+dx+e=0

Por tanto, bastara con dibujar ambas curvas y las abscisas
de sus puntos de interseccidn serdn las soluciones de (17).

Si la ecuacién es de grado impar, el método se puede apli-
car para resolver ecuaciones de la forma:

22+ gx + bx™ + cx+ d=0(18)
ya que multiplicando por x, resulta otra del tipo (17) con
e =0, de cuyas raices habrd que excluir la x = 0.

Como ya se ha indicado, en Peralta (1988) pueden verse
numerosos ejemplos correspondientes a este apartado y al
anterior.



Resolucién de otras ecuaciones
no algebraicas

Las mismas ideas en las que descansa la resolucién grafi-
ca de ecuaciones polindmicas pueden ser utilizadas para
intentar resolver otras ecuaciones trascendentes.

Si la ecuacién fx) = 0 puede ser expresada en la forma
g(x) — b(x) = 0, su resolucién se reduce a hallar los
puntos de interseccién de las graficas de las funciones
y=8(x), y= b(x). Ello es lo que trataremos de hacer en
los siguientes ejemplos, en los que dichas funciones
son facilmente representables.

Ejemplo 8. Resolver la ecuacién:
x—cos x=0.

Dibujamos las funciones y = cos x, y = x (figura 8), cuya
interseccion es el punto de abscisa x,, que cumple que
0<x,<p/2<1,57.

Para hallar alguna cifra decimal de la raiz, aplicamos el
teorema de Bolzano a la funcion &) = x — cos &, que es
continua en todo R , y en particular en cualquier intervalo
cerrado contenido en [0, p/2). Con la ayuda de la calcula-
dora se obtiene: £0,7) < 0 y £0,8) > 0, luego x=07..,
0,73 < 0y £0,74) > 0, luego X,=0,73...; etc.

Ejemplo 9. Resolver la ecuacién:
xef-2=90

La ecuacion puede escribirse de la forma ¢~ 2/x = 0, lo
que induce a considerar las funciones: y = ¢, y = 2/x, v
hallar sus puntos de interseccién (figura 9).

Se observa que existe una sola raiz x, en el intervalo (0, 1).
Al considerar la funcién £x) = xe*— 2 y aplicar el teorema
de Bolzano, se deduce que x,=0,85...

Pueden existir otras formas de resolucién grafica, en el
caso de haber distintas opciones en la eleccién de las fun-
ciones. Por ejemplo, si la ecuacion se escribe x— 2:¢= = 0,
la raiz viene dada por la interseccion de las curvas y=xe
y = 2-e* (figura 10).

Figura 10

Figura 8

Figura 9

y=x
_,,// ! /2
%o
y = cos X

y = 2.e'x

X0




Ejemplo 10. Resolver la ecuacion:

Escrita asi: &* + log, ,x = 0, el problema
se reduce a hallar la interseccién de las
grificas y = —x% e y = log, ,x.
En la figura 11 se observa que dichas
~ grificas no se cortan, por lo que la
ecuacién no tiene soluciones.

y= |og]/2x

y=-x2

Figura 11

Observacion final

Los métodos grificos descritos a partir
de la seccién 5 de este trabajo no pue-
den ser considerados, desde luego,
como la panacea universal para la reso-
lucién de ecuaciones. En efecto, es evi-
dente que pueden presentar algunas
dificultades en su ejecucién, debido a
los errores que acaso se produzcan en
la representacion de las curvas corres-
pondientes y a los valores inexactos que
pudieran aparecer en la determinacion
de algunos elementos de las mismas
- (por ejemplo, en el cilculo del centro o
del radio de la circunferencia auxiliar
que se menciona en la seccién 7).

Javier Peralta
E.U. de Formacién
del Profesorado
Universidad Auténoma
de Madrid.
Sociedad «Puig Adam»
de Profesores de Matematicas

Dichos inconvenientes han sido, sin embargo, obviados en
los ejemplos expuestos en el articulo, en los que se han
elegido ecuaciones que no plantearan ese tipo de proble-
mas. No obstante, el procedimiento es razonablemente
preciso para determinar el nimero de raices reales de la
ecuacion y separar las mismas con un aceptable grado de
aproximacién en aquellos ejercicios en los que sélo se
necesiten utilizar grificas de rectas, de circunferencias
(cuyo radio y cuyas coordenadas del centro tengan valo-
res sencillos), de las funciones y = 22 0 y = 4%, o de algu-
nas otras que asimismo puedan dibujarse con bastante
exactitud.

Ademds de resaltar la importancia histérica del método de
Descartes (en el que de alguna forma se inspiran los res-
tantes), nuestra intencién —ya mencionada en cierto modo
anteriormente— al presentar estos procedimientos de reso-
lucién grifica ha sido la de tratar de animar al lector a bus-
car nuevos caminos para la resolucién de ecuaciones; lo
que por otro lado ha permitido también relacionar distin-
tas ramas de la matematica. Hemos procurado en esta Glti-
ma parte del trabajo presentar, por tanto, un modelo mas
bien teérico —aunque de indudable utilidad en algunos
casos— nacido de las ideas de Descartes, pero cuya fragili-
dad frente a los recursos que para ello ofrecen las calcu-
ladoras y los ordenadores es evidente.

Con todo, nos ha parecido saludable olvidar por un
momento la existencia de los medios técnicos actuales
para intentar, explorando viejos pasajes de la matemitica,
encontrar otras vias de solucion,
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Algunos contenidos
matematicos con Logo

Guido Angelo

Ramellini

El arficulo presenta un modo
de desarrollar con alumnos
de 1.° 0 2.° de ESO
contenidos aritméticos
{Maximo Com0n Divisor y
Minimo Com0n Mltiplo) y
geométricos (Teorema de
Pitagoras) a través del
ordenador y del lenguaje
LOGO.

Ademés de querer reforzar y
profundizar el aprendizaje
de los contenidos
matemdaticos, asi como los de
informética, nos importa
subrayar cémo estos trabajos
evidencian las diferencias
que existen en la forma de
trabajar del ordenador y la
del ser humano. Esto
comporta la necesidad de
modificar el propio modo de
pensar cuando queremos
que la maquina ejecute
nuestras 6rdenes.

De hecho, nos parece que un
importante, sino el principal,
aspecto formativo que puede
desarrollar el trabajo con
ordenador en esta efapa
escolar es el tener que
buscar estrategias y
contenidos alternativos.

OR QUE Logo

Cuando en el afio 1994 el Liceo Ttaliano de Madrid adop-
t6 unos programas experimentales para profundizar la
ensefianza de las matemdticas y de la fisica, introdujo tam-
bién unas horas de laboratorio de informatica donde, de
acuerdo con el Plan Nacional (italiano), se trabajaba mayo-
ritariamente en Pascal.

Evidentemente, la mayor parte de los alumnos era analfa-
beta en las tareas de programacién.

El mismo afio, las direcciones de las Escuelas Italianas
de Madrid habian decidido poner en marcha un labora-
torio de informdtica abierto a los alumnos del Gltimo bie-
nio de primaria (de 9 a 11 aflos) y a los de todos los
niveles de secundaria. Entre los profesores de la escue-
la obligatoria (todavia hasta los 14 afios), faltando un
Plan Nacional de Informitica especifico, se discutiod
sobre qué hacer en las horas de laboratorio, o sea, si
ensefar a los chicos a ser usuarios del ordenador, traba-
jando con el material ya elaborado, o si ensefiarles tam-
bién a construir sus propios programas, y, €n este caso,
cen qué lenguaje?

Optamos por el Logo por diferentes razones:

e es un lenguaje menos artificial que el BASIC,

e crece con las habilidades del alumno;

o se adapta bien a la Gltima etapa de la escuela primaria;

e nos parecia, y la prictica nos ha confirmado, que
este lenguaje se adaptaba bien a trabajar contenidos
geométricos de forma constructiva, como hacemos
en clase siguiendo el método de Emma Cas-
telnuovo;

e pudimos encontrar materiales e ideas, desde el cla-
sico Mindstorms de Papert, una verdadera biblia



para todo «Logoista», hasta los més recientes trabajos
del Forum de Logo en Internet. Siempre en Internet
encontramos el Turtle’s Discovery Book de J.
Muller!, que hemos traducido al italiano y que esta-
mos utilizando como libro de texto para los trabajos
en MSW Logo.

Los chicos que empezaron en primaria a trabajar con Logo
no han ingresado todavia en el Liceo, asi que es dificil
comprobar si este trabajo ha servido de preparacion pre-
via al Pascal.

Lo que hemos podido comprobar es que, practicamente,
todos los alumnos han aprendido a construir procedi-
mientos simples y algunos incluso mds complicados, que
implican un uso bastante complejo de las conexiones
légicas.

El laboratorio de informitica ha sido utilizado por profe-
sores de las diferentes asignaturas para desarrollar activi-
dades con relacién a los diversos programas didacticos.

El trabajo que vamos a presentar estd desarrollado con
relacién a los contenidos del programa de matemdticas,
durante dos meses, una hora a la semana, con un grupo
de veintitrés alumnos de segundo de ESO que habian tra-
bajado con Logo durante dos afos,

En este articulo presentaremos dos ejemplos (el teore-
ma de Pitdgoras y maximo comin divisor y minimo
comin miltiplo) que nos parecen significativos de
como usar el ordenador para tratar contenidos geomé-
tricos o aritméticos.

La actividad informdtica ha sido constantemente compara-
da con otro tipo de actividad de laboratorio matematico
desarrollada con los alumnos en los afios de ESO, o sea la
que propone Emma Castelnuovo en toda su obra y, con-
cretamente, en sus libros de texto que son utilizados en
nuestra escuela,?

Obijetivos

Ademads de querer reforzar y profundizar en el aprendi-
zaje de los contenidos matemdticos, asi como en los de
informdtica, que resultarin evidentes en la explicacién
de la experiencia, nos importa subrayar co6mo estos tra-
bajos evidencian las diferencias que existen en la forma
de trabajar del ordenador y la del ser humano. Esto
comporta tener que modificar el propio modo de pen-
sar cuando queremos que la maquina ejecute nuestras
ordenes.

De hecho, nos parece que un importante, sino el princi-
pal, aspecto formativo que puede desarrollar el trabajo
con ordenador en esta etapa escolar es el tener que bus-
car estrategias y contenidos alternativos.

...imporia
subrayar como
estos trabagjos
evidencian
las diferencias
que existen
en la forma
de trabajar
del ordenador y
la del ser bumano.
Esto comporta
tener que
modificar el propio
modo de pensar
cuando queremos
que la maquina
ejecute nuestras
ordenes.

1 MULLER J. Turtle’s Discovery
Book, 76703.3005@compu-
serve.com

2 CASTEINUOVO E. (1989),

Numeri e Figure, la Nuova
ltalia, 1.9 Edizone.
CASTELNUOVO E. (1989),
Figure e Lleftere, La Nuova
ltalia, 1. Edizone.

Cémo comprobar la
aplicacién del Teorema de
Pitagoras con MSWLogo

Prerrequisitos

Conocimiento de algunos contenidos
del programa de geometria:
clasificacién de tridngulos, teorema
de Pitégoras, dngulos internos

y externos, efc.

En el libro de Emma Castelnuovo ya
mencionado, se proponen dos activida-

des con relacién a los tridngulos:

D

Construir tridngulos a partir de los
lados, sea dibujdndolos con regla y
compis, sea construyéndolos con
tiras de cartén (figura 1).

Figura 1

Se evidenciarin asi dos importantes
propiedades:

a) que para poder construir un
tridngulo de lados @, by ¢, en
que: a > b > ¢, se necesita que:
a<b+ G,

b) que, cumplida la condicién a),
existird uno y sélo un tridngulo
con las medidas dadas, o sea
que el tridngulo es una figura
indeformable: no se pueden
cambiar los dngulos sin cambiar
también los lados.

El modelo fisico permite ademis que los
alumnos manipulen la figura, apoyin-
dola sobre diversos lados, trazando las
alturas relativas, medianas, etc.

i) Construir triangulos isésceles de

igual base. A partir de una determi-
nada base g, podemos aumentar los
lados by ¢ para obtener tridngulos
obtusdngulos, después rectingulos
y finalmente acutingulos. (Seri
interesante hacer que los alumnos
vean que existen infinitos tridngulos
obtusingulos y acutdngulos, pero



sélo un tridngulo rectdngulo isosce-
les de base a.) (Figura 2)

Figura 2

Si medimos by ¢, podremos intentar
comprobar el teorema de Pitidgoras:
@?=0+c

Evidentemente, la féormula resultard
exacta sblo si se aplica al tridngulo
rectingulo, mientras que para los
obtusingulos veremos que:

a>bp+
y que para los acutdngulos:
@ <P+
Conocimiento de algunos elementos
de geometria en el plano cartesiano
e Coordenadas de puntos.

o Medida de un segmento a pattir de
las coordenadas de sus extremos.

Actividad con el ordenador

El objetivo de la actividad con el orde-
nador sera el intentar hacer las mismas
cosas utilizando Logo.

Intentaremos construir un procedimiento
en el que, introducidas las medidas de los
lados, diga si existe un tridngulo con esos
lados, que lo dibuje v que lo clasifique.

Existencia del triéngulo

Es la operacion mis facil, y sblo es pre-
ciso introducir antes la medida de la

Intentaremos
construir
un procedimiento
en el que,
introducidas
las medidas
de los lados,
diga si existe
un triangulo
con esos lados,
que lo dibuje

y que lo clasifique.

—

hipotenusa y después las de los catetos. Veamos el coédigo
en Logo:

TO PITAGORAS ‘A B :C

IF :A<:B+:C [PRINT [ESTE TRIANGULO ES IMPOSIBLE] STOP]
IF :A=:B+:C [PRINT [ESTE TRIANGULO ES IMPOSIBLE] STOP]
END

Dibujo del triangulo

Aqui empiezan los problemas. Para dibujar el tridngulo
sobre el papel, o sea sobre algo que se parece al plano
euclideo, utilizamos el compds. Desde los extremos de la
base a, con radioc by luego ¢, se trazan dos arcos que
determinan el tercer vértice del tridngulo (figura3).

Qlx, y)

(O/ O) a
Figura 3

(@ 0)

¢Como se pueden traducir estas instrucciones para el orde-
nador? Es ficil hacer que la tortuga de Logo vaya a los
extremos de la base y que trace los dos arcos de radios b
y ¢ que se cortardn en el tercer vértice, pero ;cémo hacer
para que la tortuga reconozca este punto? Veamos, pues,
c6émo hacerlo:

TO CIRCULO :XC :RADIO TO CONSTR :A :B :C

LOCAL "AMT CS HOME RT 90 FD :A
MAKE “AMT :RADIO*3.14159/180  MAKE "XC O MAKE "RADIO :B
PU SETX :XC CIRCULO :XC :RADIO
SETX XCOR-:RADIO SETH O PD MAKE "XC :A MAKE "RADIO :C
REPEAT 181 [FD :AMTRT 1] CIRCULO :XC :RADIO
PU SETX :XC PD HT

END END

En nuestro trabajo sobre el papel, una vez encontrado el
tercer vértice, podiamos trazar los lados del tridngulo sin
mids. Pero, para que el ordenador cumpla la misma opera-
cién necesita saber donde cae el punto.

En la figura ya hemos introducido el elemento que nos
puede ayudar a definir la posicién de todos los puntos del
plano, o sea, las coordenadas.

De este modo, haciendo coincidir un extremo de la base
con el origen de los ejes (0, 0), las coordenadas del otro
extremo seran (a, 0).




Mas dificil serd que los alumnos puedan encontrar las
coordenadas del tercer vértice, sin poseer unos cuantos
elementos de dlgebra y geometria analitica: ecuaciones de
segundo grado, sistemas, ecuaciones de la circunferencia,
€lc., que nos permitirian trabajar de la siguiente manera.
Partimos de la férmula general:

=2+ (- yp? =1

con x, e ¥, coordenadas del centro, y r radio de la cir-
cunferencia, tendrfamos:

~ 0)? — 02 =
(g~ 0% + (y,~ 0)* = &
— a)? —0)2 =
= @ + (y,— 0 = &
de donde se obtiene:
Xty =
2 _ 2 2 =
Xy —2ax+ a+y)t =&
Si de la segunda ecuacién restamos la primer, nos queda:
- 2ax,t+ & = -V
con: %, = (@ + ¥ - A / 2a.
Es evidente que muy pocos alumnos de 13-14 afios com-
prenden este desarrollo matemadtico, asi que no nos que-
darfa mds opcién que sugerirles qué férmula tienen que

utilizar en el procedimiento, sin explicarles cémo se
obtiene algebricamente.

TO TRIB

MAKE “X {:A*:A+:B*:B=C*:C)/(2*:A)
MAKE Y SQRT (:B*:B-:X*:X)

SETXY :X :Y HOME

PRINT :X PRINT :Y

END

Si queremos que los alumnos entiendan todo el desarrollo
del procedimiento, podemos intentar encontrar un modo
mds ficil para solucionar el problema.

Imaginemos que hacemos rodar el tridngulo y lo coloca-
mos con el lado menor como base, haciendo que un
extremo coincida con el origen de los ejes (figura 4). Su
otro extremo, P, tendria como coordenadas (b, 0). Si el
tridangulo es rectingulo, ;c6mo serd el lado ¢ respecto a la

Q i

Figura 4

Mas dificil serd
que los alumnos
puedan encontrar
las coordenadas
del tercer vértice,
Sin poseer
unos cuantos
elementos
‘de dlgebra
Y geometria
analitica. ..

3 El procedimiento TRI se debe
colocar en el procedimiento
COSTRI antes de END.

base & O sea, ;donde estara situado el
tercer vértice, O ;Qué pasari en el caso
de que el tridngulo sea acutingulo? ;Y
obtusiangulo?

Serd facil descubrir que si el tridgngulo es
rectingulo, el punto Q pertenece al eje
OY, y por tanto su abscisa sera: X, =0.

Sin embargo, si el tridngulo fuera acu-
tingulo, el tercer vértice perteneceria
al primer cuadrante, con X5 > 05y si
por el contrario fuera obtusingulo,

resultaria X, < 0.

Todavia queda el problema de encon-

trar el valor de Xy

Aplicando las férmulas para determinar
la longitud de los segmentos en el plano
cartesiano, obtendremos:

¢ =+ y)

@ = (= B+ g
de donde se obtiene:
E-@= xgz—2x9b+ v +y92—xgz—yQ2
o sea:

C—d=~2xb+ P
y por lo tanto:

Xy= (P +E—ad)/2b

Nos parece interesante detenernos a
reflexionar sobre algunas cuestiones
que aparecen en el trabajo hecho:

) Es evidente que la férmula que al
final hemos utilizado para encontrar
X, es la misma en los dos casos,
pero resulta muy diferente la mane-
ra de llegar a esta’ férmula y los
requisitos 16gicos y matematicos
necesarios.

i) El valor de Yo 1O sirve para clasifi-
car el tridngulo, que sélo depende
de si %, €s mayor, igual o menor
de 0. Calcularemos Yy s6lo para
que el ordenador pueda dibujar el
tridngulo.

iif) Por lo dicho con relacién al
Teorema de Pitdgoras, si el tridngu-

lo es rectingulo, entonces:

P+é-d=0



TO TRl :A B :C
IF :A=:B+:C [PRINT [TRIANGULO IMPOSIBLE] STOP|
IF :A>:B+:C [PRINT [TRIANGULO IMPOSIBLE] STOP]
MAKE “X (:B*:B+:C*:C-A*:A)/(2*:B)

MAKE "Y SQRT [:C*:C-X*:X)

¥, por consiguiente x, > 0. IF :X=0 [PRINT [EL TRIANGULO ES RECTANGULO]]
IF :X<O [PRINT [EL TRIANGULO ES OBTUSANGULOY]]
if :x>0 [print [EL TRIANGULO ES RECTANGULO]]
MAKE “INCR INT (10000/:8)

Yy, por consiguiente .X'Q =0.

Si el tridngulo es acutidngulo,
entonces:

P+-a>0

Si el tridngulo es obtusingulo,
entonces:

P+ E—-d<0 se calcula un valor para incre-
mentar la medida de los lados

or consiguiente < "
VP g %<0, MAKE “INCR :INCR/100

PU SETXY -100 O PD RT 90

hasta que ronde los 100

que es exactamente lo que tenia-
mos que demostrar.

Traducir estas consideraciones en Logo
no es dificil, y sélo se necesita algin
cuidado en escoger los valores de a, by
¢ para que la figura resulte visible en la
pantalla. Dado que los «pasos de la tor-
tuga» son muy pequefios y la pantalla
ocupa un espacio finito, para que el
triingulo se pueda ver bien necesitamos
que las medidas de los lados estén entre
50 y 300 pasos de tortuga.

En todo caso, presentamos aqui dos pro-
cedimientos: uno, mas simple, requiere
que el usuario utilice para las variables
valores comprendidos entre dichos limi-
tes. El otro, un poco mis complejo,
transforma en escala las medidas intro-

ducidas y asi funciona siempre.

TOTRI:A B :C
IF :A=:C+:B [PRINT [TRIANGULO IMPOSIBLE] STOP]

IF :A>:C+:B [PRINT [TRIANGULO IMPOSIBLE] STOP]
MAKE "X [B*:B+:C*:C—A*:A)/[2%:B)

MAKE "Y SGRT (:C*:CX*:X)

if :X=0 [PRINT [EL TRIANGULO ES RECTANGULO]]

IF :X<O [PRINT [EL TRIANGULO ES OBTUSANGULO]]

IF :X>0 [PRINT [EL TRIANGULO ES ACUTANGULO]]

PU SETXY -100 O PD RT 90 REPEAT 50 [FD 10 PU FD 10 PD]

PU HOME PD REPEAT 25 [FD 10 PU FD 10 PD]

HOME PD
SETXY :X:Y
SETXY :B O
HOME HT

END

REPEAT 50 [FD 10 PU FD 10 PD]
PU HOME PD REPEAT 25 [FD 10 PU FD 10 PD]

PU SETXY -100 -20 LABEL [ESCALA 1:]

debajo del tridngulo se escribe la
escala usada para dibujar la figura

SETXY -30 -20 LABEL :INCR HOME PD

MAKE “GRAN :X*:INCR MAKE «GRAY :Y*:INCR

grax'y gray son los valores de
Xy € Y, que se utilizan en el
dibujo

SETXY :GRAX :GRAY
SETXY :B*:INCR O SETXY O O HT

para dibujar un tridingulo
de lados 4, by ¢

a tiene que ser < b + ¢,
sino el tridngulo

no existe

Xy= B+ c-a)/2b

Ya= - xg?

instrucciones para dibujar

el eje de las abscisas

instrucciones para dibujar

la rama positiva del
eje de las ordenadas
traza el lado ¢

traza el lado a

traza la base y esconde la
tortuga

Cémo calcular el Méximo Comin
Divisor y el Minimo ComUn Mdltiplo

Prerrequisitos

Empezamos recordando los conceptos de Maximo Comin
Divisor (MCD) y Minimo Comun Maltiplo (MCM) entre dos
ntmeros (por ejemplo: A =90y B = 84), ilustrindolos con
un diagrama de Venn (figura 5)

Figura 5

Aun sin haber hecho un trabajo particularmente minucio-
so sobre la teoria de los conjuntos, todos los alumnos
podian entender que el MCD entre A y B era representa-
do por la intersecciéon de los conjuntos:

MCD (4, B = ANB

Hemos recordado también cémo se hacia para encontrar
el MCD y el MCM entre dos nameros y los conocimientos
que se necesitan:



D) descomposicion de los niimeros en factores primos;
i) criterios de divisibilidad,
i) reglas del MCD (factores comunes con exponente

minimo) y del MCM (factores comunes ¥ No comunes
con exponente maximo).

Actividad con el ordenador

Nos preguntamos: ;como se hace para que el ordenador
aprenda estas cosas? '

Algunas parecen ficiles, como los criterios de divisibilidad
por 2 o por 5; otras pesadas, como poner en memoria los
nimeros prirno§ hasta el 1000 (;bastaran?); pero hay tam-
bién cosas mas complejas, como los criterios de divisibili-
dad por 3 o por 11.

Como muchas otras veces, nos encontramos con que los
métodos que nos parecen ficiles resultan complejos para
el ordenador, que, por el contrario, se encuentra a gusto
con forma de operar que a nosotros nos parecen dificiles
o largas y pesadas.

En nuestro ejemplo tenemos buena prueba de esto utili-
zando, para calcular el MCD, el método de las divisiones
sucesivas.,

Asi que:
90 : 84 = 1, con resto 6
Si el resto no es igual a 0, se continda:
84 : 6 = 14 con resto 0.

Esta vez el resto es igual a 0, y entonces el Gltimo divisor
(0 sea, 6) es el MCD entre 90 y 84.

Naturalmente los alumnos no habfan visto nunca el algo-
ritmo de Euclides, aunque algin texto lo explica, y se que-
daron sorprendidos, como delante de algo migico.

Comprobamos su utilidad en casos diversos, con B 4
oconANB=1,y después de haber explicado un poco
de teoria.

No parece dificil construir un procedimiento para que el
ordenador trabaje con este sistema, sélo necesitamos una
instruccién para que se preste atencion, no al cociente,
sino al resto de la divisién.,

Esto también les parece bastante raro a los chicos, a
pesar de haber hablado de modularidad en diferentes
ocasiones.

En todo caso, el hecho de que el ordenador tuviera una
primitiva (REMAINDER) para esta operacion, nos tranqui-
liz6. Ademds, las instrucciones eran fAciles:

TOMCD:A B

MAKE “R REMAINDER :A :B

Para encontrar el MCD entre 4 yB

se llama R el resto de 4/B

IF R=0 [PRINT [MCD =] PRINT :B STOP] si R=0, imprime MCD = By termina
MAKE “A :B MAKE «B :R

MCD :A :B
END

El procedimiento
es totalmente
diferente
al que utilizamos
normalmente
con papel y lapiz
. Y evidencia

los caracteres
tipicos
del trabajar

con ordenadores. . .

si R> 0, B se convierte en 4 y Ren
B

se repite hasta encontrar R = 0.

El procedimiento es totalmente dife-

rente al que utilizamos normalmente

con papel y lipiz vy evidencia los
caracteres tipicos del trabajar con
ordenadores:

a)

b)

<)

la mecanicidad del método que
hace desaparecer muchos concep-
tos como el de ndmeros primos,
divisores, descomposicién, factori-
zacion, etc.;

Ia recursividad que permite intentar
y cambiar todas las veces que sean
necesarias hasta que se compruebe
la condicion pactada;

la capacidad de autocorregirse: no
importa si introducimos antes el
nimero més pequefio. Por ejemplo:
pord=84y B=90,A/B =0 con
resto 84; entonces A = 90, B = 84 y

todo empieza otra vez, pero
correctamente,

Todavia tenemos que encontrar el MCM.,

Esta vez a los chicos no le parecié tan

facil leer la solucién en el diagrama de

Venn (figura 6), aun después de haber

calculado por el sistema tradicional el
MCM = 1260.

Figura 6



Intentamos entonces probar con otros
ntimeros, méds pequefios y con diferen-
te relacién entre ellos.

Ndmeros primos entre si

por ejemplo, si consideramos 12 y 25
(figura 7) el MCD es 1y el MCM es

AX B=12x 25 = 300.

Figura 7

A es submiltiplo de B

En este caso, es claro que el MCD es A'y
el MCM es B. Por ejemplo, podemos
tomar A =12y B= 24 (figura 8).

Figura 8

Hemos considerado dos casos extremos
puesto que en el primero, el Maximo
Comuin Divisor es el mas pequefio posi-
ble y el Minimo Comin Miltiplo el
maximo, mientras que en el segundo
ocurre exactamente lo contrario, es
decir, el MCD es el mis grande y el
MCM el minimo.

A pesar de estos casos extremos, los
alumnos tardaron bastante tiempo en
encontrar una solucién que relacionara
ambos conceptos, y asi poder aprove-
char lo realizado para el MCD en el cil-

Es dificil
comprobar
la eficacia
Jormativa
de este tipo

de actividad,
puesto que

una verificacion

directa,
a traves de un test
que se limitara
a comprobar
habilidades
aplicativas
o imitativas,
nos parece
limitada
Y poco interesante.

Guido Angelo Ramellini
Scuola Media Statale ltaliana
de Madrid
Sociedad Madrilefia
de Profesores de Matematicas
«Emma Castelnuovos

culo del MCM. Necesitaron de trasparencias de colores y
muchos otros ejemplos, hasta que una chica tuvo la intui-
cion correcta:

MCM = Ax B/ MCD.

Traducirla en Logo fue entonces de lo mis facil, y pudi-
mos ademds aprovecharnos de la que, probablemete,
sea la caracteristica mds interesante de Logo: la modula-
ridad, 1a cual nos permite utilizar varios procedimientos
pequefos para construir un super-procedimiento. Asi,
pudimos escribir los dos siguientes conjuntos de ins-
trucciones:

TOMCD :A B

MAKE "R REMAINDER :A :B

IF R=0 [MAKE "MCD :B PRINT [MCD =] PRINT :B STCP]
MAKE "A :B MAKE «B :R  MCD :A :B

END

TO MCM :A B

MCD :A B

MAKE "MCM :A* :B/MCD
PRINT :MCM

END

Conclusiones

El trabajo presentado parece satisfacer los objetivos que
nos habiamos fijado:

i) permite la profundizacién de los contenidos mate-
maticos;

i) mantiene una metodologia constructiva, no sélo para
los contenidos geométricos, sino también cuando pa-
samos al dlgebra o trabajamos con el ordenador;

i) profundiza el aprendizaje del lenguaje informatico y
de unas habilidades légicas;

iv) evidencia las diferentes formas en que trabaja la
mente cuando debe comunicar con humanos y cuan-
do debe dibujar procedimientos para el ordenador.

Es dificil comprobar la eficacia formativa de este tipo de
actividad, puesto que una verificacién directa, a través de
un test que se limitara a comprobar habilidades aplicativas
o imitativas, nos parece limitada y poco interesante.

En qué medida ha sido eficaz un trabajo de este tipo, si es
que lo ha sido, se podri saber s6lo cuando esos alumnos,
en los préximos afios, intenten resolver una situacién pro-
blemadtica en este modo.
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Medios informaticos
en la resoluciéon de problemas

de divisibilidad

Antonio Sarmiento Escalona

La resolucién de problemas
puede ser complementada
con la utilizacién de una
amplia gama de recursos
informdticos. En este trabajo
se comenta una experiencia
de utilizacién de ese tipo de
recursos complementado el
desarrollo de diversas lineas
de actuacién de los alumnos
frente a un determinado
problema. Ademas la
experiencia integra
actividades sin ordenador de
una manera bastante natural
confribuyendo a una
reflexion quiza mas
equilibrada sobre el impacto
de las nuevas tecnologias en
la educacién.

IA A DIA se estd comprobando que el amplio dominio de
recursos informdticos es una facilidad afiadida a las situa-
ciones de resolucion de problemas. Con el término recur-
sos informdticos queremos expresar los diferentes entor-
nos de aprendizaje basados en el ordenador para la ense-
flanza de las matemdticas existentes en el mercado
(Balacheff y Kaput, 1996). Evidentemente nos encontra-
mos con las dificultades de aprendizaje que en si mismo
tienen los propios entornos: micromundos, computacidon
simbdlica, hojas de cilculo, bases de datos, programacion,
etc. Estas dificultades llevan en muchos casos a abandonar
procesos que utilicen el ordenador. Se podria decir que la
alfabetizacién informdtica enmascara y ralentiza el apren-
dizaje matematico. Sin embargo, no podemos ignorar la
existencia de esos recursos informaticos, de ficil acceso,
cuyo conocimiento, a nivel elemental, es sencillo y que
pueden enriquecer notablemente la clase de resolucién de
problemas. Usando la terminologia habitual podriamos
decir que cada recurso informatico dota al alumno de un
heuristico: mds en su bagaje para resolver problemas.
Ademas, recursos informéticos diferentes generan situacio-
nes de aprendizaje diferentes que pueden surgir en el aula
y que merece la pena analizar en su contexto. Esto se
corresponde, en el fondo, con los diversos entornos de
aprendizaje que genera el medio informatico.

En el transcurso de una clase de resolucién de problemas
para alumnos de Gltimos afios de secundaria con conoci-
mientos de recursos informdticos variados se planted en
grupos de 2 o 3 alumnos el siguiente problema:

Hallar el menor miltiplo de 7 tal que dividido por 2, 3, 4,5
y 6 tiene como resto 1.

Uno de los inconvenientes que se suele indicar de la clase
de resolucién de problemas es la llegada de muchos alum-
nos a un «allejon sin salida» después de unos primeros




intentos de bisqueda fallidos, lo que les lleva a abandonar
prematuramente todo esfuerzo personal y esperar que por
algln sitio surja un rayo de luz que permita encontrar una
via hacia la solucién. Contradiciendo esos hechos se pre-
tendia mostrar que ningln esfuerzo es inGtil ¥y que casi
todas las lineas de trabajo que se abren al enfrentarse con
un problema nuevo pueden llevar a soluciones imaginati-
vas de las que se pueden aprender conocimientos y pro-
cesos. En suma, cada linea de trabajo puede alcanzar una
autonomia y desarrollo propios si perseveramos en ella.
Ademds, inmersos en un marco de disponibilidad de dis-
tintos recursos informticos se pretendfa mostrar justamen-
te las posibilidades de éstos para ser utilizados en determi-
nadas situaciones.

Un sistema de ecuaciones

Muchos alumnos del nivel sefialado, que han estudiado
dlgebra, inevitablemente después de ensayos variados lle-
gan a plantear un sistema de ecuaciones parecido al
siguiente:

Tx=2y+1
7x=3z+1
Tx=4u+1
7x=5v+1
7x=06w+1

Pronto descubren que el niimero de incégnitas es mayor
que el de ecuaciones lo que les produce un conflicto que
les lleva, en general, a abandonar esta forma de resolu-
cién del problema. En este momento, el profesor debe
insistir en esta linea e intentar resolver el sistema de ecua-
ciones. Los alumnos van adquiriendo mis confianza en si
mismos y descubren bastante rapidamente que la solu-
cion debe ser un conjunto de nimeros enteros.

Un salto cualitativo se produce cuando en uno de los gru-
pos un alumno con conocimientos de hojas de cilculo
sugiere la posibilidad de utilizar este software para resol-
ver el sistema de ecuaciones. Entonces, el profesor sefiala
la posibilidad de organizar las ecuaciones de manera iso-
morfa a las planteadas.

En una hoja de calculo, las celdas estin numeradas
sigujendo una tabla de doble entrada A1, C3, E2, etc., con
lo cual parece bastante simple traducir el sistema anterior
a la forma:

7A1 = 2B1 + 1;
7A1 = 3C1 + 1,
7A1 = 4D1 + 1,
7A1 = 5E1 + 1;
7A1 = 6F1 + 1.

A continuacion, se despejan los valores
de B1, C1, D1, E1 y F1 y se introducen
en las celdas correspondientes:

Bl = (7*Al — 1)/2;
Cl = (7*Al — 1)/3;
D1 = (7*Al — 1)/4;
El = (7*Al — 1)/5;
F1 = (7*Al — 1)/6.

It

La solucion del problema se puede obte-
ner de manera sistemdtica dando valores
a la celda Al y deteniendo la buisqueda
cuando todas las celdas incognitas ten-
gan valores enteros. Hay seguridad de
obtener el nimero més pequefio ya que
hemos hecho una busqueda completa
variando Al desde 1 a 43.

Como complemento se puede afiadir en
otra columna, la G1 el valor «=7*Al»
para hallar el valor real del multiplo de
7 que obtenemos en cada ensayo.
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 Buscando el minimo comin
moltiplo

En una experiencia como la que esta-
mos estudiando pueden aparecer solu-
ciones inesperadas. Por ejemplo, un
grupo multiplicé los niimeros citados
en el enunciado 2, 3, 4, 5y 6 y al
resultado le sumé 1, obteniendo 721
que es efectivamente multiplo de 7
pero no el mids pequefio. Al preguntar
el razonamiento que habian seguido
para llegar a €l daba la sensacion de
que se habian comportado como aque-
llos alumnos que para hallar la solu-
cién de un problema combinan datos
que aparecen en el mismo con una o
varias operaciones elementales (suma,
producto,...) recientemente estudia-
das. Por supuesto no fueron capaces
de probar si era o no el maltiplo de 7
mas pequeno.

Pero pensando en el problema de
encontrar el menor multiplo de 7 se
llegd a una solucién mais satisfactoria.
La idea de menor llevd a hallar el mini-
mo comin multiplo de 2, 3, 4, 5y 6, es
decir 60, y a continuacion a darse cuen-
ta que el nimero 61 tiene de resto 1 al
dividir por 2, 3, 4, 5 y 6. Entonces la
progresion aritmeética:

61, 121, 181, ...

estd formada por nimeros que cumplen
la condicién de dar resto 1 al dividir por
2, 3,4, 5y 6. Lo Gnico que falta es encon-
trar en ella el primer maltiplo de 7. Por
supuesto, se puede seguir buscando otros
multiplos de 7 (por ejemplo 721). La difi-
cultad de encontrar mas multiplos de 7
con comodidad llevé a plantearse utilizar
el programa DERIVE.

Entonces, se escribi6 la expresion:
VECTORGO*N + 1, N, 1, 20)

‘La funcién Vector de DERIVE genera un
vector cuyas componentes son el resul-
tado de sustituir diferentes datos en una
misma expresiéon (Garcia, Martinez y
Mifiano, 1995). En este caso, genera los
20 primeros términos de la progresion
aritmética citada. Al pedirle a DERIVE
mediante la orden Expand que desarro-
llase el vector anterior se obtuvo:

En una
experiencia como
la que estamos
estudiando
pueden aparecer
soluciones
inesperadas

[61, 121, 181, 241, 301, 361, 421, 481, 541, 601,
661, 721, 781, 841, 901, 961, 1021, 1081, 1141, 1201]

Como habia que encontrar los multiplos de 7 se vio la
necesidad de emitir un mandato paralelo: hacer un vector
que mostrase el resto (o el moédulo) de dividir cada ele-
mento del vector anterior por 7:

VECTORMOIXGO*N+1, 7), N, 1, 20)
Yy se obtuvo entonces el nuevo vector:
[5) 2: 65 3: O) 4) 1: 5; 2: 67 37 07 47 1) 5: 2; 6) 37 05 4]

Una simple correspondencia biunivoca nos permite hallar
los valores requeridos y comprobar que el 5.°, el 12.°, el
19.°,... términos de la sucesién son multiplos de 7.

Por otra parte, después de analizar el método anterjor se
llegb6 a la conclusidon que el sistema de ecuaciones del
apartado anterior se hubiese resuelto de manera mis
directa utilizando la orden Solve del programa DERIVE:

SOLVE([7*x=2%p+1, 7*x=3*z+1, 7*x = 4*u +1,
T = S*u+l, T = 6*wl, a= 1M, y, z u, v, wl)

La orden Solve admite una lista de ecuaciones y una lista
de incognitas respecto a las cuales se quiere resolver el sis-
tema. Cuando se da la orden Expand para el programa
devuelve en pantalla:

[x=1, y=3, z=2, u=1.5, 1=1.2, w=1]

variando los valores de x, como en la hoja de calculo, bus-
camos hasta encontrar una solucién en la que todas las
incognitas sean nimeros enteros. Esto ocurre como en la
hoja de calculo para el valor de x = 43.

Programacion

Otros grupos de alumnos habian organizado, por su parte,
una bGsqueda sistemitica del primer mdltiplo de 7 que
cumpliese las condiciones del problema. Para ello, divi-
dieron 7 sucesivamente por 2, 3, 4,... y luego hicieron lo
mismo para 14, 21,... y demds maltiplos de 7. Cuando lle-
garon a 63, desistieron en su empefio. Sin embargo, la
idea no es en absoluto desdefiable. El método empleado
es justamente lo que haria un ordenador debidamente pro-
gramado. El problema es la dificultad que conlleva pro-
gramar un ordenador en un lenguaje conocido tal como
LOGO, BASIC, PASCAL,...

En cualquiera de estos lenguajes de programacién impe-
rativa las herramientas necesarias para resolver un proble-
ma como el planteado se pueden reducir a cuatro:

e asignacion, que indicamos con el signo «=», por ejem-
plo cuando a la variable 7 le damos el valor 7, (12 :=
7), o cuando aumentamos 7 al valor que tiene ya la
variable n, (1 := n + 7).



o composicion secuencial de instrucciones, que indica-
mos con el signo «», y que sefiala el orden secuencial
en que deben realizarse las instrucciones del programa.

e composicion alternativa de instrucciones, que escribi-
mos si <condicién> entonces <accién>, que tienen
incluso la posibilidad de encadenarse unas a otras
como en «i <el médulo de 7 entre 2 es igual a 1>
entonces si <el médulo de » entre 3 es igual a 1>
entonces <escribe #>».

°  composicion iterativa de instrucciones, que escribimos
mientras <condicién> hacer <acciones> como en
«mientras <el ndmero 7 sea menor que 1000> hacer
<buscar el modulo de n entre 2, entre 3, etc.>».

Provisto de estas posibilidades el ordenador reduce el pro-
blema a una busqueda bruta como la planteada por este
grupo de alumnos: examinar sucesivamente todos los mul-
tiplos de 7 y cuando haya uno que pase el filtro de la divi-
sibilidad escribirlo.

n:=7;
mientras n < 2000 hacer
sinmod 2 = 1 enfonces
si n mod 3 = 1 entonces
sinmod 4 = 1 entonces
sinmod 5 = 1 entonces
sinmod é = 1 entonces
escribe n
=n+7;

Escribiendo este pseudocédigo en un ordenador provisto
de un lenguaje adecuado como los anteriormente citados
nos devuelve los multiplos de 7 hasta el nimero 2000.

Algunas conclusiones y sugerencias

La primera pregunta que surge en una reflexion sobre el
tema es cudl es el papel que cumple el ordenador en cada
uno de los casos. En los dos primeros casos se concluye
que el alumno asume una parte de la resolucién de un
problema haciendo que el ordenador ejecute una parte del
trabajo. El ordenador funcionaria en este caso de manera
similar a la que podtia ser la actuacion de otra persona
que ayuda o guia al alumno asumiendo una parte de su
trabajo, liberdndolo por ejemplo de una carga mental
excesiva, facilitindole la memoria o asumiendo una parte
de los procedimientos que él no es capaz de dominar. El
ordenador asume una parte del trabajo cognitivo que
requiere la resolucién del problema y se convierte en un
regulador externo de la actividad del alumno (Marti, 1992).
El tercer caso es diferente, aqui el ordenador asume un
protagonismo mayor. De la resolucién de un problemas de
matematicas hemos pasado a la resolucién del mismo
problema en informitica. El método usado es el mismo
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La segunda
pregunita lleva
a analizar
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entre el trabajo
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el trabajo
que éste hizo
Yy como se
complementaron
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pero un humano abandona un proceso
tan largo si sabe que se puede automa-
tizar. Sin embargo de todos los procesos
de resolucién que hemos examinado. y
en que ha intervenido el ordenador, es
justamente aqui en la programacién
donde notamos una diferencia cualitati-
va importante. Se podria decir que hay
un pensamiento de ordenador, en reali-
dad una forma de pensar del programa-
dor del mismo, que influye en la reso-
lucién de un problema.

La segunda pregunta lleva a analizar las
relaciones entre el trabajo previo hecho
por cada grupo antes de utilizar el orde-
nador, el trabajo que éste hizo y como se
complementaron ambos. Todos los
alumnos sintieron que habfa una corre-
lacion entre el trabajo previo realizado
por cada grupo en la clase y el apoyo
posterior prestado por el ordenador. En
el primer caso, se realizé una cierta ela-
boracién que llevd a plantear un sistema
de ecuaciones con las dificultades de
abstraccién consiguientes. Ante un blo-
queo, la imposibilidad de resolver la
ecuacion, la hoja de cilculo —ya experi-
mentada en contextos algebraicos (Filloy
y Sutherland, 1996)~ ayudé a salir del
punto muerto. Aunque se les hizo ver a
los alumnos que se podia resolver
manualmente el sistema de ecuaciones,
éstos concluyeron que sin la hoja de cil-
culo no hubieran terminado el proble-
ma. De alguna manera el ordenador fue
un insight para ese grupo de alumnos.

En cambio, el segundo caso es mis
simple. El grupo hizo un trabajo previo
muy completo al que soélo le faltaban
unos pequefios cdlculos. El ordenador
se utiliz6 como una simple calculadora,
que libera de cdlculos mis o menos lar-
gos pero el problema estaba practica-
mente resuelto. También en esta expe-
riencia puede surgir una reflexién sobre
la contaminacién informatica: puesto
que existen los ordenadores hay que
utilizarlos (Smith 1994). Esta critica
puede argumentarse siempre desde el
momento que analizamos y volvemos a
resolver problemas que tienen historia
y se han planteado cuando no existian
herramientas de cilculo potentes. La



critica se debilita cuando analizamos
problemas nuevos o antiguos, aparca-
dos por falta de solucién, en nuestra
era informatica.

El tercer caso es el mds complejo de
todos. Sin embargo, el trabajo de los
alumnos parece el mis elemental: organi-
zar una bisqueda sistemdtica. Sin embar-
go, han avanzado un paso importante:
han descubierto cémo se piensa para pro-
gramar un ordenador. Aqui el ordenador
no es un auxiliar de trabajo sino que
adquiere todo su protagonismo. En reali-
dad, hemos trasladado nuestras dificulta-
des de resolucién de un problema de un
contexto matematico a un contexto infor-
mdtico. Con este tipo de resolucién es
probable que mejoremos la ensefianza de
la programacién de ordenadores pero es
mas dudoso que mejoremos el aprendiza-
je de la ensefianza de las matemiticas. Sin

embargo, volviendo la reflexién a la inver-
sa ¢podemos aprender de los métodos
que se emplean para resolver problemas
en informitica para resolver problemas en
matemdticas? En ese sentido la programa-
cién vuelve a adquirir al menos parte de
la importancia que tuvo cuando los inter-
faces de comunicacién hombre/ordena-
dor estaban mucho menos desarrollados.

Se podria argumentar que el problema
es demasiado elemental como para per-
mitir apreciar suficientemente las ayudas
informdticas incorporadas. Volveria asur-
gir el tema de la contaminacién informa-
tica que nos obliga a utilizar el ordena-
dor atn sin necesidad. Sin embargo, al
intentar resolver problemas mas comple-
jos, como el siguiente, los alumnos apre-
ciaron las ventajas de poder disponer de
recursos informaticos:

José Jiménez Lozano
Teorema de Pitdgoras

Jpodemos
aprender
de los metodos
que se emplean
para resolver
problemas
en informadtica
para resolver
problemas
en matematicas?
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Antonio Sarmiento
Facultad de Educacion

Universidad da Corufia.
ENCIGA

Teorema de Pitdgoras
José Jiménez Llozano

COCONUTS

Cinco hombres y un mono naufragan y se refugian en una isla
desierfa. Los néufragos pasan todo el primer dia recogiendo
cocos. Por la noche, uno de ellos se despierta y desconfiado
decide separar su parte. Dividié los cocos en cinco montones,
y como sobraba un coco se lo dio al mono. Después oculté su
parte y volvié a acostarse. Poco mds tarde un segundo néu-
frago se despierta y hace lo mismo. Al dividir los cocos en
cinco montones volvié a sobrar un coco; también se lo dio al
mono. Después oculté su parte y se durmi6. Uno tras otro, el
tercero, cuarto y quinto ndufragos hacen lo mismo. Por la
mafana del dia siguiente agruparon los cocos que adn que-
daban en cinco montones iguales y esta vez no sobré ningdn
coco. 3Cudntos se habian recolectado inicialmente?

Este problema desborda las posibilidades de controlar la
situacion por parte de los alumnos y dificilmente llegan a
una solucibn sin un previo entrenamiento en recursos infor-
miticos. Con éstos, en cambio, se puede convertir en un
ejercicio para ver si han aprendido bien la leccién anterior.
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Es posible resolver la
ecuacién de segundo grado
con una caleculadora
cientifica de bolsillo sencilla.
No es necesario efectuar
ninguna anotacién
infermedia, no existe ningn
tipo de truncamiento ajeno al
propio proceso de
presentacién de los datos, y
las raices tienen la exactitud
de los digitos que permita la
pantalla. Todo ello se puede
conseguir a partir de una
pequefia modificacién de la
ecuacién de segundo grado
y del uso de un algoritmo
ingenioso.

-

Resolucion de la ecuaciéon
de segundo grado
con una calculadora de bolsillo

Juan Ricardo Escribano Rivero

ESOLVER las ecuaciones de segundo grado (en adelante
E2G) siempre ha sido relativamente laborioso para todos
nuestros estudiantes. No s6lo implica usar la «eceta» exac-
tamente, sino tener cuidado en las operaciones y los sig-
nos. Aunque esto es una precauciéon que deben tener
todos los que usen cualquier tipo de algoritmo, no es
menos cierto que cuando un estudiante se enfrenta por
primera vez a la E2G posee tan escaso bagaje que la for-
mula que se debe aplicar le resulta muy dificil. En efecto,
se combinan en una misma expresion casi todas las ope-
raciones que conocen hasta entonces: suma, resta, poten-
ciacién, extraer raiz cuadrada y divisidn; y debe calcularse
numéricamente. Ni siquiera cualquier férmula geométrica
tiene todo ello junto.

Una forma sencilla de ir entrendndose en la aplicacion de
la «ecetar consiste en emplear ecuaciones de soluciones
enteras; de esta forma los célculos son menos gravosos y
se va tomando progresiva confianza.

El siguiente paso serfa plantear situaciones en las que haya
que dejar indicada las dos raices en términos de radicales
debido a que el discriminante no sea un cuadrado exacto.

Una tercera situacion consistirfa en calcular la raiz cuadra-
da con la calculadora y efectuar las oportunas operacio-
nes, eso si, a partir de una ecuacién con coeficientes ente-
ros. El Gltimo, corresponderia al de resolver una E2G con
coeficientes en forma decimal, encontrando las raices con
la maxima aproximacién que proporcione la calculadora.

En cualquier caso, el uso de la calculadora en la resolucién
de E2G suele ser minimo. Existen calculadoras preprogra-
madas que, introducidos los valores de los coeficientes de
la E2G, proporcionan las raices x, y x,. Esto es cdmodo,
pero no formativo, por lo menos en un nivel de ensefian-
za elemental. En cualquier caso, si es de agradecer que
algunas calculadoras incluyan esta facilidad, en especial




cuando los coeficientes tiene algunos decimales. Esta situa-
cién se produce a menudo en Quimica, en la resolucién de
equilibirios quimicos, asi como en Fisica y en Ingenieria.
En Matematicas podiia presentarse, por ejemplo, en el cal-
culo de los puntos de interseccién de una recta y una para-
bola. En estos ejemplos cabe esperar situaciones en las que
las soluciones 2, v x, no van a ser exactas, ni tampoco es
deseable dejarlas expresadas en términos de radicales.

A menos que se disponga de una calculadora cientifica
avanzada, y por tanto cara, se frena la resolucién del pro-
blema y a menudo se producen errores por truncamiento.
Lo ideal es que a partir de una calculadora cientifica
comin se encuentren las raices de la E2G:

a) sin errores por truncamiento del operador al anotar
resultados parciales de cilculo;

b) con un algoritmo sencillo y ficil de recordar;

¢) introduciendo sélo una vez los datos de los coefi-
cientes de la E2G.

Un algoritmo de estas caracteristicas es el que vamos a dar
a conocer. El tiempo que se dedica a su ensefianza es
pequefio en comparacién con las ventajas que comporta,
Por otro lado, pone de manifiesto la capacidad de manipu-
lacién de la E2G, y de un uso ingenioso de la capacidad de
almacenamiento de datos en las calculadoras de bolsillo,

Las ecuaciones

La E2G del tipo

ax* + bx+ ¢ =0 [1]

_ ~b NV - dac

Py [2]

pero para nuestros propositos es mas conveniente escri-

tiene por soluciones:

X

birlas en la forma:

2
b b

Si la ecuacion [1] se divide por a (evidentemente g # 0) y rede-
finimos los coeficientes como B= /ay C= ¢/a, tendriamos

X+ Bx+ C=0 [4]

y sus soluciones son:

2
x=-B1 (—Ej -C (5]
2 2

Las soluciones de la E2G del tipo [4] son las mismas que
la del tipo [1], pero las soluciones de [5] son mas sencillas
que las de [3], al menos por lo que se refiere a la aplica-
cion de la calculadora. Es evidente que si g =1 la E2G est4
directamente en su forma [4]. Solamente consideraremos
las situaciones en las que By C sean reales, y que el dis-
criminante no sea negativo.
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Sean x; y x, las dos raices asociadas con
los signos mds y menos de la raiz cuadra-
da de [5]. Todo es cuestién ahora de usar
una calculadora adecuada para encontrar
las dos soluciones a partir de [5].

Requisitos de la calculadora

La calculadora debe poder:

1. Almacenar datos: teclas Min o STO
(depende del modelo).

2. Recuperar el dato almacenado: teclas
MR o RCL (también depende del
modelo; estdn relacionadas las teclas
Min con MR, y STO con la RCL).

No es vilida la memoria aditiva,
M+, o la memoria sustractiva, M-,

Extraer raices cuadradas: tecla \f

4. Cambiar el signo del nimero de la
pantalla: tecla +/—.

5. Elevar al cuadrado: tecla x? (ésta ope-
racion se sustituye en algunas calcula-
doras por la secuencia de teclas xx=).

Todos estos son requerimientos senci-
llos que estdn incluidos en cualquier
calculadora cientifica. No se necesita
mds, sélo el algoritmo.

El algoritmo

Los pasos a seguir para encontrar las dos
raices reales a partir de la solucién [5] son:

1. Primero calcular —B/2, y guardarlo
en la memoria (STO). Notar que al
mismo tiempo ese nimero perma-
nece en la pantalla.

2. Elevar al cuadrado el ntmero de la
pantalla, esto es, calcular (—-B/2)?,

3. Restar C del nimero de la pantalla.
Lo que hacemos es calcular el dis-
criminante: (-B/2)? - C.

4. Tomar la raiz cuadrada del ntimero
de la pantalla. Asi hemos hecho

2
=B/} _
() -¢
Notar que la operacién nos da sélo
la raiz positiva.

5. Calculo de la raiz x,: sumar el ntme-
ro almacenado en la memoria,



(—=B/2), a la pantalla. Se obtiene asi x,
(éste resultado conviene anotarlo).

Calculo de la rafz x,: restar el nimero
almacenado en memoria, (—~B/2), de
la pantalla; en este momento se recu-
pera el valor de la raiz cuadrada; des-
pués se cambia de signo ese nlimero,
con la tecla +/—, y entonces se suma
el nimero almacenado en memoria,
(—B/2), para obtener la segunda raiz,
x,. Bste resultado también se anotard.

Una vez que se han obtenido las dos
soluciones de la E2G se deben interpre-
tar en el contexto del problema.

Una vez escrita la E2G en la forma [4],
la siguiente anotacién que hay que rea-
lizar es Gnicamente la de las soluciones
X, ¥ x,, sin necesidad alguna de sustituir
los valores numéricos de By Cen [5].

A partir de aqui lo mejor es poner en
practica el algoritmo.

Un ejercicio

Deseamos conocer los puntos de inter-
seccion de la parabola 3)% ~ 2x =0y la
recta x — y = 1. (Este ejercicio serfa pre-
vio al cidlculo del drea comprendida
entre ambos.)

Habifa que resolver la ecuacion 342 — 8x +
+ 3 =0, que es de la forma [1].
Poniéndola en la forma [3] quedaria:

xz—gmlzo
Ahora B=-8/3y C=1

En lo que sigue consideraremos que
STO es la tecla de almacenamiento de la
memoria; y, RCL la tecla de recupera-
cién de memoria.,

Los pasos son los siguientes:
a) Introducir —B, entonces calcular —5/2.
Pantalla (o) —> 1,33333333333
b) Almacenar —B/2, (STO).

Pantalla (b) —> 1,33333333333
Calcular (-B/2)?

Pantalla () —> 1,77777777778
Calcular (-B/2)? - C

Pantalla (d) —> 0,77777777778

Una vez que
este método
de resolucion
de ecuaciones
de segundo grado
se ha dominado,
es rapido
y sencillo.
[..]

La gran veniaja
de él
es que no hay
que efectuar
ninguna
anotacion
intermedia,
salvo,
por supuesto,
los valores
de las raices.

Juan Ricardo Escribano
IES Huerta del Rosario
Chiclana {Cédiz)

e) Calcular
(~B2) ¢
Pantalla () —> 0,88191710368

f) Afadir el nimero almacenado en la memoria, con
(RCL), a la pantalla (e). Esta es la raiz x;.

Pantalla (fj —> 2,21525043702 (= x,)
g Restar la memoria (RCL) de la pantalla (f).
Pantalla [g) —> 0,88191710368... = Pantalla (e}
h) Cambiar el signo, +/—, de la pantalla (e).
Pantalla {h) —> -0,88191710368

i) Afnadir el nimero almacenado en la memoria (RCL) a
la pantalla (h). Esta es la raiz x,.

Pantalla (f) —> 0,45141622964 (= x,)

Una vez conocidos x, y X, se sustituyen sus valores en la
ecuacion de la recta y se encuentran los correspondientes
o

de y, e y,. Los puntos pedidos son

P,(2,21525043702, 1,21525043702), v
P(0,45141622964, —0,5485877035)

Posiblemente podriamos pensar que aplicando las propie-
dades de las raices de la ecuacion de segundo grado:

X+ x%,=-Byx x=C (el
obtendrfamos ripidamente una solucién una vez conocida
la otra. Esto, aunque cierto, no es muy aconsejable espe-
cialmente en el caso en que By Csean niimeros que cons-
ten de muchos digitos (incluso una vez escritos en nota-
cion cientifica, lo cual sucede en la resolucién de proble-
mas de equilibrios quimicos) pues es engorroso teclearlos
otra vez y siempre queda la posibilidad de cometer algtn
fallo. En general, se aconseja el algoritmo aqui dado. Por
supuesto que las ecuaciones [6] pueden usarse para com-
probar las raices x, y x,.

Conclusion

Una vez que este método de resolucién de ecuaciones de
segundo grado se ha dominado, es rapido y sencillo. El
Unico requerimiento es transformar la ecuacién general de
segundo grado de la forma [1] a la forma [4], y aplicar el
algoritmo aqui dado para calcular la solucién [S). La gran
ventaja de él es que no hay que efectuar ninguna anotacién
intermedia, salvo, por supuesto, los valores de las raices.

Una vez que nos hemos liberado de la carga computacio-
nal de la resolucién de estas ecuaciones podemos, por
ejemplo, dedicarnos a realizar clculos con ecuaciones de
segundo grado en los que los coeficientes sean de muchos
digitos, a estudiar cémo pequefias variaciones en los coe-
ficientes puede afectar a las soluciones, a buscar proble-
mas de la Fisica y de la Quimica en que sea necesario
resolver estas ecuaciones pero en los que resulta engorro-
so su calculo por el método tradicional, etc.
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CONVOCATORIA DEL CARGO DE SECRETARIO/A DE PUBLICACIONES DE LA FESPM

Los actuales Estatutos de la FESPM establecen, en su articulo 1 1, los cargos unipersonales, entre los cuales se contemplan hasta cinco secre-
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Secretarias estan ocupadas por los anteriores vocales de érea, que han sido ratificados en sus cargos en la Junta de Gobierno celebrada
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General la convocatoria de las secretarias vacantes.

En virtud de lo expuesto anteriormente, SE CONVOCA la SECRETARIA DE PUBLICACIONES de la Federacion Espafiola de Sociedades de
Profesores de Matemdticas, en los siguientes términos, fijados por los Estatutos y el Reglamento de la FESPM:

Podra presentar su candidatura a la Secretaria de Publicaciones cualquier socio de una Sociedad Federada, con un afio de antigiiedad al
menos. La solicitud, dirigida o la Presidenta de la FESPM deberd ir acompafiada de la siguiente documentacién:

J Certificado en el que conste que es socio activo de una Sociedad Federada, y su antigiiedad.
° Un Proyecto en el que se exponga su linea de trabajo.
Las candidaturas podran presentarse de cualquiera de las formas siguientes, teniendo en cuenta los plazos que en cada caso se sefialan:

A)  Por correo postal, hasta el 12 de enero de 2000, dirigido a:

PRESIDENCIA DE LA FESPM

Sociedad Madrilefia de Profesores de Mateméticas Emma Castelnuovo. C/Francos Rodriguez, 106, 28039-MADRID
B) Por correo electrénico hasta el 15 de enero de 2000. En tal caso ol mensaje se dirigird a: mluelmo@arrakis.es
C) Por fax hasta el 15 de enero de 2000, que se enviard al nomero 91 459 11 19
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José Luis Alvarez Garcia
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Travesia del Gangah

Miquel Alberti Palmer

Después de relatar la
experiencia vivida al cruzar
el Ganges en un bote me
planteo: 3Qué curva
describe una barca al cruzar
un rio? En principio fiene la
intencién de ser una linea
recta, pero la fuerza de la
corriente lo impide por débil
que sea. La bisqueda de
una funcién cuya gréfica
coincida con esa trayectoria
constituye un excelente
ejemplo de modelizacién
matemdtica simple y de
aplicacién de conceptos
fundamentales del célculo
diferencial.

RA la tercera vez que fbamos. Pero no volviamos a los
ghats, ahora nos disponiamos a atravesar el 1io para visi-
tar el fuerte de Ram Nagar, en la orilla sur.

El pequefio muelle de donde zarpaban los botes era un
arenal a las afueras de Varanasi. De hecho, no habia mue-
lle. Uno intuia que de alli partian las embarcaciones por
el barullo de gente y de mercancias que se daban cita en
aquel lugar. Habfamos llegado en un rickshaw, después
de zigzaguear como una centella entre el cadtico trafico
de la ciudad. Enseguida que el precio del viaje fue acor-
dado nos hicieron subir a bordo. Y alli permanecimos
sentados espera que te espera. No partimos, no. Claro,
nosotros dos éramos los tinicos pasajeros y sin duda cabia
alguno mas. Tal vez alguno para un occidental, pero sin
duda muchos para un indio; no nos apartamos de la ori-
lla hasta que fuimos ocho: nosotros, dos remeros y cuatro
pasajeros nuevos, uno de ellos insélitamente encorbatado
en un traje impecable.

El Gangah crece mucho cuando el monzén alcanza el
norte del subcontinente, Las aguas suben varios metros
inundando cultivos, caminos y las chozas que se han
construido a su vera. A efectos de la crecida los mirgenes
se alejan y la distancia que separa Ram Nagar de la orilla
norte (unos trescientos metros durante la estacién seca) se
triplica. La fuerza de la corriente también aumenta y hacen
falta dos hombres para gobernar el bote y conducirlo a su
destino.

Bajo un sol de mil demonios la fachada firme e imponen-
te del fuerte se agitaba liquida sobre el agua. El sudor
nublaba nuestras miradas y mis que de una vision real se
trataba de un espejismo.

Los remos de bambi fueron utilizados como perchas para
zarpar del embarcadero, pero no nos dirigimos hacia el
otro lado del 1io, sino rio arriba rozando la orilla. Poco



después la barca nos subfa contracorriente impulsada por
los remos. Estos habian sido alojados cuidadosamente en
el fondo céncavo del bote y eran ahora las manos de los
jovenes las que nos propulsaban asiendo los travesafios de
madera que se sucedfan por encima de nuestras cabezas:
sombra, sol, sombra, sol,... De su paseo por aquella esca-
lera horizontal conseguiamos el impulso para deslizarnos
sobre el agua. Avanzdbamos lentamente encajonados entre
unos cilindros negros gigantescos que sostenian las vigas.
Estas nos hacian ahora de techo pero se convertian en el
suelo del puente cuando, una vez acabadas las lluvias,
todo el ingenio se extendia de lado a lado del rio,

...debido a que
la corriente
es tan fuerte

hace falta llevar

la embarcacion
hasta un punto
de la orilla

Eso lo supimos més tarde. En aquellos momentos la situa-
cién parecia algo delicada: pasar entre las sombras de
aquellos objetos extrafios, en un lugar ignoto, sin saber
bien adénde nos conducirfan, compartir el viaje con seis
desconocidos, seis hombres (ella los conté varias veces)
que no decfan ni se decian ni pio (sera que en su silencio

se decfa todo?, ;quizds ya habian acordado antes de vio arriba
embarcar cudndo nos asaltarian?), no era cosa de broma., B

¢Qué podia hacer yo contra ellos seis? Ella debié pensar Yy desde alli trazar
en esto cuando la vi mirar el agua con temor: no le daba la perpendicular
ningan asco la suciedad que flotaba en ella, sino el hecho para aproximarse
de tener que zambullirse para escapar del ataque. Es Leo al puerto

Yy ya se sabe que a los felinos no les hace ni pizca de gra- ,

cia mojarse. contrarz?.

De pronto, el viento cambié. O me lo parecié porque de Las matematzcas
una sacudida los dos jovenes sacaron el bote de debajo Y la ﬁSZC&l

del puente mévil y retomaron los remos. El Sol volvia a hardan el resto.
lucir quemédndonos la piel. La proa apunté por fin hacia
la orilla sur, perpendicularmente al rio. Y entonces, empu-
jados por la fuerza de los remeros y de la corriente, tra-

zamos una diagonal sobre el agua que ni dejé rastro algu-

no ni fue rectilinea, a pesar de su intencion.

camino

fuerte de Ram Nagar

En un principio me sorprendi6 el itine-
rario seguido, pero después cai en la
cuenta: debido a que la corriente es tan
fuerte hace falta llevar la embarcacion
hasta un punto de la orilla rio arriba y
desde alli trazar la perpendicular para
aproximarse al puerto contrario. Las
matemdticas y la fisica hardn el resto.
Ahora bien, si era asi, ;por qué no habfa-
mos embarcado desde el comienzo en
ese lugar?

Al regresar las maniobras fueron pare-
cidas. Desde Ram Nagar salimos borde-
ando la orilla, contracorriente, hasta
que encaramos el otro margen con otra
diagonal que cruzo la anterior enmedio
de la corriente. Completamos asi un 8,
si lo miramos desde una orilla, 0 un o
si lo miramos desde la corriente. Tal
vez este Gltimo simbolo resulte mas
adecuado dada la cantidad de viajes
que dia tras dia se hacen —y deben
haberse realizado durante siglos—, para
atravesar el rio sagrado (figura 1).

Las diagonales anteriores no fueron
rectas, como ya se ha dicho. Eso tiene
que ver con la fuerza de la corriente,
que no es la misma en medio del rio
que cerca de sus orillas. De entrada,
podemos suponer que hay tres tipos
basicos de flujo. Probablemente éste
depende del ancho del rio: cuanto mis
estrecho, mds parecido al tipo A; cuan-
to mds amplio més parecido al tipo C
(cuadritico).

corriente
PRttt

puente mévil sobre el rio

camino embarcadero

Figura 1
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Figura 2

Ahora planteemos el problema con mis
precision y menos ambigiiedad. Es decir,
huimos de la situacién real para ir al labo-
ratorio donde se hacen las suposiciones
ideales que permiten encarar la cuestién
con mds facilidad. Comenzaremos por el
caso hipotético mis sencillo:



Supongamos que queremos cruzar un
rfio de orillas paralelas cuya corriente
fluye a velocidad constante v en todos
sus puntos: el caso A, el mis simple. La
barca de que disponemos para efectuar
la travesia puede desplazarse a una
velocidad w, también constante. Quere-
mos ir desde un punto P de una orilla
hasta un punto Q de la otra. Q estd
situado de tal manera que el segmento
PQ es perpendicular al rfio y por tanto a
su corriente. Vedmoslo:

Q

P P’
Figura 3

Cuestién: ;Cudl serd el mejor punto P,
situado en el margen de salida,
desde donde apuntar la proa per-
pendicularmente a la corriente Y,
con el efecto de ésta, llegar basta Q7

En un punto cualquiera del rio la velo-
cidad resultante con la que se despla-
zard la embarcacién seri:

w= \/ 1)2 + 102

y la direccién que seguira:

ga=-"2
v
Ahora bien, como ya se ha menciona-
do la corriente es constante e igual en
todos los puntos. Luego tg a también se
podri obtener a partir de los catetos del
tridngulo rectingulo, es decir que
podemos escribir:

tga=—=-—=
8 v PP
y ya sabemos cémo hallar P*:

PO-v v
- = = . P
w w Q

PP'
w deberd ser mayor que v para que los
remeros puedan vencer la corriente. Es-
cribiendo w = kw, con k> 1, tendremos:

o P2
k

Supongamos
que queremos
cruzar un rio
de orillas
paralelas
cuya corriente
fluye a velocidad
constanite v
en todos
SUSs punios. ..
La barca de que
disponemos
para efectuar
la travesia puede
desplazarse a
una velocidad w,
también
constante.

Como era de esperar la ubicacién de P’ depende de la
fuerza de los remeros. Cuanto mayor es &, menos habra
que alejarse de P. En el caso en que k=1 (v = w), el
angulo a serd de 45° y PP'= PQ.

Situémonos ahora en un 4mbito mas cercano a la realidad:
aquel en el cual el flujo obedece al modelo C. La veloci-
dad con la que se mueve un punto sobre el agua depen-
de de la distancia que le separa de las orillas: cuando esta
en medio vale ¢, pero se anula cuando se halla junto a las
orillas. Para facilitar el trabajo supongamos que PQ =1y
tomemos un sistema de coordenadas con origen en Q:

rio Gangah
A
Y| < )
v
(x )
Y
X
@ o x 1 -
(P}

Figura 4

La velocidad que actua sobre el punto (x, 3) depende de
x, con 0 < x < 1. Serd pues del tipo:

x) = kx(x—1) k= cte.

porque se ha de anular en las orillas para x = 0 y para
x = 1. Aparece entonces una funcién de segundo grado.
¢Cuinto vale & Para hallarla pensemos que para x = 1/2,
en medio de la corriente, la velocidad ha de ser —v. Es
negativa porque la corriente va hacia abajo. Luego:

IRV ER TS O Y S
2 2 2 4

Y asi ya tenemos la funcién cuadritica que nos propor-
ciona la velocidad en cada punto del canal:

W) = 4ux — 2 = 4o — %)

La direccién instantanea que tomard el punto se puede
obtener de los vectores velocidad que actuan sobre €l. El
vector velocidad resultante, WAx, 3), tendrd pendiente:

|V(—x) 4v(x~ xz)

’-— ZL( w

tga=




Pero tg a es también la pendiente de la recta tangente a la
trayectoria que sigue el bote, es su velocidad instantinea
resultante y WAx, 3) su vector director. Asf que la curva que
trazard la embarcacion al cruzar el rfo serd aquella que
tiene coma derivada precisamente a la funcién

y:ﬁ-(xz—x)
w

es decir, una primitiva suya. Como por ejemplo:

3;:32—73'(&\"2—2363)

Puesto que ha de ser 3(0) = 0, la constante de integracion
es nula. He aqui su gréfico para w = 4o

1Y
0,51
\ .
0,5 0 0,5 1 1, 2
0,51

0,8—+Y

Miquel Alberti
IES Pav Vila
Sabadell {Barcelona)

y ahora el mismo en el intervalo [0,1]
(donde tienen lugar los acontecimien-
tos) para diferentes proporciones entre
wy v

w=v

Alcanza el mdximo en el punto x=1y
el minimo en x = 0. En el caso w = 4v
el valor que toma el miximo es 1/6. El
minimo siempre toma el valor 0. Para
x = 1/2 la pendiente de la recta tan-
gente es »(1/2) = 1. Por tanto, en el
caso w = 4y, el punto P’ se halla a una
distancia igual a PQ/6.

Medir las velocidaes v v w no es dificil,
pero cémo dependen éstas del nivel de
las aguas, del ancho del canal vy de su
profundidad es otra historia.
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Cuando los responsables de politica educativa de nuestro pais, tanto los estatales como los auto-
némicos, todavia no se han decidido a legislar, orientar u organizar seriamente la formacién ini-
cial de los profesores de educacién secundaria, este libro, publicado por el ICE de la
Universidad de Barcelona en colaboracién con la editorial HORSORI y coordinado por Luis Rico,
catedrético de Didactica de la Matemética de la Universidad de Granada, resulta una aporta-
cién atractiva ademés de imprescindible.

En las primeras paginas del libro se afirma que «la necesidad de contar con profesionales cua-
lificados, que desarrollen una educacion de calidad basada en el dominio de los campos dis-




ciplinares y de las competencias didécticas sobre dichos cam-
pos, carece de una reflexién extensa, profunda y elaborada
entre los profesionales de Ciencias de la Educacién en Espafiay.
La constatacién de este vacio es, sin duda, lo que ha animado
al coordinador y los autores del libro que vamos a resefiar, todos
ellos profesores del area de Didéctica de las Matemdticas, a
contribuir en este intento de presentar a los profesores de mate-
mdticas de secundaria y a sus actuales formadores unas refle-
xiones que sirvan de fundamento para una adecuada capacita-
cion profesional del educador matemético.

El libro esta basicamente estructurado en fres partes, donde los
diferentes capitulos se deben a distintos autores. La primera
parte frata de cuestiones curriculares: en el capitulo | se presen-
ta un marco curricular general del drea de matemdticas en
secundaria y en el capitulo 1l se argumenta acerca de las venta-
jas de contar con herramientas propias que permitan organizar
adecuadamente el curriculo de matemdticas de secundaria. La
segunda parte consiste en una serie de capitulos (del lll al VII)
que tratan de cinco herramientas bésicas para el disefio, orga-
nizacién y gestién de unidades didécticas en el drea de mate-
méticas: andlisis fenomenolégico, representaciones y modelos,
errores y dificultades, materiales y recursos y desarrollo histéri-
co. En la tercera y dltima parte del libro {capitulo VIil) se ofrece
un ejemplo de uso conjunto de los organizadores del curriculo
presentados en los capitulos anteriores aplicados a la elabora-
cién de una unidad didéctica.

Esta recension seguird sistemdticamente la estructura del libro,
dando una explicacién sucinta con algin comentario del contfe-
nido de cada capitulo.

Capitulo I: Consideraciones
sobre el curriculo de
Matemdticas para Educacién
Secundaria, por Luis Rico

Luis Rico, autor de este primer capitulo, inicia sus reflexiones
acerca del conocimiento profesional en educacién matemati-
ca, con estas palabras: «la idea de que para trabajar en la
ensefianza de las mateméticas son necesarios conocimientos
y destrezas especificos, que sean complementos del saber
convencional del profesor de matematicas sobre estructuras
formales y algoritmos, se ha desarrollado con fuerza en
fechas recientes» (p. 15). En efecto, salimos de una época en
que la opinién generalizada acerca de la formacion de los
profesores de secundaria consistia en considerar suficiente
que fueran unos buenos conocedores de la materia, objeto
de su ensefianza; en particular, en las Facultades de
Mateméticas la creencia comin ha sido [y creo que lo sigue
siendo, en gran medida) que para ser un buen profesor de
matemdticas lo Gnico importante es tener una buena forma-
cién matemdtica.

...este intento
de presentar
a los profesores
de matemadticas
de secundaria
Y a sus actuales
Jormadores
unas reflexiones
que sirvan de
Jundamento para
una adecuada
capacitacion
profesional
del educador
matemddtico.

Este libro es una contribucién que sirve
para rebatir el adjetivo Gnico y demostrar
que, en palabras de Rico, «el desempefio
de los profesionales de la ensefianza de
las matematicas necesita una organizacién
conceptual que integre y coordine el domi-
nio sobre esta disciplina con el conoci-
miento sobre desarrollo de capacidades
cognitivas de los estudiantes y con el
campo de fenémenos y problemas a cuya
inferprefacién y solucién se orientan las
matemdticas escolares; una teorizacién de
estas caracteristicas también ha de consi-
derar los medios y recursos para el apren-
dizaje de las matemdticas junto con las
necesidades propias del sistema educati-
vox [p. 15).

A lo largo de los distintos apartados de
este capitulo asistimos a un desarrollo cui-
dado y riguroso donde, partiendo de la
descripcién de la situacién actual de la for-
macién y de las necesidades formativas del
profesorado de matemdticas, se establece
el marco que permite profundizar en el
conocimiento profesional en Educacién
Matemética y se indica la direccién que
han de tomar las estrategias que ayuden a
abordar y resolver este problema.

En su concepcion acerca de las matemdti-
cas escolares, me parece interesante la
reflexién del autor en torno a la cuestion de
que la ensefianza de las matemdticas esté
implicada en el sistema de valores, con sus
fundamentos éticos y su practica social.
Otras ideas interesantes se encuentran en
la visibn de las matemdticas escolares
basada en: la aceptacion del conocimiento
matematico como resultado de una evolu-
cién histérica; la consideracién pragmatica
e instrumental del conocimiento matemdti-
co; el reconocimiento de que una parte
importante de los conceptos y procedi-
mientos de las mateméticas forman parte
del bagaje cultural de los conocimientos
bésicos del ciudadano; la consideracion
de los procesos constructivos y de inferac-
cién social en el aprendizaje de los cono-
cimientos matemdticos; la necesidad de
incorporar nuevas tecnologias; la conve-
niencia de una visién activa de la ense-
fianza de las mateméticas.

En cuanto a la ensefianza y aprendizaje de
las matemdticas, destacan las considera-



ciones producto de la interconexién entre las
teorias del aprendizaje basadas en la psi-
cologia cognitiva y los conocimientos peda-
gbgicos sobre la ensefianza; asimismo
encontramos un apartado dedicado a la
dimension cultural de las mateméticas den-
tro del sistema escolar. Entre las considera-
ciones en torno a los fines y metas de la edu-
cacién matemdtica, destacamos fres argu-
mentos propuestos por el profesor Rico: el
alto valor formativo de las matemdticas que
facilitan el desarrollo de las capacidades de
razonamienfo légico, simbolizacién, abs-
traccién, rigor y precisién que caracterizan
el pensamiento formal; la utilidad préctica
de las matemdticas que permiten codificar
informacién y obtener representaciones del
medio social y natural; las matemdticas pro-
porcionan, junto con el lenguaije, uno de los
hilos conductores de la formacién intelectual
de los alumnos.

El interés principal del apartado dedicado
a la nocién de curriculo proviene de la
larga lista de preguntas que se plantean y
que dan idea del reto que supone enfren-
tarse al problema de la formacién matema-
tica en la Educacién Secundaria Obliga-
toria. Las preguntas bésicas no son obvias:
2qué es, en qué consiste el conocimiento?,
2qué es el aprendizaje?, squé es la ense-
fianza?, 3qué es, en qué consiste el conoci-
miento 0112 Estas cuatro cuestiones permiten
establecer cuatro dimensiones en torno a
las que organizar los niveles de reflexion
curricular:  dimensién  cultural/conceptual;
dimension cognitiva; dimensién  ética;
dimensién social.

Finalmente, el Gltimo apartado estd dedica-
do a la cuestién clave de la evaluacién,
donde se discute este término desplazando
la idea tradicional de control hacia la
nociébn més constructiva de diagnéstico y
remedio. Las cuestiones que se plantean
aquif son : spor qué hay que valorar el tra-
bajo de los alumnos? zqué valorar? scémo
evaluar? 3qué decisiones deben afectar a
la evaluacién? para acabar estableciendo
una lista de criterios para seleccionar tareas
de evaluacion: relevancia préctica, cohe-
rencia o fragmentacién de la tarea, rango
de respuestas posibles, extensién y valor
de la tarea y, finalmente, modo de tratar
las tareas.
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Capitulo II: Los organizadores
del curriculo de matematicas,
por Luis Rico

El segundo capitulo de este libro dedicado a la formacién de los
profesores de matemdticas de secundaria estd orienfado hacia
el andlisis del problema de la planificacién y la organizacién de
las unidades didécticas, con propuestas nuevas e interesantes
que pueden ser de gran utilidad tanto para los profesores, en
ejercicio o en formacién, como para sus formadores.

En palabras del autor, Luis Rico, preocupado por la situacién
actual y las orientaciones de los documentos oficiales: «nuestra
critica estd dirigida hacia la deficiente preparacion didactica
que recibe el profesor en formacién, que sélo le capacita para
discutir sobre los contenidos» {p. 42) y algo més abajo: «nues-
tra tesis es que el profesor de matematicas de secundaria de hoy
no dispone de herramientas conceptuales adecuadas y suficien-
temente desarrolladas a partir de las cuales realizar una buena
planificaciéns (p. 42).

Al referirse a las decisiones que se foman cuando se realiza la pla-
nificacién del curriculo con un grupo de alumnos concreto, el autor
nos recuerda que los criterios, tanto para la seleccién, secuencia-
cién y organizacién de los contenidos como para la organiza-
cién, desarrollo y trabajo de aula, se ajustan a las cuatro compo-
nentes generales del curriculo: contenidos, metodologia, objetivos
y evaluacién. Otra cuestién que se constata es que los bloques de
contenidos y las unidades didécticas se distinguen unos de ofros
nicamente por los contenidos especificos, con lo cual se produce
un desajuste: los enunciados sobre objetivos, metodologia y eva-
luacién tienen un cardcter general y los que tratan de contenidos
especificos son distintos ademds de precisos y detallados.

Precisamente la aportacién més interesante de Rico radica en su
propuesta de reflexion curricular y su insistencia en la necesidad
de pensar nuevas herramientas que permitan abordar las tareas
de disefio, desarrollo y evaluacién de las unidades didacticas en
el drea de matemdticas. Llas preguntas que se plantea y que le
llevaran a una propuesta innovadora se concretan de la mane-
ra siguiente: «zes posible encontrar otros elementos, distintos de
los contenidos que expresen un conocimiento obijetivo y 0til para
la elaboracién de unidades didécticase» (p. 45). Esta y ofras
consideraciones abocan en la bisqueda de unos llamados orga-
nizadores que constituyen las componentes fundamentales que
permiten establecer el disefio, desarrollo y evaluacién de las uni-
dades didécticas en el 4rea de mateméticas.

Para que un conocimiento se acepte como organizador curricu-
lar deberd cumplir una serie de condiciones: su caracter objeti-
vo y la diversidad de opciones que puede generar; que ofrezca
un marco conceptual para la ensefianza de las matemdticas;
que muestre su potencialidad para establecer distintos marcos
de estructuracién de las unidades didécticas; también es impor-
tante que favorezcan distintas opciones de los profesores para
la planificacién y la gestién.



Si bien es cierto que las diferentes disciplinas mateméticas, como
son el Algebro, el Andlisis, la Geometria..., satisfacen las condi-
ciones de organizadores curriculares, hay que observar que no
agotan las necesidades organizativas del curriculo de mateméti-
cas lo cual implica la necesidad de buscar nuevos organizado-
res. Mencionaremos los organizadores que sugiere Luis Rico en
~su propuesta y que constituyen la base de los cinco capitulos
siguientes de este libro:

* La fenomenologia de los conocimientos implicados y las apli-
caciones précticas de cada bloque de contenidos.

* la diversidad de representaciones utilizadas en cada sistema
conceptual y las modelizaciones de los conceptos correspon-
dientes.

® Los errores y dificullades detectados en la ensefianza de las
matemdticas que se presentan en cada tema y los problemas
y obstéculos de aprendizaje detectados para cada concepto.

° la diversidad de los materiales manipulativos y de los recur-
sos que pueden utilizarse en la ensefianza de cada tema.

® La evolucién histérica de cada concepto.

Capitulo IlI: Andlisis
fenomenolégico, por Luis Puig

En este capitulo, su autor, Luis Puig, se propone exponer los rasgos
caracteristicos de lo que é| enfiende por andlisis fenomenolégico
de las matemdticas, como un componente de su andlisis didéctico
cuyo nombre estd fomado de la obra ya clésica de Freudenthal
(Didactical Phenomenology of Mathematical Structures). Esta pre-
sentacién del andlisis fenomenolégico de un concepto o de una
estructura matemdtica se inicia con una breve y clara introduccién
a las ideas de Freudenthal acerca de lo que &l mismo denominé
fenomenologia didéctica, para acabar presentando los diferentes
tipos de fenomenologia (fenomenologia, fenomenologia didactica,
fenomenologia genética y fenomenologia histérical.

Sin pretender mostrar un anélisis fenomenolégico demasiado
complejo de los contenidos matemdticos de la educacién secun-
daria, el autor expone unas consideraciones generales alrededor
de dos ideas basicas que constituyen el tema de los dos aparta-
dos siguientes.

El segundo apartado se desarrolla en torno a una reflexion que se
refiere a «la naturaleza de los objetos matematicos y de la practi-
ca matemdtica y, en consecuencia, a la naturaleza de la actividad
que hay que dar la oportunidad a los alumnos que realicen para
que puedan fener acceso a genuina experiencia mateméticas (p.
62). Se nos habla aqui de «los conceptos matemdticos, de su crea-
cién en una relacién fenémenos-medios de organizacién y de su
compleja entrada en una relacién fenémenos-medios de organiza-
cién de nivel superior, asi como de las fransformaciones de los con-
ceptos como consecuencia de las actividades matemdticas como
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son probar teoremas, resolver problemas,
organizar un sistema deductivo y del proceso
de definir. Todo ello acompafiado de la dfir-
macién de que los conceptos matemdticos no
tienen una existencia independiente de la
actividad matemética que los crea» (p. 75).

En el tercer apartado, el autor se pronuncia en
torno a «los objefivos que hay que perseguir
en la ensefianza de las matemdticas para
capas amplias de la poblacién, con respecto
a la naturaleza de los conocimientos matemé-
ticos que se propone que adquieran» (p. 75).
Aparece aqui ofra idea debida a Freudenthal:
la de objeto mental confrapuesta a concepto,
segin la cual el objefivo de la educacién
matemdtica en el sistema escolar es la cons-
truccién de objefos mentales, quedando en
segundo lugar la adquisicién de conceptos.
Esta toma de partido que defiende el profesor
Puig, siguiendo a Freudenthal, es particular-
mente importante en la efapa de la escolari-
dad obligatoria donde se ofrecen unas mate-
mdticas para el conjunto de la poblacién; ade-
més es fundamental para el andlisis fenome-
nolégico de los conceptos matemdticos, pre-
vio a la organizacién de la ensefianza.

Finalmente, en el apartado «notas para una
fenomenologia de los conceptos matemdticos
de la educacién secundaria», se hace un
recorrido por los bloques de contenido del
curriculo de matemdticas de secundaria,
dando algunas ideas del sentido en que se ha
hecho o se deberia hacer, segin los casos, su
andlisis fenomenolégico. De esta manera se
desarrollan algunas ideas en torno a los con-
ceptos de: nlimero; operaciones aritméticas;
razén y proporcién; dlgebra; objetos geomé-
tricos, figuras y dibujos; movimientos y trans-
formaciones geométricas; estadistica; proba-
bilidad; variable, dependencia, funcion; limi-
te, continuidad, infinito.

Capitulo IV:
Representaciones

y modelizacién, por
Encarnacién Castro
y Enrique Castro

En su infroduccién a este capitulo, donde
establecen las bases que permiten hablar de
la relacién entre conocimiento matemético y



visualizacién, los autores, Encarnacién
Castro y Enrique Castro, nos dicen que van
a dirigir «nuestra atencién hacia la funcién
que desempefian los datos e informaciones
visuales en el aprendizaje de las matemati-
cas como generadores de iméagenes y obje-
tos mentales» y destacan «su aportacién en
relacion a la formacién de conceptos y el
desarrollo de procedimientos matematicos
por parte del sujeto que aprende, subrayan-
do de este modo la necesidad de considerar
el pensamiento visual en las situaciones de
ensefianzax (p. 96).

Un aspecto sugerente de la explicacién de
estos autores consiste en su afirmacién de
que fanfo la transmisién y la recepcion del
conocimiento matemético como los medios
usados para la ensefianza y el aprendizaje
de las mateméticas se realiza mediante los
canales de informacién auditivo y visual. El
capitulo se centra en las representaciones y
los modelos, por considerar los autores que
son los que proporcionan mejor informacién
para la elaboracién de imédgenes mentales
que intervienen en la formacién del conoci-
miento matemdtico.

En cuanto a las representaciones, los autores
las definen como notaciones simbélicas o gré-
ficas, especificas en cada caso con las que se
expresan los conceptos y procedimientos mate-
mdticos asi como sus caracteristicas y propie-
dades. Los modelos son esquemas o materiales
estructurados, relacionados, mediante leyes o
reglas, que proporcionan una imagen isomor-
fa de un determinado concepto respecto a
determinadas relaciones o propiedades; hay
que advertir de que la nocién de modelo admi-
te la consideracion de tipos muy distintos y de
diferentes clasificaciones. Tanto las representa-
ciones como los modelos asi definidos son
externos en tanto que tienen una fraza o un
soporte fisico tangible; por ofro lado, cuando
pensamos en objefos matemdticos como son
los conceptos y operaciones, formamos repre-
sentaciones mentales que se denominan repre-
senfaciones infernas.

Existe una estrecha relacién entre las repre-
sentaciones externas e internas y se puede
considerar que las representaciones exter-
nas (enunciados, férmulas, gréficas, figu-
ras,...) son el medio que utilizan las perso-
nas para exteriorizar sus imagenes y repre-
sentaciones mentales, haciéndolas accesi-
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bles a los demds. Las representaciones externas tienen, por
tanto, una doble funcién: actuar como estimulo para los sentidos
en los procesos de construccién de nuevas estructuras mentales;
y permitir la expresién de conceptos e ideas de las personas.

La noci6n de pensamiento visual o visualizacién esta relaciona-
da con la capacidad para la formacién de imégenes mentales
caracterizadas por hacer posible la evocacion de un objeto sin
que esté materialmente presente y es un aspecto importante del
pensamiento matematico.

A lo largo de este capitulo se desarrollan estas ideas de repre-
sentaciones y modelos. En el caso de las representaciones se
hace un andlisis conceptual seguido de una explicacion acerca
de la relacién entre representacién y construccién de conceptos,
de las situaciones de pluralidad de sistemas de representacion
para un mismo concepto y del manejo de diferentes sistemas de
representacién. Para los modelos se hace también un andlisis
conceptual y a continuacién se presentan diferentes clases de
modelos y se establecen las relaciones entre representaciones y
modelos dando algunos ejemplos como son los nimeros figura-
dos, la representacion de razones trigonométricas, los modelos
tridimensionales, el area del rectdngulo como modelo y, final-
mente, modelos para nociones de probabilidad.

Capitulo V: Dificultades,
obstaculos y errores en el
aprendizaje de las matematicas
en la Educacion Secundaria,
por Martin Socas

Este capitulo es seguramente uno de los més atractivos del libro que
estamos comentando: trata de las dificultades, los errores y los obs-
taculos que se encuentran los alumnos durante su proceso de
aprendizaje. Como dice su autor, Martin Socas, «el propésito de
este capitulo es hacer una reflexién general sobre este tema central
en el aprendizaje de las mateméticas y poner en contacto al lector
con los aspectos més relevantes en forno a las dificultades, obs-
taculos y errores que presentan los alumnos en la construccién del
conocimiento matemdtico. Para ello analizaremos el origen de
estas dificultades, la nocién de obstaculo y los diferentes errores
que cometen los alumnos af trabajar con las matemdticas; también
comentaremos las razones por las que se originan» (p. 126). El
contenido matemdtico que se ha tomado para los ejemplos que
ilustran las cuestiones planteadas es el del lenguaije algebraico.

En una recension de estas caracteristicas serd imposible dar
cuenta de la variedad y la riqueza de las ideas que se presen-
tan en este capitulo. Pero si mencionaremos los rasgos princi-

pales de las tres nociones que aparecen aqui.

En cuanto a la naturaleza de las dificultades que aparecen en el
aprendizaje de las matemdticas, se pueden clasificar en cinco
categorias:



o Dificultades asociadas a la complejidad de los objetos mate-

maticos.

° Dificultades asociadas a los procesos del pensamiento mate-
madtico.

° Dificultades asociadas a los procesos de ensefianza desarro-
llados para el aprendizaje de las mateméticas.

* Dificultades asociadas a los procesos de desarrollo cognitivo
de los alumnos.

* Dificultades asociadas a actitudes afectivas y emociondles
hacia las matemdticas.

Como se ve, las dos primeras categorias estan relacionadas con
la propia disciplina (objetos matemdticos y procesos del pensa-
mienfo matemdtico), la tercera estd ligada a los procesos de
ensefianza de las matemdticas, la cuarta estd conectada con los
procesos cognitivos de los alumnos y la quinta enlaza con la
carencia de una actitud racional hacia las mateméticas.

La segunda nocion, objeto de andlisis, es la de obstéculo que fue
introducido por Bachelard en el campo de la filosofia de la cien-
cia, y posteriormente refomado por Brousseau en el marco de la
didéctica de las mateméticas. Brousseau clasifica los obstéculos
segln su origen: ontogénico o psicogénico, segln las caracterfs-
ficas del desarrollo del alumno; didéctico, segin el proyecto edu-
cativo y las elecciones didécticas que se han hecho para esta-
blecer la situacién de ensefianza; y epistemolégico, infrinseca-
mente relacionado con el propio concepto y que se encuentra en
la historia y evolucién del mismo.

Tanto Bachelard como Brousseau caracterizan un obstaculo
como «aquel conocimiento que ha sido en general satisfactorio
durante un fiempo para la resolucién de ciertos problemas, y que
por esta razén se fija en la mente de los estudiantes, pero que
posteriormente este conocimiento resulta inadecuado y dificil de
adaptarse cuando el alumno se enfrenta con nuevos problemass.

En su referencia a los errores en matemdticas, el profesor Socas
considera el papel de los errores en el desarrollo del conoci-
miento matemdtico y nos muestra algunos procedimientos erré-
neos y pseudodemostraciones, aprovechables didécticamente,
en el campo del lenguaje algebraico. A continuacién encontro-
mos unas reflexiones inferesantes en torno a la importancia del
diagnéstico y tratamiento de los errores asi como algunas ideas
acerca de estrategias de prevencién y remedios.

Capitulo VI: Materiales, recursos
y actividades: un panorama,
por Moisés Coriat

En este capitulo se aborda el tema de los materiales, recursos y
actividades de aula desde una perspectiva de equilibrio entre la
préctica educativa y la reflexién tedrica basada en la investiga-
cién. El autor de este capitulo, Moisés Coriat, dice: «Me atrevo
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a afirmar que cualquier tema de ESO o Ba-
chillerato (con no mas de dos excepcio-
nes...) es posible encontrar o idear un mate-
rial didéctico o recurso ad hoc. 3Es posible
o deseable desarrollar todos los temas de
una programacién usando materiales didéc-
ticos o recursos?...» (p. 166).

De entrada se estudian una serie de cuestio-
nes que van desde la caracterizacién de
materiales y recursos, las cuestiones de fipo
mefodolégico que el uso de unos y ofros
plantean en el aula o las dificultades curri-
culares que los materiales didacticos y los
recursos significan tanto en el nivel de dise-
fio curricular e infraestructura, como en el
nivel del curriculo planificado, como en el
nivel del curriculo implementado.

El segundo apartado de esfe capftulo, fitulado
«acercamiento pragmdtico», consfituye una
fuente de informacion bésica, donde encon-
tramos una caracterizacién rigurosa de lo
que el autor entiende por materiales didéct-
cos, un compendio de informacion acerca de
materiales didécticos y recursos {fanto infor-
macién escrita como direcciones de Internet),
un resumen de buenas razones para usar
materiales diddcticos y recursos, con dos
ejemplos contundentes que ilustran cémo
mejorar la atencién a la diversidad y cémo
incidir sobre las acfitudes de los alumnos
hacia las matemdticas. Quizé una de las
aportaciones mds interesantes de este apar-
tado consiste en la lista de preguntas abiertas
y autocriticas que quedan planteadas al final.

El tercer apartado de este capitulo estd dedi-
cado a la pregunta gcémo evaluar el uso de
materiales diddcticos y recursos? a partir de
una experiencia personal de 6 cursos, con
el relato autobiogrdfico de la utilizacién de
un recurso, la fotografia, donde aparecen
comentarios de autoevaluacién de la activi-
dad. la profundidad y sinceridad de las
reflexiones y observaciones que aparecen
en este relato constituyen un testimonio de
gran valor como ejemplo de ejercicio meta-
cognitivo de un profesor en sus actividades
de aula. Un anexo dl final del capitulo ofre-
ce el trabajo de un grupo durante un curso,
con su descripcién y los comentarios del pro-
fesor y de los alumnos.

El apartado siguiente, dedicado a conside-
raciones curriculares, es el més denso y tes-
rico ya que persigue un doble objetivo: poner



de manifiesto que el uso de materiales didéc-
ticos o recursos constituye un desafio para la
educacién matemdtica y dar indicaciones
«en cascadax acerca de las principales deci-
siones que llevan a resolver el problema
didéctico que representa el uso de materiales
y recursos, los cuales pueden constituir un
buen organizador curricular. Para empezar
se exponen dos niveles de ajuste no siempre
coherentes que permiten considerar las creen-
cias de los profesores sobre las matemdticas
y que estén directamente relacionadas con
las decisiones acerca del uso de recursos y
materiales: el ajuste con la cultura escolar del
centro y las creencias de ofros colegas del
departamento de matemdticas y el ajuste con
la realidad educativa en la que el profesor

ejerce su docencia.

En un andlisis exhaustivo y riguroso del pro-
blema didéctico que constituye el uso de
materiales y recursos, el autor describe las
caracteristicas de los materiales manipulati-
vos y los recursos simbélicos, aportando
numerosos ejemplos concretos que ayudan
a comprender los criterios de seleccién de
las actividades.

Para concluir, nos dice el profesor Coriat:
«los materiales didécticos y recursos apor-
tan a la ensefianza y el aprendizaje una
variedad de ayuda potencial a los profeso-
res y alumnos durante la interaccién educa-
tiva. La variedad es evidente. En cambio la

ayuda es solo potencial ...» (p. 174).

Capitulo Vili:

Notas de Historia
de las Matemdticas
para el curriculo
de Secundaria,

por Modesto Sierra

En palabras de su autor, Modesto Sierra,
«este capitulo trata acerca del uso de la his-
toria de las matemdticas en su ensefianza
seguido de unas breves notas histéricas que
pueden ayudar a los profesores en forma-
cién a capturar una nueva perspectiva de
las mateméticas y a utilizarla en el aula» (p.
179). En efecto, en este capitulo encontra-
mos unas reflexiones muy interesantes acer-
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ca de la estrecha relacién que existe entre la educacién matemé-
tica y la historia de las mateméticas, ast como un relato de la evo-
lucién del uso de la historia en la ensefianza de las matemdticas.

La primera parte de este capitulo se dedica a analizar el uso de
la historia de las mateméticas en su ensefianza. Aqui se expo-
nen algunos motivos que explican el renacimiento del interés por
la historia de las matemdticas, se muestran algunos ejemplos de
este renacimiento y se aducen razones en favor del uso de la his-
toria de las matemdticas en su ensefianza.

Un aspecto especialmente inferesante y poco conocido es la
influencia del punto de vista genético, protagonizado inicialmen-
te a principios de siglo por las ideas de Branford, en la Institucién
Libre de Ensefianza y, posteriormente, en el plan de estudios, lla-
mado profesional, de formacién de maestros de la Repiblica;
estas mismas ideas aparecen en los libros de texto de Rey Pastor
y de Puig Adam que incluyen una serie de notas de historia de las
matemdticas adaptadas a los alumnos. El autor explica muy cla-
ramente cémo después del perfodo nefasto de reforma de la ense-
“fianza de las mateméticas con las mal llamadas mateméticas
modernas, se ha renovado el interés por los aspectos historicos de
la evolucién de las mateméticas, y desde los poderes piblicos se
ha propiciado su ufilizacién en la ensefianza, mediante los docu-
mentos que establecen los programas de matemdticas.

En la segunda parte del capitulo, el autor ha elegido cinco
temas, uno por cada bloque de contenidos establecidos en el
disefio curricular base del MEC para la ensefianza secundaria
obligatoria, de los que se presenta un breve desarrollo histérico
que pretende abrir nuevos horizontes a los profesores de ense-
fianza secundaria, mostrando cémo la componente histérica
puede constituir uno de los organizadores del curriculo.

Los cinco temas que se abordan en este capitulo, todos ellos
atractivos ademds de clave en cada blogue de contenidos, son
los siguientes:

e Nomeros y operaciones: nimeros perfectos; nimeros de
Mersenne.

o Medida: de las constantes naturales al sistema métrico decimal.
e El teorema de Pitagoras.

e Interpretacién, representacién y fratamiento de la informa-
cién: la introduccién de coordenadas.

° Tratamiento del azar: de los juegos de azar a la ley de los
grandes nimeros.

Capitulo Viii: Programacion
de unidades didacticas,
por Antonio Marin

Como dice Antonio Marin, autor de este capitulo, «la unidad
diddctica es la linea de choque de la planificacion educativa
con la préctica docente» (p. 195). No cabe duda de que la pla-



nificacién educativa del proceso de ensefianza-aprendizaje se
caracteriza por la toma de decisiones que deberia materializar-
se en el disefio de una unidad didactica, es decir en un docu-
mento donde se concretaran los objetivos, contenidos, tareas,
recursos, materiales, instrumentos de evaluacién y orientaciones
metodolégicas, objeto del trabajo en clase en torno a un tema,
durante un breve periodo de tiempo (3-4 semanas).

En este capitulo dedicado a la programacién de unidades didéc-
ticas, el autor se refiere al proceso de elaboracién de una uni-
dad como un proceso de aproximaciones sucesivas, donde el
equipo de profesores que prepara la unidad deberé buscar el
justo equilibrio entre el Proyecto de Centro que marca las priori-
dades en los objetivos, criterios de evaluacién y normas de fun-
cionamiento y organizacién y el Proyecto Curricular del Area
que marcard y justificard la intencién de los objetivos que se
quieren priorizar. El autor ejemplifica casi todo su andlisis con el
caso de la proporcionalidad en 3.° de ESO.

En el segundo apartado de este capitulo se estudian los criterios
y decisiones que orientan la seleccion concreta de objetivos, con-
tenidos, actividades y formas de evaluacién. En lo que se refiere
alas decisiones sobre la seleccién de objetivos generales y espe-
cificos de una unidad, el autor destaca diferentes enfoques posi-
bles como pueden ser el de la organizacién matemdtica de los
contenidos o el de las metas de educacién matemética para esta
etapa de la ensefianza obligatoria. En cuanto a las decisiones
sobre seleccién y organizacién de contenidos, se sefialan los
siguientes criterios: representatividad respecto a la légica de la
disciplina, relevancia social y cultural, significatividad psicolégi-
ca, funcionalidad didéctica y potencialidad vertebradora.

Respecto a la secuenciacion de contenidos mateméticos, el autor
presenta el ejemplo del concepto de fraccién como representa-
cién de la parte de un todo, para ilustrar el caso de una organi-
zacién no fundamentada exclusivamente en la légica interna de
la materia, donde se pueden manejar varios aspectos concep-
tuales y procedimentales, unos considerados como contenidos
centrales y ofros como secundarios. Se completa esta explicacion
acerca de las decisiones sobre secuenciacion con unos ejemplos
de la seleccién de los contenidos actitudinales y unas observa-
ciones sobre la organizacién en unidades didécticas, todos ellos
referidos a la proporcionalidad en 3.° de ESO.

En el apartado que se ocupa de las decisiones sobre los criterios
de evaluacién de la unidad didéctica, el autor se pronuncia por
una visién de la evaluacion como «una relacién de tareas y deci-
siones que conducen a valorar el proceso de ensefianza y apren-
dizaje, globalmente, observando miltiples factores del mismo y
defectando posibles causas de algunos comportamientos o pro-
blemas» (p. 207). De acuerdo con su idea de la evaluacién pro-
cesual y formativa, el autor desarrolla una serie de criterios que
intentan contestar a las clésicas preguntas squé evaluare, scémo
evaluar?, scuando evaluar?

El capitulo VIl acaba con un apartado dedicado a la construc-
cién y gestion de una unidad didéctica donde se concretan las

En este capitulo
dedicado a
la programacion
de unidades
diddcticas,
el autor
se refiere
al proceso
de elaboracion
de una unidad
COMO UN Proceso
de
aproximaciones
sucesivas. ..

tareas de acuerdo con un andlisis mas deta-
llado. El autor propone una serie de objeti-
vos, contenidos y tareas para dos unidades
didécticas, la proporcionalidad con magni-
tudes geométricas y la proporcionalidad con

magnitudes aritméticas discretas.

Resultan particularmente interesantes los
ejemplos de seleccién de actividades de
auvla, siguiendo unas pautas comentadas
que contemplan el tipo de actividad (situa-
cién inicial, exploracién inicial, conocimien-
tos previos, ...}, un texto para el alumno (que
suele tener el formato del enunciado de un
problemal), intenciones (donde se explicitan
los objetivos de la actividad), comentarios
{donde se sefialan desde posibles amplia-
ciones del problema, hasta posibles dificul-
tades y sugerencias para la clase) y fuente
[donde aparece la procedencia bibliografi-
ca de la actividad).

Finalmente, el libro acaba con dos aparta-
dos muy cortos. El primero lleva por titulo
«supuestos prdcticos y actividades comple-
mentarias» y consiste en ocho pérrafos
donde se recogen algunas de las ideas apa-
recidas en los capitulos anteriores y se sugie-
ren, de una forma muy general y demasiado
superficial, posibles actividades concretas
como pueden ser el andlisis comparativo de
los decretos que regulan el curriculo de la
ESO o del Bachillerato, el andlisis critico de
los libros de texto, el andlisis fenomenolégi-
co de algin tema del curriculo, el estudio de
los modelos tratando ciertos temas... La idea
de introducir este apartado me parecia
excelente, pero el resultado es muy pobre,
teniendo en cuenta su potencial utilidad, en
particular en cursos de formacién de profe-

sores de mateméticas.

El siguiente apartado, «lecturas recomenda-
das» consiste en un breve resumen critico de
once libros. No existe ninguna explicacién
acerca de los criferios de seleccion de
dichos libros, lo cual resulta cuando menos
sorprendente, fanto por algunas de las inclu-
siones como por el gran nimero de exclu-
siones. En cualquier caso, la iniciativa es
buena y nos queda la tarea de completarla.
Es justo reconocer que esta seccién de la
revista SUMA constituye una valiosa aporta-
cién en dicha direccion.



Por contraste con lo dicho en el parrafo ante-
rior, queremos consignar que las referencias
bibliogréficas constituyen una excelente
bibliografia béasica para quienes nos dedi-
camos a la formacién de profesores de
matemdticas de la educacién secundaria,
donde los aspectos teéricos y précticos que-
dan bien equilibrados y donde se combinan
adecuadamente las principales referencias
en lengua castellana con las de lengua
inglesa y francesa.

El libro se cierra con un indice temdtico, un
apartado 0fil y necesario a la hora de revi-
sar los textos y buscar informaciones con-
cretas. Todos sabemos lo facil que resulta
actualmente, con los medios informaticos,
construir un indice de estas caracteristicas.
Sin embargo, todavia es poco frecuente que
aparezcan estos indices en los libros actua-
les, por lo que agradecemos la iniciativa y
la acogemos como una aportacién y un

ejemplo recomendables.

Carmen Azcarate
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En las JAEM de Lugo, reciente-
mente celebradas, al visitar las
exposiciones comerciales me sor-
prendi6 la de una editorial des-
conocida para mi que presentaba Onica-
mente tres titulos, de una misma coleccién,
con cubiertas muy atrayentes. Todo era
nuevo, recién salido del horno, la editorial,

la coleccién vy los libros.

La editorial se llama Nivola. Cada dia se
entiende menos cémo pueden sobrevivir las
editoriales pequefias o muy pequefias, no
institucionales, en ese mercado tan dificil
como es el del libro, dominado por las gran-
des editoriales nacionales y multinacionales.

Més extrafio resulta cuando ademds se dedican a editar libros de
matemdticas que no sean manuadles de texto. Alguna vez, la
Federacién deberia hacer un pequefio homenaje de agradeci-
miento a esas pequefias editoriales comerciales que publican este
tipo de libros, como Proyecto Sur, Sintesis, Rubes. .. y ahora Nivola.

La coleccién tiene por nombre «La matemdtica en sus personajes»
y como obijetivo, segln reza en la solapa de la cubierta, presen-
tar, de una forma clara y al alcance de todos, cémo ha evolu-
cionado la matemdtica hasta nuestros dias. Se trata, por tanto, de
una coleccién divulgativa de historia de la matemética presenta-
da por medio de biografias de mateméticos relevantes de todas
las épocas. Los ires primeros nimeros aparecidos estén dedica-
dos a Arquimedes. Alrededor del circulo, Fermat. El mago de los
ndmeros y Newton. El umbral de la ciencia moderna. Estén anun-
ciados nuevos fitulos sobre Gauss, Descartes, Sophie Germain,
Galois, Euclides, Euler y Kronecker. El director de la coleccién es
Antonio Pérez Sanz, vocal de prensa de nuestra federacién y
habitual colaborador de SUMA; su nombre es ya una garantia
para asegurar que va a ser una coleccién mas que digna.

Newion. El umbral de la ciencia moderna, como se ha dicho, es
el tercero de la serie; en sus aspectos formales es sumamente
afractivo, con una maquetacién y disefio modernos, intercalando
grabados y reproducciones facsimiles, asi como cuadros inde-
pendientes del texto principal que permiten una doble lectura.

José Mufioz, su autor, hace algo muy dificil, como es presentar
de forma sencilla, muy amena, e incluso a veces divertida, la
compleja vida de Newton, con sus miedos, sus fobias, sus excen-
tricidades, sus agrias polémicas con ofros cientificos —y no sélo
con Leibniz-, enmarcada en la época que le tocd vivir.

En una segunda parte del libro se ataca la obra del genio.
Asimov, en sus Cien preguntas bésicas sobre la ciencia, a la hora
de responder a la de zquién fue el cientifico méas grande que
jamds vivi6? no duda en responder que Newton; como indica el
subtitulo de la obra que comentamos se le considera el fundador
de la ciencia moderna. El céleulo infinitesimal, la descomposicién
de la luz blanca en los colores del espectro, las leyes del movi-
miento y sus consecuencias y la ley de la gravitacién universal
son sus cuafro grandes hazafias. Todas ellas son contadas de
forma asequible, no exhaustivamente pero si con bastante rigor.
Por supuesto, el autor tampoco olvida el lado oscuro de Newton
—aunque hay que situarse en la época-, su dedicacién a la alqui-
mia tratando de buscar la «piedra filosofal>.

Por poner alguna pega al libro, personalmente, me hubiera gus-
tado, ya que se trata de una coleccién de mateméticos, que se
hubiera tratado con una mayor extensién el lado més matemati-
co de Newton: el descubrimiento del célculo.

En definitiva, estamos ante una obra de buena divulgacién de
historia de la ciencia, que puede ser aprovechada por los pro-
fesores en sus aulas y que, ademés, puede ser leida sin dificul-
tad —de lo cual no abundan muchos ejemplos— por alumnos de
bachillerato interesados en la matemdtica y en su historia.

Emilio Palacian
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El objetivo de este libro es ayudar a los alumnos de
Bachillerato a aprender Matemdticas con la asis-

tencia del programa informético DERIVE (batjo  fwsrams ssses sten
P, Felisa Péroz Martinez

Windows). Para ello se ha pensado en la realiza.  [Atensos.pobiadionsdse.

cién de unas précticas cuya misién es complemen-
tar las clases tradicionales de Matemdticas.

Los autores, del departamento de Matemdticas de la Escuela
Politécnica de la Universidad de Valladolid, comienzan el libro
con esta declaracion, con la que explican los dos aspectos entre
los que se mueven los planteamientos del libro. Por una parte se
trata de incorporar el uso del ordenador ol aula de Mateméticas
para integrarlo en el proceso de ensefianza, y por ofra de hacer-
lo manteniendo los contenidos, sin variar sustancialmente los
objetivos finales de las clases. Los problemas propuestos son
similares a los que aparecen en cualquier texto de Matemdticas
del mismo nivel.

No cabe duda de que la utilizacién del ordenador (o las calcu-
ladoras graficas que implementan programas de célculo formal)
por los alumnos facilita el estudio de las Matemdticas, puesto
que elimina los caleulos repetitivos, y deja més tiempo para dedi-
carlo a la comprensién, reflexion o andlisis de los problemas vy,
en su caso, a la generalizacién de las soluciones.

El uso de Derive para Windows, un programa de manejo muy
sencillo, facilita de forma realista, que los estudiantes puedan
resolver un mayor nimero de problemas, permite buscar relacio-
nes entre los enunciados de los problemas y sacar conclusiones
de los resultados. La representacién gréfica, que incorpora
Derive, es una herramienta interactiva, muy potente y versati,
que permite la «visualizacién» de las situaciones planteadas, y
ayuda a encontrar el planteamiento més adecuado y a obtener

las mejores vias de solucién.

El libro se dirige a los alumnos de Bachillerato, y abarca los
temas correspondientes a las cuatro asignaturas: Mateméticas |
y Il de las tres modalidades. Esté organizado en forma de préc-
ticas, con guidn y hoja de respuestas, con la idea de que los
alumnos trabajen en ellas durante una hora. Consta de 35 préc-
ficas adaptadas a los programas y de ofras 4 de ampliacién.

Se completa con una préctica O de iniciacién al programa
Derive para Windows. Se trata de que los alumnos lo utilicen con
comodidad, sin necesidad de fener un conocimiento completo
del programa. A lo largo de las primeras hojas se completan las

indicaciones necesarias para su uso en
cada situacién de trabajo.

Las siguientes practicas recorren los temas
de los bachilleratos: Algebra, Andlisis,
Geometria, Trigonometria, Estadistica, etc.
Siguen el orden habitual de los libros de
texto y se pueden, facilmente, ampliar o
modificar segin los criterios del profesor
que las dirija. Los mismos autores piden la
colaboracién de los lectores para aportar
ideas y sugerencias.

En las cuatro précticas de ampliacion
~Visualizacién en Geometria  Analitica,
Introduccién a los conjuntos fractales, la

cuadratura del circulo y El Tangram con
Derive—, es donde se empieza a percibir la
potencialidad de los nuevos instrumentos
para el estudio de las Matemdticas y por
donde seria bueno que se desarrollen las
investigaciones en didéctica para abrir nue-
vos campos, y modos, del aprendizaje mate-

mético.
Félix Matute
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Otra vez estamos de enhorabuena
al encontrarnos con un libro de

divulgacién matemdética que se
puede leer por todos, y que ademds en su
prélogo dirigido al alumno, en general al
lector {no al alumno de la asignatura de
matemdticas, o de fal carrera que necesita
matemdticas), incita a éste a divertirse y dis-
frutar leyendo este libro.

Esta obra es una traduccién al espafiol de la
tercera edicion americand, siendo la prime-
ra edicién del afio 1994. los traductores
son Jody L. Doran y Eugenio Hernéndez de




la Universidad Auténoma de Madrid.
Ambos han realizado una buena labor de
traduccién en un perfecto espafiol, aunque
en el capitulo cuatro, resalta el uso de la
regiéon viable, cuando en casi todos los tex-
tos en espafiol, se utiliza la regién factible.
No entiendo personalmente por qué usar
viable cuando todos manejamos factible, y
tanto para los especialistas en mateméticas
como para los nedfitos, el vocablo factible
es perfectamente inteligible. Hay que agro-
decerles la bibliografia final afiadida a esta
edicién en castellano, y recopilada por los
traductores, aunque no estd actualizada.

El libro va dirigido a toda clase de lectores,
sin pretender que ninguno de ellos se dedi-
que a las matemdticas, pero, eso si, dejan-
do caer la esperanza de que el lector en un
futuro no deje de resolver algin que ofro
problema matemético y, sobre todo, que
mejore el aprecio que sienta hacia las mate-
mdticas, y hacia los que hacen mateméticas.

Se ha realizado dentro del proyecto
«Consortium for Mathematics and lts Apli-
cations» y lo ha dirigido Solomon Gar-
funkel, con la ayuda del Coordinador editor,
para la primera edicién de lynn A. Steen,
de St. Olaf College. Es una magna obra que
esta dividida en cinco partes con autores
diferentes en cada una de ellas, sin menos-
cabo de que todas las partes y todos los
capitulos siguen una ténica general,
Primeros Planos, Ejemplos, Vocabulario, Lec-
turas Sugeridas, Ejercicios y Proyectos.

Los llamados primeros planos son recuadros
que aparecen enmarcando un fexto, casi
siempre con alguna fotografia. Un primer
plano plantea un problema real concreto, de
actualidad o tan importante que sigue siendo
actual, y menciona a los mateméticos, eco-
nomistas, ingenieros o especialistas en gene-
ral que estén trabajando con el citado pro-
blema anterior, y describe alguno de los resul-
tados o métodos utilizados para infentar su
resolucién. Algunos primeros planos tienen un
carécter de tipo histérico, pero con el mismo
planteamiento anterior, es decir describen un
problema real y su tratamiento por parte de
algin reconocido matemdtico o especialista.

Las lecturas sugeridas creo que estén muy
bien seleccionadas, aunque siempre en len-
gua inglesa, y con referencia siempre al
capitulo que acaba de finalizar.

Se ha realizado
dentro

del proyecto
«Consortium

for Mathematics

and
Its Aplications»
v lo ha dirigido
Solomon

Garfunkel. ..

Llama la atencién la cantidad de problemas propuestos al final
de cada capitulo, siempre entre cuarenta y cincuenta, la mayo-
ria de ellos con planteamientos reales, es decir, no simples ejer-
cicios de matemdticas puras, sino que son problemas reales con
un enunciado que se puede plantear en la vida real. La verdad
es que se pueden ir haciendo ordenadamente, nada més que
habiendo leido atentamente el capitulo, y muchos de ellos resul-
tan realmente curiosos. Ademés al final de cada capitulo se
enuncian de dos a cuatro Proyectos. Estos proyectos son verda-
deros trabajos de investigacién propuestos y se sugiere por
donde empezar la misma, recurriendo a algdn arficule o libro
del que se da la referencia.

La obra contiene muchas ilustraciones, con gréficos, mapas,
fotografias, cuadros, tablas, esquemas,... siempre en blanco y
negro, con excepcién de las ocho péginas a todo color que con-
tienen fotografias con formas fractales, y de otras ocho péaginas
que contienen fotografias de recubrimientos de Penrose y

. Escher.

El libro se divide en cinco partes, cada una de las cuales cons-
ta de diversos capitulos:
. Las ciencias de la Administracion
1. Redes Viarias.
2. De Visita por los Vértices.
3. la Planificacién y la Programacién de Horarios.

4. La programacién lineal.

Il. La Estadistica: la Ciencia de los Datos
5. Lla Produccién de los Datos.
6. La Descripcién de los Datos.
7. La Probabilidad: Las Mateméticas del Azar.

8. La Inferencia Estadistica.

lll. La Codificacién de la Informacién
9. Los nimeros de Identificacién y los Cédigos de Barras.

10. La Transmisién de la Informacion.

IV. la Eleccién Social y la Toma de Decisiones
11. La Eleccién Social: el Suefio Imposible.
12. Sistemas de votacién ponderados.
13. El reparto equitativo.
14. El reparto.
15. La Teoria de Juegos: Las Mateméticas de la
Competiciédn.
V. Acerca de la Forma y del Tamafio
16. Crecimiento y Forma
17. El Crecimiento Geométrico.
18. Las Distancias Inaccesibles.
19. El Reflejo del Universo.
20. Nuevas Geometrias.
21. La Simetria y los Disefios.

22. Los recubrimientos.
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Todos estos titulos son muy sugerentes y casi nada matemdticos,
su simple lectura nos pone de manifiesto la actualidad y utilidad
de lo que van a tratar. Todos los capitulos tienen una Fcil lectu-
ra y no necesitan conocimientos previos de matemdaticas del lec-
tor, lo que implica que su fratamiento no es riguroso desde el
punto de vista matemético pero, sin embargo, pueden llegar a
entretener al curioso lector avido de ciencia, ya que los proble-
mas y ejemplos en la mayoria de los casos son reales, y todo lo
que se dice en el libro conlleva detrés una amplia teoria mate-
mética a la que apenas se hace referencia.

Tan sélo un defecto desde mi punto de vista: es un libro muy
grande, excesivamente grande, son un fotal de 722 péginas de
lectura no frivial, mas 36 paginas con las soluciones a los ejer-
cicios impares de todos los capitulos, més 15 péginas de indi-
ces, mas 2 péginas de bibliografia en castellano recopilada por
los traductores. Esta excesiva extensién puede asustar a los lec-
tores no muy acostumbrados a leer matematicas.

En conclusién, creo que debemos felicitarnos por la aparicién de
obras de esfe tipo que intentan mejorar la deteriorada imagen
social de las matematicas, infentando que el lector se divierta y
disfrute, como dice nuestro compafiero Claudi Alsina en su libro
Contar bien para vivir mejor, «Las matemdticas fueron creadas
y siguen vivas para que personas como usted gocen de sus resul-
tados,....». Espero, sinceramente, que los lectores {aquellos que
se decidan a leerlo) disfruten de la lectura de esta magna obra,
¥, posteriormente, sigan pensando y disfrutando con las mate-
mdticas, a la hora de resolver o, simplemente, intentar resolver
algdn problema real con fratamiento matemético.

Maria Carmen Escribano

EL NUMERO DE ORO

Mariano J. Dominguez Muro

Col. 2 puntos.

Cuadernos para el Aula de Matematicas
Proyecto Sur de Ediciones

Granada, 1999

ISBN: 84-8254-93G-7

72 paginas

Proyecto Sur nos obsequia con una nueva serie
de su coleccién «2 puntos. Cuadernos para el
aula de Matemdticas». A los titulos ya conocidos sobre calcula-
doras, mosaicos, mateméticas para el consumo... vienen a
sumarse cuatro nuevos: Matemdticas con Cabri I, de José A.
Mora; Geomeiria dindmica con papel, de M.° Jests Casado, Las
Matemdticas del Cuerpo Humano, de Luis Cachafeiro; y el que
vamos a comentar brevemente, £/ Numero de Oro, de Mariano
Dominguez.

Constituye una magnifica unidad didactica
pensada para un Taller de Matemdticas en
4.° de secundaria obligatoria. El autor,
segln sefiala en la presentacién, la ha expe-
rimentado desde el curso 199394 con
alumnos de 2.° de BUP en una EATP y la ha
ido puliendo a lo largo de los afios. Es algo
que salta a la vista a través de su lectura, es
un material hecho en y desde el aula. Las
actividades propuestas son plenamente apli-
cables en las edades para las que se ha pro-
yectado,

La primera parte es lo que podriamos llamar
el cuaderno del alumno. A través de indica-
ciones precisas se van planteando activida-
des muy variadas que permiten adquirir una
gama muy amplia de conceptos matemdti-
cos. La enunciacién del indice es sumamen-
te ilustrativa a este respecto:

@

El nimero de oro.

De las sucesiones de Fibonacci al nimero

de oro.

El rectangulo dureo.

El nomero éureo en el mundo griego
(extrema y media razén).

Espirales relacionadas con el rectangulo
Gureo.

El pentagono regular y la proporcién Gurea.

Las proporciones de oro en el arte.
® Del rectdngulo dureo al icosaedro.

En la segunda parte, dirigida a los profeso-
res, se dan unas breves indicaciones meto-
dolégicas, ast como una guia de utilizacién
del material. En muchos trabajos de ese tipo
se abusa en grado sumo de la terminologia
«reformista» (valga la expresién) y se nos
cuenta una y ofra vez la «teoria» del DCB,
Es de agradecer que, en este caso, el autor
no haya cometido estos desmanes y se haya
limitado a enunciar las intenciones que tie-
nen las actividades propuestas a los alum-
nos, asi como algunas claves que hagan
més eficaz su utilizacién.

Es preciso sefialar los buenos dibujos y exce-
lentes reproducciones de obras tanto de pin-
fura como arquitectdnicas que hacen que la
obra tenga una presentacién clara y muy
sugestiva para los alumnos.

Emilio Palacian



X Olimpiada Matematica
Nacional, IX JAEM...

OLIMPIADA Matematica Nacional

La recientemente constituida Sociedad Castellano-Manchega
de Profesores de Matematicas recibi®, al comienzo del
curso 1998-99, por parte de la Federacion Espafiola de
Sociedades de Profesores de Matemdticas, el encargo, la
responsabilidad y el honor de organizar la X edicién de la
Olimpiada Matemdtica dirigida a chicos y chicas de 13-14
afnos (2.° de ESO).

La Olimpiada Matemaitica de Albacete, también ha cumpli-
do en este afio de 1999 sus diez afios. Comenzamos sin
saberlo el mismo afo en que la Federacién convocd en
Pamplona la 1.* Olimpiada Matemdtica Nacional a la que
fuimos invitados. Desde entonces hemos participado con
entusiasmo en todas las ediciones, de modo que nos
vimos de algiin modo obligados moralmente a dar por
esta vez el paso de organizar la fase nacional en Albacete.
La buena experiencia que habiamos acumulado nos hizo
pensar que podiamos optar con cierta solvencia a la orga-
nizacién de la Olimpiada Nacional.

La Comisién Organizadora comenzd sus tareas de planifi-
cacién en septiembre de 1998, dirigiendo sus primeros
pasos hacia la Diputacién Provincial de Albacete, (habitual
patrocinador de nuestra Olimpiada provincial) para saber
si podiamos contar con su apoyo econdémico. Tras los tra-
mites normales de paso del proyecto por Comisién y
Pleno, se nos contestd afirmativamente, lo que permitié a
la Comisién dedicar sus esfuerzos a los aspectos técnicos
y organizativos. Desde aqui, expresamos nuestra mas sin-
cera v profunda muestra de gratitud y reconocimiento a la
mencionada institucidén, sin cuyo apoyo dificilmente
hubiéramos podido conseguir los fondos precisos y el
necesario apoyo institucional para organizar dignamente la
Olimpiada.




e Situar en la primera tarde, apenas a
las dos horas de la llegada, una
actividad de matemadtica lidica y re-
creativa con el doble propésito de
que conozcan la existencia de estas
matemadticas y de que sirva como
factor de dindmica del grupo para ir
rompiendo el hielo y que se vayan
conociendo.

e Cuidar las condiciones de lugar y
tiempo en que se habrian de desa-
rrollar las pruebas. Elegimos para la
prueba individual un aula del cam-
pus de la Universidad en Albacete y
para la prueba por equipos algunas
salas del prestigioso Museo Arqueo-
logico. El museo estd ubicado en
un céntrico y amplio parque de la
ciudad en donde se encuentran dos

Participantes en la X Olimpiada

Participantes

En representacion de las comunidades auténomas que
celebran Olimpiadas matemdticas asistieron a esta X edi-
cion 45 participantes (27 chicos y 18 chicas). Su compor-
tamiento fue excelente en todo momento como sin duda
esperdbamos de las capacidades de estos matemiticos.

Programa

Los participantes y coordinadores autonémicos fueron lle-
gando al hotel situado en el campus de la Universidad de
Castilla-La Mancha durante la mafana y primeras horas de
la tarde del dia 25 de junio. El alojamiento de los chicos y
chicas en habitaciones dobles (para facilitar la convivencia
y conocimiento de diferentes ideosincrasias se fueron
mezclando para que en cada habitacién hubiera chicos de
dos comunidades auténomas) y de los profesores en habi-
taciones individuales nos parecié desde el principio una
idea irrenunciable para dar un paso hacia unas condicio-
nes minimamente dignas de la Olimpiada.

Para elaborar el programa de la Olimpiada tuvimos en
cuenta al menos los siguientes criterios:

*  Reducir la duracién de la Olimpiada que en ediciones
anteriores nos parecia excesiva. Queds fijada en cinco
dias contando el de llegada y despedida.

e Evitar muliitud de recepciones oficiales y horas de
autobts. En este sentido s6lo nos visitd en el hotel el
Director Provincial, el primer dia y en el dltimo dia
tuvimos el Acto de Clausura y Entrega de Premios en
la Diputacién.

templetes que fueron tomados para
dos de las pruebas; la tercera se
propuso sobre un mosaico romano
que se halla en el interior del pro-
pio museo. En cuanto al tiempo y
porque creemos que este no debe
ser un factor discriminatorio a la
hora de manifestar las capacidades

i

Excursién
a Cuenca




RESULTADOS
X OLIMPIADA MATEMATICA NACIONAL

INDIVIDUAL
e Joaquin Derrac Rus (Andalucia).
* Vicente Tomés Giner Gonzdlez (C. Valenciana).

° M.@ Angeles Nofiez Sarrién (Castilla-la Mancha).

1. PRUEBA POR EQUIPOS

Primer puesto

Expectu.(,:lon Equipo n.® 2
- ) i en la sesion de
matemiticas, tuvimos buen cuidado matemdtica recreativa e lydia Flores Martos {Andalucia).
de que fuera mis que suficiente en , .
q q . e Ismael Laguia Moreno (Castilla-La Mancha).

los dos casos.
e Escoléstica Gallardo Diaz (Extremadura).
e Mostrar sin cansar, algunas de las
riquezas culturales y de las bellezas * Miguel A. Llorente Carmona (Murcia).
de nuestra tierra. Para ello elegimos e Victor Gonzélez Alonso (Castilla-Leén)
la excursiébn a Cuenca, declarada
recientemente patrimonio de la Segundo puesto
humanidad y la excursién deportiva
y de aire libre a un lugar especial- e Serafin Ruiz Cabello {Andalucia).
mente dotado en bellezas naturales o

como es Alcala del Jacar.

Equipo n.® 5

Daniel Iglesias Sénchez (Asturias).
e Celia Arconada Lépez (Cantabria).
e Por ultimo, conseguir lugares . de
ocio para los chicos y chicas, cerca
del hotel. En este sentido pudimos ° Amaia Millor Muruzébal (Navarra).

o Bernat Pelach Saget (Catalufia).

utilizar las piscinas municipales al
mediodia y las instalaciones que ha

habilitado el Ayuntamiento para las CONCURSO FOTOGRAFIA MATEMATICA
noches con todo tipo de activida-
des: deportes, juegos de mesa,
observacion astronémica, ...

Primer puesto
Equipo n.° 7
° M.@ Angeles Nofiez Sarrién (Castilla-la Mancha).

Pruebas e Diego Merino Ojeda (Aragén}.
Como Sociedad oreanizadora de la X e Andrea Quintanilla Cavia (Cantabria).
t=l
Olimpiada y suponemos que al igual que ® Daniel Rodrigo Lépez (Catalufia).
otros han hecho antes, quisimos dejar e Vicente Tomds Giner Gonzdlez (C. Valencianal.
claro en la propia seleccién de las prue-
bas cuales eran nuestros conceptos, prin- Segundo puesto
cipios y, si se quiere, filosoffa de los pro- Equipo n.° 5
blemas matematicos y de la matematica o Serafin Ruiz Cabello {Andalucial.

en general. Entendemos por problema
matemdtico a toda situacion que implica
un objetivo o propésito que hay que o Celia Arconada Lépez (Cantabria).
conseguir, que hay obsticulos para e Bernat Pelach Saget (Catalua).

alcanzar ese proposito y requiere delibe-
racioén, ya que quien lo afronta no cono-

e Daniel Iglesias Sanchez (Asturias).

e Amaia Millor Muruzébal (Navarra).




ce ninguna regla para resolverlo. La situacién requiere téc-
nicas matemdticas para su resolucién y debe ser aceptado
como problema por alguien antes de ser llamado problema.
Como decfa una de las chicas en la final de una de nues-
tras Olimpiadas: «Me gustan estos problemas, porque al
principio parece que no vas a poder resolverlo, que no tie-
nes nada para empezar, pero luego vas encontrando ideas
y acabas por hallar soluciones.. Justamente esto fue muy
bien expresado por el famoso pedagogo Jhon Dewey:

Los limites de toda unidad de pensamiento son: al comienzo una
siftuacién de perplejidad, malestar o confusion y al final, una
situacién clarificada, unificada, resuelta.

Prueba Individual formada por 3 problemas (nos parece
que en unas tres horas no se pueden hacer mis genuinos
y auténticos problemas matematicos). Se trata de proble-
mas de cardcter abiertor que pueden tener mds de una
solucién, que permiten extensiones y generalizacion ¥y que
favorecen el uso de estrategias diversas de resolucion
Problemas asequibles a todos en un principio pero que
permiten desafios para los mas dotados. Problemas en los
que se pueda particularizar, escribir variantes y se trate de
generalizar,

Prueba por Equipos y sobre la realidad. Traté de la aplica-
cién de las Matematicas a la realidad (templetes del par-
que y mosaico romano del Museo). Los equipos estuvie-
ron formados por cinco participantes cada uno, con el cri-
terio de que en un mismo equipo no hubiera dos chicos
o chicas de la misma Comunidad. Se trataba de propiciar
la necesidad de la cooperacion para buscar soluciones a
problemas que pueden plantearse en la vida real.

Fotografia matemdtica. El objetivo es
ddentificar» las Matemdticas que se
hallan presentes en la realidad tanto en

edificios como en la propia naturaleza.
Para llevarla a cabo se formaron los mis-
mos equipos de la prueba anterior y se
les entregd una cidmara de las de tipo
desechable para que realizaran fotografi-
as a las que posteriormente pondrian un
titulo matemdtico. Los equipos premia-
dos fueron aquellos que presentaron titu-
los matemdticos de mejor calidad en fun-
cién de las fotografias que seleccionadas.
Los propios participantes se convirtieron
en jurado, votando por cualquiera de los
equipos excepto por el suyo. Las foto-
graffas colocadas en paneles fueron pre-
sentadas en una exposicion de modo
que el publico pueda apreciar la presen-
cia abundante de las matematicas en la
realidad que nos circunda.

Exposiciones

Como complemento de la Olimpiada, la
Comision organizadora concibi6 la idea
de ofrecer a todos los participantes y al
publico en general, la posibilidad de



contemplar algunas exposiciones de
cardcter matematico. A tal efecto, y en la
Sala de Exposiciones del antiguo Ayun-
tamiento de Albacete, se pudieron con-
templar entre los dias 18 a 30 de junio
las siguientes exposiciones:

e Medidas tradicionales de la Socie-
dad «Ventura Reyes Prosper» de Ex-
tremadura.

o Filatelia Matemdtica y Fotografia
Matemadtica de la Sociedad Enma
Castelnouvor de Madrid.

e Mosaicos. Facilitada por Rafael
Pérez Gomez de Granada.

e  Geometria mudéjar en Aragdn que
nos fue enviada por Florencio
Villarroya de la Sociedad Aragonesa
«Pedro S. Ciruelo»,

Los participantes efectuaron una visita a
las exposiciones durante la tarde del dia
26, mostrindose sorprendidos en
muchas ocasiones ante esas expresiones

de las Matematicas que ignoraban,

Mis informacion de las pruebas y de
todos los aspectos de la Olimpiada se
pueden encontrar en la pigina Web de
la Sociedad Castellano-Manchega de
Profesores de Matemadticas que es la
siguiente:

www.info-AB.uclm.es/~mates

Premios

Consideramos que esta X edicion de la
Olimpiada matemdtica ha sido bien
generosa en premios. Todos los parti-
cipantes tuvieron un diploma de parti-
cipacién, un polo, una bolsa de viaje y
una mochila escolar. Los primeros cla-
sificados en las pruebas individuales,
por equipos y de fotografia matemati-
ca fueron obsequiados ademds con
lotes de libros, calculadoras grificas y
cientificas.

La valoracién de las diferentes pruebas
fue realizada por equipos de dos o tres
profesores para cada una de ellas. Que-
remos y debemos resaltar aqui la apor-
tacién de los coordinadores autondmi-
cos que en todo momento estuvieron a
la disposicion de la Comisién Orga-

X OLIMPIADA
Comisién Organizadora
Juan Carlos Cortés
Ramén Cuenca Cuenca
Bernardino del Campo
Serapio Garcia Cuesta
Juan Emilio Garcia Jiménez
Jess Garcia Segovia

Santiago Turégano Moratalla

nizadora para colaborar en la evaluacién de las diferentes
pruebas.

La entrega de premios tuvo lugar en el Salén de Actos de
la Diputacién Provincial de Albacete. Intervinieron por
parte de la Comisién Organizadora Serapio y Juan Emilio,
dos de los participantes, Emilio Palacidn en nombre de la
Federacién y Manuela Parra (Diputada de Cultura) en
nombre de la Diputacién que clausuré el Acto.

Prensa

Dado que uno de los principales objetivos de estas
Olimpiadas es el de popularizar las Matemiticas, se ha
tenido especial cuidado en convocar a los diferentes
medios de comunicacion a los diferentes actos de esta X
Olimpiada. El diario Za Tribuna que difunde desde hace
afios las olimpiadas matematicas de Albacete, ha recogido
a diario mis de una pagina de informacién, Ademis han
‘contribuido a la difusién los siguientes medios: Television
espafiola en su programa regional, TV de Albacete, Canal
6, cadena SER y otras radios locales.

Epilogo

Como ya sefialdbamos en el triptico que convocaba a
todos a participar en esta X Olimpiada Matemitica de la
FESPM, para nosotros con ser importantes las Matematicas,
lo son mds los chicos y chicas con los que convivimos en
nuestras clases y en nuestra apasionante labor de impulsar
la resolucién de problemas matemdticos por la via de las
olimpiadas. Creemos que esta verdadera razén de ser de
nuestra accidn, ha quedado bien expresada en los cinco
intensos dias de junio que hemos vivido.

Estas Olimpiadas tratan de popularizar las matemdticas y
de impulsar su estudio entre nuestros adolescentes. D.
Pedro Puig Adam, expresaba en 1957 algo que salvando
las distancias, ahora queremos hacer nuestro: Pensemos
que de nuestra tarea puede resultar la felicidad de miles
de nifios para quienes el estudio matemitico puede ser un
suplicio. Bien merece nuestro esfuerzo la esperanza de su
liberaciéns. Para los participantes en la X Olimpiada, el
estudio de las matemdticas es un gozo intelectual.
Nosotros simplemente esperamos que su participacion en
la Olimpiada haya aumentado el interés por su estudio, la
convivencia entre iguales y que una parte de la sociedad
comprenda el placer que se deriva de dedicar parte del
tiempo a las Matemdticas.

Para los miembros de la Comisién Organizadora, la expe-
riencia ha sido intensa y apasionante. Esperamos haber
merecido la confianza que la FESPM nos otorgd.

Juan Emilio Garcia Jiménez

Vicepresidente de la S.C.M.P.M.
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Paralelas en tres dimensiones o

Los ndmeros no fueron
inventados por el hombre

180° de sabor

La méaquina de hacer angulos

Raiz cuadrada




IX Jornadas para

el Aprendizaje

y la Ensefianza de

las Matematicas (IX JAEM)

Se celebraron en Lugo los dias 9, 10y 11
de septiembre de 1999, organizadas por
la seccion de Matematicas de ENCIGA.

Matemdticas, emocioén y calor. Aunque
suene raro, si hubiese que elegir tres
palabras para resumir estas Jornadas yo
me quedaria con estas.

Matemdaticas

Durante tres dias mds de 850 profesores
y profesoras de Matemiticas de todos
los puntos de Espafia y de Europa y
América convirtieron a la pequefia ciu-
dad de Lugo en la capital europea de las
Matemadticas.

Y no sélo lo notaron los hoteles y los
restaurantes. Los habitantes de la ciudad
tuvieron la ocasién de acercarse a las
Matemidticas mediante las exposiciones
montadas en el Museo Provincial sobre
«WMatematicos Gallegos», «Midiendo y cal-
culando en la Historia» y «Escher y figu-
ras imposibles», pero sobre todo como
muy bien reflejaba el diario El Progreso
en su edicion del dia 10 de septiembre,
«n montén de crios lucenses y también
bastantes adultos dejaron ayer en ridi-
culo la idea de que las matemdticas son
odiosas». Porque las actividades mate-
miticas no se quedaron encerradas en
las funcionales aulas de la facultad de
Veterinaria, sino que también salieron a
la calle de la mano de Manuel Pazos
(Coque), José Mufioz, José Antonio
Hans y muchos otros. Muchos j6venes y
no tan joévenes pudieron disfrutar en la
Plaza Maior de algunos de los aspectos
mds atractivos y lddicos de las Mate-
madticas.

Mientras tanto, en un mis que apretado
programa que iba de 9 de la mafiana a
9 de la noche, dentro de la facultad, sin
tregua para los asistentes que apenas
tenfan tiempo para saludar a amigos y
conocidos, se sucedian conferencias,
ponencias, comunicaciones, exposicio-

nes, talleres, paneles... de las diez mesas temidticas en las
que se estructuraron las Jornadas. Mis de 150 actividades
en total. Las JAEM de Lugo continuaban con su vocacion
de batir récords.

El primer reto matemdtico para cualquier asistente era
disefiar un buen mapa topolégico, espacio-temporal, para
no perderse ninguna actividad que le interesase. Pronto
uno descubria que ese era un problema sin solucion.
Habia hasta siete actividades simultdneas. Y al estrés de
tener que ir corriendo de un sitio a otro se sumaba la
angustia de perderse una ponencia o una comunicacion
que prometia ser interesante.

Hubo de todo, como en botica, y pricticamente ningin
campo relacionado con la ensefianza de las Matemadticas
se quedd fuera de alguna de las 10 mesas temadticas:

1. Tecnologias en la ensefianza de la Matemdtica. Calcu-
ladoras graficas y ordenadores.

2. La enseflanza de la Estadistica. Un reto pendiente.
Talleres y optativas de Matematicas.

4. Matemadticas en la vida real y en relacién con otras
materias escolares.

Del pensamiento aritmético al pensamiento algebraico.

6. Bases del aprendizaje de las Matemdticas en la edu-
cacién infantil y primaria.

7. Ensefianza de las Matematicas en la Universidad.
8. Formacion del profesorado de Matematicas.

9. Las Matemiticas en la ESO y en el Bachillerato.

10. Matemadtica recreativa.

(e

Los asistentes en la inauguracién de las JAEM




La mesa 1, por lo amplio de la temitica se dividié en dos;
una sobre Calculadoras y Ordenadores y otra sobre Inter-
net y Multimedia. Fue sin duda una mesa activa ya que
se presentaron en ella 7 ponencias y 37 comunicaciones.
Decididamente, la utilizacién de nuevos recursos tecno-
légicos en la ensefianza de las Matemdticas sigue siendo
un potente foco de inquietud y actividad para muchos
profesores.

La mesa 2, centrada en la ensefianza de la Estadistica pre-
sentd 3 ponencias y 5 comunicaciones.

La mesa 3, sobre el tema de los talleres y las optativas de
matemdticas contd con 3 ponencias y 6 comunicaciones.

La cuatro, Matemadticas en la vida real y en relacién con
otras materias escolares, nos deleitdé con dos excelentes
ponencias y 9 interesantes comunicaciones sobre la pre-
sencia de las Matemadticas en al vida real.

La mesa 5, Del pensamiento aritmético al pensamiento
algebraico, present6 dos ponencias y 5 comunicaciones.

La sexta, estaba centrada en uno de los niveles Infantil y
Primaria, cuya presencia en otras JAEM habia estado por
debajo de lo esperado, a pesar de su importancia en la
educacion matemdtica. En esta ocasién la cantidad y cali-
dad de los trabajos presentados han supuesto una convin-
cente invitacion a los profesores y profesoras de estos nive-
les a incorporarse en futuras ediciones. Dos ponencias y 17
comunicaciones y talleres suministraron a los asistentes un
buen ntimero de ideas y actividades para llevar al aula.

La enseflanza de las Matemiticas en la Universidad ocupé
también un lugar de privilegio en estas JAEM y centr6 las
intervenciones de la mesa 7, con dos ponencias de dos
universidades ubicadas en los extremos del mapa del
Estado, Santiago y La Laguna, y hasta 15 comunicaciones.

La formacion del profesorado era un tema latente en todas
las Jornadas pero tuvo un tratamiento especifico en la
mesa 8, con dos ponencias y cinco comunicaciones, una
de ellas de reflexion sobre el papel de las Sociedades en
este campo.

Si las reflexiones teéricas sobre la ensefianza de las Mate-
maticas atraen a muchos profesores, otros muchos busca-
ron en estas Jornadas ejemplificaciones y materiales nue-
vos para llevar al aula en la ESO y el Bachillerato. Buena
prueba de ello es la importante participacién del profeso-
rado en la mesa 9, en la que ademds de las dos ponencias
se presentaron hasta 30 comunicaciones y talleres sobre
los temas mas diversos.

Ensefiar deleitando, aprender disfrutando y divirtiéndose.
No podia faltar una mesa sobre Matematicas Recreativas y
la importancia del aspecto lidico de la actividad matema-
tica en la escuela. Su presencia quedd plasmada en tres
ponencias y siete comunicaciones vy talleres que hicieron
las delicias de los que pudieron asistir a ellos.

IX JAEM
Comité Organizador
Manuel Diaz Regueiro
(Coordinacién)

M.9 Jestis Navarro Otero
(Secretaria)
Manuel Alonso Mougén
Inés Ben Gonzélez
Luis Cachafeiro Chamosa
Antonio Castro Castro
Xosé Fraga Vila
Luis Garcia Fernandez
Angeles Garcia Losada
Luciano Gonzdlez Fernéndez
Antonio Labrafia Barrero
Ricardo Lamela Casiro
Manuel Lamelo Iglesias
Xosé Méndez Seijas
Manuel Pazos Crespo
José Manuel Pichel Cosme
Miguel Rodriguez Gonzélez
Marcelino Sampayo Ruiz
Andrés Véazquez Garcia

M. Teresa Yéiiez Pérez

IX JAEM
Comité de Programas
Carmen Azcérate Giménez
Luis Balbuena Castellano
Luis Cachafeiro. Chamosa
Manuel Diaz Regueiro
M.¢ Dolores Eraso Erro

Carmen da Veiga Ferndndez

Ademas de las mesas temdticas hubo,
por supuesto conferencias, que en esta
edicién gravitaron sobre el uso de las
calculadoras y la importancia de la
visualizacién en las Matemadticas, a
cargo de Antonio Quesada, J.R. Viz-
manos y Bert Waits,

Las exposiciones, ademis de las del
Museo Provincial, bien merecieron per-
derse alguna comunicacién o alguna
conferencia. Una excelente exposicién
de fotografia matemadtica nos revelaba
un hecho incuestionable, de una forma,
nunca mejor dicho, «evidente»: que
matemadticas y belleza pueden y deben
ir de la mano.

Estaba acompafiada de otra que llamaba
poderosamente la atencion tanto por el
contenido como por los autores: una
exposicion de figuras imposibles reali-
zadas por alumnos de un colegio de pri-
maria. Impactante y entrafiable.

Hubo también una exposicién-concurso
de software matematico, que por las
imposiciones de las tecnologias pasé un
poco desapercibida para muchos asis-
tentes.

Y no me he olvidado de los actos cen-
trales, los actos de apertura y clausura
con asistencia del Alcalde de Lugo vy
representaciones de la Conselleria de
Educacién de la Xunta y de la Dipu-
tacion Provincial.

Y de las conferencias plenarias, a cargo
de Rafael Pérez, Emma Castelnuovo,
André Antibi y Claudi Alsina; pero, aun-
que por supuesto trataron de Mate-
mdticas, entran en el capftulo de la ter-
cera palabra resumen del principio:
Emocion.

Emocién

Los cerca de mil profesores de Mate-
maticas que se dieron cita en Lugo ade-
lantaron unos dias su principio del cus-
so. Muchos salieron de la ciudad amu-
rallada con el tiempo justo para incor-
porarse a sus clases el lunes siguiente.

Fueron allf a hacer acopio de ideas y
materiales para mejorar su prictica do-
cente, pero se encontraron con mucho



Inauguracién de las exposiciones en el Museo de Lugo

mdés. Para todos los asistentes las IX
JAEM significaron una inyeccién de emo-
tividad, de entusiasmo y de optimismo
vital en la dura tarea de enfrentarse al
reto de enseflar mejor las Matematicas.

Las JAEM iban a depararnos muchas
sorpresas en este sentido. La primera, y
ide qué maneral, fue la conferencia
inaugural de Rafael Pérez, Matemditicas
y tercera cultura». El profesor de la
Universidad de Granada nos brind6, en
formato telediario, un fantistico mosai-
co visual (que esta vez no era nazari)
sobre la presencia de las Matemdticas en
los dambitos mds insospechados de la
cultura tecnolbgica en la que estamos
inmersos. Un telediario imaginario y
real al mismo tiempo, un noticiario
complejo, con noticias del mundo de la
cultura, del consumo, del deporte, del
arte y hasta de la politica, vistas desde el
prisma de las matemdticas. Con gran
despliegue de medios tecnoldgicos no
le faltaron ni siquiera las conexiones en
directo con el Senado y el Congreso.

«La fantasia sirve para las Matematicas y
para la vida». Este era el titular de pri-
mera pégina del Progreso de Lugo del
dia 11 de septiembre, recogiendo una
frase de la cautivadora conferencia de
Emma Castelnuovo. la legendaria pro-
fesora italiana, octogenaria pero con
una vitalidad que impresiond a todos
los asistentes, ofrecié en su conferencia

una panordmica de los cambios que la ensefianza de las
Matemadticas ha sufrido a lo largo de la historia, destacan-
do cémo en casi todas las épocas se habifa utilizado esta
materia como elemento clasista y de formacién de elites.

Con el entusiasmo que la caracteriza, no se limitd a hablar
del pasado sino que emplazd a todos los asistentes a un
compromiso de futuro: hacer de las matematicas un ins-
trumento democratizador para afirmar la igualdad de las
personas en un mundo sin fronteras.

La carga emotiva del Auditorio de la Facultad de Veteri-
naria alcanzé unos niveles pocas veces vistos en un con-
greso de Matemadticas, los asistentes puestos en pie pro-
rrumpieron en un interminable aplauso y en muchos ojos
asomaba alguna ldgrima de emocién. Las baterias del
entusiasmo, imprescindibles para enfrentarse a un nuevo
curso, de todos los asistentes se habian recargado casi al
completo.

Lo poco que faltaba para la recarga total nos lo propor-
ciond Claudi Alsina en la conferencia de clausura, Entre
la realidad y la utopia... nosotros los de Mates.

El profesor Alsina, nos emplazd a formular y a reivindicar
como docentes y como matemiticos doce utopias, tres
ante la sociedad, tres ante el profesorado, tres ante los
estudiantes y tres ante nosotros mismos. Lo que en un
principio parecia un suefio, una utopia, un programa
midximo inalcanzable, se convirtid, guiados por la elo-
cuente puesta en escena de Claudi, en un programa mini-
mo, de consecucién inmediata por el que todos los asis-
tentes estarfan dispuestos a luchar desde la semana

siguiente. Su mensaje final calé muy hondo en el espiritu

Emma Castelnuovo tan brillante como siempre



de todos los supervivientes a tres dias tan intensos: el futu-
ro de la ensefanza de las Matematicas no estd en las
manos de ningtn ministerio ni de ninguna administracion.
Ese futuro estd en nuestras manos. La utopia se nos apa-
recié a todos como una realidad a la vuelta de la esquina.

Calor

El calor persigue a las JAEM. Si en las anteriores celebra-
das en el 97 en Salamanca sufrimos unas temperaturas
asfixiantes, en esta edicién en Lugo hemos batido otro
récord; los dias de mas calor de todo el verano fueron el
9 v el 10 de septiembre.

Aunque yo queria referirme a otro tipo de calor: el calor
humano que impregné todas las JAEM.

El calor del reencuentro con viejos amigos a los que hacia
tanto tiempo que no veiamos. El calor de las nuevas amis-
tades generadas en estos tres dias de intensa convivencia.
El calor de las citas para mds tarde, de los intercambios de
direcciones y teléfonos, de las promesas de intercambio de
materiales...

El calor, y este si que alcanzd temperaturas extremas,
puesto por las personas de la organizacién desde el coor-
dinador general hasta las eficaces y entusiastas estudiantes
de relaciones publicas, que nos brindaron una acogida y
una estancia inolvidables.

El calor de una macro-cena con mis de 600 matemdticos
charlando de matematicas, de lo divino y de lo humano y
disfrutando de la excelente cocina gallega y de una inol-
vidable visita a Santiago.

Antonio Miguel Esteban recibiendo el | Premio Gonzalo Sénchez Vézquez. jFelicidades!

Antonio Miguel Esteban

El calor del reconocimiento publico de
nuestra profesion personificado en el
profesor extremefio Antonio Miguel
Esteban, primer Premio a los Valores
Humanos «Gonzalo Sinchez Vizquez»
recientemente instaurado por la FESPM.

Después de tres dias tan intensos, desde
todos los puntos de vista, casi exhaustos
pero con una brillo especial en los ojos
mezcla de pena por que las JAEM ya
han terminado, de entusiasmo, de opti-
mismo y confianza en el futuro de la
educacién matematica, cuando llegamos
a nuestros puntos de origen descubri-
mos en nuestros aumentados equipajes
un fabuloso libro de Actas acompafiado
de un CD-ROM, que no soélo contienen
todas las intervenciones de estas JAEM
sino de las dos dltimas de Madrid y
Salamanca, mds las fotos del concurso
de fotografia, los programas del concur-
so de software...

En fin, algo que va a mantener en nues-
tra mente estas JAEM vivas durante
mucho tiempo. Ahora, con este material
en nuestras manos y el tiempo suficien-
te para mirarlo detenidamente caemos
en la cuenta de la cantidad de esfuerzos,
desvelos, horas de su tiempo libre,
horas de no estar con la familia... que
han invertido todas y cada una de las
personas que han hecho posible la rea-
lizacion de estas JAEM.

A todas ellas muchas, muchas gracias. Y
jhasta las proximas en Zaragozal

Antonio Pérez Sanz



Las matemdticas estuvieron
en las calles de Lugo

durante las JAEM




Diversidad Cultural

en Educacion Matemdatica

Un afio mds la International Commission for the Study and
Improvement of Mathematics Education (CIEAEM) ha cele-
brado un encuentro para intercambiar diversas experien-
cias e investigaciones en el aprendizaje y la ensenanza de
las matematicas.

El University College of Chichester (Inglaterra) ha sido
el magnifico anfitrién de este evento del 21 al 26 de
julio de 1999.

En esta ocasién, los grupos de trabajo, los talleres, las
ponencias, comunicaciones y experiencias han girado en
torno a la Diversidad Cultural en la Educacién Matemadtica.
Los 28 paises representados y las mids de 28 lenguas habla-
das dan una idea de la propia diversidad cultural entre los
asistentes al congreso y la gran variedad de lineas de
investigacién explicitadas.

La primera de las 4 plenarias fue brillantemente conduci-
da por el profesor Kenneth Ruthven de la Universidad de
Cambridge bajo el titulo de «Knots, Ties and Double-binds:
Untagling the Cultures of Mathematics». Partiendo del
fenémeno creciente de globalizacién de la Educacién Ma-
temdtica, Ruthven apuntd algunos peligros de las creen-
cias bajo las cuales la Educacién Matemdtica es un mero
dominio técnico de aprendizaje. Ante esta perspectiva, y
atendiendo a sus palabras, no queda lugar para la com-
plejidad del contexto cultural y las situaciones de ense-
fanza-aprendizaje se ven reducidas a diferentes tipos de
dicotomias. Es necesario superar, en parte, las dicotomias
a través de una aproximacién integradora que incluya lo
intra-individual junto con lo inter-individual en el estudio
de los fendémenos de aula.

Ante la reduccién de la dimensién socio-cultural a un
mero obsticulo en la adquisicion de las ideas matemdticas,
cabe preguntarse por las caracteristicas que requerird una
«contra-cultura» que consiga superar la presunta dicotomia
entre el enfoque tecnolégico y el enfoque socio-cultural.
En esta linea, Marilyn Frankenstein (EEUU), Gelsa Knijnik
(Brasi) y Christine Keitel (Alemania) iniciaron los dias
siguientes sus respectivas plenarias. La introduccién del
elemento politico y los criterios de competicién econémi-
ca que reinan en nuestras sociedades, preocupadas por
asegurar la correlacién entre la inversion en instrucciéon
escolar y un determinado crecimiento econémico, fue un
invariante en las tres conferencias. Desde sus distintos
estudios, las tres profesoras pusieron el énfasis en la fuer-
te influencia que decisiones basadas en argumentos politi-
cos y en las relaciones de poder actuales tienen para la
Educacién Matemaitica.

Tras las sugerentes plenarias, el dia continuaba con traba-
jo en grupos. La distribucién se hizo a través de 5 subte-
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(CIEAEM)
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¥ la enserianza de
las matemadticas.

mas vertebradores con la intencién de
profundizar en diferentes aspectos del
tema general:

e Looking back, moving forward.
(Mirar hacia atrds para ir hacia
delante, en relacion con el papel de
las nuevas tecnologias).

e Effective co-operation between mat-
bematicians, mathematics educa-
tors and users of mathematics.
(Cooperacion efectiva entre mate-
madticos, educadores matematicos y
usuarios de las matemdticas, en
relacién con la creacién de una cul-
tura que incluya a todos ellos).

e Coping with diversity of student/
pupil interests, abilities, aptitudes
and background. (Tratar con la
diversidad de intereses, habilida-
des, aptitudes y bagajes de los
alumnos, en relacién con la reali-
dad del aula y su complejidad).

e Mathematics cultures across diffe-
rent sectors of education. (Las cultu-
ras matematicas a través de los dife-
rentes sectores de la educacién,‘ en
relaciéon con la administracién, la
institucién educativa, universitaria o
no, el aula, v la empresa, entre
otros).

e Beliefs and practices in mathematics
and  mathematics
(Creencias y practicas en mateméti-

education.

cas y en educaciébn matemdtica, en
relacidén con la naturaleza diferente
de estas dos dreas de conocimiento).

No podemos dejar de comentar, aunque
muy brevemente, la sesién especial
«Transitions Between Different Contexts
of Mathematical Practice» conducida por
Guida de Abreu (Inglaterra), Alan
J.Bishop (Australia) y Norma Presmeg
(EEUU). Tuvimos la oportunidad de
asistir a la exposicion de diversos pro-
yectos con la aportacion de interesantes
datos empiricos capaces de ilustrar algu-
nos procesos de transicién. Los coordi-
nadores enmarcaron esta sesion espe-
cial en un proyecto global mucho mis
amplio con el objetivo de indagar la
gran variedad de procesos dindmicos y
paralelos de transicion vividos por el



alumno. En general, podemos hablar
del paso de una cultura a otra cultura
significativamente diferente para el
alumno como de un proceso continua-
do de adquisicion de nuevas normas.
En este proceso, el conflicto cultural se
manifiesta de multiples formas y el
alumno no siempre consigue los recur-
SOs para dransitar con é€xito.

Hubo otras sesiones especiales y otras
comunicaciones que despertaron inte-
rés, pero no debemos extendernos
excesivamente. Con lo expuesto hasta
ahora podemos asumir la calidad de las
participaciones. Sin duda, es de agrade-
cer que se estén llevando a cabo estu-
dios de gran seriedad respecto a las
influencias socio-culturales sobre el
aprendizaje de las matemdticas. La aten-
cién a la diversidad en el aula de mate-
maticas parece estar de moda, del
mismo modo que lo estdn la multicul-
turalidad y los curriculos «espetuososs.
Las modas son, en principio, buenas
aliadas porque enfocan el interés, pero
en una segunda fase pueden servir
para trivializar asuntos importantes o,
contrariamente, para impulsar su estu-
dio. Parece que la comunidad de edu-
cadores matemdticos ha optado por
esto Gltimo.

En definitiva, el CIEAEM 51 ha resultado
una cita satisfactoria, como era de espe-
rar. El tema de esta convocatoria propo-
acierto,
Matemdtica de una gran complejidad

ne, con una Educaciéon
por sus implicaciones sociales. Ante los
indices de fracaso escolar, en un deter-
minado sector de nuestras sociedades,
urge analizar en profundidad los moti-
VO$ que provocan und mayor concen-
tracion de este fracaso en los grupos
culturales no dominantes. La expansion
escolar, la escuela de masas, o su apro-
Ximacioén en la mayor parte de paises
del mundo, se vende como un simbolo
de sociedades mas igualitarias. En parti-
cular, las «Matemadticas para Todos» de
nuestros curriculos se exponen como
un éxito de las demandas para una
sociedad abierta con igualdad de opor-
tunidades educativas para todas sus
capas sociales. No obstante, nuestra

.. las Matemdaticas
para Todos»
de nuestros
curriculos
se exponen como
un éxito
de las demandas
para una sociedad
abierta
con igualdad
de oportunidades
educativas
para todas
sus capas sociales.
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aulas cada vez mds multiculturales y multiétnicas, ponen

en evidencia la democratizaciéon de la Educacién

Matemadticas para todos y todas.
Niria Planas i Raig

FEEMCAT. Barcelona

XXXV Olimpiada Matemdtica Espaiola
Problemas propuestos en la Fase Nacional celebrada en
Granada los dias 12 y 13 de mayo de 1999.

Primera Sesion
Problema 1

Las rectas ty £, tangentes a la pardbola de ecuacion y = x>
en los puntos Ay B, se cortan en el punto C.

La mediana del tridngulo ABC correspondiente al vértice C

° tiene longitud m. Determinar el 4drea del tridngulo ABC en

funcién de m.
Problema 2

Probar que existe una sucesion de enteros positivos ¢,

Ay Uy tal que

2 2 2
a’+ al+.+a;
es un cuadrado perfecto para todo entero positivo 7.
Problema 3

En un tablero en forma de tridngulo equildtero con un
namero par de filas #, como se indica en la figura, se
juega un solitario.

Sobre cada casilla se coloca una ficha. Cada ficha es blan-
ca por un lado y negra por el otro. Inicialmente, sélo una
ficha, que éstd situada en un vértice, tiene la cara negra
hacia arriba; el resto de las fichas tiene la cara blanca
hacia arriba. En cada movimiento se retira s6lo una ficha
del tablero y se da la vuelta a cada una de las fichas que
ocupan una casilla vecina. Casillas vecinas son las que
estdn unidas por un segmento.

Después de varios movimientos ¢serd posible quitar todas
las fichas del tablero?




Segunda sesion
Problema 4

Una caja contiene 900 tarjetas numeradas del 100 al 999,
Se sacan al azar (sin reposicion) tarjetas de la caja y se
anota la suma de los digitos de cada tarjeta extraida.
¢Cudl es la menor cantidad de tarjetas que se deban sacar,
para garantizar que al menos tres de estas sumas sean
iguales?

Problema 5

El baricentro de un tridngulo ABCes G. Denotamos por g,
8 8, las distancias desde G a los lados a, by ¢ respecti-
vamente.

Sea rel radio de la circunferencia inscrita. Probar que:

La regla de tres
Antonio Gala

Foencketocos

. 27 2r 2r
) 2=, > >0
g, 3 8y 3 8. 3
+g,+g,
i BaT87 8 g’f’ Bex3
Problema 6

Se divide el plano en un nimero finito
de regiones N mediante tres familias de
rectas paralelas. No hay tres rectas que
pasen por un mismo punto.

iCudl es el minimo ndmero de rectas
necesarias para que N> 19997

° No estd permitido el uso de calculadoras.

¢ Cada problema se puntia sobre 7 puntos.

e El tiempo para cada sesién es de 4 horas.

A};‘*‘@).
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El circulo
R. Benito Vidal

Funcién de uno, equis, ene
Gabriel Celaya



Premios Thales-San Fernando.
Congrés d’educaciéo matematica

(cem2000)
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PREMIOS Internacionales de Investiga-
cién y de Renovacién Pedagoégica en
Educacién Matemdatica Thales-San
Fernando

La Consejeria de Educacién y Ciencia de la Junta de
Andalucia, el Ayuntamiento de San Fernando y la
Sociedad Andaluza de Educacién Matematica THALES,
tras la celebraciéon de los Primeros Premios «Thales-San
Fernando» deciden convocarlos sucesivamente con caric-
ter bienal.

Por ello, dichas entidades convocan la segunda edicién
de los premios internacionales de investigacion y de
renovaciéon pedagdgica en educaciéon matematica THA-
LES-SAN FERNANDO, en lengua espafiola o portuguesa
de acuerdo con las siguientes: "

Bases

1. Podrin presentarse trabajos en dos modalidades: a) In-
vestigacion en Educacién Matematica y b) Renovacién
en Educacién Matemdtica. La temitica serd libre.

2. Los trabajos deberin ser originales y no podrin
haber sido, ni total ni parcialmente, publicados, ni
sometidos a la consideracién para su publicacion en
alguna revista, editorial, servicio de publicacion,
base de datos, grupos en Internet, o andlogos.

3. Los trabajos han de estar escritos en lengua espa-
nola o en lengua portuguesa, pero su procedencia
podrd ser de cualquier pafs del mundo.

4. Los trabajos presentados podrin estar firmados por
uno o mas autores, que sélo podrin presentar un
Gnico trabajo.

5. Los trabajos han de presentarse en forma de Articulo,
segln las especificaciones indicadas en la base n.° 7.




—‘—

Dicho articulo podrd acompanarse de cuantos anexos
se considere conveniente para su valoracion.

Desde el momento de la remision del trabajo y mien-
tras no se conozca el fallo del jurado, el autor o auto-
res renuncian expresamente a publicar Ccualquiera
que sea el medio y tipo de soporte utilizado) o some-
ter a la consideracién para su publicacion, total o par-
cialmente, el trabajo remitido a este  premio.
Cualquier actuacién en contra conllevara la inmedia-
ta eliminacién del trabajo en el concurso.

Los Articulos deberin presentarse mecanografiados a
doble espacio con letra de 12 puntos, en formato DIN
A4 y con una extensién mixima de 20 péginas (grd-
Jficos, dibujos, notas, Jotografias y bibliografia inclui-
dos) y de acuerdo con las siguientes normas:

7.1. Los trabajos presentados deberdn ser tratados con
cualquier procesador de textos. Se recomienda preferi-
blemente Word, Worperfect y Latex. Deberin enviarse
cinco ejemplares en papel, con suficiente calidad de
impresién, asi como en soporte magnético en disco de
tres pulgadas y media. En los trabajos no podrin figurar
los nombres, ni direccién ni ninglin otro tipo de identi-
ficacién de los autores. Los autores deberdn escribir su
nombre, direccién y datos profesionales en papel apar-
te que deberd ser remitido dentro de un sobre cerrado
en el que solo figure el nombre del articulo, Ia version
magnética y la del papel deberin coincidir exactamen-
te, cualquier alteracién entre ambas significard, en su
caso, la anulacion del premio. Los autores remitiran los
cinco ejemplares del trabajo en papel, el sobre cerrado
con sus datos y el disquete (con envoliura antimagne-
tica) dentro de un sobre a la siguiente direccion:

Sociedad THALES
Premio Thales-San Fernando a la [modalidad]
Apdo. 494
11100-San Fernando (Cadiz)
Espafia

7.2. Los grificos, dibujos, fotos, etc. deberan figu-
rar en el texto y deberdn ademds adjuntarse inde-
pendientemente, numerados con claras etiquetas
que remitan a otras del texto y que indiquen el
lugar donde deberin ubicarse, caso de su publica-
cién. Debera constar también con claridad la leyen-
da o pie que deben llevar.

7.3. La bibliografia se relacionari al final del traba-
jo, por orden alfabético de apellidos, con las
siguientes especificaciones:

e Para libros:

— Apellidos e iniciales del nombre del autor en
maylsculas, en el caso de tratarse de un editor
deberd afadirse (ed.).

Podrdn
Dresentarse
trabajos
en dos
modalidades:
a) Investigacion
en Educacion
Matemdtica
¥ b) Renovacion
Matematica.
[..]

Los trabajos
deberdn ser
originales
[..]

La fecha
de presentacion
de trabajos
Sinalizara
el 30 de abril
del 2000.
l..]

La cuantia
de los premios
serd de 500.000
Dptas para cada
modalidad.
[..]

Los premios
serdn entregados
en un
Acto Académico
que tendra lugar
en la ciudad

de San Fernando.

— Afno de publicacién, entre
paréntesis.

— Titulo completo en cursiva,

= Ntmero de edicion, lugar y edi-
torial.

— Datos adicionales si los hubiera,

e Para articulos:

~ Apellidos e iniciales del nombre
del autor en mayusculas, en el caso
de tratarse de un editor debers
afiadirse (ed.).

~ Ano de publicacién, entre
paréntesis.

- Titulo completo entre comillas,
— Nombre completo o abreviatura
internacional de la revista en cur-
siva,

— Nimero del volumen en negrita,
seguido del nimero o mes del fas-
ciculo entre paréntesis, paginas ini-
cial y final unidas por guibn.

7.4. No se podri referenciar en la
bibliografia ningin trabajo que no
sea invocado en el texto. Para efec-
tuar una cita bibliografica se dari
entre paréntesis el autor o autores
y el afio, o bien se citard el autor y
trabajo y entre paréntesis figurarg
el afio,

7.5. Es preceptivo que la estructy-
ra del trabajo contemple al menos
los siguientes puntos:

— Resumen de unas doce lineas
CoOmo maximo.

— Antecedentes, de forma escueta.
— Desarrollo del trabajo.

— Conclusiones.

— Citas bibliogrificas.

7.6. Las notas a pie de pagina debe-
rdn ir numeradas correlativamente
¢ indicadas con superindices.

La fecha de presentacién de tra-
bajos finalizari el 30 de abril del
2000.

El Jurado estara compuesto por
cinco miembros, todos ellos pro-
fesores de reconocido prestigio,
que serdn designados por la
SAEM Thales. Los componentes
del Jurado establecerin el meca-



10.

11.

12,

13.

14.

nismo de deliberaciones que en
cualquier caso, serin secretas.
Los integrantes del jurado se
dardn a conocer en el acto de la

entrega de los premios.

El Jurado seleccionara un maximo
de cinco trabajos de cada una de
las modalidades del Premio. Estos
trabajos serdn considerados Fina-
listas de los Premios Thales-San
Fernando.

Se premiardn dos trabajos, uno por
cada modalidad, seleccionados por
el Jurado entre los finalistas,
pudiendo quedar desierto uno o
ambos premios si el Jurado consi-
derase que los trabajos correspon-
dientes presentados no tienen la
calidad necesaria. En caso de que-
dar s6lo uno de los dos premios
desiertos, el Jurado podrd aunar el
importe de los dos premios en el
que se conceda, si la calidad del
trabajo premiado lo mereciese.

La cuantia de los premios serd de
500.000 ptas por cada modalidad.
Tanto a los autores de los trabajos
premiados como a los finalistas se
les acreditard con un Diploma
expedido conjuntamente por la
SAEM Thales y el Ayuntamiento de
San Fernando.

El fallo del Jurado tendrd lugar
antes del 30 de septiembre del
2000, comunicindose el resultado
a los participantes.

Los trabajos Finalistas podrdn ser
publicados en derecho exclusivo
por la SAEM Thales, bien como
trabajo ordinario de la Revista
Epsilon o en una edicién es-
pecial. A estos efectos, la SAEM
Thales comunicard a los autores
dicha intencién antes de un mes
después de la entrega de los pre-
mios. De no producirse esta
comunicacion en el plazo indica-
do, los autores podrian disponer
libremente de sus trabajos para su
publicacion.

Los Primeros
Premios Thales-
San Fernando
recayeron en
Ricardo Cantoral
¥ Rosa Farfan
(Investigacion.)
y Antén Labraiia
(Renovacion)

141

15. Los premios serdn entregados en un Acto Acadé-
mico que tendrd lugar en la ciudad de San Fer-
nando. Dicho acto consistird en una conferencia
pronunciada por un prestigioso profesor y en las
intervenciones de los finalistas explicando sucinta-
mente el trabajo presentado. Finalmente, el Jurado
dard a conocer los autores de los trabajos premia-
dos y se hard entrega oficial de los diplomas acre-
ditativos y de los premios.

16. El fallo del Jurado serd inapelable.

17. La mera participacion obliga a la plena aceptacién
de estas bases.

Congrés d’educacié matematica
(cem2000)

El cem2000, actividad satélite del tercer Congrés Europeu
de Matematiques, constituyen las Primeres Jornades
d’Educacié Matematica de Catalunya, dentro del marco
del Afio Mundial de las Matematicas.

Se realizard en la ciudad de Matard (Barcelona) la prime-
ra semana de julio del afio 2000 y estd organizado por la
Federaci®6 d’Entitats per a I'Ensenyament de les Mate-
matiques a Catalunya (FEEMCAT) que forma parte de la
Federacion Espafiola de Sociedades de Profesores de Ma-
tematicas.

En el cem2000 habri:

e debates;

o conferencias

° comunicaciones

° talleres;

° posters;

e intercambios de experiencias y
° exposiciones.

Comité Asesor. Ken Clements, Alan J. Bishop, Paolo
Boero, Paulo Abrantes, Teresina Nunes, Guida d’Abreu,
Claudi Alsina, Josep M. Fortuny, Maria A. Canals, Luis
Rico, Luis Balbuena, Vicente Riviére y Niria Gorogorio.

Comité Organizador: Lliisa Girondo, Claudi Aguadé,
Silvia Margeli, Cecilia Martinez, Mariona Fradera, Jaume
Serra, Marta Berini, Albert Violant y Xavier Vilella.

Comité de Programas. Lliisa Girondo, Claudi Aguadé,
Antén Aubanell, Marta Berini, Albert Violant, Ignasi del
Blanco, Carles Lledd, Niria Gorgori6, Roser Codina, Elvira
Figueras, Angel Alsina y Xavier Vilella.
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NORMAS DE PUBLICACION

Los articulos se remitirén por triplicado a la redaccion de SUMA (Revista SUMA, ICE de Universidad de Zaragoza, C./
Pedro Cerbuna 12, 50009 Zaragoza), impresos a doble espacio, por una sola cara, en formato Din A-4.

Los datos de identificacién del autor no deben figurar en el texto original ya que éste serd enviado a asesores para ser
referenciado. Estos en ningdin caso serén informados de la identidad del autor o autores del trabajo y aconsejardn la
conveniencia o no de la publicacién del trabajo, o recomendaran posibles modificaciones, efe.

Los gréficos, diagramas y figuras se enviardn en hojas separadas (una para cada gréfico), en tinta negra sobre papel
blanco. Asi mismo, podran incluirse fotografias. En el texto debe figurar el lugar donde deben ser colocadas; de igual
forma, si tiene que llevar un pie de ilustracién, éste se resefiard en la hoja donde aparece la ilustracién.

Adjunto al arficulo se redactard un resumen, de entre cinco y diez lineas, que no necesariamente tiene que coincidir
con la Introduccién al articulo. Debe ir escrito en hoja aparte. En ese mismo folio aparecerén los datos de identifica-
cién del autor o autores: nombre y apellidos; direccién complets; lugar de trabaijo; teléfono de contacto; sociedad fede-
rada a la que perfenecen (si procede).

Si se usa procesador de texto, agradeceremos que ademés se envie un disquette con el archivo de texto que confenga
el arficulo, asf como tantos archivos grdficos, como figuras elaboradas con el ordenador se quiera incluir. La etiqueta
del disquette debe identificarlo sin lugar a dudas. En cuanto al formato de los archivos de texto, se recomienda MS-
Word (hasta versién 5.0) en Macintosh, o WordPerfect (hasta versién 5.1) en PC. Los archivos gréficos es preferible
que tengan formato EPS o TIFF.

En cualquier caso, fanto un ejemplar del texto como los gréficos, si proceden de impresoras, deben ser originales y no
fotocopias.

Los trabajos se enviaran completos, aunque por necesidades de edicién pudieran publicarse por partes.

Las notas a pie de pdgina deben ir numeradas correlativamente, numeradas con superindices a lo largo del articulo.
La bibliografia se dispondra al final del articulo, por orden alfabético de apellidos, indicando autor(es), afio, titulo del
articulo, fitulo de la revista completo {en cursiva o subrayado), volumen y péginas del mismo. Por ejemplo:

TRIGO, V. (1995): «Generacién de nimeros aleatorios», Suma, n.° 20, 91-98. '

En el caso de libros se indicard el autorles), afio, titulo completo {en cursiva o subrayado), editorial y lugar de edicién.
Por ejemplo:

GARDNER, M. (1988): Viajes por el tiempo y otras perplejidades matemdticas, Labor, Barcelona.

En el caso de arficulos que se encuentran en una obra colectiva se indicard el autorles), afio, titulo del articulo (entre
comillas), titulo del libro (en cursiva), editorial y lugar de edicién. Por ejemplo:

VILLARROYA, F. (1987): «Geometria: construir y explorar», en Aspectos didécticos de matemdticas, 2, ICE Universidad
de Zaragoza, Zaragoza.

Dentro del texto, las referencias a la bibliografia se indicarén con el apellido del autor y el afio entre paréntesis. Por
ejemplo: ...supone un gran avance (Hernandez, 1992).

Si el autor aparece explicitamente en el tfexto tan sélo se pondré entre paréntesis el afio. Por ejemplo: ...segin Rico
(1993).

Posteriormente, se notificard a los interesados la aceptacién o no del arficulo, asi como —en caso afirmativo- la posi-
ble fecha de su publicacién. En ese momento los autores se comprometerdn a retirar el articulo de otras publicaciones
a las que lo hayan remitido. No se mantendré correspondencia sobre las causas de no aceptacion de un articulo.
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Suscripcion Numero
 anual suelto
Particulares 3.500pts. 1700 pfs,
Centros /5.000 pts. 1.700 pts.
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. América y resto del mundo $50 USA $17 USA

Fotocopiar y enviar a: Revista SUMA. ICE Universidad de Zaragoza. C./ Pedro Cerbuna, 12. 50009-ZARAGOZA

Deseo suscribirme a la revista SUMA:

Direccion:. . .. ... Tnooio oo

Poblacidn: .. ... . CPeo

Provincia/pais . ......... ... . .. ... CIFE/NIF: ..o
Importe

(] Suscripcién a partir del n.° (3 nimeros)

L] N.os sueltos:

Total

[L] Domiciliacién bancaria (rellenar boletin adjunto).
L1 Transferencia bancaria (Ibercaja: 2085-0168-50-03-000415-98).
[] Talén nominativo a nombre de FESPM-Revista Suma. Firma y fecha:

L] Giro postal dirigido a Revista Suma.

.........................................................

Nombre y apellidos:
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Banco/Caija. . .o
Agencia n.® ... Direccién: .. ...............
Poblacion: ... ... Provincia: . ................

Sefiores, les ruego atiendan, con cargo a mi cuenta/libreta y hasta nueva orden, los recibos que periédica-
mente les presentard la Federacion Espaiiola de Sociedades de Profesores de Matematicas (FESPM) para el
pago de mi suscripcién a la revista SUMA.

Atentamente (Fecha y firmal):
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