Algunas ideas
para la resolucion
de ecuaciones

Javier Peralta

A pesar de la importancia
que tienen las ecuaciones en
el curriculo de la Ensefianza

Secundaria, por diversas
razones —acaso la principal
sea el efecto nocivo de
rigidez mental ocasionado
por el excesivo automatismo
en la utilizacién de reglas—,
el alumno no suele contar
con muchos recursos para
resolverlas. En este articulo
se analizan las distintas
causas, y se presentan ofros
procedimientos algebraicos y
geomélricos tomados de la
historia de la matematica,
junto a ciertas ideas que los
complementan o
generalizan.

L PRESENTE TRABAJO, pensado en los Gltimos cursos de
la Educacién Secundaria, se ocupa de la resolucién de
ecuaciones. Por ello debemos de comenzar preguntando-
nos: ;qué ecuaciones sabe resolver el alumno de este nivel
educativo?

Evidentemente conoce, en primer lugar, los métodos de
resolucién de las ecuaciones de grados uno y dos (y de las
reducibles a estas Gltimas, como las bicuadradas y ciertas
irracionales). Seguramente haya oido hablar también del
enunciado del teorema fundamental del dlgebra, y acaso
sepa, asimismo, que las posibles raices enteras de una
ecuacion algebraica deben de ser divisores de su término
independiente. Con la excepcién hecha de las bicuadra-
das, sus recursos para resolver ecuaciones de grado supe-
rior a dos se reducen, pues, a la aplicacién del dltimo aser-
to para el calculo de las raices enteras y, a lo sumo, a la
utilizacién del teorema de Bolzano para la aproximacién
de las restantes raices reales.

La situacion mds frustrante sucede seguramente con las
ecuaciones de tercer grado. Es probable que el alumno
sepa que el nimero de raices imaginarias —si existen— de
una ecuacion polinémica con coeficientes reales debe de
ser un nimero par, de lo que se deduce que todo polino-
mio de grado impar con coeficientes reales tiene al menos
una raiz real. Sin embargo, para hallar una raiz real de
ecuaciones tan sencillas como la 2% + x + 1 = 0, s6lo dis-
pone de las herramientas ya mencionadas: probar con 1y
~1 (que no son raices) o tratar de obtener aproximaciones
suyas «a ciegas», mediante la aplicacion del teorema de
Bolzano.

Estos son los motivos que nos han llevado a escribir este
articulo, que empieza mostrando la férmula de Cardano
para resolver ecuaciones de tercer grado. Dicha férmula,
como es sabido, resulta poco operativa en el llamado caso



irreducible, por lo que exponemos un procedimiento
complementario, basado en la obra de Bombelli.

Tras hacer unas reflexiones didacticas sobre la resolucién
de ecuaciones y de apuntar algunas ideas en relacién con
ello, se indican algunos métodos graficos para resolverlas.
El mis importante, sin duda, es el debido a Descartes, que
reduce el cilculo de las soluciones de una ecuacién de
tercer o cuarto grado a hallar la interseccién de una cir-
cunferencia con la pardbola y = 2% los restantes procedi-
mientos que se presentan estin inspirados en el mismo.

La ecuacion de grado tres

Como ya se ha dicho, el alumno tiene muy pocos recur-
sos para la resolucién de las ecuaciones algebraicas, a
pesar de haber sido de algtin modo estudiadas, en muchos
casos, a lo largo de cinco cursos en el plan nuevo (de
2.°de ESO a 2." de Bachillerato) o en seis en el plan anti-
guo (de 7. de EGB a COU). No serfa sin embargo muy
costoso informarle, en primer lugar, de los resultados exis-
tentes sobre las posibilidades de resolucién y, en segun-
do, suministrarle la formula para la obtencién de las raices
de la ecuacién de grado tres. La demostracion de esta Glti-
ma no es dificil, y puede recomendarse, por ejemplo
(Dunham, 1992) a los alumnos interesados en conocerla.

Respecto a la primera de las cuestiones planteadas, con-
vendrfa decir que existen procedimientos para resolver las
ecuaciones de grados tres y cuatro por radicales, debidos
principalmente a los algebristas del siglo XVI (Luca Pacioli,
Tartaglia, Cardano, Bombelli, Vieta,...); y que no hay sin
embargo ninguna expresion radical de los coeficientes de
una ecuacién de grado mayor que cuatro que proporcio-
ne las raices de la misma (resultado obtenido por el norue-
go Abel en 1824). Esto es, que a pesar de haber férmulas
para la resolucién de las ecuaciones de grados 1, 2, 3 y 4,
no existen para las de grado mayor o igual que 5.

En cuanto a la resolucion de las ecuaciones de grado tres,
seguramente procede comenzar diciendo que su interés
puede surgir de manera natural en el alumno con ciertas
inquietudes matematicas o, en todo caso, cabe ser fomen-
tado ficilmente por el profesor. En efecto, parece obvio
sefialar que si el objetivo fundamental del dlgebra en estos
niveles es el estudio de las ecuaciones —especialmente las
polinémicas—, y a lo largo de varios cursos Gnicamente se
han conseguido resolver las de grados uno y dos o las
reducibles a éstas, es logico, para completar esta teoria,
plantearse la posibilidad de hallar asimismo las soluciones
de las ecuaciones de grado tres y, miés tarde, las de grado
superior.

Pero existen también otras razones de tipo histérico que
animan a abordar la ecuacién cibica, alguna de las cuales
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se mencionan a continuacién. En primer
lugar hay que considerar que, entre la
resolucién de las ecuaciones de primer y
segundo grado por Al-Khuwarizmi (siglo
IX) v las de tercero por los algebristas
del cinquecento, hubo de transcurrir un
largo perfodo de tiempo, debido a las
dificultades —Luca Pacioli, por ejemplo,
afirma que «es tan imposible su resolu-
cion en el estado actual de las cosas
como la cuadratura del circulo— y a los
numerosos avatares que acompafiaron
su descubrimiento, lo que atestigua la
trascendencia del hallazgo. En segundo,
que fue precisamente del intento de
hallar las soluciones de las ecuaciones
de grado tres de donde surgieron los
nimeros complejos, como se verd mds
adelante. En tercero, la importancia his-
térica que ha significado la resolucion de
determinadas ecuaciones ctbicas, como
la ecuacién de Leonardo de Pisa (1225):
28 + 202 + 10x — 20 = 0 (Scheid, 1986), o,
atn mds, aquellas a las que quedaron
reducidas algunos problemas clésicos de
la geometria griega, como la triseccién
del dngulo (402 — 3x — cos & = 0, siendo
o en dngulo en cuestién) o la construc-
cion del heptidgono regular (Courant y
Robbins, 1970), etc.

A la vista de tales argumentos parece
que podtia ser interesante, si hubiera
tiempo para ello, tratar de ampliar de
algin modo los conocimientos sobre
este tema con la resolucién de la ecua-
cién de grado tres.

Sea:
X+ AX+BX+C=0 (D

(siempre podemos suponer que el coe-
ficiente de X3 es la unidad).

Evidentemente puede escribirse de la
forma:

Brax+b=0 (2)

sin mds que hacer X = x — A4/3, por lo
que es suficiente saber resolver esta Ulti-
ma. Y la expresién que proporciona las
raices de (2) es la conocida formula de
Cardano:

x=3—£+ (
2

b

2

RO GEORE



Ejemplo 1. Resolver la ecuacion:
‘ Wrx+l=0

Resulta:

1

11,1
27

1
=+
2 4

1 1 1
x=3——=+ =+— +3—

Puede probarse que las otras dos raices
son imaginarias.

El «caso irreducible»

Queda sin embargo una laguna en la
resolucion de la ecuacién cibica: el lla-
mado caso irreducible, que tiene lugar
cuando aparecen radicandos negativos
en las raices cuadradas de la férmula de
Cardano; esto es, si:

o lo que es lo mismo, si

: 48 + 2707 < 0.
 Ejemplo 2. La ecuacién

¥ -15x-4=0

tiene tres raices reales:

4, -2+43, —2-43

_sin embargo, al aplicar la férmula de
_Cardano se obtiene:

x=32++-121 +32-4—121

expresion en la que quedan ocultas las

tres raices anteriores.

A partir de situaciones como la creada
en este ejemplo, Bombelli inicia el cdlcu-
l6 con raices cuadradas de ntmeros
~ negativos, de manera muy similar a
- tomo se opera actualmente con nime-
0s complejos, por lo que puede consi-
derarse el precursor de los mismos.
- Como se sefiala en Etayo (1986), es
curioso que su introduccién surja al
_tesolver ecuaciones de tercer grado, y
no de segundo, que es la manera habi-
_ tual de presentarlos. La causa estriba en
que el caso irreducible de estas Gltimas

=—0,68...

¢
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es el correspondiente a la existencia de dos raices no rea-
les, que es interpretado entonces como que la ecuacién no
tiene soluciones; en la ecuacién clbica, sin embargo, el
caso irreducible podria corresponder a tres raices reales,
aunque para su determinacién mediante la formula de
Cardano fuera necesario utilizar como intermediarios a los
nimeros complejos.

Aunque el problema quedé definitivamente resuelto con
el desarrollo de los niimeros complejos y la posibilidad de
manejarlos indistintamente en forma binémica o en forma
polar, es indiscutible que para hallar las soluciones de la
ecuacion se precisan calcular raices cabicas de niimeros
complejos, lo que conlleva alguna dificultad; motivo que
resta utilidad a la férmula de Cardano.

No obstante, incluso el caso irreducible puede resolverse
facilmente en muchas ocasiones, como vamos a ver a con-
tinuacion. Nos apoyaremos en buena parte en las mismas
ideas que aparecen en el primero de los cinco libros de
los que consta el Aigebra de Bombelli.

Hagamos en primer lugar una observacién. Es sencillo
probar que:

si fm+ ni = p+ gientonces Ym= ni= p-gi

(basta para ello con elevar al cubo), por lo que para hallar
x en la férmula de Cardano:

x=Xm+ ni+Im-ni
s6lo se precisa calcular la primera raiz ctbica.

Si m+ ni= b+ qi, entonces m + ni= (p+ g3, e iden-
tificando el cuadrado de sus modulos: m? + 72 = (P? + ¢)3,
por lo que ¥ m?+n2 = p2 . De ello se deduce, eviden-
temente, que:

P <Y m?+ n?

Por otro lado, si m + ni tiene por moédulo ry por argu-

@

mento o, el modulo de sus tres raices ctbicas es /7 y
el argumento, (o + 360°k)/3, 0 < k< 2. Si suponemos que
n> 0, entonces 0 < o < 180°, por lo que el argumento de
la raiz cbica correspondiente a &= 0 cumplird: 0 < a/3 <
60°, y por lo tanto al menos una de sus raices cibicas se
encuentra en el primer cuadrante,

Ahora bien, como:

m+ni= @+ g’ =P -3pP + Gprqg - P,

serd
m=p—3pg (5
y segtin lo anterior: p > 0, por lo que:
»P>m ©



Las relaciones (4), (5) y (6) permiten en muchas ocasiones
hallar una de las raices ctbicas de un nimero complejo:
(4) v (6) para la determinacién de p y, posteriormente, (5)
para obtener ¢. Vedmoslo en el caso que nos ocupa:

24 +-121 +32-+-121

correspondiente al Ejemplo 2.

Se debe cumplir que:

PP <22+112 =5, yque p? > 2

Si hallamos las soluciones en las que p es un ndmero
natural distinto de cero, de la primera desigualdad se
deduce que p=1 0 p = 2, y de la segunda, que p = 2.
Como ademis m = pP— 3pgP, serd: 2 = 8 — 647, luego g =1
(como 2 + 117 estd en el primer cuadrante, una raiz ctbi-
ca suya también lo estard).

Una solucién de la ecuacién %% — 15x— 4 = 0, es por tanto:

x=32+11i+32-11i=QR+ D+ Q2-D=4

Dividiendo el polinomio por x— 4 se llega a una ecuacioén
de segundo grado cuyas raices son —2% NEY

El procedimiento descrito para el cilculo de la raiz ctbi-
ca de un nimero complejo puede incluso simplificarse si
dicha raiz ctbica procede de la resolucion de una ecua-
cién de tercer grado mediante la férmula de Cardano,
como es el caso que nos ocupa.

En efecto, sea la ecuacidn (2), cuyas soluciones vienen
dadas por (3), y se trata de hallar:

b Y (a)’ ey ,
_E+ B +§ =xm+ni= p+gi

siendo:
2 3
m=-=b/2 y mni= 5(£J +(ﬁ)
2 3

{6

La desigualdad (4) se convierte entonces en:

3
PP<Ami+n? =3—(§) =—§ yla@enp?>-b/2

Se concluye por tanto que en el caso de resolucién de la

esto es:

ecuacion (2), la determinacién de p puede hacerse a partir
de las desigualdades: p? < —a/3 (4), 1? > /2 (6). El cilcu-
lo de ¢, una vez hallado p, se obtiene, como antes, de (5).

El procedimiento
descrito
para el calculo
de la raiz cubica
de un niimero
complejo puede
incluso
stmplificarse
si dicha raiz
ctibica procede
de la resolucion
de una ecuacion
de tercer grado
mediante
la formula
de Cardano

Ejemplo 3. Resolver la ecuacion:
x4 — 87x— 130 = 0.

Para resolver esta ecuacién los alumnos
deberian probar antes con los divisores
del término independiente: +1, £2, %5
+10, 13, £26, +65, +130, para tratar de
hallar las raices enteras. Sin embargo, si
se conoce la formula de Cardano, se
tiene:

x = 365 +/—20164 + 365 —/—20164
= 365+142i +3/65-142i

Para el cilculo de X/65+142i = p+ gi
se busca en primer lugar un namero
natural p que verifique: ? < 29, p* >65.
De la primera desigualdad se obtiene
que: p=1, 2, 3, 4, 5, cuyos cubos son:
1, 8, 27, 64, 125; de la segunda se llega
a que p = 5. Como 65=f® — 3pg, se
tiene: g = 2.

En consecuencia:

x=0G+2)+ G -2)=10.
Dividiendo 8 — 87x— 130 por x— 10 se
llega a una ecuacién de segundo grado,
Las raices

de la ecuacién propuesta son, por lo

tanto, 10, 5+ 2\/3, 5- 2\/3

cuyas raices son 5% 23

Unas reflexiones didacticas

En ocasiones, el estudio de un determi-
nado tema aparece disgregado en dis-
tintos lugares en los que se abordan
diferentes aspectos del mismo; por ello
es conveniente realizar una sintesis
posterior para adquirir una vision mas
completa del problema y de sus resul-
tados. Se trata, pues, de un mismo capi-
tulo de la matemitica pero que, por
diversas razones, se aborda de manera
fraccionada y que requiere por tanto
volver a contemplar conjuntamente.

Un ejemplo de lo anterior sucede con las
ecuaciones: aparece por un lado la reso-
lucién de ecuaciones de primer y segun-
do grado; por otro, la factorizacién de
polinomios; y en un lugar distinto los
nimeros complejos, que suelen introdu-
cirse con la resolucion de ciertas ecua-




ciones, y donde frecuentemente se men-
ciona el enunciado del teorema funda-
mental del dlgebra y algunas propiedades
en relaciéon con las raices imaginarias.

Otras veces se presenta, sin embargo, una
situacién en cierto modo inversa de la
anterior, que tiene lugar cuando unidades
temdticas independientes, pertenecientes
incluso a distintas ramas de la matemati-
ca, se utilizan para intentar resolver un
mismo problema desde diferentes 6pticas
y con técnicas diversas. Y esto ocurre, de
nuevo, con la resolucién de ecuaciones.

Por su propia naturaleza es logico que
las ecuaciones se aborden con procedi-
mientos algebraicos, como asi sucede,
_aunque también es normal que se usen
otros medios, como por ejemplo, el teo-
rema de Bolzano —perteneciente al ana-
lisis matemdtico— para la aproximacion
de raices. Y este hecho no es excepcio-
nal, pues también la geometria, y de
nuevo el andlisis, son Gtiles para ello.

Como es sabido, efectivamente la geo-
metrfa ha estado presente en la resolu-
ci6bn de ecuaciones frecuentemente.
Baste con citar al matematico drabe Al-
 Khuwarizmi, quien resuelve geométrica-
mente ecuaciones de segundo grado,
como aparece en su obra Sobre el cdl-
culo mediante la reduccion y la restau-
racion (Boyer, 1986); o tener en cuenta
que las identidades algebraicas que uti-
liza Cardano para la resolucion de la
ecuacién cibica (Dunham, 1992) estin
basadas en razonamientos geométricos,
como asi mismo ha sucedido durante
muchos siglos con otras identidades.

En la linea de lo anterior hay que desta-
car también la importante contribucion
de Descartes, quien en su Geometria
—Ultimo apéndice de su Discurso del
Método— se ocupa de «6mo el cilculo
de la aritmética se relaciona con las
operaciones de la geometria»; es decir,
se unifica el 4lgebra con la geometria,
dando lugar al nacimiento de la geome-
trfa analitica. De esta manera, y median-
te el empleo de coordenadas, se pue-
den trasladar determinados problemas
geomeétricos al terreno algebraico, y
reciprocamente, identificindose asi cur-
Vas con ecuaciones.

o

10 10S OPONEMmos
a que se traten
de sistematizar

ese tipo
de problemas,
Dpero si a que
se baga de forma
inflexible,
sin sugerir
una reflexion
previa anterior
al inicio
del camino

De esa identificacién y de la evolucion de las ideas del
anilisis matemdtico surge la teorfa de funciones, que con
la ayuda del cdlculo diferencial completa el estudio de gra-
ficas —que anteriormente se realizaba con el Gnico sopor-
te de la geometria analitica—, lo que permite investigar sus
propiedades locales con el auxilio de los métodos infini-
tesimales. En las paginas siguientes, precisamente, abor-
daremos nuestro problema —la resolucién de ecuaciones—
ayuddndonos de la geometria analitica y, en menor medi-
da, del calculo diferencial.

En otro orden de ideas, no podemos pasar por alto un
hecho importante desde el punto de vista didictico y que
guarda cierta relacién con el asunto que nos ocupa. Nos
referimos a los trastornos que ocasiona en los alumnos el
automatismo en la resolucién de problemas; en nuestro
caso, en lo que afecta al dibujo de grificas de funciones,
que seri tratado a continuacion.

No es infrecuente que los profesores, en el transcurso de la
Educacién Secundaria y con anterioridad al estudio de las
aplicaciones del cilculo diferencial al dibujo de curvas, se
limiten a representar solamente grificas de rectas y pardbo-
las -posiblemente debido al eterno problema de escasez de
tiempo-, y excepcionalmente alguna otra cbnica, cuando en
realidad podrian haberse dibujado muchas otras. Tampoco
es inusual, ni mucho menos, el que se aconseje seguir de
forma automdtica una serie de pasos (hallar el dominio de
existencia, los puntos de corte con los ejes, las asintotas, los
extremos locales, etc) para el dibujo de la curva corres-
pondiente, sin plantearse tan siquiera si en ciertas ocasiones
no podria simplificarse este proceso.

Parece obvio sefialar que no nos oponemos a que se tra-
ten de sistematizar ese tipo de problemas, pero si a que se
haga de forma inflexible, sin sugerir una reflexién previa
anterior al inicio del camino. Es mids, si tal reflexién se
hiciera con caricter general, y no sblo en relacién con
cada problema concreto, se llegarfa a la conclusion de que
es posible dibujar —pricticamente sin tener que acudir al
calculo diferencial-, bastantes mds funciones que las ante-
riormente citadas (Peralta, 1995).

Esta consideracién deberia de estar presente a lo largo de
toda la ensefianza secundaria, para que el alumno, guiado
por el profesor, fuera construyendo un catilogo de funcio-
nes de uso habitual en matemdticas y en otras ciencias. Nos
referimos, ademds de las funciones elementales, como algu-
nas polinémicas y de proporcionalidad inversa —a las céni-
cas en general—, a las funciones exponencial, logaritmica y
circulares, junto a otras cuyas graficas pueden ser deducidas
facilmente por procedimientos sencillos. Por ejemplo:

y =2 y= % o mis generalmente y = ax* + b
y:i”+b, y=Ax, o mejor y=X/x +K,...
x

que pueden dibujarse con razonamientos muy simples, y
que no creemos necesario reproducir.



!

Con la ayuda del dibujo de las graficas de las funciones
que hemos mencionado, de la geometria analitica y, en
ocasiones, del cilculo diferencial, volvemos a dedicarnos
al problema que nos ocupa: la resolucién de ecuaciones,
que trataremos de abordar con métodos graficos.

Procedimiento gréfico
para la resoluciéon de ecuaciones
de segundo grado

Aungque las ecuaciones de segundo grado son muy senci-
llas de resolver algebraicamente, también es facil hacerlo
por el método que se indica a continuacion, y que servird
de pauta para su extension a otras de grado superior en la
seccion siguiente.

Es evidente que para determinar las raices de la ecuacion
de segundo grado:

axl+ bx+c=0 @),

se puede proceder hallando la interseccion de la pardbola
y=ax*+ bx+ c con el eje X. Sin embargo, como para
dibujar la pardbola es necesario calcular los puntos de
corte con los ejes, habrfa que haber resuelto previamente
para ello la ecuacién anterior.

Puede idearse no obstante un procedimiento muy senci-

llo para la resolucién grafica: si escribimos la ecuacion de

la forma %2+ px+ g= 0, con p = b/a, qg= ¢/a, el proble-

ma queda reducido a dibujar la pardbola y = x? y la recta
= —px— q, y hallar sus intersecciones.

Ejemplo 4. Resolver la ecuacion:
F-x-2=0.

Se dibujan las funciones y = &%, y= x+ 2 (figura 1), y de
su interseccién resulta que las raices son x= -1, x= 2.

Figura 1

Figura 2

Ejemplo 5. Resolver la ecuacion:
x+x+1=0.

Las graficas de las funciones y = &% e

y=-x—1no se cortan (figura 2), lo que

significa que la ecuacidén propuesta no
tiene raices reales.

\ -

Evidentemente hay otras posibilidades de
resolucion gréfica de la ecuacién (7). Por
ejemplo, considerando que sus raices son
los puntos de interseccion de la hipérbola
y=—c¢/xconlarecta y= ax+ b.

Ejemplo 6. Resolver la ecuacion:
F-x—-6=0.

Se consideran la hipérbola y = 6/xy la

recta y = x — 1 (figura 3), y se com-

prueba que se cortan en los puntos de

abscisa —2 y 3, que seran las raices de
la ecuacién propuesta.

y = 6/x

Figura 3



Extensic'm a ofras ecucaciones deseables; por ejemplo, el teorema de Bolzano, el método
de grcldo superior de Newton, el de la regula falsi o el de iteracion.

Pensando en los alumnos a los que va dirigido este traba-
Toda ecuacidén de tercer grado, jo, emplearemos el primero de ellos.
| axd + b+ cx+ d=0(8) '
kpuecle escribirse de la forma y =t +2x =3
ax®+ bx + ¢ = —d/x, \,—3 -2 -l

16 que sugiere encontrar sus soluciones
como interseccion de las grificas de las
funciones: y = ax* + bx + ¢, e y = ~d/x
(figura 4), perfectamente asequibles a
alumnos de estos niveles.

Figura 5
y =—d/x
Como la funcién fax) = 28+ 2% — 3% + 3 es continua en
cualquier intervalo cerrado, y £=3) > 0 y £=2,9) <0, mien-
tras que f-1) < 0y f=0,9) > 0, las rafces son: x;, = -2,9...,
x, =-09...
y =ax? +bx + ¢ También podemos escribir la ecuacién de tercer grado
(8 como:
3 L
Figura 4 X =—;(bx +cx+d)
Esta idea es asimismo generalizable a lo que induce a considerar sus raices como los puntos de
ecuaciones del tipo interseccion de las funciones:

ax" + bx™ + cx? + d=0 1
= x3 =—-—(x*+cx+
cuyas raices pueden hallarse como yExoe a( it d)

interseccion de las graficas de las fun-

\ cuyas grificas deben de ser conocidas por los alumnos
ciones: y = ax® + bx + ¢, € y = —d/x"2 vas & P

(figura 6):
Ejemplo 7. Resolver la ecuacin:

X+ 200 —3x+3=0

- Una vez comprobado que los divisores y=x
del término independiente no son rai-
ces, se trata de utilizar el procedimien-
to anterior. Para ello se consideran la
pardbola y = &* + 2x— 3 y la curva de
ecuacién y = —3/x* (figura 5).

Como se cortan en los puntos de absci-
sas x;, € (-3, -2), x, € (-1, 0), ésas son y = (1/a){bx? +cx +d)
sus Unicas raices. Una vez que se ha
detectado donde se encuentran las raices
¥ que no son enteras, habrd que utilizar
alglin procedimiento de aproximacién
para hallar el namero de cifras decimales Figura 6




Asimismo este método puede generalizarse a las ecuacio-
nes del tipo:

ax"+ bx* + cx+d=0

cuyas raices pueden/ ?ncontrarse corT10 los puntos de el proce dimiento
interseccién de las graficas de las funciones : .
utilizado
y=x" e y=-L(+extd por Descartes
a

en su Geometria
para calcular
46 + 2+ 4=0 grificamente
, Sus raices son los puntos de interseccién de las curvas las faices reales
= cuyas ecuaciones son (figura 7): de st ecuaciones
de tercer y cuarto
grado,
[..]
consiste
en hallar
la interseccion
de la parabola
y=x°
con una
circunferencia.

Ejemplo 8. Resolver la ecuacién:

2
y=x° e y=—%(x2+4)=—x7—1

y=x°

o __
—

Y = (1/4)6 +4)
0

Figura 7

Se observa que Gnicamente tiene una raiz real Xy, ¥ que
—2 <2< -1. Como A1) > 0y f~1,1) < 0, se deduce que
x,=-1,0... '

Si quisiéramos otra cifra decimal, seguiriamos el mismo
procedimiento: como f-1,04) > 0, £~1,05) < 0, entonces
x, =—1,04...; etc.

Método de Descartes para la resolucién
aproximada de ecuaciones de tercer
y cuarto grado

Vamos a exponer a continuacién el procedimiento utiliza-
do por Descartes en su Geometria para calcular grifica-
mente las raices reales de las ecuaciones de tercer y cuar-
to grado, y que consiste en hallar la interseccién de la
pardbola y = x* con una circunferencia. Comenzaremos
haciendo unas consideraciones sencillas relativas a las

ecuaciones de grado 7.

Evidentemente siempre podemos supo-
ner que el coeficiente de la maxima
potencia de x es la unidad. Sea enton-
ces la ecuacién:

x+a L +tax+a =0 (9

Mediante el cambio de variable x= y + kg
se tiene otra de la forma:

Vb Y+ byt b=0 (10

con b, =nk+ a,,, porlo que si elegi-

mos k= —-a,,/n en el cambio indicado,

n-1
se llega a una ecuacion del tipo:

V+b,y?+ . +by+ b =0 1D
sin término en YL

Asi pues, para tratar todas las ecuacio-
nes de tercer y cuarto grado, es sufi-
ciente con estudiar las del tipo:

B+ax+b=0(0Q)

X+ ad+ bx+c=0(12)

(a la primera parte de este resultado ya
se habia llegado en el apartado dedica-
do a la ecuacién de grado tres).

Ademids, si multiplicamos los dos miem-
bros de la ecuacion (2) por x, se tiene
una ecuacion del tipo (12) con ¢ =0, y
cuyas raices, exceptuando a x = 0, son
las de (12). Por tanto, para estudiar con-
juntamente las ecuaciones de tercer y
cuarto grado, es suficiente con conside-
rar solamente las del tipo (12).

Sea ahora la circunferencia de centro el
punto de coordenadas (p, @) y radio r:

-+ (- =+~
o bien desarrollando:
X+ P =2px—2qy+ PP+ F~7#=0(13)

Para hallar los puntos de intersecciéon
de dicha circunferencia con la pardbola
¥ = &%, habra que resolver el sistema
formado por esta ecuacién y la (13),
que conduce a:

K+ (2o - 2px+ PP+ g~ P =0
que es del tipo (12) con

a=1-2g,
b=-2p
c=p+ g -~



En consecuencia, para resolver la ecua-
cion (12), dibujaremos la pardbola y = x?
yla circunferencia cuyo centro tiene por
coordenadas p = -b/2, y q = (1-a)/2 y
radio 7=+ p?+ g* — c.las abscisas de
_ los puntos de interseccion de ambas
~ serén las soluciones de la ecuacién pro-
puesta.

Si =+ ¢ - c<0, significa que la
ecuacion no tiene raices reales, lo que
asimismo sucede si, una vez dibujadas
la circunferencia y la parabola, no exis-
ten puntos de interseccion.

En Peralta (1988) pueden verse algunos
ejemplos de aplicacién de este método,
asi como de los correspondientes al
apartado siguiente.

Generalizacion del método
de Descartes

Es evidente que las raices reales de (2)
pueden asimismo obtenerse como inter-
seccién de la recta y + ax + b= 07y de
la ciibica ¥ = &8, lo que nos sugiere uti-
lizar ahora esta ultima curva en vez de
la pardbola y = a2

Asimismo, si en la ecuacidén de cuarto
grado (12) hacemos y = &%, queda:

ax* +xy+ bx+c=0

por lo que las raices reales de (12) pue-
den hallarse graficamente mediante la
interseccién de las dos curvas anteriores.
La segunda de ellas, y=—(ax® + bx+ 0)/x
es una hipérbola, cuyo dibujo es asequi-
ble a los alumnos de los Gltimos cursos
de Educacion Secundaria (basta para ello
con poco mis que dibujar sus asintotas:
L x=0,y=-ax—- D).

Este mismo procedimiento puede utili-
zarse para la resolucién de ecuaciones
de grados 5y 6.

Sea la ecuacion:
B+ axt + bod + o+ de+ e=0(14)

-y hagamos y = 4% en la misma. Se dedu-
ce que sus raices pueden determinarse
grificamente como interseccién de y =
%y de la cénica:

X+ P+ axy+ dx+ by+ e=0(15)

Para la aplicacion
de este método,
y teniendo
en cuenta el nivel
de los alumnos
a los que podria
dirigirse
este trabajo,
babra que elegir
cuidadosamente
la ecuacion para
que la conica
resultante
sea sencilla.

Si se tratara de una ecuacién de quinto grado:
X+ axd + b+ cx+ d=006)

multiplicarfamos por x, con lo que se convertirfa en una
del tipo (14) con e = 0. Una vez resuelta ésta tendrfamos
que excluir la raiz x = 0.

Para la aplicacion de este método, y teniendo en cuenta el
nivel de los alumnos a los que podria dirigirse este traba-
jo, habri que elegir cuidadosamente la ecuacién para que
la conica resultante sea sencilla. A diferencia de lo que
sucedia con las ecuaciones de grado tres (que la curva en
cuestion era una recta) y de grado cuatro (que era una
hipérbola), ahora se desconoce qué cénica resultard, por
lo que creemos que debe de limitarse a alguno de los
siguientes tipos:

x=—p?  O=@? _

@ elipse o circunferencia:
m? n?

1

(x=p* (-q?*
m? n?
(i) parabola: (y— @* = mx— p) (Bl caso (x— p)? = m(y— @
procede de la resolucién de la ecuacién de tercer
grado (x — p*=m(a® ~ ¢), que ya ha sido estudiado).

(i) hipérbola: - 41

(iv) Conicas que una vez despejada la y den lugar a una
curva sencilla que se pueda dibujar hallando sus ele-
mentos mas significativos: miaximos, minimos, asinto-
tas, etc.

(v) Par de rectas reales, que pueden obtenerse identifi-
cando coeficientes.

El método empleado para la resolucién grifica de ecua-
ciones de grados 5y 6 puede asimismo ser generalizado a
otras de grado supetior.

Si la ecuacién es de grado par, el procedimiento es vilido
para ecuaciones del tipo:

2+ ax™ + b+ o+ dx+ e=0(17)
ya que haciendo y = x" se obtiene la conica:
Praxy+by+cx+dx+e=0

Por tanto, bastara con dibujar ambas curvas y las abscisas
de sus puntos de interseccidn serdn las soluciones de (17).

Si la ecuacién es de grado impar, el método se puede apli-
car para resolver ecuaciones de la forma:

22+ gx + bx™ + cx+ d=0(18)
ya que multiplicando por x, resulta otra del tipo (17) con
e =0, de cuyas raices habrd que excluir la x = 0.

Como ya se ha indicado, en Peralta (1988) pueden verse
numerosos ejemplos correspondientes a este apartado y al
anterior.



Resolucién de otras ecuaciones
no algebraicas

Las mismas ideas en las que descansa la resolucién grafi-
ca de ecuaciones polindmicas pueden ser utilizadas para
intentar resolver otras ecuaciones trascendentes.

Si la ecuacién fx) = 0 puede ser expresada en la forma
g(x) — b(x) = 0, su resolucién se reduce a hallar los
puntos de interseccién de las graficas de las funciones
y=8(x), y= b(x). Ello es lo que trataremos de hacer en
los siguientes ejemplos, en los que dichas funciones
son facilmente representables.

Ejemplo 8. Resolver la ecuacién:
x—cos x=0.

Dibujamos las funciones y = cos x, y = x (figura 8), cuya
interseccion es el punto de abscisa x,, que cumple que
0<x,<p/2<1,57.

Para hallar alguna cifra decimal de la raiz, aplicamos el
teorema de Bolzano a la funcion &) = x — cos &, que es
continua en todo R , y en particular en cualquier intervalo
cerrado contenido en [0, p/2). Con la ayuda de la calcula-
dora se obtiene: £0,7) < 0 y £0,8) > 0, luego x=07..,
0,73 < 0y £0,74) > 0, luego X,=0,73...; etc.

Ejemplo 9. Resolver la ecuacién:
xef-2=90

La ecuacion puede escribirse de la forma ¢~ 2/x = 0, lo
que induce a considerar las funciones: y = ¢, y = 2/x, v
hallar sus puntos de interseccién (figura 9).

Se observa que existe una sola raiz x, en el intervalo (0, 1).
Al considerar la funcién £x) = xe*— 2 y aplicar el teorema
de Bolzano, se deduce que x,=0,85...

Pueden existir otras formas de resolucién grafica, en el
caso de haber distintas opciones en la eleccién de las fun-
ciones. Por ejemplo, si la ecuacion se escribe x— 2:¢= = 0,
la raiz viene dada por la interseccion de las curvas y=xe
y = 2-e* (figura 10).

Figura 10

Figura 8

Figura 9

y=x
_,,// ! /2
%o
y = cos X

y = 2.e'x

X0




Ejemplo 10. Resolver la ecuacion:

Escrita asi: &* + log, ,x = 0, el problema
se reduce a hallar la interseccién de las
grificas y = —x% e y = log, ,x.
En la figura 11 se observa que dichas
~ grificas no se cortan, por lo que la
ecuacién no tiene soluciones.

y= |og]/2x

y=-x2

Figura 11

Observacion final

Los métodos grificos descritos a partir
de la seccién 5 de este trabajo no pue-
den ser considerados, desde luego,
como la panacea universal para la reso-
lucién de ecuaciones. En efecto, es evi-
dente que pueden presentar algunas
dificultades en su ejecucién, debido a
los errores que acaso se produzcan en
la representacion de las curvas corres-
pondientes y a los valores inexactos que
pudieran aparecer en la determinacion
de algunos elementos de las mismas
- (por ejemplo, en el cilculo del centro o
del radio de la circunferencia auxiliar
que se menciona en la seccién 7).

Javier Peralta
E.U. de Formacién
del Profesorado
Universidad Auténoma
de Madrid.
Sociedad «Puig Adam»
de Profesores de Matematicas

Dichos inconvenientes han sido, sin embargo, obviados en
los ejemplos expuestos en el articulo, en los que se han
elegido ecuaciones que no plantearan ese tipo de proble-
mas. No obstante, el procedimiento es razonablemente
preciso para determinar el nimero de raices reales de la
ecuacion y separar las mismas con un aceptable grado de
aproximacién en aquellos ejercicios en los que sélo se
necesiten utilizar grificas de rectas, de circunferencias
(cuyo radio y cuyas coordenadas del centro tengan valo-
res sencillos), de las funciones y = 22 0 y = 4%, o de algu-
nas otras que asimismo puedan dibujarse con bastante
exactitud.

Ademds de resaltar la importancia histérica del método de
Descartes (en el que de alguna forma se inspiran los res-
tantes), nuestra intencién —ya mencionada en cierto modo
anteriormente— al presentar estos procedimientos de reso-
lucién grifica ha sido la de tratar de animar al lector a bus-
car nuevos caminos para la resolucién de ecuaciones; lo
que por otro lado ha permitido también relacionar distin-
tas ramas de la matematica. Hemos procurado en esta Glti-
ma parte del trabajo presentar, por tanto, un modelo mas
bien teérico —aunque de indudable utilidad en algunos
casos— nacido de las ideas de Descartes, pero cuya fragili-
dad frente a los recursos que para ello ofrecen las calcu-
ladoras y los ordenadores es evidente.

Con todo, nos ha parecido saludable olvidar por un
momento la existencia de los medios técnicos actuales
para intentar, explorando viejos pasajes de la matemitica,
encontrar otras vias de solucion,
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