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Faltan 180 dias,
mds 0 menos

E L ANO 2000 ha sido declarado por la UNESCO Ario Mundial de
las Matemdticas lo que, sin duda, deberd dar un gran
protagonismo piiblico a nuestra materia. Nuestro primer deseo es
que dicho protagonismo deje una huella perdurable en la
sociedad. Hay que procurar que nuestros conciudadanos
adquieran una mayor conciencia del papel relevante de las
matemdticas en sus propias vidas, asi como en el desarrollo
cientifico, teénolégz‘co Y bumano de la sociedad.

Para dar impulso a la celebracion del Avio Mundial de las
Matemdaticas y coordinar las actividades se ha constituido un
amplio comité, el CEAMMZ2000, de cuya ejecutiva forma parte
nuestra _federacion. Desde aqui queremos llamar a la
colaboracion que la amplia propuesta de actividades
demandara de todos nosotros.

Se cuenta para empezar con la aprobacion, por parte del
Senado y otras camaras, de resoluciones de apoyo a la
celebracion del Avio Mundial de las Matemdticas, pero estas
iniciativas de las instituciones deben prolongarse mds alla de
este ano, fomentando las actividades de popularizacion, las
mejoras educativas, etc. relacionadas con las matemdticas.

Uno de los aspectos en el que se debe, como organizacion de
profesores que es la FESPM, poner el énfasis en el 2000 es en la
necesidad de que la sociedad valore adecuadamente y se
preocupe por la mejora de la educacion matematica, mucho
mds alla de escandalizarse cuando un informe internacional
revela resultados poco satisfactorios en esta materia. En otros
paises ya se ha organizado la discusion sobre los problemas,
necesidades y organizacion de la educacién matemdtica a
principios del siglo XXI. En este marco resulta alentadora la




iniciativa de la Real Academia de Ciencias, cuyo documento de
conclusiones aparece en este niimero, de convocar a las diversas
organizaciones relacionadas con las matemdticas a discutir los
problemas de la educacion matemdtica en nuestro pais. Es preciso que
la FESPM impulse una mayor profundizacion en este debate y que ello
conduzca a la formulacion de propuestas concretas y a su defensa e
incorporacion por la sociedad y las instituciones.

Queremos desde este editorial dar la bienvenida a la Sociedad
Castellano Manchega de Profesores de Matemdticas, que desde el
pasado mes de febrero se ha integrado en la Federacion.

Se bha producido un cambio en los cargos unipersonales de la
Federacion en cumplimiento de los estatutos actuales. Ricardo Luengo
deja su puesto en la presidencia a Maria Jesis Luelmo (presidenta de
la Sociedad «Emma Castelnuovo») y es nombrada vicepresidenta
Angela Nuriez (presidenta de la Sociedad Cantabra). A Ricardo,
nuestro mdximo agradecimiento por el aliento y facilidades que
siempre bha dado a SUMA y a Maria Jesis y Angela nuestros mejores
deseos.

Este niimero 31 de SUMA deberia ser el iiltimo que se publicase bajo la
direccion de este equipo editorial y deberiamos estar baciendo balance
de lo realizado. Sin embargo, la Junta de la Federacion renové la
confianza en este equipo por un nuevo periodo cuatrienal, por lo que
mds que balance estamos obligados a prepararnos para mantener la
calidad de esta publicacion y continuar con su mejora. Agradecemos
a todos los socios y suscriptores el aprecio demostrado en sus
comunicaciones que nos ha alentado a continuar en esta labor, sin
dudarlo una de las mas gratificantes a las que hemos dedicado
nuestro esfuerzo.,




Ante el Aho Mundial
de las Matematicas 2000

Antonio Martinon Cejas
Maria Teresa Riera Madurell

Maria del Carmen Heras Pablo
Bernardo Bayona Aznar

El grupo Parlamentario
Socialista present6 una
Proposicién no de Ley sobre
el Afio Mundial de las
Mateméticas. En este arficulo
se reproduce la exposicion
de motivos, asi como el
Acuerdo aprobado por
unanimidad por la Comisién
Mixta Congreso de los
Diputados-Senado de
Investigacién Cienfifica y
Desarrollo Tecnolégico.

AS MATEMATICAS tienen enorme relevancia en nuestra
sociedad. Su universalidad hace que hoy resulten indis-
pensables en las ciencias de la naturaleza y en las ciencias
sociales, asi como en las nuevas tecnologias. Su impor-
tancia afecta al conjunto de la sociedad, ya que la com-
prension del mundo actual, con sus avances tecnol6gicos
y la abundancia de informacién, hace necesaria la fami-
liaridad con ciertas nociones matematicas. Ademas, su his-
toria es indisoluble de la historia de la filosofia y de la his-
toria de las ideas, y desde siempre ha jugado un papel
central en las diferentes formas de entender la educacién

-en todos los pueblos.

La celebracién del Afio Mundial de las Matemdticas 2000,
proclamado por la Unidén Matemadtica Internacional, se
presenta como una magnifica oportunidad para dar en
nuestro pais un impulso a las matemadticas, tanto en lo
que se refiere a la investigacidn cientifica, como a sus
aplicaciones a las otras ciencias y a la técnica, asi como a
la ensefianza y el conocimiento general de la poblacién.

El Ao Mundial de las Matemdaticas 2000

e La Unidn Matematica Internacional ha proclamado el
afio 2000 como Afo Mundial de las Matematicas. En la
Declaracion de Rio de Janeiro (1992), aprobada por dicha
Unién, se fijan tres objetivos para la correspondiente cele-
bracién.

El primer objetivo apunta a los grandes desafios de las
matematicas para el siglo XXI. Se pretende que varios
matematicos de primera fila orienten la actividad de inves-
tigacién mediante el enunciado de los problemas que
consideren centrales para el proximo siglo. De esta forma
se rememora lo ocurrido en el 2.° Congreso Internacional



de Matematicas, celebrado en Paris en 1900, en el que
David Hilbert formulé veintitrés problemas que captaron
la atencién de los mejores matemdticos durante los pri-
meros decenios de nuestro siglo XX, algunos de los cua-
les contintian sin resolverse.

El segundo objetivo se sitGa en el marco de la coopera-
cién. Teniendo en cuenta el papel que las matematicas
tienen en el desarrollo de las sociedades, se pretende que
los paises menos avanzados incrementen su nivel mate-
matico, lo que supone un esfuerzo de cooperacién inter-
nacional en el 4mbito educativo y la superacién de las
dificultades en el acceso a la informacién matematica.

El tercer y Gltimo objetivo consiste en alcanzar una mayor
presencia de las matemadticas en el conjunto de la socie-
dad mediante la divulgacién de ideas y aplicaciones que
sean de interés para colectivos amplios.

e La Organizacién de Naciones Unidas para la Educacidn,
la Ciencia y la Cultura (UNESCO), en su 292 Conferencia
General (1997), ha decidido respaldar la celebracion del
Afio Mundial de las Matemdticas 2000. Otras instituciones,
tanto de caricter internacional como nacional, también
han dado su apoyo.

Los preparativos para la celebracién se han iniciado con
la constitucién de gran nimero de comités que estin pro-
gramando una amplia variedad de actividades con el fin
de alcanzar los objetivos fijados en la Declaracion de Rio
de Janeiro. Por ejemplo, la Comisién Internacional para la
Educacién Matemitica, organismo dependiente de la Unién
Matemadtica Internacional, ha designado un comité que
preside el espaiiol Miguel de Guzman.

En el afio 2000 se celebrardn varios congresos internacio-
nales como actividades propias del Afio Mundial de las
Matematicas 2000. Entre otros, en Japon el 9.° Congreso
Internacional de Educaciéon Matemitica, organizado por la
Comisién Internacional para la Educacién Matemdtica; y
en México el 5.° Congreso Mundial de la Sociedad Ber-
noulli, que organiza la Sociedad Bernoulli de Estadistica
Matemdtica y Probabilidad.

* En nuestro pafs se ha constituido el Comité Espaiiol del
Afo Mundial de las Matematicas 2000, que preside José
Luis Ferndndez. En este Comité se han integrado el Con-
sejo Superior de Investigaciones Cientificas, la Real Socie-
dad Matemitica Espafiola, la Federacién Espafiola de
Sociedades de Profesores de Matematicas, la Sociedad Ca-
talana de Matemdticas, la Sociedad de Estadistica e Inves-
tigacion Operativa y la Sociedad Espafiola de Matematica
Aplicada.

La Sociedad Catalana de Matemadticas, bajo los auspicios
de la Sociedad Matemitica Europea, organiza en Bar-
celona el Tercer Congreso Europeo de Matemdticas. La
Union Matemdtica Internacional lo ha acogido como una

Se pretende
que varios
matemdticos
de primera fila
orienten
la actividad
de investigacion
mediante
el enunciado
de los problemas
que consideren
centrales para
el préximo siglo.

...que los paises
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de las actividades principales del Afio
Mundial de las Matematicas. Se trata del
evento de mayor relevancia de los que
tendrdn lugar en Espafia y el Comité
Espariol le concede un papel central, de
forma que promoverd actividades que
apoyen y se coordinen con ese Con-
greso. La celebracién de este Congreso
supone que la comunidad matemitica
internacional reconoce el nivel alcanza-
do por las matemdticas espafiolas.

Otras muchas actividades estdn previs-
tas en nuestro pais con motivo de esta
celebracién: exposiciones, edicién de
libros historicos, congresos, cursos de
verano... También, la Real Academia de
Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales
tiene previsto un programa de confe-
rencias impartidas por destacados
matematicos espafoles.

Las matematicas en la his-
toria

* En todas las sociedades se hallan
indicios de contar y medir, las primeras
de las actividades matemdticas. Hacia el
aflo 2000 aC, en Mesopotamia y Egipto
se encuentran desarrolladas ciertas téc-
nicas de cilculo que permiten la reso-
lucién de algunos problemas aritméti-
cos y geomeétricos no triviales.

Sin embargo, fue en Grecia, en el
ambito de una cultura basada en la
razén, donde se iniciaron propiamente
las matematicas, entendidas como una
disciplina cientifica que exige la justifi-
cacion racional de las afirmaciones.
Suele sefialarse a Tales de Mileto,
hacia el 600 aC, como la figura con la
que comienzan esas matematicas cien-
tificas, que contintan poco mis tarde
con Pitdgoras.

De los libros griegos que han llegado
hasta nosotros destacan los Elementos
de Euclides de Alejandria, obra escrita
hacia el 300 aC en la que se presenta
una exposicién 16gico-deductiva de la
aritmética y la geometrfa de entonces.
Este libro ha sido utilizado durante
siglos como texto escolar, y se afirma



que es, después de la Biblia, el libro
que ha tenido mds ediciones.

Durante la Edad Media los 4drabes, en
lugares como Toledo, desempefiaron el
papel de transmisores, conservadores y
petfeccionadores de la ciencia y la cul-
tura griegas. Ademads, los matemdticos
drabes pusieron en relacién la India
con Occidente y contribuyeron decisi-
vamente al surgimiento del dlgebra. La
influencia de la matematica 4rabe en el
pensamiento occidental es un ejemplo
de colaboracion entre los pueblos a tra-
vés de la ciencia.

Las aportaciones de los matemdticos
hinddes y drabes, asi como la recupera-
cibn de las matemdticas griegas, dan
lugar a un florecimiento en el siglo XVII
que culmina con la creacién del cilcu-
lo infinitesimal por parte de Isaac New-
ton y de Gottfried Wilhelm Leibniz, de
forma independiente. Este nuevo y
poderoso cilculo permite a Newton la
formulacién de la teorfa de la gravita-
cibn y se convierte en herramienta
capaz de producir avances notables en
mecinica y otras ramas de la fisica.

A principios del siglo XIX los matemi-
ticos comienzan a exigirse a si mismos
un mayor rigor en la fundamentacién
del cdlculo infinitesimal y se inicia una
etapa de las matematicas en la que las
alusiones a otras disciplinas y a la no-
cién de magnitud van desapareciendo
paulatinamente. Asi, las matemdticas
alcanzan la autonomia y autosuficiencia
de la que ahora gozan. Ha sido preci-
samente esta situacién lo que ha per-
mitido un espectacular crecimiento
durante el siglo XX, tanto en el desa-
rrollo vigoroso de nuevas ramas, como
en un sinfin de aplicaciones en todos
los campos.

e Como ocurre en casi todas las activi-
dades humanas, las matemdticas consti-
tuyen una obra colectiva en la que han
participado muchas personas, algunas de
las cuales han impulsado su evolucién
con ideas excepcionales. Pese a la clara
preponderancia masculina, aqui se en-
cuentra un grupo de mujeres notables,
como Sophie Germain, Sonya Kova-
levsky, Emmy Noether y Julia Robertson.

...Espana si tuvo
un papel
destacado
en la transmision
de la ciencia
griega y arabe
al occidente
europeo como
cruce de culturas
que fue
en la Edad Media.
En el
Renacimiento
cabe mencionar
a Pedro
Sanchez Ciruelo
y Juan de Ortega
como autores
de libros
que conocieron
nUmerosas
ediciones
en Espana,
Francia e Italia.

Entre quienes han contribuido decisivamente al desarrollo
de las matematicas encontramos miembros de la alta bur-
guesia, como Henri Poincaré, y también de origen humil-
de, como Srinivasa Ramanujan; jéovenes que dejaron una
herencia imborrable, como Niels Henrik Abel que vivié
veintisiete afios; fervientes religiosos como Blaise Pascal,
mientras que Godfrey Harold Hardy consideraba a Dios
como su enemigo personal; monarquicos como Augustin-
Louis Cauchy y revolucionarios como Evariste Galois; y
familias enteras como los Bernoulli. También los colecti-
vos tienen un lugar en la historia de las matematicas: el
més célebre autor de textos matematicos del siglo XX es
Nicolas Bourbaki, nombre bajo el que se agruparon algu-
nos jovenes matematicos franceses.

e Las aportaciones espafiolas a las matemdticas no han
sido muy importantes. Sin embargo, Espafia si tuvo un
papel destacado en la transmisién de la ciencia griega y
drabe al occidente europeo como cruce de culturas que
fue en la Edad Media. En el Renacimiento cabe mencio-
nar a Pedro Sinchez Ciruelo y Juan de Ortega como auto-
res de libros que conocieron numerosas ediciones en
Espafia, Francia e Italia.

En el dltimo tercio del siglo XIX se realizan notables
esfuerzos para conocer las matemdticas que se hacian
fuera de nuestras fronteras por parte de Eduardo Torroja,
Zoel Garcifa de Galdeano y el singular José Echegaray,
que fue diputado y ministro, ingeniero y profesor, ademas
de dramaturgo premiado con el Nobel de Literatura.

A principios de nuestro siglo destaca la figura de Julio Rey
Pastor, impulsor de la Sociedad Matemdtica Espafiola y
fundador del Laboratorio y Seminario Matemdtico creado
en 1915 por la Junta para la Ampliacién de Estudios. Su
labor en la actualizacion de las matemadticas que se estu-
diaban en nuestro pais y su dedicacién a orientar el tra-
bajo de los matematicos espafioles tuvo sus frutos en una
mejora notable de las matemdticas espafiolas.

La Guerra Civil produjo un nuevo retraso. Décadas mis
tarde se fue generando una cultura matemdtica que sinto-
nizaba con la de los paises mis avanzados, y a ello con-
tribuyeron grandemente los aires frescos traidos por algu-
nos pocos que lograron formarse fuera de Espafa, espe-
cialmente en Francia y Estados Unidos, durante la Gltima
etapa de la Dictadura.

Entre los matemadticos espafioles destaca la figura de Lluis
A. Santal6, quien ha desarrollado buena parte de su acti-
vidad en Argentina y cuya obra puede considerarse como
la miés influyente de las matemiticas espafiolas de todos
los tiempos.

La situacién de la investigacién matemdtica en Espafia es
actualmente bien distinta de lo que histéricamente ha
sido. Hoy es habitual encontrar a matemdticos espafioles
como autores de articulos en las mejores revistas y de




libros en las mds prestigiosas editoriales, como miembros
de los comités editoriales de las publicaciones mis apre-
ciadas y como conferenciantes invitados en los congresos
internacionales. Sirve de ejemplo del nivel alcanzado que
la primera Medalla para Jévenes Investigadores concedida
por la Sociedad Matemitica Europea en 1992 recay6 en el
espafiol Ricardo Pérez Marco.

Las matematicas y la cultura

* Buena parte de la investigacion matemitica tiene su ori-
gen en la resolucién de los problemas que los propios
matemadticos se plantean en el desarrollo de su ciencia, en
las matemdticas puras. Utilizando una frase de Carl Gustav
Jacob Jacobi, los matematicos realizan sus investigaciones
con da finalidad tnica... de rendir honor al espiritu huma-
no». Desde esa perspectiva, valoran sus propias teorias y
teoremas atendiendo a la profundidad de las ideas que se
utilizan, a la conexién entre las diferentes nociones y a la
belleza de los resultados obtenidos.

Aunque por su propia cardcter deductivo, las teorias
matemdticas gozan de la certeza absoluta, sin embargo
esas teorfas no informan directamente sobre los fenéme-
nos naturales, de modo que el estricto desarrollo de la
teoria, sin ponerla en conexién con las ciencias de la
naturaleza, no produce un mayor conocimiento sobre el
mundo. Es decir, las mateméticas no son propiamente una
de las ciencias de la naturaleza, pese a las muchas aplica-
ciones que tienen en éstas,

En ocasiones el proceso de investigacién matematica se
convierte en arte, puesto que los matemiticos crean de
igual forma que lo hacen los artistas. Pero las matemati-
cas contindan siendo ciencia, en cuanto que sus afirma-
ciones estin sometidas a las exigencias del razonamiento
cientifico.

De este modo, las matemiticas se sittan entre las huma-
nidades y las ciencias de la naturaleza, convirtiéndose en
puente entre las dos culturas de las que habla Charles
Percy Snow.

e Las matemiticas se relacionan con el arte desde la
€poca de los griegos. Los pitagoricos descubrieron la pre-
sencia de razones aritméticas en la armonia musical. Los
pintores renacentistas se plantearon el problema de la
perspectiva en los paisajes, lo que més tarde dio lugar a
una nueva geometria. La blisqueda de las proporciones
mas estéticas en pintura, escultura y arquitectura es otra
constante que arranca en los griegos y llega hasta nues-
tros dias, desde el canon de belleza de los maestros helé-
nicos hasta Maurits Cornelis Escher o Le Corbusier, pasan-
do por Alberto Durero, Leonardo da Vinci o Miguel Angel.
Otros exponentes de la fuerte influencia matematica en el
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en nuestro pais,
el arte mudéjar,
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de Granada.
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* Ciertas teorfas cientificas han contri-
buido de forma decisiva a modificar la
concepcion que el hombre tiene de si
mismo y de la naturaleza. La teoria
heliocéntrica del universo, y su perfec-
cionamiento con las teorias de la gravi-
tacién y de la relatividad, llevé a que
nuestro planeta dejara de ser considera-
do el centro del universo y pasara a
convertirse en un astro modesto en el
cosmos inmenso. De forma andloga, la
teorfa de la evolucién de las especies
de Charles Darwin ha hecho que los
humanos nos veamos como una de las
muchas especies que son resultado de
la evolucion.

También las matemiticas han ejercido
una apreciable influencia en la historia
del pensamiento.

A principios del siglo XIX nacen las
geometrias no euclideas como respues-
ta al problema de la independencia
logica del V Postulado de los Elementos
de Euclides, el cual puede enunciarse
diciendo que por un punto exterior a
una recta s6lo pasa una paralela. Estas
geometrias, obra de Carl Friedrich
Gauss, Nicolai Ivanovich Lobachevski y
Janos Bolyai, presentan unos mundos
posibles diferentes al euclideo, someti-
dos a geometrias en las que por un
punto exterior 4 una recta no hay para-
lelas o hay infinitas. Estas geometiias
resultaron ser el soporte conceptual de
la teoria de la relatividad de Albert
Einstein.

En otro orden de ideas, en 1931 el logi-
co-matemitico Kurt Godel demostré la
imposibilidad de que un sistema axio-
matico sea lo suficientemente completo
para que a partir de él pudieran dedu-
cirse todas las verdades de la aritméti-
ca. Este resultado supuso un duro
golpe al método axiomatico-deductivo,
aunque la 16gica matemitica demostrd
su potencia al probar sus propias limi-
taciones como instrumento para alcan-
zar la verdad.



e Las matemdticas han tenido siempre
una intima conexién con la filosofia.
Entre los matematicos encontramos
pensadores que constituyen hitos fun-
damentales en la historia de la filosofia,
como es el caso de René Descartes,
Blaise Pascal y Gottfried Wilhelm
Leibniz. Los pitagbricos, para quienes
los ntimeros son el principio de todas
las cosas, consideraban las matemati-
cas como la ciencia, y los filésofos,
desde Platon y Aristoteles, la han consi-
derado siempre como uno de los obje-
tos principales de su pensamiento.
Inmmanuel Kant fundamenta las mate-
madticas en el espacio y en el tiempo,
que son formas a priori de la sensibili-
dad y aseguran no sélo la validez de las
proposiciones matematicas, sino tam-
bién, y sobre todo, su aplicabilidad a la
experiencia.

Gracias a las matemdticas la légica
renacié6 con fuerza en la segunda
mitad del siglo XIX, con figuras como
George Boole, Augustus de Morgan y
Gottlob Frege, lo que result6 decisivo
para la fundamentacién de las mate-
maticas en torno a 1900. Quizds sea
Bertrand Russell la figura intelectual
que con mayor claridad encarna la
relacién intrinseca de las matemiticas
con la légica y la filosofia; contribuyé
de forma decisiva a la mencionada
fundamentacién y buena parte de su
obra filoséfica estd dedicada a las
matematicas.

Plantearse los fundamentos de las
matemdticas es preguntarse en qué
medida la rica estructura que ha sur-
gido de siglos de investigaciones
puede reducirse a unos minimos
absolutos. Las reflexiones filoséficas
sobre las matematicas se han llevado
a cabo dentro de la logica, de la teo-
ria del conocimiento y de la metafisi-
ca, hasta que se ha constituido una
disciplina especifica, la filosofia de las
matemdticas. La tarea de esta rama de
la filosofia es de la mayor importancia
para una filosofia mis general de la
razdn, pues las matemdticas son el
ejemplo mids perfecto de actividad
racional del hombre.

Las matemadticas
han tenido
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una intima
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la filosofia.
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Otra de las razones que han hecho que los filésofos pres-
ten atencién a las matemdticas es el tema del infinito.
Aunque haya sido de formas diferentes, la idea de infini-
to estd presente en las matemdticas de mayor calado
desde la época de los griegos. El matemitico y teblogo
Bernhard Bolzano, a principios del siglo XIX, inicia la
vision moderna del infinito, pero es necesario esperar a
las dltimas décadas del siglo para poder encontrar una
teorfa satisfactoria, que en sus aspectos mas geniales se
debe a Georg Cantor y que recibe las notables aportacio-
nes de Richard Dedekind.

Las matemadticas y sus aplicaciones

e La influencia e importancia de las matematicas en la
sociedad ha ido en constante crecimiento, en buena parte
debido al espectacular aumento de sus aplicaciones. En
este final del siglo XX las matemiticas extienden su utili-
dad y presencia a casi todas las actividades humanas.
Puede decirse que todo se «matematiza». No es concebible
la innovacién tecnoldgica, en el sentido actual de
Investigacion y Desarrollo (I+D), sin la presencia preemi-
nente de las matemadticas y sus métodos.

e Las mds antiguas aplicaciones de las matematicas estian
en las ciencias de la naturaleza, especialmente en la fisi-
ca. Sin embargo, gracias a los ordenadores, a las técnicas
de anilisis numérico y al uso de la estadistica, hoy es
posible el disefio y aplicacion de modelos matematicos
para abordar problemas complejos, como los que se pre-
sentan en la biologia y en las ciencias sociales (sociologia,
economia...), a las que dota de métodos cuantitativos
indiscutibles.

Las matemdticas resultan hoy indispensables en todas las
ingenierias y en las tecnologias mas avanzadas, como las
necesarias para los vuelos espaciales. También estin pre-
sentes en las mds modernas técnicas de diagndstico médi-
€o, como en la tomografia axial computerizada, en la
meteorologia, en los estudios financieros, en la ingenieria
genética v, en fin, en cualquier rama del conocimiento
humano que desee alcanzar un alto grado de precisién en
sus predicciones...

* La sociedad de la informacién en la que hoy vivimos es
resultado de la simbiosis entre las telecomunicaciones y la
informatica. Tiene como base las ideas de George Boole,
que a mediados del siglo XIX funda la 16gica matemitica,
y en el modelo matematico de los ordenadores de Alan
Turing, asi como en las aportaciones de John von
Neumann y Norbert Wiener, quienes se vuelcan en las
aplicaciones tras haber sido dos eminentes matematicos
puros en el primer tercio de este siglo. La enorme canti-
dad y variedad de la informacién que hoy debemos



manejar plantea nuevos problemas como la transmision
de dicha informacioén, su proteccién, su comprension, su
codificacién, su clasificacion, etc. Y estos nuevos proble-
mas solo pueden tener un tratamiento efectivo a través de
los complejos algoritmos matematicos que se han desa-
rrollado bajo la exigencia de las nuevas necesidades plan-
teadas.

Las matemadéticas en la sociedad

e La importancia de las matemdticas en la sociedad se
aprecia en su papel fundamental en el desarrollo cientifi-
co y tecnoldgico, en su relacién con la filosofia y la his-
toria de las ideas, en el lugar preponderante que ocupa
en los planes de estudio de la educacién primaria y
secundaria, y en otras muchas facetas,

Su presencia en la vida cotidiana de la mayoria de los ciu-
dadanos es constante. La informacién que diariamente
recibe tiene cada vez mayor volumen de datos cuantifica-
dos, como los indices de precios, tasa de paro, porcenta-
jes... La prevista incorporacién del euro tiene implicacio-
nes matemdticas para todos los ciudadanos, que se veran
obligados al uso de decimales y al redondeo.

Esa importancia contrasta con el escaso conocimiento de
las matematicas, no sélo sobre sus contenidos, sino tam-
bién sobre su evolucidn, sus aplicaciones y su influencia.
La mayor parte de las personas limitan su relacién con las
matemadticas, en el mejor de los casos, al uso de las «cua-
tro reglas» y casi siempre, influidos por sus recuerdos
escolares, alejan de si cualquier otra posibilidad.

Resulta adecuado hacer llegar ciertos aspectos de las
matematicas al publico en general, como parte que las
matemdticas son de la creacién cultural, de igual forma
que se hace con otras manifestaciones de esa creacién
cultural, ya sean artisticas o cientificas.

e Aunque limitado, hay un pablico que si demuestra inte-
rés por las matemdticas. En el siglo pasado encontramos
las obras de Lewis Carroll, de contenido matemdtico y
dirigidas a un pablico amplio, obras que han tenido mul-
titud de ediciones en numerosas lenguas.

En nuestro siglo, Martin Gardner ha realizado una formi-
dable labor de divulgacién, proponiendo multitud de pro-
blemas que han hecho las delicias de los aficionados a las
matematicas. Recientemente el poeta y ensayista Hans
Magnus Enzensberger ha publicado EI Diablo de los
niimeros, que ha sido un éxito editorial en varios paises.

e Para conseguir una mayor presencia de las matematicas
en la sociedad parece imprescindible el esfuerzo de los
propios matemdaticos por dar a conocer los diferentes
aspectos de su ciencia. A ello habria que afadir que por

Resulta adecuado
hacer llegar
ciertos aspectos de
las matemdticas
al publico
en general,
como parte que
las matemdlticas
son de la creacion
cultural,
de igual forma
que se hace
con otras
111a7¢;’fesmciones
de esa creacion
cultural,
ya sean artisticas
o cientificas.

La exposicion
«Horizontes
Matemdticos»
recorrio Esparia
entera durante
tres arios
Y resulto ser
un éxito
por la masiva
asistencia
de puiblico,
10 unicamente
escolayr.

parte de los medios de comunicacién
debe prestarse més atencion a las infor-
maciones de contenido matematico.

Otras disciplinas cientificas ocupan la
atencion del piblico a través de la con-
cesion de los Premios Nobel. Sin
embargo, no hay un Premio Nobel de
Matemdticas. Para llenar ese hueco,
desde 1936 el Congreso Internacional
de Matemiticas concede cada cuatro
afios las Medallas Fields a quienes
hayan contribuido de forma significati-
va al desarrollo de las matemadticas.

Los medios de comunicacion han refle-
jado adecuadamente que Andrew Wiles
ha dado solucién a un problema mate-
matico que habia estado abierto duran-
te trescientos cincuenta afios, el conoci-
do como «iltimo teorema de Fermat».
Su sencillo enunciado ha fascinado a
los matemdticos posteriores a Pierre de
Fermat y muchos han empefiado gran-
des esfuerzos en resolverlo. Estos tres
siglos y medio de buisqueda han sido
fértiles en extremo, ya que en la bus-
queda de la solucién han sido creadas
nuevas teorias y se han descubierto
propiedades aritméticas insospechadas.

Con cierta frecuencia puede leerse en
la prensa que algGn aficionado a las
matemdticas afirma haber «esuelto
algunos de los tres problemas cldsicos
de construccién con regla y compis
heredados de los griegos (la duplica-
cioén del cubo, la triseccion del dngulo
y la cuadratura del circulo). No es tan
frecuente que la resefia se acompafie
con la informacién de que la imposibi-
lidad de tales construcciones ha queda-
do establecida rigurosamente desde
hace mis de un siglo.

Otro dmbito adecuado para la divulga-
cién son los museos y exposiciones. La
exposicion «Horizontes Matemdticos»
recorri6 Espafia entera durante tres
afios y resultd ser un éxito por la masi-
va asistencia de publico, no Gnicamen-
te escolar.

e La divulgacién también interesa a los
profesores de educacién primaria y
secundaria, la mayoria de los cuales
desean perfeccionar, ampliar y actuali-



zar sus conocimientos matematicos, asi
como el de sus aplicaciones.

También los matematicos que se dedi-
can a la docencia universitaria y a la
investigacion desean acceder de forma
sucinta a las principales ideas y resulta-
dos de campos diferentes a aquellos en
los que trabajan. Las matemdticas llegan
al afio 2000 con una extensién tal que
es imposible que una persona pueda
estar familiarizada con todas sus ramas.

La ensehanza de las mate-
mdticas

e En los paises mis avanzados, en los
que la escolarizacion total estd prictica-
mente conseguida, la relacién de la
mayoria de las personas con las mate-
miticas, mas alld de los informales ini-
cios familiares, se ha establecido en el
ambito educativo.

Millones de alumnos y miles de profe-
sores, en todos los niveles educativos,
tienen relacién diaria con las matemati-
cas, que es asignatura en la educaciéon
primaria y secundaria, en los estudios
profesionales, y en buena parte de las
carreras universitarias.

Las matemdticas siempre han tenido
un destacado lugar como disciplina
escolar, debido a su papel de herra-
mienta universal y a su potencia en la
formacién intelectual de los alumnos.
Como sefialan Julio Rey Pastor y
Pedro Puig Adam, «a ensefianza mate-
matica en la escuela primaria tiene
cardcter predominantemente instru-
mental y se propone ante todo adies-
trar a los nifios en el cilculo numéri-
co, proveyéndolos de ciertos conoci-
mientos necesarios o Ttiles para la
vida, como son, por ejemplo, el siste-
ma métrico, el cdlculo de dreas y
volimenes de cuerpos usuales, las
reglas de cédlculo comercial, etc.»; para
la ensefianza secundaria indican que
su fin es «predominantemente educati-
vors; en la ensefianza superior se «per-
sigue ya un fin profesional... en el
sentido mas lato del adjetivos.
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e La funcién de las matematicas como instrumento de la
formacion intelectual de los alumnos se apoya en algu-
nas de sus caracteristicas mds notables: razonamiento
légico, precisién, rigor, abstraccidn, formalizacién y
belleza. Se espera conseguir que esas cualidades de las
matemadticas acaben contribuyendo a que el alumno
alcance esas capacidades y otras tales como la actitud
critica, la capacidad de discernir lo esencial de lo acce-
sorio, el aprecio por la obra intelectual bella y la valora-
cién de la potencia de la ciencia.

Todas las materias escolares, y no sélo las matematicas,
deben contribuir al cultivo y desarrollo de la inteligencia,
los sentimientos y la personalidad. Pero las matematicas
se sitGian en un lugar destacado en lo que se refiere a la
formacién de la inteligencia de nifios y jévenes. Hace ya
mds de dos mil trescientos afios, Aristoteles, en su Etica a
Nicomaco, observaba que dos jévenes pueden hacerse
gedmetras, matemdticos y hasta muy hébiles en este géne-
ro de ciencias..., mientras que no pueden ser sabios ni
estar versados en el conocimiento de las leyes de la natu-
raleza. ;No podifa decirse que esto nace de que las mate-
maticas son una ciencia abstracta, mientras que las cien-
cias de la sabiduria y la naturaleza toman sus principios
de la observacién y la experiencia? ;No podria anadirse...
que en las matemadticas la realidad no se les presenta con
oscuridad alguna?,

* No debe entenderse ese papel central de las matemati-
cas en la formacién de los valores de la razén como un
argumento en menoscabo de las demids disciplinas esco-
lares, ni de las denominadas cientificas ni de las llamadas
humanidades. A fin de cuentas, si se acepta esa clasifica-
ciéon, hay que considerar las matematicas como un puen-
te entre ambas.

En el reciente Dictamen sobre la enseiianza de las humani-
dades en la educacion secundaria puede leerse que no es
«deseable concebir como separados o incomunicados esos
dos mundos que Snow denominé las ‘dos culturas’: de un
lado, la sustentada por los... intelectuales literarios (huma-
nistas) y, de otro, la de los cientificos». Al logro de ese deseo
las matematicas pueden contribuir de forma decisiva.

Parece oportuno citar a Fernando Savater: Pero, ;qué son
las humanidades? Supongo que nadie sostiene en serio
que estudiar matematicas o fisica son tareas menos huma-
nistas, no digamos menos ‘humanas’, que dedicarse al
griego o a la filosofiar.

e Pese a ese papel singular que las matematicas tienen en
el sistema educativo, o quizds debido precisamente a €so,
su enseflanza no ha alcanzado niveles de satisfaccion para
las administraciones educativas, ni para los padres, ni para
los profesores.

Hay que admitir que las matematicas no han supuesto
para la mayoria de los alumnos una fuente de placer inte-



lectual. Son muy diferentes las experiencias que cada per-
sona ha tenido con las matemadticas y muy distintos los
recuerdos que se puedan guardar, pero muchos podrian
suscribir la frase de Bertrand Russell: da aritmética es el
coco de la nifiez; recuerdo que lloraba amargamente por
no poder aprender la tabla de multiplicar.

El Informe Diagndstico General del Sistema Educativo. La
escuela secundaria obligatoria, elaborado por el Instituto
Nacijonal de Calidad y Evaluacion, refiriéndose a los resul-
tados en matemdticas de los alumnos de catorce afios,
afirma que «el 7180% de los alumnos no alcanza... un
nivel satisfactorio de rendimiento en la resolucién de pro-
blemas que impliquen relaciones de proporcionalidad o
porcentajes, la geometria del tridngulo, o la resolucién de
ecuaciones lineales simples, entre otras cosas”.

e Pedro Puig Adam es el mejor representante, en el
segundo tercio de este siglo en nuestro pais, de los afa-
nes del profesorado por producir una sustancial mejora
en la educacién matemdtica. Un intenso movimiento de
renovacién en la enseflanza y aprendizaje de las mate-
miticas se inicié durante la década de 1970 con la for-
macién de diversos grupos y asociaciones de profesores,
que se consolidé en la década siguiente con la creacion
de la Federacién Espafiola de Sociedades de Profesores
de Matemdticas, la aparicién de diversas publicaciones
periddicas y la organizacién de gran ntmero de jorna-
das, seminarios y congresos. Este movimiento continta
hoy vivo y amplios colectivos de profesores siguen bus-
cando respuestas y alternativas con el fin de mejorar la
situacién, claramente insatisfactoria, de la ensefianza de
las matematicas.

A ello hay que afadir la incipiente investigacion en didac-
tica de las matemaiticas en las universidades espafolas, asi
como la reciente constitucién de la Sociedad Espariola de
Investigacidn en Educacidén Matemaitica.

e La ensefanza de las matemdticas tiene muchos retos plan-
teados, algunos de los cuales comparte con otras disciplinas.
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Antonio Martinén
Teresa Riera
Carmen Heras
Bernardo Bayona
Congreso de los Diputados

Es necesario situar las matematicas en
el contexto social, cientifico, cultural y
politico en los cuales se produjeron. Es
decir, las matematicas deben presentar-
se como una mas de las creaciones
humanas, que no estin nunca al mar-
gen de la sociedad, sino que influyen
en ella y estin influidas por ella.

Situados, por fortuna, en una educacién
para todos, resulta necesario, posible-
mente siempre lo ha sido, que las mate-
mdticas se presenten a los alumnos car-
gadas de significados para ellos, supe-
rando definitivamente la época en la
que la actividad del aula se centraba,
casi exclusivamente, en el uso sistema-
tico de algoritmos. La ensefianza de las
matemdticas debe, de igual forma que
lo hacen las propias matemadticas,
nutrirse de la realidad, en este caso de
la mis cercana y familiar para los alum-
nos.

Por otro, es indispensable mejorar la
formacién del profesorado, tanto en lo
que se refiere a los contenidos propia-
mente matematicos, como al conoci-
miento de los hallazgos de la investiga-
cién en didactica de las matematicas.

Puede resumirse el reto que las mate-
maticas tienen en el sistema educativo
diciendo que se trata de que contribu-
yan efectivamente a lo que la Consti-
tucién establece en su articulo 27: Jda
educacién tendrd por objeto el pleno
desarrollo de la personalidad humana
en el respeto a los principios democra-
ticos de convivencia y a los derechos y
libertades fundamentales».

Proposicién Parlamentaria sobre el Afio Mundial de las Mateméticas 2000

Presentacion

El 19 de noviembre de 1998 el Grupo Parlamentario Socialista presenté en el Congreso de los Diputados la Proposicién no de Ley sobre el
Afio Mundial de las Mateméticas 2000, para su debate en la Comisién Mixta de Investigacién Cientifica y Desarrollo Tecnolégico. Fueron
autores de la Proposicién los diputados Antonio Martinén Cejas, Maria Teresa Riera Madurell, Maria del Carmen Heras Pablo y Bernardo
Bayona Aznar. El fexto presentado por el Grupo Socialista contenia una exposicién de motivos y una propuesta de acuerdo. La exposicion
de motivos se publica en las paginas anteriores con el titulo Ante el afio Mundial de las Mateméticas 2000.

Debate y acuerdo

El 9 de febrero de 1999 la Comisién Mixta de Investigacion Cientifica y Desarrollo Tecnolégico, reunida en el Congreso de los Diputados,
debatié y aprobé por unanimidad la Proposicién no de Ley sobre el Aio Mundial de las Matematicas 2000. El acuerdo coincide con la pro-

puesta del Grupo Socialista con una leve modificacién.



Acuerdo sobre el Aflo Mundial de las Mateméticas 2000, adoptado por unanimidad
el 9 de febrero de 1999 por la Comisién Mixta Congreso de los Diputados-Senado
de Investigacién Cientifica y Desarrollo Tecnolégico

La Comisién Mixta de Investigacién Cientifica y Desarrollo Tecnolégico, ante la celebracién en Espafia del Afio Mundial de las
Mateméaticas 2000,

A

B)

q

D)

E)

Considera que las matemdticas

1. Son una de las maximas expresiones de la inteligencia humana y un magnifico ejemplo de la belleza de las creaciones inte-
lectuales.

2. Constituyen un eje central de la historia-de la cultura y de las ideas.

3. Gracias a su universalidad, se aplican en los ofras ciencias, de la naturaleza y sociales, en'las ingenierias, en las nuevas tecno-
logias, y en las distintas ramas del saber y en los distintos tipos de actividad humana, de modo que resultan fundamentales en el
desarrollo y el progreso de los pueblos.

4. Constituyen una herramienta bésica para que la mayoria de las personas puedan comprender la sociedad de la informacién en

la que viven.

5. Han desempefiado, y deberdn seguir haciéndolo, un destacado papel en los sistemas educativos y en el aprendizaje de los
escolares.

6. Se convierten en uno de los Gmbitos mas adecuados para la cqoperacién entre todos los pueblos por su lenguaje y valor
universales.

Apoya dicha celebracién, ya que

1. Es un impulso para la investigacién matemdtica.

2. Intensifica la conexién de las mateméticas con sus aplicaciones, lo que permitird aumentar la importancia en nuestro pais de las
matemdticas aplicadas.

3. Es una oportunidad para mejorar la educacién matemética de los escolares.

4. Facilita la divulgacién del conocimiento matemdtico y de las caracteristicas propias de las matematicas entre la poblacién en gene-
ral, entre los profesores y entre los propios investigadores matemdticos.

5. Permite ampliar la cooperacién con los demds paises, parficularmente con los iberoamericanos.

Invita

1. Alas instituciones y sociedades cientificas a que celebren el Afio Mundial de las Mateméticas 2000 con el animo de alcanzar los
objetivos de la Declaracién de Rio de Janeiro.

2. Alos profesores de mateméticas de todos los niveles educativos a que aprovechen la celebracién para aumentar el nivel de com-
petencia matemdtica de sus alumnos, perfeccionando su propio nivel cientifico y los métodos de ensefianza y aprendizaje, enten-
diendo las matematicas como disciplina cientifica esencial para la formacion del espiritu de los nifios y jovenes.

3. Alos Gobiernos de las Comunidades Auténomas y a las Corporaciones Locales a que presten su apoyo a las instituciones y socie-
dades que en sus dmbitos territoriales planteen actividades en el marco de la celebracién.

4. A los medios de comunicacién a que se hagan eco de las actividades que se realicen, y trasladen a la sociedad aquellos aspec-
tos de las mateméticas que tengan mds interés para la mayoria de los ciudadanos.

Insta al Gobierno a que, dentro de su émbito de competencias y de acuerdo, en su caso, con las Comunidades Auténomas,

1. Apoye, decidida y eficazmente, a las Sociedades e Instituciones que desarrollen actividades con tal motivo, particularmente al
Comité Espaiol del Aio Mundial de las Mateméticas 2000.

2. Favorezca programas de investigacién en el ambito de la didactica de las mateméticas.

3. Fomente la organizacion de actos culturales, académicos y ludicos entre los estudiantes de todos los niveles educativos, tal como
se hace en los demés palses europeos. .

4. Favorezca la investigacién matemética y la relacién de ésta con las aplicaciones, tanto las de carécter cientifico, como las indus-
triales, empresariales o fecnolégicas en general.

5. Colabore a la divulgacién de las mateméticas y, a tal fin, promueva desde los medios de comunicacién de titularidad piblica‘el
mayor conocimiento de las matemdticas por parte de la poblacién en general.

6. Contribuya al conocimiento y al reconocimiento social de la obra histérica més relevante de los mateméticos espafioles:

7. Establezca lineas de cooperacién con ofros pafses, especialmente los iberoamericanos, en los dmbitos de la investigacion mate-
mdtica y de la educacién matemética.

Acuerda sumarse a dicha celebracién mediante la organizacion de actividades en las sedes de las Cortes.



FEDERACION ESPANOLA DE SOCIEDADES DE PROFESORES DE MATEMATICAS

Presidenta: Maria Jests Luelmo
Secretaria General: Carmen Azcérate Giménez
Tesorero: Florencio Villarroya Bullido

Sociedades federadas

Federacié d’Entitats per I’Ensenyament de les Matematiques a Catalunya

Presidente: Xavier Vilella Mir6
Apartado de Correos 1306. 43200-REUS (Tarragona)

Organizacién Espaiiola para la Coeducacion Matemética «Ada Byron»
Presidenta: Fidela Veldzquez
Almagro, 28. 28010-MADRID

Sociedad Andaluza de Educacion Matemética «Thales»

Presidente: Antonio Pérez Jiménez
Apartado 1160. 41080-SEVILLA

Sociedad Aragonesa de Profesores de Matemadticas «Pedro Sénchez Ciruelo»
Presidente: Florencio Villarroya Bullido
ICE Universidad de Zaragoza. C./ Pedro Cerbuna, 12. 50009-ZARAGOZA

Sociedad Asturiana de Educacién Matematica «Agustin de Pedrayes»

Presidente: J. Horacio Gutiérrez Alvarez |
Apartado de Correos 830. 33400- AVILES (Asturias)

Sociedad Canaria de Profesores de Matemadticas «Isaac Newton»
Presidente: Francisco Aguiar Clavijo
Apartado de Correos 329. 38201-LA LAGUNA (Tenerife)

Sociedad Castellano-Leonesa de Profesores de Matemaéticas

Presidente: Tomés Ortega
IB Comuneros de Castilla. C./ Batalla Villalar, s/n. 09006-BURGOS

Sociedad Castellano-Manchega de Profesores de Matemadticas
Presidente: Serapio Garcia

Avda. Espafia, 14, 59 planta. 02006-ALBACETE

Sociedad de Ensinantes de Ciencia de Galicia (ENCIGA)
Coordinador: Luis Carlos Cachafeiro Chamosa
Apartado de Correos 103. SANTIAGO DE COMPOSTELA

Sociedad Extremefia de Educacién Matematica «Ventura Reyes Prosper»
Presidente: Ricardo Lyengo Gonzélez

Apartado 536. 06080-MERIDA (Badajoz)

Sociedad Madrilefia de Profesores de Matematicas «<Emma Castelnuovo»

Presidenta: Maria Jests Luelmo
Apartado de Correos 14610. 28080-MADRID

Sociedad Matemética de Profesores de Cantabria
Presidenta: Angela Nifiez
CPR de Santander. C./ Pefia Herbosa, 29. 39003-SANTANDER

Sociedad Navarra de Profesores de Mateméticas «Tornamira»

Matematika Iraskasleen Nafar Elkartea Tornamira

Presidente: José Ramén Pascual Bonis

Departamento de Matemdtica e Informética. Campus de Arrosadia. Universidad Pablica de Navarra. 31006-PAMPLONA

Sociedad «Puig Adam» de Profesores de Mateméticas
Presidente: José Javier Etayo Gordejuela
Despacho 3517. Facultad de Educacién. Universidad Complutense. 28040-MADRID

Societat d’Educacié Matemadtica de la Comunitat Valenciana «Al-Khwarizmi»

Presidente: Luis Puig Espinosa
Departament de Diddactica de la Matemdtica. Apartado 22045, 4607 1-VALENCIA




Problemas actuales de nuestra
educacion matematica primaria
y secundaria

CONVOCADA POR la Real Academia de Ciencias Exactas,

(*) Asistieron a la reunién:
Carlos Andradas y Tomds
Recio {Real Sociedad
Matemdtica Espafiola); M®
Jests Luelmo, Antonio Pérez,
Salvador Guerrero y Julio
Sancho (Federacién
Espafiola de Sociedades de
Profesores de Matemdticas);
Rosa Pardo y Soledad
Rodriguez (Sociedad
Espafiola de Matemdtica
Aplicada); Rafael Infante
{Sociedad Espafiola de
Estadistica e Investigacién
Operativa); Luis Rico y
Modesto Sierra {Sociedad
Espafiola de Investigacion en
Educacién Matemdtica);
Carles Romero (Sociedad
Catalana de Mateméticas);
José Luis Fernandez Pérez
(IMU-ICMI-Espaiia); Alicia
Delibes (Centro de Informa-
cién y Documentacion
Educativa-MEC); Miguel de
Guzman, lldefonso Diaz,
Pedro Jiménez Guerra y
Manuel Lépez Pellicer (Real
Academia de Ciencias
Exactas, Fisicas y Naturales);
Actuaron como Secretarios
de la Reunién: Javier Soler
(Comunidad Auténoma de
Madrid), Joaquin Herndndez
(Universidad Complutense de

Madrid).

Fisicas y Naturales, se ha llevado a cabo una reunién con
representantes de las diferentes organizaciones de mate-
miticas del pais*, durante los dias 5 y 6 de febrero de
1999 sobre el tema monografico:

Problemas actuales de nuestra educacion matemdtica
primaria y secundaric

La reunién, que tenia el objetivo de identificar los princi-
pales problemas de nuestra educacién primaria y secun-
daria y de apuntar algunos principios de solucién para
ellos no pretendia, por supuesto, concluir con un con-
senso total en asuntos tan dificiles y controvertidos, como
se puso de manifiesto en la misma reunion.

El debate sobre la ensefanza de las
matematicas en la LOGSE

La ensefianza de las matemdticas es una componente
esencial de cualquier sistema educativo. No s6lo porque
es importante conseguir que todos los ciudadanos posean
un grado adecuado de conocimiento matemdtico, sino
también porque este objetivo es extremadamente dificil
de lograr y, en consecuencia, porque requiere la concu-
rrencia de todos los recursos del sistema escolar. Por
tanto, el mayor o menor grado de éxito en la alfabetiza-
ciébn matematica de los jovenes puede ser un test (aunque
no el (inico) que proporcione informacién relevante sobre
los aciertos y errores de un nuevo planteamiento del sis-
tema educativo.

El marco legal actual de la LOGSE ha introducido unos
cambios sustanciales en nuestro sistema de ensefianza.
Por ejemplo:



e La ampliacién de la escolarizacién obligatoria hasta
los 16 afios (esto es, un incremento de dos afios de
escolarizacion obligatoria).

e La modificacién profunda de los objetivos y métodos
y de la organizacién de las ensefianzas (por ejemplo,
la comprensividad, el requerimiento a los docentes
para que participen activamente en el desarrollo
curricular, la importancia dada a los procedimientos y
actitudes en la clase de matemadticas, etc.).

La alfabetizacion matemdtica de la
sociedad

Tal vez porque la LOGSE incrementa los afios de escola-
ridad obligatoria y comun, aparece el problema de iden-
tificar las necesidades matematicas basicas de la pobla-
cién adulta, para que el curriculum de las matematicas en
la ensefianza obligatoria satisfaga adecuadamente las mis-
mas. El problema no es, simplemente, elaborar una lista
de destrezas y conocimientos més o menos usuales y Gti-
les en la vida de un adulto, para incorporarlos al curricu-
lum. Sucede que muchos de los objetivos que se plantean
y se alcanzan (en mayor o menor medida) en el 4mbito
escolar, no traspasan ese 4mbito v no llegan nunca a
incardinarse en el acervo de conocimientos pricticos que
maneja un adulto en la vida cotidiana.

Por ejemplo, en el curso de nuestro debate en la Real
Academia de Ciencias, nos preguntamos si personas de
gran formacion, cuyo ejercicio profesional estuviese lejos
del 4mbito cientifico, conservarian la capacidad para ope-
rar con fracciones sencillas, en concreto, si serfan capaces
de sumar 1/3+1/6. Una pequefia encuesta realizada sobre
la marcha a cuatro catedriticos de universidad (de
Derecho, Historia, Anatomia y Bioquimica) confirmé que
so6lo este Ultimo era capaz de obtener la solucién correc-
ta, y s6lo otro mis se atrevid a aproximarse al problema
mediante una estrategia matemdtica, operando mental-
mente con decimales y obteniendo una solucién aproxi-
mada. La alfabetizacién matematica de la sociedad debe
tener en cuenta estos hechos, y ha de considerar que la
gran mayorfa de personas sélo requerird, en la vida dia-
ria, una capacidad interpretativa de los aspectos matema-
ticos que se le presenten, frente a una pequefia propor-
cién de personas que utilizard de manera creativa o pro-
ductiva, las matematicas. Tal vez sea mas importante saber
entender que saber hacer. En el mismo sentido, apunta-
mos que es mas interesante que el comun de los ciuda-
danos tenga una actitud positiva hacia las matematicas
que el hecho de que conozca al final de sus estudios
muchas cuestiones puntuales o tenga mas o menos siste-
matizadas una serie de rutinas.

...8S mas
interesante
que el comun
de los ciudadanos
tenga una actitud
positiva bacia
las matemdticas
que el hecho
de que conozca
al final
de sus estudios
muchas cuestiones
puntuales o tenga
MAas o menos
sistematizadas
una serie
de rutinas.

Un planteamiento maximalista de los
requerimientos basicos para la alfabetiza-
cion matemadtica de la sociedad, condu-
ciria, en nuestra opinién, a una divisién
de la sociedad en ciudadanos de elite
(unos pocos, bien formados para abor-
dar la creciente complejidad técnica de
nuestro mundo) y en una masa de ciu-
dadanos con conocimientos muy defi-
cientes y sin capacidad de reaccién y cri-
tica. Un planteamiento minimalista con-
lleva unos resultados, medidos en térmi-
nos tradicionales de éxito en los estudios
superiores, mas pobres. Pero cuando se
habla de un descenso en el nivel mate-
mitico de la formacién que adquieren
los alumnos en la ESO, debe cualificarse
también el nivel que tendrfan aquellos
que, antes de la entrada en vigor de Ia
reforma, no seguian con sus estudios.

Los problemas de organi-
zacion

Hay un sensible acuerdo acerca de dar
un margen de confianza al sistema edu-
cativo que implica la LOGSE, teniendo
en cuenta que no ha transcurrido toda-
via el tiempo suficiente para establecer
una evaluacién, positiva o negativa, de
los logros de la Ensefianza Secundaria
Obligatoria. En todo caso, desde que se
cerrd el Centro de Desarrollo Curricu-
lar, pricticamente no se han realizado
estudios de seguimiento de la implanta-
cion de la reforma.

Lo que si se percibe es que el sistema,
que en principio es correcto, no esti
bien implementado en la prictica, por-
que existen problemas de organizacién
sin resolver:

1. Diversidad amplia de capacidades
intelectuales y culturales de los
alumnos coexistiendo en el aula,
que esteriliza los esfuerzos de los
profesores, que se afanan en distri-
buir su tiempo intentando atender
en sus requerimientos al mayor
nimero posible de alumnos, sin
conseguir en la prictica dar satis-
faccion real a las necesidades de
ninguno de ellos.
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La promocién automitica de los
alumnos en los cursos de ESO, a la
vez que facilita la mencionada
diversidad en el aula, ignorando
los principios mas elementales de
la naturaleza humana, incorpora al
modelo educativo el elemento
desincentivador clave: todos los
esfuerzos (incluida la ausencia de
todo esfuerzo) se recompensan de
la misma forma: promocién de
curso o de ciclo, o titulacién,

Respecto de la organizacion de
espacios y tiempos en los centros,
hay opiniones que apuntan solucio-
nes en la linea del informe
Cockcroft: impartir simultineamente
las clases de matematicas en los dis-
tintos grupos formados con los
alumnos de cada curso. De este
modo se consigue una cierta flexi-
bilidad y se pueden disponer los
grupos de ensefianza como mejor
convenga a las necesidades de los
alumnos; es posible, durante un
mismo curso, pasar los alumnos de
un grupo a otro, o modificar la dis-
posicion de los propios grupos para
fines especiales. En cualquier caso,
no se es ajeno a las dificultades que
para la organizacion docente de
cada Instituto plantea esta solucion.

Otras opiniones abogan por dejar
la solucién en manos de los profe-
sionales de cada centro. El papel
de la Administracién (central o
autonémica) se debe limitar a dar
mas medios a los profesores (por
ejemplo, dos profesores por aula).

Finalmente, hay también opiniones
que apuntan como posible solucién
una gran diversidad de opciones
(créditos optativos) en la linea que
actualmente se sigue en Catalufia.

Falta de tiempo para desarrollar el
curriculum con la metodologia que
propone la LOGSE. Hacen falta mis
horas semanales de clase dedicadas a
las matematicas, Los cursos de Primer
Ciclo y Segundo Ciclo de la ESO
requieren, como minimo, cuatro
horas semanales, habiendo incluso
propuestas de extenderlas a cinco.

Hacen falta mas
horas semanales
de clase
dedicadas a
las matemdticas.
Los cursos
de Primer Ciclo
Y Segundo Ciclo
de la ESO
requieren,
COMmMOo Minimo,
cuatro horas
semanales,
habiendo incluso
propuestas
de extenderias
a cinco.

5. Falta de materiales didécticos para desarrollar los
objetivos marcados con la metodologia marcada. Es
necesario dotar a los centros de laboratorios de mate-
mdticas, que permitan el desarrollo de los contenidos
con una metodologia activa por parte del alumnado.

La formacion del profesorado

Un aspecto de médxima importancia en las dificultades de
la implementacién del nuevo sistema es la falta de forma-
cién del profesorado.

Acerca de la formacion de los profesores se ha debatido
en dos sentidos:

Por un lado la formacién inicial de los futuros profesores
de matematicas, tanto en las escuelas de magisterio como
en las facultades de matemadticas deja mucho que desear.

En las primeras porque el actual plan de estudios de
magisterio mantiene una formacién puramente testimonial
en matemdticas y su didéctica para los futuros profesores
de primaria (entre un 2 y un 7% del total de créditos, en
términos generales). Si bien la formacién inicial de planes
anteriores en matematicas para los profesores de primaria
no era ideal, la situacion actual es insostenible. Son nece-
sarios maestros con una cultura general sélida; hay que
caracterizar con mayor precision el tipo de formacién en
matematicas y su didactica necesario para el profesor de
primaria; las matemdticas deben aprenderse y ensefiarse
en un contexto; hay que fomentar la actitud favorable de
los estudiantes de primaria hacia las matematicas al con-
cluir este ciclo de formacién (squé actitud deben tener
estos estudiantes? 4s6lo son importantes las rutinas?).

Hay una contradiccién entre las necesidades formativas
del profesor de primaria y su formacién real; los objetivos
establecidos para la Educacién Primaria en el drea de
matemdticas no quedan cubiertos con la formacion actual
del Profesor de Primaria; esta formacién es practicamente
inexistente por su exigtiidad.

Las matemiticas de primaria no pueden reducirse al
aprendizaje de los algoritmos, es necesario fomentar una
actitud positiva en los estudiantes, que deben transmitirle
sus profesores; la falta de formacion de los profesores estd
repercutiendo negativamente en el sistema educativo.
Parece haberse olvidado la importancia formativa que tie-
nen las dos disciplinas instrumentales basicas: lengua y
matemdticas. Un apoyo de especialistas por centros puede
ser conveniente.

En las segundas, porque no se da, con escasisimas excep-
ciones, formacién acerca de los temas que posteriormen-
te los profesores de secundaria tendrdn que explicar, asi
como tampoco acerca de didéctica de las matematicas. En
este sentido se constata que en la mayoria de las




Facultades de Matemadticas, la formacién parece que va en
la linea de que todos fueran a hacer investigacién en
Matemiticas, con demasiado contenido matemitico y sin
atender para nada a cuestiones como psicologia del
aprendizaje matemitico, Historia de la Matemitica, instru-
mentos concretos para la diddctica, juegos, aplicaciones,...
que ciertamente le serfan de inestimable ayuda en su
labor al futuro profesor.

Por otro lado ha sido también objeto del debate la for-
macion permanente del profesorado.

e Se necesita una formacién que no se quede en la
mera realizacién de cursos, sino que produzea cam-
bios reales en su actividad en el aula.

® Son necesarias mis horas de estudio, formacién e
investigacion de los profesores de secundaria, lo que
exigiria la reducciéon del namero de horas de docen-
cia directa (dieciocho en la actualidad) junto con un
mayor control de su trabajo al margen de la docencia
en el centro.

* Los profesores de Secundaria han estado hasta ahora
impartiendo sus clases con una metodologia propia
de BUP. La actual reforma de la ensefianza de las
matemdticas la estd llevando a cabo un profesorado
que estd mas acostumbrado a, y, por tanto, le es mis
cémodo, el sistema anterior, en el que se hacia mis
hincapié en el desarrollo de habilidades algoritmicas,
que a un sistema en el que prima el desarrollo de
capacidades. La Ensefianza Secundaria Obligatoria
exige una metodologia diferente para la que no se ha
dado formacion especifica.

Los Ciclos Formativos

La falta de perspectivas para gran parte del alumnado es
desmotivadora. Existe, en la actualidad, una gran deman-
da de plazas de ensefianza en los Ciclos Formativos, tanto
de nivel medio, para alumnos que terminan la ESO vy no
desean cursar el bachillerato, como de nivel superior, para
alumnos que han terminado el bachillerato y no desean
cursar estudios universitarios. Es necesario ampliar sustan-
cialmente la oferta de plazas en dichos Ciclos Formativos.

Otros aspectos de interés

Finalmente, se apuntan tres cuestiones que cuentan con
el apoyo generalizado o al menos no generan ninguna
controversia:

1. Aprovechar las nuevas tecnologias para introducir
ideas, es decir que los ordenadores no solamente sir-
van como ayuda para facilitar cilculos o resolver
cuestiones que sin ellos serfan engorrosas, sino que

Se apunta
la necesidad
de formar
una especie
de foro estable de
ambito nacional
(podria ser
un subcomité
del ICMD) en
el que estuvieran
presentes
las diferentes
organizaciones
de profesionales
que se ocupan
de los problemas
relativos
a la educacion
matemdtica,

Y que se coordine
con otros paises
europeos
y del resto
del mundo.. .

ademds se pueden aprovechar para
fundamentar los conceptos; se po-
ne el ejemplo del uso del CABRI en
Geometria.

Tendencia del profesorado de
Matematicas a compartimentar su
asignatura. Se constata que en la
clase de Matemiticas no se hace
alusién a la utilidad de la misma en
otras ciencias, en general la expo-
sicion en nuestras clases estd muy
alejada de problemas genéricos vy,
tanto a los profesores de Matemi-
ticas como los de otras asignaturas
de ciencias se les observa una acti-
tud poco abierta a colaborar entre
ellos.

Se apunta, como una de las razo-
nes de este hecho, el nulo peso
que tienen asignaturas no propias
de Matemdticas en la licenciatura
en muchas Universidades. En
general se estd en desacuerdo con
la desaparicion de cualquier asig-
natura de Fisica, o Dibujo, en los
programas de la licenciatura de
Matematicas.

Se apunta la necesidad de formar
una especie de foro estable de
ambito nacional (podria ser un sub-
comité del ICMI) en el que estuvie-
ran presentes las diferentes organi-
zaciones de profesionales que se
ocupan de los problemas relativos
a la educacién matemitica, y que
se coordine con otros paises euro-
peos y del resto del mundo, ya que
la alfabetizacién matemdtica del
ciudadano medio es algo que no
tiene fronteras y es altamente bene-
ficioso contrastar pareceres con
otros comités similares,

Bremen
Foto: Luis
Balbuena



El papel de los esquemas
en la resolucion de problemas
de enunciado verbal*

Pearla Nesher

En el arficulo se pretende
demostrar que la capacidad
para resolver problemas de
matemdticas depende de los
niveles de esquemas y de las

estructuras que tienen los
chicos y chicas. Se sugiere

que si los profesores son
conscientes de los esquemas

necesarios parca asentar
cada nivel de aprendizaje y

presentan los problemas a
los alumnos de la forma més

general posible, eso
facilitard la resolucion.

* Conferencia leida en Tarra-

gona el 12 de febrerc de
1998, con motivo del proyec-
to TIEM98 patrocinado por el
Centre de Recerca Matemd-
tica, Institut d’Estudis Catalans.

Traduccién: Julio Sancho

E GUSTARIA hablar del papel de los esquemas en general
y demostrar como pueden ayudar en el aprendizaje de los
problemas aritméticos de enunciado verbal. Las definicio-
nes incluidas en el articulo fueron elaboradas por Fischbein
(1997) y se basan en la nocién de esquema de Piaget.

Rumelhart escribié «..con toda seguridad, los esquemas
son los bloques con los que se construye la cognicion.
Son los elementos fundamentales de los que depende
todo el procesamiento de la informacion. Los esquemas
se emplean en el proceso de interpretacion de los datos
sensoriales (tanto de los linglisticos como de los no lin-
glifsticos), en la determinacién de objetivos y subobjetivos
y en la direccién del flujo de procesamiento del sistema»
(Rumelhart, 1980, pp 33-34).

Fischbein opina que un esquema también es una estrategia
para resolver una cierta clase de problemas. AcentGa el
aspecto conductual de los esquemas: para €l, son un plan
de accién. Tenemos un ejemplo sencillo: la apertura de una
puerta con su manilla, es decir, el esquema consiste en
saber que debemos bajar la manilla y empujar la puerta o
tirar de ella. No le damos importancia ya que para nosotros
es una accion instintiva, pero cuando nos encontramos fren-
te a otro sistema que no reconocemos, como me oculrioé en
los trenes espafoles, (pulsar el botén verde para abrir la
puerta...) debemos construir un nuevo esquema de accién.,

A continuacion me referiré al papel de los esquemas en
la resolucién de problemas de enunciado verbal.

En particular quisiera resaltar la presencia cada vez mayor de
los esquemas como ayuda para resolver problemas de mate-
miticas. Me referiré a los esquemas aditivos pero se podria
aplicar también a otros mds avanzados. En primer lugar qui-
siera demostrar que las dificultades de los alumnos cuando se
enfrentan a la resolucion de problemas de enunciado verbal
son de caracter cognitivo y de alguna manera universales.



Nombre de la categoria

Caracteristicas

Ejemplo

1. Combinacién

2. Cambio

3. Comparacion

Implica relacién estética entre
conjuntos. Se pregunta sobre el
conjunto unién o sobre uno de
los dos subconjuntos disjuntos.

Describen incrementos o dismi-
nuciones en un estado inicial
para producir un estado final.

Implica comparacién estatica
entre dos conjuntos. Se pregun-
ta sobre el conjunto diferencia o
sobre uno de los conjuntos cuya
diferencia se conoce.

Hay 3 chicos y 4 chicas.
sCudntos son entre todos jun-
tos@

Juan tiene 6 canicas. Pierde 2
de ellas. gCudntas canicas
tiene Juan ahora?

Tomds tiene 6 canicas y José
tiene 4. sCudntas canicas
mds tiene Tomas que José?

¢
Tabla I. Las tres categorias seménticas generales de problemas de adicién y sustraccion

Los investigadores han comenzado a estudiar qué hay
detrds de las grandes dificultades a las que se enfrentan
los alumnos. En un primer momento los investigadores
(Carpenter, Moser y Romberg, 1982, De Corte y
Verschaffel, 1981; Kintsch, Kozminsky, Streby, Mckoon y
Keenan, 1975; Nesher y Katriel, 1977; Nesher y Teubal,
1975; Riley, 1983; Riley y Greeno, 1988; Vergnaud, 1988)
establecieron distinciones entre los diferentes problemas

Titulo

Descripcién general

Porcentaje. de éxito (%)

Combinacién 1

Combinacién?2

Cambio 1
Cambio 2
Cambio 3
Cambio 4
Cambio 5
Cambio 6

Comparacién 1
Comparacién 2
Comparacién 3
Comparacién 4
Comparacién 5

Comparacién 6

Pregunta sobre el conjunto unién (total)

Pregunta sobre un subconjunto (parte)

Aumento, pregunta sobre el conjunto final

Disminucién, pregunta sobre el conjunto final

Aumento, pregunta acerca del cambio
Disminucion, pregunta acerca del cambio

Aumento, pregunta sobre el conjunto inicial

Disminucién, pregunta sobre el conjunto inicial

Usando «mas», pregunta sobre el conjunto diferencia
Usando «menos». pregunta sobre el conjunto diferencia
Usando «mdés», pregunta sobre lo «comparado»

Usando «menos», pregunta sobre lo «comparados

Usando «més», pregunta sobre el referente

Usando «menos», pregunta sobre el referente

79-86
46-52

79-82
7275
6272
7577
2848
39-49

76-85
6675
65-80
66-81
43-60
35:54

Tabla II. 14 tipos de problema de enunciado verbal de adicién y sustraccién
[categorfas seméanticas y posicién del término desconocido)

aditivos y los agruparon en tres catego-
rias principales: la investigacion se hizo
en varios paises y en todos ellos se
coincidié en la misma categorizacion
de los problemas de enunciado verbal.
La tabla I presenta estas tres categorias.

Investigaciones adicionales sobre el
nivel de dificultad en cada tipo han
conducido a una distincion mis sutil
entre los problemas de cada categoria
que se presenta en la Tabla II.

Como se puede observar, cada uno de
los 14 problemas presenta un diferente
nivel de dificultad. Los problemas de
Cambio 5y 6, en los que se dan el con-
junto final y el cambio y el conjunto ini-
cial es el desconocido, son los mias difi-
ciles en todos los niveles.

Como en el caso de los problemas de
Cambio, la dificultad de los problemas
de Combinacién y Comparacién tam-
bién varfa dependiendo de lo que es
desconocido. Los problemas de Combi-
nacién 2, por ejemplo, son significati-
vamente mis dificiles que los de Com-
binacién 1. Los problemas de Compara-
cién en los que el referente es desco-
nocido son mis dificiles que cualquier
otro problema de Comparacién.

Los inicios

Cuando los nifios empiezan a describir
el mundo con ntameros, forman la
nocién de conjunto (Fuson, 1992;
Greeno, 1978; Nesher, Greeno y Riley,
19824). Su primer paso matemitico serd
contar objetos. Cuando el nifio comien-
zan la escuela podemos admitir que
tiene ya los siguientes esquemas:

En el Nivel 1. El nifio ya ha construido
los esquemas para contar (predicativos
y cardinalidad) y puede identificar
conjuntos a partir de diversas descrip-
ciones verbales (nombres de concep-
tos, localizaciones, situacion temporal,
posesiones, etc.): esto incluye la capa-
cidad para hacer operaciones simples
como afiadir o eliminar objetos de los
conjuntos y entender que cambia el
nimero de objetos del conjunto. La



competencia aritmética consiste en con-
tar y encontrar el cardinal de un conjun-
to dado (Nesher y otros, 19828). Con
este tipo de esquemas, pueden resolver
diversos tipos de problemas, contandolo
todo, vy siempre desde el principio.

En el Nivel 2: El nifio es capaz de enca-
denar acontecimientos por causa y
efecto y anticipar resultados de accio-
nes descritas en lenguaje ordinario.
Decimos que ha construido el esquema
de cambio. En aritmética, las operacio-
nes “+” y “=” son distintas, no relacio-
nadas y el signao “=" se entiende como
una sefial para ejecutar un procedi-
miento. Estd subyacente el esquema de
cambio.

En el Nivel 3: El nifio es capaz de for-
mar un esquema parte-parte-todo, que
puede usarse para representar relacio-
nes entre conjuntos en las que se des-
conoce el cardinal de uno de ellos que
estd definido por comprension (predi-
cados). Un conjunto puede también
definirse mediante comparaciones rela-
tivas. Los esquemas en este nivel estin
relacionados con la comprensién de la
inclusién.

En aritmética, en este nivel, la estructura
aditiva es reversible e incluye el signo
“=" para denotar una relacién de equi-
valencia. Obsérvese que el esquema
parte-parte-todo en el nivel 3 es reversi-
ble e incorpora ademds la relacién aditi-
va, que ahora incluye las operaciones
“ry

operan sobre la misma estructura.

“«_n

como operaciones inversas que

En el Nivel 4. El nifio puede usar el
esquema reversible para relaciones no
simétricas ((lo que ya se habia iniciado
en el nivel 2). Puede manejar descrip-
ciones direccionales, (ordenadas, por
ejemplo «mis» 0 «nenos») de una forma
mis flexible. La artimética, en este
nivel, incluye la capacidad de estable-
cer desigualdades y la capacidad de
igualar desigualdades mediante sumas
O restas.

En la descripcién de los anteriores nive-
les de desarrollo suponemos que, al
menos, estan involucradas dos tipos dis-
tintos de estructuras de conocimiento:

... el crecimeinto
logico-matemditico

a) el conocimiento del mundo que tiene el nifio, y

b) su conocimiento de las estructuras l6gico matematicas.

Las fuentes de estas dos estructuras del conocimiento, tal
como indico Piaget (1971, 1976), no son las mismas. Desde
luego, el crecimeinto l6gico-matemdtico del chico no
puede entenderse divorciado de su experiencia con obje-
tos fisicos. No obstante, el mecanismo de este crecimiento
es diferente como se indica en las referencias de Piaget a
la «abstracciéon simpler y a la «abstraccién reflexiva» (Piaget,
1968; Piaget, 1971 (1967); Piaget e Inhelder, 1969).

del chico Comprensién de los niveles de actua-
no puede cion en la resolucion de problemas
entenderse aritméticos de enunciado verbal
divorciado

de su experiencia
con objetos fisicos.

En la seccidén anterior hemos hecho un bosquejo de los
tipos generales de conocimiento que suponemos subya-
cen a la resolucién de problemas aritméticos. Ahora nos
fijaremos en los descubrimientos empiricos y mostrare-
mos como se pueden entender a la luz de los niveles de
desarrollo anteriores. La Tabla III presenta este desarrollo
en dos dmbitos diferentes: el conocimiento empirico del
mundo y el conocimiento 16gico-matemdtico.

Nivel

Conocimiento empirico Operaciones matemdticas

1

Recuentos

2
Cambio

3
Parte-Parte-Todo

4
Relaciones
direccionales

Se refiere a conjuntos, a afiadir y
quitar - elementos  a  conjuntos.
Comprensién de «poner», «dar»,
«tomar, etc. que denotan cambio

‘en la localizacién o posesion.

Capacidad de encadenar aconte-
cimientos por. causa y efecto. Se
refiere ‘a la cantidad de cambio.
Comprensién de una secuencia de
acontecimientos ordenados en el
tiempo de forma no reversible.

Se dispone de un esquema. reversi-
ble y puede usarse paraencontrar la
parte desconocida en una secuencia
de acontecimientos. Comprension
de la relacion de inclusion.

Reversibilidad  de relaciones no
simétricas. Habilidad para mane-
jar descripciones ' direccionales
(mas/menos} y cuantificar una
relacién (comparacién relatival.

Capacidad para contar y encon-
trar el cardinal de un conjunto.
Ordenacién de nimeros

2<5<8

Comprensién de la suma y resta

como procedimientos, “+” y "
son distintas
a+b—c

a-b—c

Comprension de la relacién entre
tres nimeros en una ecuacién (“=").
Conexién entre suma y resta:

si a+b=c entonces c-b=a y c-a=b

Capacidad para manejar la desi-
gualdad y su relacién con la igual-
dad, ‘igualandola ‘por adicién o
sustraccion:

si a>b entonces a~c=b y b+c=a

Tabla lll. Aspectos del desarrollo




Explicaremos como funcionan de forma coordinada. En
referencia a la Tabla III, el nivel 1 se define por la capa-
cidad para representar y operar en conjuntos sencillos. El
conocimiento que puede aprovecharse para representar
informacion sobre conjuntos incluye esquemas para iden-
tificar conjuntos y la capacidad para representar el cardi-
nal de un conjunto (Riley, 1983; Riley y Greeno, 1988).

Estos esquemas son suficientes para resolver problemas
de Cambio 1y 2 y Combinacién 1. Estos comparten dos
caracteristicas principales:

(1) La estrategia requerida para resolver el problema
puede seleccionarse a partir de informacién parcial y
local, y

(2) la solucién se puede obtener directamente contando
lo elementos del conjunto en el momento en que se
hace la pregunta.

Por ejemplo, consideremos como en el nivel 1 un nifio
puede resolver un problema de Combinacion 1:

José tiene 3 canicas.
Tomés tiene 5 canicas.

2Cudntas canicas tienen entre José y Tomds?

La comprensién de la primera frase requiere que el nifio
use su conocimiento del verbo posesivo ¢ener» para repre-
sentar el conjunto de canicas que tiene José. A partir de
ahi, el nifio selecciona una manera de representarlo y
cuenta un conjunto de tres objetos. Este procedimeinto se
repite para la segunda frase. Para dar la respuesta, el nifio
s6lo necesita contar el conjunto reunioén. Asi, resolver una
situacion de Combinacién 1 supone tres acciones aisladas
de recuento de conjuntos bien definidos.

De forma aniloga, los problemas de Cambio 1y 2 pue-
den resolverse a partir de caracteristicas locales del pro-
blema que especifican acciones de recuento aisladas,

Por ejemplo, consideremos el siguiente problema de
Cambio 1:

José tiene 3 canicas.
Entonces Tomds le da 5 canicas mds.

sCuéntas canicas tiene José ahora?

La primera frase de este problema es idéntica a la prime-
ra del ejemplo anterior. La segunda frase requiere que el
nifio, antes de nada, entienda que el verbo «dar se refie-
re en este caso a incrementar el conjunto inicial en un
nimero apropiado de canicas. La respuesta, de nuevo
,supone contar los elementos del conjunto descrito por la
pregunta. Contindolos todos como una tarea separada de

las otras.

El conocimiento
que puede
aprovecharse
para representar
informacion
sobre conjuntos
incluye esquemas
Dpara identificar
conjuntos
y la capacidad
para representar
el cardinal
de un conjunto.

En contraste, consideremos lo que ocu-
rre cuando la solucién no puede deter-
minarse s6lo por referencia a la posesion
final, como en el caso del Cambio 3:

José tiene tres canicas.
Tomds le da algunas canicas mas.
Ahora José tiene 8 canicas.

3Cuéntas canicas la ha dado Tomas
a José?

Resolver este problema supone contar el
conjunto inicial de 3 canicas, a continua-
cion afiadirle 5 canicas en respuesta a la
frase «Ahora José tiene 8 canicas». En este
punto, la representacién del problema,
de un nifio en el nivel 1, es simplemente
el conjunto final de canicas que tiene
José. O bien el conjunto de las canicas
agrupadas. Asi que cuando se pregunta
«Cudntas canicas ha dado Tomas a José?
el nifio responde «ocho» u «once» y no la
respuesta correcta, «cincos.

Asi que nuestro andlisis no solo explica
coémo los nifios en el nivel 1 resuelven
ciertos problemas con éxito, sino que
también por qué en ese nivel fallan al
resolver otros problemas que requieren
la capacidad de encadenar aconteci-
mientos (como en el caso de los pro-
blemas de Cambio 3). Este es el conoci-
miento que atribuimos a los nifios en el
nivel 2. Discutiré ahora, con detalle, los
otros niveles que aparecen en la tabla.
El lector interesado puede buscar mis
informacién en Nesher y otros (19824).

La capacidad para resolver problemas
como los de Cambio S o Cambio 6 en el
nivel 3 introduce una de las mis pode-
rosas predicciones de nuestro modelo
tedrico. En estos problemas, los esque-
mas semdticos que se originan, a través
de la experiencia del nifio con el len-
guaje ordinario, contradicen la semanti-
ca recientemente aprendida de la suma
y resta (“+” y “="). Por ejemplo, conside-
remos un problema del tipo Cambio 5:

Daniel tiene algunas canicas.
Encuentra 5 canicas mas.

Ahora tiene 8 canicas.

¢Cudntas canicas tenia al principio?



Ia experiencia del nifio con el lenguaje
patural le induce a sumar («encontrar
significa «sumar). Que escoja restar
(para llegar a la solucion correcta)
puede conseguirse s6lo si la semantica
del lenguaje natural y del lenguaje
matematico estan diferenciadas como

sistemas auténomos, de manera que
cada una de ellas pueda, ademas, desa-
rrollarse para alcanzar la coordinacién
necesaria entre los dos sistemas.
Resolver problemas de Cambio 5 supo-
ne interpretar el «estado inicial, el
«cambio» y el «estado final» del proble-
ma anterior de una forma no temporal
sino como una relacién parte-parte-
todo. De manera que si se conoce una
parte vy el total, la segunda parte se
encuentra restando.

Asi que, en este nivel, el nifio es capaz
de establecer conexiones entre su
conocimiento del lenguaje natural y su
conocimiento matematico, no sobre la
base de sefales linguisticas aisladas,
sino mds bien a partir de la compren-
sion de la semdntica subyacente en
ambos lenguajes. Ahora es capaz de
imponer la estructura légico-matemdti-
ca, que es reversible e independiente
del tiempo en una situacién secuencia-
da temporalmente descrita en lenguaje
natural.

En resumen, nuestra hipdtesis respecto
a los niveles de desarrollo explica qué
tipo de problemas puede resolver un
nifio en un determinado nivel. Esto se
resume en la Tabla IV.

Estructuras matematicas
mas complejas

Una vez el nifio ha alcanzado el esque-
ma parte-parte-todo, ya ha adquirido
una estructura matematica aditiva autd-
noma que puede servir en todos los
contextos en los que se necesita sumar
o restar. Esta estructura puede repre-
sentarse en un diagrama que consiste
en tres componentes relacionados
(Figura 1). Notese que, aunque uno de
los componentes sea incompleto (o
insaturado, es decir, que tiene sblo la

... nuestra
hipotesis
respecto

a los niveles
de desarrollo
explica qué tipo
de problemas
puede resolver
un 1inio en
un determinado
nivel,

descripcién del conjunto pero no su cardinal), se puede
asignar a cada componente un papel en la relacion aditi-
va (estructura). En el diagrama, las dos cajas superiores
representan subconjuntos, mientras que la caja inferior
representa la unién de los dos subconjuntos.

Figura 1: Esquema parte-parte-todo

o

Considerando el anterior esquema como un objeto mate-
mitico se pueden construir jerarquias matemdticas supe-
riores que pueden servir como esquemas para situaciones
mas complejas.

Por ejemplo, en la figura 2 se presentan esquemas que
muestran las posibles situaciones para problemas de dos

pasos.

Tipo de problema

Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4

Combinacién 1

Combinacién 2

Cambio 1
Cambio 2
Cambio' 3
Cambio 4
Cambio 5
Cambio 6

Comparacién 1
Comparacién 2
Comparacién 3
Comparacién 4
Comparacién 5

Comparacién 6

X*

>

x X X X

Tabla IV



Parte compartida

Jerarquico

Total compartido

Figura 2. Esquemas mds complicados
para problemas de dos fases

El hecho de que los esquemas que se usan en matemati-
cas son un nuimero limitado, aunque corresponden a
muchas situaciones en las que pueden aplicarse, deberia
conducirnos a ensefiar las matematicas via los esquemas

Vamos a describir ahora algunas situaciones que se pue-
den modelar con los esquemas anteriores.

Situacién |

Consideremos, por ejemplo, los problemas siguientes:

flores en cada florero

rosas en cada
florero

flores en total

Problema 1: Un fotal de 35 flores se
distribuyen en 7 floreros. En cada
florero hay 3 tulipanes y el resto son
rosas. 3Cudntas rosas hay en cada
florero?

Problema 2: Un total de 35 flores se
distribuyen en floreros. En cada uno
de ellos hay 3 tulipanes y 4 rosas.
sCudntos floreros hay?

Problema 3: Se ditribuyen flores en
7 floreros. En cada uno de ellos hay
3 tulipanes y 4 rosas. 3Cudntas- flo-
res hay entre todos los floreros?

Problema 4: Un total de 35 flores se
distribuyen en 7 floreros. En cada
uno de ellos hay 4 rosas y el resto
son tulipanes. Cuédntos tulipanes
hay en cada florero?

Cada uno de los problemas anteriores
tiene la misma estructura. Es la misma
situacién, pero se pregunta cada vez
sobre un componente distinto. Lo
representa la siguiente figura:

floreros

tulipanes en cada
florero

Figura 3. Esquema de la Situacién 1

Esta era una situacién descrita median-
te un esquema jerdrquico. A continua-
cién describimos una situacién median-
te un esquema de total compartido.

Situacion Il

Ilustra el esquema de parte compartida.

En la clase hay 30 nifios. 12 de ellos son
chicos y el resto son chicas. Se dividen
en 5 grupos iguales. 3Cudntos nifios hay
en cada grupo?



Situacién Il

Que ilustra el caso del esquema de
parte compartida:

17 nifios fueron a una fiesta. 12
 eran chicos y el resto chicas. Al final
de la fiesta, se repartieron 15 flores
~ entre las chicas. Cada una de ellas
- recibi6 la misma cantidad de flores.
. ;Cuéntas flores recibié cada chica?

Desde luego, a partir de las situaciones
11 y II pueden elaborarse otros proble-
mas, de la mism forma que se ha deta-
llado en la situacién I. Todas las situa-
ciones anteriores comparten algunas
caracteisticas comunes, que pueden ser
enfatizadas cuando se ensefia este tipo
de problemas.

Esquemas generales vy
problemas abiertos

Ensefiar a través de los esquemas signi-
fica ensefiar mediante los casos mis
generales, Presentaré dos problemas
diferentes como ejemplo.

k Problema 1

Raul visité una granja. Vio vacas y

_pollos. No recuerda cuéntos vio
pero si se acuerda de que el guia le
contd que entre todos ellos habia
100 patas. 3Cudntos vacas y cudn-
tos pollos habia alli2

Desde luego, hay més de una respues-
ta a esta pregunta. Se podrian acertar
una o dos soluciones, aunque el proce-
so interesante es conocer todas la posi-
bles respuestas y también contestar
otras cuestiones como:

1 (Es posible que haya el mismo ntime-
ro de patas de pollo que de vaca?

2) (Es posible que haya el mismo
namero de cabezas de pollo que
de vaca?

3) (Es posible que haya un nimero
impar de pollos?

...da capacidad
para resolver
problemas
de matemdticas
depende del nivel
de los esquemas y
de las estructuras
de que disponen
los nifios
Y que éstos
cambian con
el transcurso
del tiempo
y del aprendizaje.
Los alummnos
pueden
beneficiarse
mdas si Somos
conscientes
de los esquemas
necesarios
en cada nivel
de aprendizaje
Y bresentamos
los problemas
en su _forma
mas general.

4) (Cudl es el minimo nimero de pollos, si hay de los
dos tipo de animales en la granja? ;Y el maximo?

5) ¢Cuidles son las posibilidades si hay méds vacas que
pollos?

6) Haz tus propias preguntas...

Si se tiene un esquema general para este tipo de proble-
mas, se pueden comprender ficilmente todas las posibles
alternativas y responder a muchas preguntas,

Problema 2

Dos coches salen de Barcelona para visitar ofra ciu-
dad. El coche B salié 3 horas después que el coche A.

1) ¢Pueden coincidir en su viaje? ;Bajo qué condiciones?
2) ¢Doénde se encontraran?
3) ¢A qué distancia de Barcelona se encontrardn?

4) ;Cudl seria la descripcion de dos coches viajando uno
al encuentro del otro?

5) Haz tus propias preguntas...

De la misma forma se puede construir un esquema gene-
ral para coches que viajan en direcciones opuestas y coin-
ciden en alglin momento de su viaje, y pueden usarse los
mismos esquemas en otros contextos como el trabajo, vol-
taje, etc.

Una vez se ha generado un esquema para estos proble-
mas se puede ver que los problemas de los libros de texto
es, tan solo, un caso entre otros muchos, que los casos
particulares no son importantes, que lo que cuenta es el
esquema general.

Algunas conclusiones

He tratado de demostrar que la capacidad para resolver
problemas de matemdticas depende del nivel de los
esquemas y de las estructuras de que disponen los nifios
y que estos cambian con el transcurso del tiempo y el
aprendizaje. Los alumnos pueden beneficiarse mis si
somos conscientes de los esquemas necesarios en cada
nivel de aprendizaje y presentamos los problemas en su
forma mis general.
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Paradojas matematicas
para la formaciéon de profesores

Pablo Flores Martinez

La actual reforma de la
ensefianza de las
Matemdticas propone
cambiar la idea de que el
profesor es un agente que
fransmite un conocimiento
cultural Onico y
preestablecido. Para que el
profesor se sienta participe
de este cambio tiene &l
mismo que afrontar un
cambio actitudinal en
relacion al conocimiento
matemdtico, y en relacién a
la ensefianza. En este
articulo proponemos el
empleo de paradojas
matemdticas para provocar
conflictos cognitivos en el
sujeto, de manera que se
vea abocado a revisar de
manera critica sus
concepciones y a adoptar
nuevas soluciones.
Presentamos una secuencia
para emplear en la
formacién de profesores

basada en una paradoja y el

andlisis de la paradoja
desde diversos campos de la
matematica.

A REFORMA de la ensefianza de las Matemadticas que estd
en curso (NCTN, 1991; MEC, 1992) aboga por unas
Matemadticas abiertas a todos los alumnos y por un método
mds participativo de ensefianza, con mayor protagonismo
del alumno. Pone el énfasis en el «¢procesor de hacer
Matemiticas, mids que considerar el conocimiento matema-
tico como un «productor acabado. Asi en el Curriculum de
Educacion Secundaria de Andalucia (pag. 4188) se indica:

_ partir de una concepcié
 cultural, superadora de

Para llevar a cabo esta renovacion en la ensefianza es pre-
ciso que los profesores compartan sus intenciones episte-
moloégicas. La formacién de profesores tiene que ayudar a
los profesores en formacion a tomar en consideracion esta
visién epistemoldgica, para lo que debe buscar estrategias
de formacién que favorezcan el cambio epistemolégico.

No basta con formar profesores que busquen la eficacia
en la transmisién de conocimientos matemdticos estable-
cidos. Tampoco es suficiente el que los profesores incor-
poren a su clase hdbitos mas abiertos y democriticos de
actuacion y participacién de sus alumnos. Se trata de que
los profesores busquen los significados educativos de los
contenidos matemdticos y establezcan estrategias formati-
vas acordes con ello. Una de las formas de hacer mas edu-
cativa la ensefianza de las matemdticas es procurar que los
alumnos <hagan matematicas».

Pero aquellos que estudian para convertirse en profesores
y los profesores no experimentados tienden a concebir la



ensefanza como la transmision de un producto externo,
Gnico, de quien lo conoce a quien no lo conoce. Los cur-
sos de formacién tienen que procurar cambiar esta expec-
tativa de los futuros profesores, y hacerles asumir su papel
profesional: son educadores matemdticos. Para llegar a
hacer patente esta propuesta, es necesario que los que
estudian para ser profesores sientan que ellos ¢ambién
pueden hacer matemiticas». Ademds, €s preciso que rom-
pan la visién unidimensional de la matemdtica, que hace
que se identifique geometrfa con 4lgebra lineal, dlgebra
con teoria de ecuaciones o andlisis con estudio de curvas.
Se trata de mostrar que los problemas matemiaticos pueden
contemplarse de formas variadas, y al hacerlo de esta forma
se amplia la riqueza interpretativa de estos problemas.

Con vista a este fin, en este articulo presentamos una
secuencia de razonamiento matemdtico basado en la reso-
lucién de una paradoja matematica, con la intencién de
que dicha propuesta se utilice en los cursos de formacién
de profesores de matemdticas de secundaria. El anilisis
matemitico y didactico de las tareas relacionadas con la
paradoja nos permitird mostrar la riqueza interpretativa de
significados y formas de representacién de los conceptos
matematicos ligados a ella. Creemos que mediante la rea-
lizacién de médulos formativos basados en la blisqueda
de significado y de resoluciéon de paradojas podemos
poner a los estudiantes en formacién a «<hacer matemati-
cas». De esta forma percibirdn que se puede hacer mate-
mdticas a partir de problemas elementales, y podrin com-
prender mejor la propuesta que se estd haciendo para que
sus alumnos <hagan matemadticas en clase»,

En el punto siguiente haremos algunas reflexiones sobre
el interés que tiene emplear paradojas en la formacién de
profesores, cuando se trata de provocar en ellos un cam-
bio de actitudes hacia la enseflanza de la matematica.
Posteriormente, presentaremos una secuencia de ense-
fianza basada en la aparicién de una paradoja relaciona-
da con las operaciones con segmentos, y al analizar esta
paradoja mostraremos que el estudio desde diversas pers-
pectivas nos ayuda a comprender mejor la situacién sor-

" prendente que encierra la paradoja. Finalmente haremos
algunas consideraciones sobre las cualidades educativas
de las paradojas para la formacioén de profesores de mate-
midticas de secundaria.

Paradojas y formacién de profesores
de matematicas

La formacién de profesores de Matemiticas parte, en la
actualidad, de una postura epistemoldgica constructivista
de las Matemdticas. Esta postura estd en consonancia con
la concepcién constructivista del aprendizaje (von
Glasersfeld, 1989) segtn la cual el propio alumno cons-
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truye el conocimiento, a partir de sus
estructuras cognitivas anteriores. Si se
quiere formar profesores para que ayu-
den a sus alumnos a construir su apren-
dizaje, habtd que realizar esta forma-
ci6n mediante actividades que permitan
al profesor en formacién generar su
propio aprendizaje del conocimiento
profesional del profesor. Como conse-
cuencia, la formacién de profesores se
apoyard en procesos interpretativos,
criticos, de investigacidn sobre la tarea
profesional, basados en la indagacion
sobre el conocimiento profesional del
profesor de matemadticas, siempre par-
tiendo del conocimiento del profesor
en formacion sobre la tarea docente.

Con esta formacion critica se pretende
que el profesor busque significados de
su conocimiento profesional, y por
tanto, de su conocimiento matemdatico y
de sus cualidades educativas. Sin
embargo, el profesor en formacién ini-
cial estd habituado a razonar en mate-
maticas, y parece que «lomina las mate-
miticas» suficientemente, con lo que
s6lo demanda para su formacion estra-
tegias de «enseflanza» del conocimiento
matemitico establecido. Para que el
estudiante para profesor rompa esa
actitud, desde el paradigma de forma-
cién de profesores basado en la refle-
xion en la accién, se estin proponien-
do la utilizacion de paradojas, metifo-
ras, etc. como base para suscitar la
reflexion de los profesores en forma-
cion (Smyth, 1991).

La idea de utilizar paradojas y metafo-
ras no es nueva en educacion matema-
tica. Entre las investigaciones relaciona-
das con las creencias de los profesores
sobre las Matematicas y su ensefianza y
aprendizaje, hay algunas que han
empleado elementos evocadores, para
facilitar que los estudiantes expresen
sus representaciones sobre la ensefian-
za de las matemiticas. Johnston (1994)
estudio las caracteristicas personales de
tres profesores canadienses, empleando
para su andlisis las metdforas con las
que el profesor caracteriza la ensefian-
za. Bullough y Stokes (1994), utilizaron
las metaforas como un medio para la



exploracién de los profesores por ellos
mismos. Hoyles (1992) ha empleado
caricaturas para sintetizar las visiones,
actitudes y practicas de diversos sujetos
de los que ha realizado estudios de
casos. Nosotros hemos propuesto en
otro momento los chistes sobre las
Matemdticas y la ensefianza (Flores,
1996) y las metiforas sobre la esefianza
(Flores, 1998), como forma de facilitar
la comunicacién entre los educadores
matematicos o entre los formadores y
los profesores en formacién.

Movshovitz-Hadar y Hadass (1990) ya
han empleado paradojas en la formacién
de profesores de Matemdticas en Israel.
La investigacién realizada llevd a estos
autores a afirmar que las paradojas mate-
miticas proporcionan un campo conve-
niente para una revision no rutinaria y
refinada de los materiales del bachillera-
to, y hace que se genere en los estu-
diantes para profesor conflictos cogniti-
vos. En este articulo nos basamos en esta
idea, y hacemos una propuesta de for-
macidén centrada en el significado mate-
mético de los objetos relacionados con la
paradoja. Tratamos con ello de mostrar la
riqueza interpretativa que puede generar.

Precisemos qué se entiende por para-
doja y el tipo de paradojas que vamos
a considerar en nuestra propuesta.

Watzlawick y otros (1981) definen para-
doja como «na contradicciébn que
resulta de una deduccién correcta a
partir de premisas congruentes» (pag.
173). Estos autores clasifican las para-
dojas en tres tipos:

1. légico-matemiticas o antinomias
(paradojas sinticticas, como la que
esta ligada al conjunto de los con-
juntos que no se pertenecen a sii-
mismos);

2, definiciones paradjicas o antino-
mias semanticas (paradojas seman-
ticas, como la del mentiroso: «soy
un mentiroso»);

3. paradojas pragmaiticas, que pueden
paraddjicas
(como la que resulta cuando el

ser instrucciones
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dos que no se afeitan a si mismos) y predicciones
paraddjicas (como la resultante de la imposibilidad de
poner un examen sin avisar, incluyendo la paradoja
del prisionero).

Martin Gardner (1983) indica que las paradojas que
emplea en su libro Paradojas aja/(pag. vii) corresponden
a cuatro tipos:

Las paradojas que nosotros vamos a proponer correspon-
den a los dos primeros tipos de Gardner: afirmaciones
que parecen falsas/verdaderas, pero en realidad son ver-
daderas/falsas. De esta forma vamos a proponer un razo-
namiento «contrario al sentir comin que provoca un sen-
timiento de sorpresa» (Gardner, pag vii). Pero nuestra idea
es que no se reduzcan a un sentimiento de sorpresa, sino
que incluyan una componente que esté ligada al signifi-
cado de los conceptos matemdticos utilizados. Se trata de
provocar una sorpresa que ponga de manifiesto que no se
dominan los conceptos en toda su extension, pero que es
posible profundizar para buscar una explicacién concep-
tual, que no se reduzca a analizar la forma de expresion
de los conceptos. Con ello, las paradojas que vamos a
considerar podriamos incluirlas en las paradojas pragma-
ticas de Watzlawick.

Hemos buscado paradojas que se manifiesten como con-
trarias al sentir en determinado contexto, pero que tras
un estudio mis fino, puedan desaparecer o explicarse.
Nuestra intencién es presentar conceptos matematicos,
razonamientos, etc. que en una primera visibn aparezcan
como paraddjicos para el estudiante para profesor, es
decir,
Esperamos que de esta forma el estudiante para profe-

que contradiga sus expectativas intuitivas.

sot, que estd habituado a que el razonamiento matema-
tico sea univoco, correcto, valido y no contradictorio, se
sienta obliguado a buscar la interpretacién mas amplia
de la afirmacién y/o razonamiento paraddjico, y pro-
fundice en el sentido de los conceptos matematicos liga-
dos a esa paradoja. No vamos, pues, a entrar en las cla-
sicas paradojas que, con su aparicion, han moldeado la
historia de la matemadtica. Nos interesan las paradojas
que llevan a profundizar en conceptos matematicos, para
percibir la riqueza de relaciones que existen entre los
componentes de los conceptos.



Antes de exponer la paradoja que hemos analizado en
profundidad, veamos algunas paradojas cldsicas y su
potencialidad de significados matemiticos.

La paradoja de Ball, (Gardner, 1956), que aparenta la pér-
dida de la superficie de una unidad en un rectingulo de
169 unidades de superficie en un proceso de descompo-
sicién y recomposicion de figuras (figura 1). Esta parado-
ja reune las siguientes caracteristicas, que cubren las
expectativas que pretendemos:

a) es aparentemente sorprendente,
b) tiene una solucién no trivial,

c) estd relacionada con otros conceptos de la matemdti-
ca (en el caso de la paradoja de Ball, su generaliza-
cién nos hace llegar a la sucesioén de Fibonacci, y al
ntmero de oro), y

d) es expresable en diferentes sistemas de representa-
cién (en esta paradoja se relacionan la representacion
numérica-aritmética de los términos de la sucesion de
Fibonacci, la algebraica mediante la bisqueda de la
solucion de la ecuacidon/inecuacién y la geométrica,
mediante el cilculo de pendientes, la determinacion
de las superficies y la identificacion de las figuras que
se ponen en juego).

Otra paradoja muy clasica es la del reparto de camellos,
que ya tratamos en Gamiz y Flores (19906), y en las que
aparece un elemento importante, como es el paso al limi-
te, y la relacion aritmética ligada a las fracciones. La pri-
mera paradoja que solemos tratar en los cursos de for-
macion de profesores es la que se refiere a la idea de
nGmero decimal periodico y la controversia de los ntime-
ros de periodo 9.

En este articulo vamos a desrrollar con mayor detalle una
paradoja relativa a las operaciones con segmentos.

Una paradoja en las operaciones con
segmentos

Para que un razonamiento dé lugar a una paradoja es
necesario situarlo. Vamos a proponer una secuencia de
actividades que van a crear un marco adecuado para real-
zar la paradoja.

Primera Tarea. Dado un circulo, dibujar otro circulo
concéntrico con el primero que tenga de superficie la
mitad de la superficie del primero

La resolucion de este problema puede llevarse a cabo de
muchas formas; la mds espectacular consiste en dibujar
el circulo inscrito en el cuadrado inscrito en el primer
circulo. La generalizacion de este problema puede dar
lugar a diversas lineas de trabajo que suponen un mane-

D C
5
8
A 8 5 B
Area del cuadrado
13x13 = 169

8 13
Area del rectangulo
21 x8 = lég

Figura 1. Paradoja de Ball
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jo de la representacion aritmética-alge-
braica y la geométrica.

Una primera generalizacion consiste
en obtener con regla y compds circulos
cuya drea sea: la tercera parte, dos ter-
ceras partes, cuarta parte, tres cuar-
tas,..., en general m/n veces el 4rea del
circulo original.

Un método general para estas construc-
ciones es el basado en la espiral de
tridngulos de hipotenusas irracionales
crecientes (2, 3, 4, etc) (figura 2).
También se podria afrontar la bisqueda
de métodos particulares para algunos
casos. Un problema intermedio que
surge al resolver esta primera linea de
cuestiones consiste en obtener el radio
de una circunferencia concéntrica con
dos circunferencias que forman una
corona, tal que determine con ellas
coronas circulares de igual drea.

El método de dibujar el cuadrado inscri-
to en la circunferencia y luego inscribir
otra circunferencia en el cuadrado es un
caso particular de inscripcién y circuns-
cripcién de poligonos regulares en cir-
cunferencias. Otra forma de generaliza-
cion de la tarea: determinar en qué pro-
porcion dividen al drea del circulo los
circulos inscritos en los poligonos regu-
lares inscritos en el circulo original. Para
resolver esta tarea podemos emplear las
razones trigonométricas de los angulos
de los poligonos regulares, con lo que
surge otra linea de generalizacion: ;De
qué dangulos se pueden calcular el valor
exacto de sus razones trigonomeétricas?
JComo averiguar si un dngulo admile
razones .trigonométricas exactas? Estas



Figura 2. Espiral de irracionales

preguntas nos llevan hasta los limites de
cilculo de razones trigonométricas de
angulos que sean combinacién lineal de
angulos conocidos.

La resolucidén de estas tareas estd insis-
tiendo en la obtencién del resultado de
multiplicar un segmento (el radio del
circulo original), por un niimero irra-
cional. Esta operacion es relativamente
facil cuando el ndmero irracional es
algebraico.

Segunda Tarea (Cuadratura del rec-
téngulo). Dado un rectdngulo, dibu-
jar un cuadrado de igual drea que
el rectdngulo

Esta segunda tarea es aparentemente
paradédjica, sobre todo si se intenta
resolver desde el dlgebra. En efecto, el
cuadrado de igual drea que el rectdn-
gulo de lados a y b debe tener de lado
la rafz cuadrada del producto a'b, y
esto ;qué significa?

Empecemos con un ejemplo més facil.
Queremos cuadrar un tridngulo equila-
tero, con lo que sélo tendremos un
dato en la figura de partida, el lado a.
El drea del tridngulo es:

a?\3
4
Luego el lado del cuadrado debe medir:
aff3
2

¢Como obtener el segmento raiz cua-
drada de un segmento? ;C6mo obtener
el segmento raiz cuarta de 3?

Esta supuesta paradoja se resuelve de manera geométrica
mediante dos métodos ingeniosos. El primero es de natu-
raleza puramente geométrica, y consiste en aplicar el
Teorema de la Altura correspondiente a la hipotenusa de
un tridngulo rectingulo, (la altura es media proporcional
entre los dos segmentos en que divide a la bipotenusa).
Con ello podemos dibujar un segmento x tal que su cua-
drado sea igual a a-b, tal como necesitabamos en la cua-
dratura del rectdngulo. En la figura 3 aparece este méto-
do de cuadrar un rectdngulo, y la cuadratura del tridngu-
lo equiltero. El segundo método es fundamentalmente
algebraico, y consiste en hacer transformaciones con la
igualdad x'y = h? tal como indica la figura 4.

Figura 3. Primera cuadratura del rectangulo y del trigngulo equilétero

Si x-y = h? entonces, (x+y)? — (x-y)? = 4xy = (2h)2. Luego
[(x+y)/2)* — [(x~y)/2]* = h? Para construir h basta con
construir un tridngulo rectdngulo de hipotenusa (x+y)/2, y
de cateto (x=y)/2. El otro cateto medird A.

Figura 4. Segunda cuadratura del recténgulo



Teniendo en cuenta que todo poligono se puede des-
componer en tridngulos, y todo tridngulo es la mitad de
un paralelogramo, cuya superficie es la misma que la de
un rectdngulo de base y altura la del paralelogramo, al
resolver la tarea 2 podemos afirmar que todo poligono es
convertible en una suma de cuadrados. ¢Serfa posible
transformar cualquier poligono en un cuadrado? Esta es
una linea de investigacion que dejamos abierta.

Nos interesa mas una segunda linea de generalizacion, la
realizacion del problema inverso.

Tercera Tarea. Dado un segmento a, dibujar el seg-
mento cuya longitud sea la raiz cuadrada de la lon-
gitud de a.

A partir de la tarea anterior se comprende ficilmente que
el segmento buscado serd el lado del cuadrado de super-
ficie igual a la longitud del segmento a. ;Coémo calcular un
segmento con longitud igual a la superficie de un rectin-
gulo? 4Es posible realizarlo?

Para afrontar esta tarea podriamos dibujar un rectingulo
cuyos lados fueran a y el segmento de longitud unidad
(media proporcional entre 1 y @). De esta forma, el drea del
rectingulo serfa igual a la longitud de a. Al cuadrar este
rectangulo obtenemos el segmento cuya longitud es a.

Pero tal como se ve en esta figura 5, la longitud buscada
depende de la unidad de longitud que tomemos. Aqui esta
la paradoja que buscdbamos.

Para resolver
esta paradoja
vamos a trabajar
con diversas
JSormas
de representacion
del problema::
algebraica,
magnitudes,
geométrica
y aritmeética.

Figura 5. Célculo del segmento raiz cuadrada
de la longitud de oftro

Como es posible que la raiz cuadrada de un segmento
dependa de la unidad de longitud? ;Por qué no depende
de la unidad de longitud el resultado de multiplicar un
segmento por un niimero? ;Qué ha cambiado en este caso
respecto a la primera tarea?

En efecto, los resultados de la tarea 1 eran Gnicos, inde-
pendientes de las unidades tomadas, ya que se basaban

en relaciones entre areas, y éstas no
podian variar (el circulo inscrito al cua-
drado inscrito tiene de drea siempre la
mitad de la del circulo original) ;Qué ha
cambiado?

Para resolver esta paradoja vamos a tra-
bajar con diversas formas de represen-
tacién del problema: algebraica, magni-
tudes, geométrica y aritmética.

a)

b)

resolucién algebraica: partamos del
estudio de la funcién irracional cua-
dratica. Sabemos que la funcién raiz
cuadrada de x, estd definida en R*
donde es estrictamente creciente,
con un minimo absoluto en el 0y
con una rama parabodlica cuando x
crece. Si comparamos esta funcién
con la funcién lineal y = x, observa-
mos que se corta en X = 1, y que
como funcién creciente, esti por
encima de la funcién lineal cuando
X es menor que la unidad, y por
debajo cuando x es mayor. Aparece
pues una primera explicacién de la
paradoja: la raiz cuadrada de un
niamero es mayor o menor que
dicho niimero seglin sea este nilme-
ro menor o mayor que la unidad.
Seria pues inconsecuente que la raiz
de la longitud de un segmento fuera
siempre la misma cantidad, inde-
pendientemente de la relacién de
esta longitud con la cantidad uni-
dad. En la figura 6 se sintetiza este
estudio algebraico de la paradoja,
en la que se observa la forma de
construir la grifica de la funcion raiz
cuadrada de x geométricamente.

Esta explicacion tiene que ser com-
patible con la unicidad del resulta-
do de multiplicar un segmento por
un nimero. ;No es cierto que cual-
quiera que sea la relacién de a con
la unidad, 2-a es mayor siempre
que a? ;Deberia pues ser multifor-
me también el resultado de multi-
plicar un segmento por un nime-
ro? Para aclarar estas cuestiones es
conveniente afrontar otras formas
de representacion.

Consideracion como magnitudes.
Formalmente, una magnitud es un
semimddulo, construido sobre un



conjunto de cantidades, entre las
que se establece una suma que lo
estructura Ccomo Semigrupo, una
ordenacion compatible con la
suma, y una operacidon externa
definida sobre un semianillo.

En el caso de la longitud, partimos
de los segmentos, que clasificados
mediante una relacién de equiva-
lencia (AB es equivalente a CD si
y s6lo si existe una transformacion
plana que lleva a hacerlos coinci-
dir), definen cantidades de longi-
tud (la cantidad de longitud repre-
sentada por un segmento a corres-
ponde con la de todos los seg-
mentos equivalentes a ). Se defi-
ne la suma de cantidades de lon-
gitud a y b mediante la seleccion
de dos segmentos de estas clases,
que se encuentren en la misma
recta, uno a continuacion del otro,
con lo que la cantidad suma es la
clase a la que pertenece el seg-
mento formado por la unién de
ambos. La suma de cantidades de
longitud es una cantidad dnica,
independiente de los representan-
tes tomados. El orden de cantida-
des de longitud se define de igual
modo que la equivalencia, bus-
cando segmentos de la clase que
tengan un origen comuan, y com-
parando los extremos.

Noétese que estamos operando con
cantidades de longitud, y por

Figura 6. Obtencién de la funcién raiz cuadrada de x
geométricamente, y su relacién con y=x.
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tanto, no necesitamos los nimeros, con lo que la
asociacion de la unidad a una cantidad no aparece
por ningln lado. Los niimeros aparecen como ope-
radores mediante la operacién externa: la multipli-
cacién de un ndmero natural por una cantidad de
longitud se obtiene mediante suma repetida; la mul-
tiplicacién de un nimero racional m/n por una can-
tidad de longitud a se obtiene buscando otra canti-
dad de longitud b, tal que m'a = n-'b. La multiplica-
cién de un nimero irracional por una cantidad de
longitud se realiza mediante un paso al limite de
multiplicaciones racionales.

Cuando realizdbamos la primera tarea, estdbamos
multiplicando cantidades de longitud por nimeros
irracionales, mediante la operacién externa. El resul-
tado era, pues, una cantidad de longitud, y, tal como
hemos dicho para la suma (Ia multiplicacién externa
se reduce a una suma), este resultado es Gnico.

Llamamos medida de una magnitud al homomorfis-
mo entre la magnitud y un semimédulo numérico,
que conserva el orden. La medida de una magnitud
es pues, una correspondencia que asocia a cada
cantidad un ndmero. En esta aplicacion lineal se
debe conservar la operacién externa. Para realizar la
medida comenzamos por asociar a una cierta canti-
dad de magnitud la unidad del semimédulo numéri-
co. Esta asociacibn es arbitraria, con lo que la medi-
da de una cantidad dependerd de como bagamos la
asociacion unitaria.

Para medir la longitud, se comienza por establecer una
longitud a la que se le asocia la unidad (unidad de
medida), y a partir de ella se asigna una medida a cada
cantidad. Dada una cantidad de longitud, su medida
dependera de la cantidad unidad adoptada. Recipro-
camente, si queremos dibujar un segmento de medida
dada, necesitamos previamente indicar cual es la unidad
de medida. La cantidad de longitud es Gnica, pero su
medida depende de la cantidad unidad elegida.

En la tercera tarea, buscabamos la raiz cuadrada de la
medida de una cantidad de longitud, y esta medida
depende de la cantidad tomada como unidad. En la
primera tarea buscibamos la cantidad de longitud
resultante de multiplicar una cantidad por un nime-
ro y esta operacién no depende de la unidad, ya que
no corresponde con medida de longitudes.

Desde el punto de vista aritmético, la raiz cuadrada
estd relacionada con la potencia, y ésta es una mul-
tiplicacién. Detrds de la tercera tarea se esconde la
multiplicacion de medidas de cantidades de longi-
tud. Sabemos que mediante el dbaco continuo se
puede realizar la multiplicacién y divisiébn de nu-
meros representados en la recta real, de manera
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grifica, basindose en el Teorema de Thales. Pero,
tal como se puede ver, esta multiplicacién es de
medidas de segmentos, no de cantidades de longi-
tud, con lo que su resultado depende igualmente de
la unidad adoptada, y la multiplicacién aparente-
mente interna entre segmentos, depende de la uni-
dad de medida.

Consideraciones aritméticas. Hemos llegado, pues, a
establecer una relacién entre la supuesta paradoja y
la caracteristica y significado de las operaciones que
se estin poniendo en juego. El andlisis de la multi-
plicacién desde el punto de vista aritmético puede
afiadir algln resultado interesante. La multiplicacion
responde a problemas fundamentalmente de dos
tipos (Vergnaud, 1983): isomorfismo de medidas y
multiplicacién de medidas. La primera responde a
problemas del tipo A y la segunda a problemas como
el B siguientes:

A) Tengo 4 cajas, en cada una de las cuales hay 5 lapices.
2Cuéntos lGpices tengo en total?

B) Tengo 4 camisas y 5 pantalones, sde cuantas maneras
diferentes puedo vestirme?

(Qué tipo de operaciones son las planteadas en estos
dos problemas? nternas o externas?. Si escribimos
las unidades de referencia, la resolucién de ambos
problemas seria:

A) 4 cajas x 5 lépices/caja = 20 lapices
B} 4 camisas x 5 pantalones = 20 formas de vestirme

Como vemos, en el primer caso utilizamos dos tipos
de datos, un dato puntual (nimero de cajas), un indi-
ce (nimero de lipices por caja), y obtenemos otro
dato puntual (nimero de lapices). ;En qué conjunto
se estd definiendo la operacion?

En el segundo caso, multiplicamos datos de conjun-
tos diferentes, y obtenemos un resultado de otro con-
junto distinto a los dos anteriores. Esta situacion es
atn mas paradojica cuando multiplicando medidas de
longitudes de los lados de un rectdngulo obtenemos
areas del rectingulo (Segovia, Castro y Flores, 1997,
Castro, Flores y Segovia, 1998).

Si buscamos la significacion de la suma y el produc-
to externo, podemos encontrarnos situaciones simila-
res, pero también podemos plantear una suma de
cantidades bomogéneas (tengo 5 lapices en mi mano
derecha y 3 en la izquierda, cudntos lipices tengo).

Si profundizamos en la significacién de la multiplica-
cién, observamos que su resultado depende de la
unidad. Tal como indica Vergnaud, en los problemas
multiplicativos de isomorfismo de medidas (al
menos) contamos con fres datos. En efecto, en el pro-
blema A, tenemos los datos siguientes:

¢

Las paradojas
Y otros elementos
matemaricos
evocadores,
como
las metdforas,
los chistes,

y los pasatiempos
han sido
siempre temas
de referencia
en la enserianza
de las
Matemdticas,
especialmente
para hacer
mdas amenas
las clases
y romper
la consideracion
Jformal.

cajas: 1 4
lapices: 5 x

Tal como se observa, dependiendo
de la unidad de medida (de la can-
tidad que corresponde con la uni-
dad), sera diferente el resultado.
Esto puede explicarnos también la
situacién paraddjica anterior. La
raiz es un tipo de multiplicacién y
hemos visto que el resultado de la
multiplicacién depende de la uni-
dad que tomemos.

Conclusiones

En este articulo hemos presentado una
secuencia de actividades que ha dado
lugar a una paradoja relacionada con la
raiz cuadrada de un segmento. Hemos
querido mostrar la riqueza interpretativa
que puede tener incorporar este tipo de
actividades a la formacién inicial y per-
manente de profesores de Matematicas
de ensefianza secundaria. Nuestra expec-
tativa es que los profesores en formacion
tengan una creencia arraigada en la uni-
cidad de los resultados de las operacio-
nes, lo que puede llevarlos a buscar for-
mas de superar la supuesta paradoja. Los
comentarios presentados han pretendido
mostrar la necesidad de profundizar en
el significado y la red de conceptos
matemdticos para resolver la paradoja.

Las paradojas y otros elementos mate-
maticos evocadores, como las metifo-
ras, los chistes, y los pasatiempos han
sido siempre temas de referencia en la
enseflanza de las Matematicas, especial-
mente para hacer mas amenas las clases
y romper la consideracién formal. En
este articulo hemos querido mostrar la
riqueza interpretativa y formativa que
encierra uno de estos elementos, las
paradojas. Hemos tratado de mostrar el
interés autoformativo que genera la
resolucién de paradojas matemiticas,
valiéndonos para ello de un ejemplo
concreto. Esperamos con ello animar a
disefiar médulos de formacion de pro-
fesores de matemdticas de secundaria,
que contemplen el conocimiento mate-
matico en toda su extension y con toda



la riqueza de formas de andlisis y repre-
sentacién posibles.
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Una panoramica sobre
la Educacion Matemética
en Espana*

*

Ricardo Luengo Gonzalez

Texto resumido de la conferen-
cia inaugural impartida por el
autor en su calidad de Presi-
dente de la Federacion Espa-
fiola de Sociedades de Profe-
sores de Matemdticas, en el lli
CIBEM, celebrado en Caracas
los dias 26 al 31 de julio de
1998.

IGNISIMAS AUTORIDADES, queridos colegas y amigos
todos. Es para mi un honor dirigirles la palabra en este III
Congreso Iberoamericano de Educacién Matemdtica que
hoy iniciamos en Caracas, en este pais hermano de
Venezuela.

Represento aqui, como Presidente de la Federacion Espa-
fiola de Sociedades de Profesores de Matemaiticas, a sus
colegas espafioles; aprovecho este momento para hacerles
llegar en su nombre un cordial saludo. Estoy seguro de que
a un buen nimero de ellos les hubiera gustado estar aqui
y asistir a este III CIBEM pero la enorme distancia fisica que
nos separa ha hecho imposible su asistencia.

A pesar de la distancia son muchos los lazos que nos
unen y que se estrecharon sin duda gracias al interés de
la FESPM y, muy concretamente, a la labor de impulsién
realizada por nuestro primer Presidente, de imborrable re-
cuerdo, D. Gonzalo Sianchez Vizquez. Fruto de la ampli-
tud e intensidad de estas relaciones fue, precisamente, la
puesta en marcha de un primer CIBEM en Sevilla (Espa-
fia) y un segundo en Blumenau (Brasil).

Espero que estos profundos lazos de amistad y coopera-
cién centrados en nuestro comn interés por la mejora de
la Educacién Matematica en nuestros paises se consoliden
definitivamente en este III CIBEM. Es el momento de
aprovechar que estamos todos aqui para crear canales
permanentes de comunicacién e intercambio de informa-
cién, potenciar nuestras respectivas sociedades y tratar de
impulsar la creacion en los paises en que todavia no se
han formado. En este sentido, seria deseable trabajar en
la linea de crear una Federacion Iberoamericana de
Sociedades con horizonte en el afio 2000, aprovechando
que ese afio ha sido declarado «Afio Mundial de las
Matemadticas». Nuestra Federacion apuesta por esa idea y
si ustedes sintonizan con ella estamos dispuestos a traba-



jar para lograr ese marco comiin supranacional que tantas
ventajas podiia reportar.

No cabe duda de que para aunar esfuerzos debemos par-
tir del conocimiento mutuo, conocimiento que yo tendré
la oportunidad de adquirir con la informacién que me
proporcionarin las distintas actividades de este congreso.
Me refiero muy concretamente al conocimiento sobre el
estado en que se encuentra la Educacién Matemdtica en
los diversos paises iberoamericanos. Mis palabras intenta-
rdn dar informacién sobre lo que ocurre en mi pafs.

Pretendo ofrecerles una vista panordmica sobre la Educa-
cién Matemdtica en Espafia que permitird completar el pai-
saje. Un paisaje en el que encontraremos elementos co-
munes y elementos diferenciadores pero en el que siempre
nos unird algo comin a todos los que estamos aqui: nues-
tro interés por el mejoramiento de la Educacion Matemitica.

Nuestra mirada se centra, en primer lugar en el Sistema
Educativo Espafiol como marco de referencia, para focali-
zar a continuacién temas tan importantes como la propia
Ensefianza de la Matemdtica en los distintos niveles edu-
cativos (Primaria, Secundaria y Universidad)*.

Ms adelante, centramos nuestra atencién en el problema
de la formacién inicial y permanente de nuestros profe-
sores de Matemadticas haciendo especial mencién en las
organizaciones auténomas de base (como son los grupos
de trabajo y renovacion y las sociedades de profesores).
Reuniones, jornadas y congresos, pero también visitas e
intercambios dan también colorido a nuestro paisaje.

No podia faltar una célida mirada a la Federacion Espafio-
la de Sociedades de Profesores de Matemdticas. (FESPM),
de la que actualmente soy presidente y a la que aqui
represento. Creo, sinceramente, que tiene un lugar impor-
tante para los profesores y que su opinion ha de tenerse
en cuenta en cualquier cuestién relacionada con la Educa-
cién Matematica.

Por tultimo, completaremos la panoramica con unas some-
ras pinceladas sobre la investigacién en Educacién Mate-
mdtica y sobre las publicaciones sobre la ensefianza de las
matemadticas.

La Ensefianza de la Matemdtica en
Espaia

En todo lo que sigue nos vamos a referir a la situacién tal
y como se contempla en el sistema educativo actual, salvo
en el caso en que hagamos una alusion histérica o com-
parativa con lo anterior.

Educacién Obligatoria

Comenzando por la Educacién Obligatoria y méds concreta-
mente con la Educacion Primaria (6 a 12 afios) podemos

...Seria deseable
trabajar
en la line
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una Federacion
Iberoamericana
de Sociedades
con horizonte
en el arno 2000,
aprovechando
que ese ario
ba sido declarado
«Anio Mundial de
las Matemditicas».
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Federacion
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por esa idea y si
ustedes sintonizan
con ella estamos
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ese marco Comiuin
supranacional
que tantas
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podria reportar.

* Debido a la extension que
debe tener este articulo se
omite en el mismo el texto
correspondiente al sistema
educativo espafiol (por ser
conocido. de los lectores de
SUMA|] y se resumen ofros
apartados respecto del fexto
leido en el CIBEM.

decir que la finalidad de la intervencion
educativa para esta etapa, se concreta en
el articulo 12 de la LOGSE de esta mane-
ra: <Proporcionar a todos los nifios una
educacién comin que haga posible la
adquisicion de los elementos basicos cul-
turales, los aprendizajes relativos a la
expresion oral, a la lectura, a la escritura y
al cdlculo numeérico, asi como una progre-
siva autonomia de accion en su medio».

El Ministerio y las Comunidades Aut6-
nomas han ido desarrollando la norma-
tiva correspondiente, en la que se en-
cuentran, para las diferentes etapas y
ciclos, las caracteristicas de la etapa,
intenciones educativas, objetivos gene-
rales, criterios para la secuenciacion por
ciclos de los objetivos. Por otra parte
también aparecen las  orientaciones
didacticas y para la evaluacion, la meto-
dologia, criterios para la organizacion y
secuenciacion de contenidos, y técnicas
e instrumentos para la evaluacion.

El curriculo tiene dos funciones bien
diferenciadas: explicitar las intenciones
del sistema educativo y servir de guia la
prictica docente. Pretende ser abierto y
tiene tres niveles de concreciéon

1.  Primer nivel: Disefio curricular
prescriptivo donde se establecen
las ensefianzas minimas.

2. Segundo nivel Proyecto curricular
de Centro.

3. Tercermnivel Programacion en el aula.

Los principios psicopedagégicos del
desarrollo curricular oficial proceden
de la concepcion constructivista del
aprendizaje escolar y son una mezcla
de enfoques que se sustenta en las
siguientes ideas generales:

e Partir del nivel de desarrollo del nifio.

e Construccion de aprendizajes signifi-
cativos, posibilitando que los alum-
nos realicen dichos aprendizajes por
si solos (aprender a aprender).

* Cuidar las fases de desequilibra-
cién-equilibracién en el aprendiza-
je significativo.

° Fomentar una intensa actividad por
parte del alumno.



La formacién matemitica en el periodo
obligatorio estd concebida como un
proceso continuo. Los principios que

inspiran el curriculo oficial son:

2) Presentar las Matemdticas a los
alumnos como un conjunto de
conocimientos y procedimientos
que han evolucionado en el trans-
curso del tiempo, y que, con segu-
ridad, seguirdn evolucionando en
el futuro.

b) Relacionar los contenidos de apren-
dizaje de las Matemadticas con la
experiencia de los alumnos y pre-
sentarlos y ensefiarlos en un con-
texto de resolucién de problemas.

¢) Atender equilibradamente los as-
pectos formativos, instrumental y
funcional.

Reconociendo el avance que ha
supuesto la LOGSE, su implantacién no
ha estado exenta de problemas y la
educacioén matemdtica concebida como
irea-eje en la formacién del alumno
sigue estando en la «cresta de la ola» de
la polémica que levanta esta reforma.
En efecto, se detecta que las Matema-
ticas contintian siendo el punto mds
débil de los escolares espafioles.

Un estudio, realizado en Espaiia por el
INCE dependiente del Ministerio de
Educacién y Cultura, que forma parte
del informe TIMSS (promovido por la
IEA), publicado el pasado afio 1977,
revela datos que han producido en la
sociedad espafiola la sensacioén genera-
lizada de que el nivel en Matematicas
en la ensefianza primaria ha descendi-
do vertiginosamente.

Noticias en nuestros medios de comu-
nicacidn insisten no sélo en el mal nivel
de Matemiticas de nuestro alumnado,
sino en que el rendimiento del mismo
en Matemdticas estd en un nivel mis
bajo que otros paises (como Japén, Co-
rea o la Republica Checa). En el caso
de Portugal los resultados son muy
similares. No figura mds que un pais
latinoamericano (Colombia) con resul-
tados muy inferiores a la media. Me
imagino que durante este III CIBEM a
través del intercambio de nuestras

Es dificil
comparar
resultados cuando
las situaciones
lejos de ser
homogéneas
son tan dispares
en cada uno
de los paises,
cuando los
mas elementales
principios
de evaluacion
nos dicen
que las pruebas
deben ser
coberentes con
el curriculum
y la metodologia
con la que
se evaltia
en cada pais.

¢

experiencias comprobaremos que los problemas que
tenemos son comunes. Sin embargo, los datos y las al
menos «dudosas» interpretaciones, en mi opinién, habria
que ponerlas en cuarentena. Es dificil comparar resultados
cuando las situaciones lejos de ser homogéneas son tan
dispares en cada uno de los paises, cuando los mis ele-
mentales principios de evaluacién nos dicen que las prue-
bas deben ser coherentes con el curriculum y la metodo-
logia con la que se evalGia en cada pais. Pero aunque los
resultados no sean concluyentes plantean la necesidad de
investigaciones que indaguen acerca de las causas de
estas disfunciones y hagan propuestas para mejorar los
procesos de ensefianza-aprendizaje de todos los escolares
de la Comunidad Iberoamericana.

El Bachillerato y los médulos profesionales

El Ministerio de Educacién y Ciencia, al establecer el
curriculo del Bachillerato para las asignaturas de Mate-
midticas, recomienda a los profesores tener en cuenta que:

e Participar en el conocimiento matemitico consiste,
mis que en la posesidn de los resultados finales de
esta ciencia, en el dominio de su forma de proceder
(o «hacer matematica»).

e Desarrollar capacidades tan importantes como la abs-
traccion, razonamiento en todas sus vertientes, reso-
Iucién de problemas de cualquier tipo (matemitico o
no), investigar, y analizar y comprender la realidad.

e Cubrir tres vertientes: instrumental, formativa y de
fundamentacion teérica.

e Dedicar especial importancia a la resolucion de pro-
blemas, entendiendo como problema una situacién
abierta, susceptible de enfoques variados, que permi-
ta formularse preguntas, seleccionar las estrategias
heuristicas y tomar decisiones ejecutivas pertinentes.

Matematicas en la formacién profesional

Es pronto para hacer un andlisis de la situaciéon en la que
va a quedar nuestra disciplina en la nueva formacién pro-
fesional, ya que ésta comienza ahora a desarrollarse. No
obstante, tanto en la formacién profesional de grado
medio como en la de grado superior aparecen asignatu-
ras relacionadas con las Matematicas, dependiendo de la
titulacion de que se trate. El gran niimero de titulaciones
diferentes impide aqui entrar en mas detalles, aunque si
podemos sefialar que su ensefianza insistird mis en los
enfoques utilitarios que en los de formacion teérica.

Se estardn preguntando ¢cudl ha sido la acogida del pro-
fesorado a esta reforma? y ¢cémo la estin llevando a cabo?
Debemos reconocer que la acogida no ha sido uniforme.
Mientras la reforma correspondiente a Matematicas ha




sido puesta en practica por el profesorado mas activo,
generalmente vinculado a movimientos de innovacion, hay
una parte importante del profesorado que la ven con rece-
lo. Los sucesivos aplazamientos del calendario para la
puesta en vigor de la misma, la falta de financiacion ade-
cuada y la nueva organizacion que se deriva de la LOGSE,
entre otros factores, estd creando confusion en el profeso-
rado; en estas circunstancias los profesores se inhiben del
esfuerzo necesario para implantar no sélo los nuevos con-
tenidos, sino también para actuar con arreglo a la nueva
metodologia de trabajo y al nuevo concepto de evaluacion.

La ensefianza de la Matemdtica en la
Universidad

Serfa muy amplio tratar la situacién de la Matemitica en
las distintas carreras universitarias. Tomaré la opcién de
las que mds estdn relacionadas con la educacién matema-
tica, es decir la situacién de las Facultades de Matemd-
ticas, Centros de formacién de profesores y Departa-
mentos Universitarios relacionados con la Matematica y su
ensefianza. En referencia a estos Gltimos, la Ley de Refor-
ma Universitaria de 1983, introdujo en la organizacion de
la Universidad espaifiola dos elementos cruciales: el esta-
blecimiento de las dreas de conocimiento y de la estrutu-
ra departamental.

El catdlogo de Areas de Conocimiento define ya a la «Di-
ddctica de las Matemiticas» como 4rea de conocimiento.
Es una satisfaccién para mi sefialar el hecho de que es la
primera vez en la Universidad Espafiola que aparece este
reconocimiento explicito del campo del saber al que
muchos de los que estamos en este III CIBEM nos dedi-
camos. La creacion de este drea posibilita una total inte-
gracién de la Educacién Matematica y de los profesores e
investigadores en Educacién Matemdtica, en la universi-
dad espafiola al mismo nivel que cualquier otro campo
del conocimiento.

La existencia del area «Didictica de las Matematicas» posi-
bilita la creacién de departamentos en torno a este drea,
y asi se ha hecho en algunas universidades como Gra-
nada, Complutense (Madrid), Valencia y Sevilla. Otras uni-
versidades mds jévenes o mas pequefas tienen departa-
mentos constituidos por varias 4reas, una de las cuales es
precisamente la de «Diddctica de las Matematicas»; por
ejemplo, en mi caso pertenezco a un departamento que
incluye con la nuestra el Area de Didactica de las Ciencias
Experimentales. La incorporacion de nuestra drea a la acti-
vidad normal de cualquier departamento ha traido como
consecuencia la organizacién de programas de doctorado
especificos de Didictica de la Matemdtica y la elaboracién
y defensa de tesis doctorales en ella. Quiero destacar la
extraordinaria labor pionera de los programas de docto-
rado en Didéctica de la Matemdtica en las Universidades

La creacion
de este drea
[Didactica de
la Matemditical
posibilita
una total
integracion
de la Educacion
Matematica
y de los profesores
e investigadores
en Educacion
Matemdtica,
en la universidad
espaiiola
al mismo nivel
que cualquier
otro campo
del conocimiento.

de Granada y Valencia (que comenza-
ron en 1988) y los de las Universidades
Autdénoma de Barcelona y Sevilla. Le
siguieron otras universidades (entre
ellas la de Extremadura, a la que perte-
nezco), con programas que engloban a
nuestra drea junto con otras, como ya
ocurria en los departamentos.

En algunas universidades se organizan
Programas de Maestria (Master) en Edu-
cacién Matemdtica, por parte de los
departamentos; es el caso de la Auté-
noma de Barcelona, Valencia y Alicante.

Los planes de estudio de la licenciatura
en Matemdticas tienen un conjunto de
asignaturas «roncales» iguales en todas
las universidades, pero también otras
muchas asignaturas que varfan mucho
de una a otra universidad. Los alumnos
terminan con una formacién matemati-
ca bastante completa. En cuanto a la
Educacién Matematica, varias universi-
dades ofrecen entre las materias optati-
vas asignaturas relacionadas con la
Didactica de la Matemdtica. En mi opi-
nién hay una gran disociacion entre la
formacién «profesional» que reciben en
la licenciatura de Matemdticas y el tra-
bajo que van a ejercer. Me refiero al
hecho de que el 90% de los licenciados
en Matemdticas espafioles tienen como
Gnica opcién la de ser profesores de
Matemadticas, situacidn que contrasta
con el exiguo nimero de asignaturas de
Didactica de las Matematicas que cursan
en su formacién inicial (que en la mayo-
ria de las ocasiones ha tendido a cero).

La titulacién de Maestro es una diplo-
matura universitaria con tres afios de
duracién. Actualmente hay siete espe-
cialidades: Primaria, Infantil, Educacién
Flsica, Idioma extranjero, Educacién Es-
pecial, Educacién Musical, Audicion y
Lenguaje. En las cuatro primeras espe-
cialidades la Did4ctica de la Matematica
€s un asignatura troncal, ofreciéndose
también a los estudiantes asignaturas
optativas relacionadas con la Educacién
Matematica. Ademds, en otras titulacio-
nes como Psicopedagogia o Educacién
Social, la Didéctica de la Matematica
figura como asignatura optativa.



Formacion del Profeso-
do de Matematicas

formacion del profesorado es un
ma controvertido, no pudiendo afir-
irse. que haya un consenso de los
specialistas debido a diversos factores,
mo la vieja creencia de que cualquie-
sabe ser profesor, la escasa impor-
cia que se atribuye a esta tarea, el
lescrédito de lo pedagdgico. El tema es
omplicado debido a que es una for-
macién con tres dimensiones bien dis-
intas. Por un lado, se trata de una do-
e formacion: académica y pedagogi-
2. Por otra parte se trata también de
6rmacic’)r1 profesional y ademis es tam-
sién una formacién de formadores. La
lave estd en lo que significa «ser profe-
or hoy» v ese significado esta intima-
ente ligado con concepciones sobre
1 educacion, escuela y curriculum,
ependientes, a su vez, de las concep-
iones filosoficas, sociales y politicas
1ue imperan hoy en dia.

Jn profesor debe seguir un camino
ara {aprender a ensefar. De acuerdo
V'k:ckon Feiman (1983), se pueden distin-
ir cuatro fases en este proceso:

) Fase pre-entrenamiento. En la que
_influyen las experiencias que el
futuro profesor tuvo como alumno.
Generalmente esas experiencias se
asumen de forma acritica e influyen
subliminalmente en su actuacion
posterior como profesor. El profesor
nedfito tiende a reproducir los
esquemas con los que le ensefiaron.

Fase pre-servicio. Fase académica o
de preparacion formal en una insti-
tucién que forma profesores; en
ella el alumno adquiere sus cono-
cimientos tanto de las disciplinas
académicas como conocimientos
pedagbgicos y ademads realiza sus
primeras «pricticas de ensefianzan.
Se trata de la formacién inicial.

Fase de induccion en el aprender a
ensefiar. Primeros afios de ejercicio
del profesor, aprendizaje inmerso
en la prictica y desarrollo de «estra-
tegias de supervivenciar.

La formacion
del profesorado
es un tema
controvertido,
no pudiendo
afirmarse que
haya un consenso
de los especialistas
debido a diversos
Jactores, como
la vieja creencia
de que cualquiera
sabe ser profesor,
la escasa
importancia
que se atribuye a
esta tarea,
el descrédito
de lo pedagogico.

£S

d) Fase en servicio. Fase de madurez profesional del
profesor y en la que se produce el desarrollo profe-
sional y el perfeccionamiento de su ensefianza.

A las fases ¢) y d) corresponderian a la formacién perma-
nente. Cada una de estas fases tiene una problematica dis-
tinta y nuestro Ministerio hace un tratamiento diferencia-
do en los objetivos, contenidos y metodologia a poner en
juego en las distintas fases del proceso de formacién del
profesorado. La fase a) escapa a la intervencién directa en
la formaci6n de los profesores, aunque no podemos igno-
rarla pues supone un dato de partida a tener en cuenta,
porque es la base de las teorias implicitas que tienen los
futuros profesores. La fase b) (formacién inicial) ya diji-
mos anteriormente que se llevaba a cabo en las facultades
y culmina con la titulacion de Maestro en las distintas
especialidades, y en cuanto a las otras dos fases ) y d)
entran de lleno en la formacién permanente.

La formacién inicial

Durante la fase de formacidn inicial los centros de forma-
cién de profesores espafioles tratan de cubrir tres funcio-
nes principales (Clark y Marker, 1975): control de certifi-
cacidn, agente de cambio del Sistema Educativo y funcién
de formacién y entrenamiento.

La primera funcién se ejerce mediante la expedicién de los
titulos, y éstos facultan para ejercer la profesién de docen-
te. La segunda presupone que las novedades (epistemol6-
gicas, conceptuales, técnicas, pedagdgicas y didacticas)
que se incorporan a las diferentes disciplinas cientificas se
transmiten a los futuros profesores. Estos llegan a su tra-
bajo con nuevos enfoques y actiian como «agentes de cam-
bio del sistema». No obstante, los cambios no son grandes
debido a la gran inercia del sistema educativo y se hace
necesario si se quieren acelerar esos cambios actuar por
medio de la formacién permanente. En cuanto a la terce-
ra de estas funciones enfoca la formacion de profesores
como proceso educativo en el que se plantean unos obje-
tivos, conocimientos, destrezas; en el que se plantean unas
estrategias para alcanzar las metas establecidas y en las
que se obtienen unos resultados que se intentan evaluar.

En Europa los planes de formacién del profesorado tien-
den a converger. Ya desde mayo de 1987 los ministros de
Educacién europeos aprobaron una resolucién por la que
se recomienda que la formacién del profesorado insista
en los siguientes elementos:

1. Adquisicién de aptitudes humanas y sociales.

2. Practica pedagbgica y conocimiento del Sistema Esco-
lar y su funcionamiento.

3.  Dominio de ciertas disciplinas y comprension de las
materias. '

4. Reflexion sobre los valores y su transmision.




Sin embargo, debemos reconocer que una de las «asigna-
turas pendientes» en la implantacidén de nuestra actual
reforma es la formacién del profesorado.

En el caso del profesorado de Matematicas estimamos, com-
partiendo las ideas de Rico (1994), necesaria una transfor-
macién en profundidad en la que se trate de equilibrar la
formacién matemdtica con la formacion psicopédagdgica.
Sostiene Rico, que en Espafia los actuales educadores mate-
maticos proceden de dos culturas muy diferentes.

* El profesor de educacién general bisica que es, por
derecho propio, educador matemiatico y educador
matemdtico muy importante porque estd en la base del
sistema educativo, tiene una formacién matematica
poco sblida y una formacion psicopedagogica amplia
y continuada, con un nivel académico de diplomatura.

e El profesor de bachillerato, en el futuro de secun-
daria, tiene una formacién matemitica comparativa-
mente amplia y profunda, sin embargo su formacién
psicopedagbgica es rudimentaria y su preparacién
didactica practicamente inexistente, con un nivel aca-
démico de licenciatura.

La reforma actual, aun suponiendo cierta mejora, no pare-
ce corregir el sesgo de unos y otros hacia la posicién de
equilibrio entre las dos componentes (matemdtica y psico-
pédagdgica). Y, ademds, deja pendientes cuestiones impor-
tantes como la dicotomia que se establece entre formacién
académica/formacion profesional, la conexién entre teo-
tfa/practica, la diferenciacién en la formacién segiin etapas
y niveles del Sistema Educativo y muchas otras. Y, mis con-
cretamente, en el caso de la Matemitica existen en mi pais
un conjunto de cuestiones abiertas, en las que no todo el
mundo esti de acuerdo, que se han discutido en numero-
so0s congresos y jornadas y que algunas de ellas son obje-
to de diferentes estudios e investigaciones.

En cuanto a la formacién inicial no queda claro cuil debe-
rfa ser la formacién matemadtica del profesor de matemati-
cas, qué formacién psicopedagogica debe tener el profe-
sor de matemdticas (;qué partes de pedagogia, de psicolo-
gia o de sociologia y con cudnta extension?), qué forma-
ci6n en didictica de la matemdtica debe tener el profesor
de matemiticas, c6mo resolver la dicotomia que se esta-
blece entre formacién académica y formacién profesional
y qué conexién deberia haber entre teorfa y prictica.

La cruda realidad actual es que el profesor de primaria ten-
dra entre 8 y 12 créditos de formacién especifica en mate-
maticas y que el profesor de secundaria y bachillerato recibi-
ra su formacién en una licenciatura, con un curso postgrado
de 60 créditos de capacitacién diddctica. Por cierto que este
curso llamado CCP (Curso de Capacitacion Pedagdgica) no se
ha puesto en marcha sino de forma experimental y ha teni-
do una gran contestacién por parte de profesores y alumnos,
de manera que en la actualidad estd en <hibernacién»,

...debemos
reconocer
que una de
las «asignaturas
pendientes»
enla
implantacion
de nuestra
actual reforma
es la formacion
del profesorado.

La formacién permanente

Hasta el afio 1984 la actualizacion cien-
tifica y did4ctica del profesorado en ser-
vicio estaba a cargo de los Institutos de
Ciencias de la Educacioén (ICE) depen-
dientes de las universidades. A partir de
ese afio se crean los Centros de Profe-
sores que tenian como misién la de
promover el contacto e intercambio
profesional de los profesores en un
marco de mutua colaboracion. Estos
centros se ocupan de todas las dreas y
entre ellas de las Matematicas. Han
organizado numerosos cursos de for-
macioén permanente para el profesora-
do de Matemiticas, con mis o menos
éxito han tratado de promover grupos
de trabajo y seminarios permanentes.

En los documentos que desarrollan la
reforma, cuando tratan de la formaciéon
permanente, dicen que ésta no debe ser
ajena a la intervencién de la Univer-
sidad. Y para hacer efectiva esta decla-
racion de intenciones el MEC establece
un sistema de convenios con las univer-
sidades, aunque deja abierta la posibili-
dad de otras lineas de actuacién con-
junta como cursos de postgrado, uni-
versidades de verano, encuentros inter-
nivelares de profesores, asesorias para
temas especificos y proyectos de actua-
cién elaborados ad hoc. Pero tanto los
profesores de basica y media como los
de la universidad hemos echado en falta
la mutua colaboracién, de la que ambos
no ibamos a obtener sino beneficios.
Cierto es que ese contacto se ha produ-
cido en casos aislados y la mayoria de
las veces catalizado por las sociedades
de profesores en las que coincidimos
unos y otros; también es cierto que timi-
damente se observa una colaboracién
creciente entre estos centros y las uni-
versidades. Hace un par de afios, los
CEP han pasado a denominarse Centros
de Profesores y Recursos (CPR) con
funciones muy similares a los anteriores.

El cambio de Gobierno en Espafia y
por tanto el cambio de responsables de
la toma de decisiones en el Ministerio,
junto con el alto coste econémico de
implantar una red de formacién perma-
nente del profesorado, mantiene en un



compds de espera en el momento
actual a estos centros y a la propia for-
macion permanente del profesorado.

La formacién inicial y perma-
nente del profesorado uni-
versitario

1a formacion inicial del profesor universi-
~ tario es la correspondiente a su respecti-
va licenciatura (o diplomatura en algunos
pocos casos). No existe ninguna obliga-
cién legal de tener una preparacion de
tipo didéctico en el nivel universitario, al
contrario de lo que ocurre en los restan-
tes niveles de la ensefianza. Las razones
para ello no son declaradas, aunque son
interesantes los interrogantes que se hace
Benedito (1993): (No necesitan los profe-
sores esa preparacion didictica al supo-
ner a los alumnos capacitados para
aprender por si mismos?, ;no necesitan
los profesores esa preparaciéon por haber-
la adquirido a través de su larga prictica
como alumnos?, sno es realista exigir esa
preparacion al suponer que los futuros
profesores se resistirdn a adquirirla?, ;no
se sabe cudl es el camino para que los
profesores adquieran esa cualificacion?,
sne piensa que los profesores nacen, no
se hacen?, ;se piensa que basta con tener
buena voluntad?, ;da igual tener esa pre-
paraciébn que no tenerla?, ;no existen
medios (personales, temporales, econd-
micos, organizativos...) para plantear esa
formacién de forma institucional?

La realidad es que aprende a serlo
mediante un proceso de socializacion
en parte intuitivo, autodidacta o, lo que
es peor, siguiendo la rutina «de los
mayores». Se debe, sin duda, a la ine-
xistencia de una formacién especifica
como profesor universitario. En dicho
proceso juega un papel mds o menos
importante su propia experiencia como
alumno, el modelo de ensefianza que
predomina en el sistema universitario y
las reacciones de sus alumnos, aunque
no hay que descartar la capacidad auto-
didacta del profesorado. En realidad, la
perpetuacién del modo de ser de un
profesor universitario, suele descansar
mis en la rutina que en la investigacién
sobre la naturaleza de la practica profe-
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niveles de
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sional, o sobre la experiencia concreta y sobre las mejo-
res estrategias de formacion de ese profesional.

En cuanto a la formacién permanente las iniciativas son mas
variadas. Tratan de contemplar tanto la docencia como la
investigacion en el mismo plano y tienen especial relevan-
cia campos de formacién como las técnicas (de programa-
cién, motivacién, evaluacion, estimacion de la calidad de la
ensefianza), los métodos didécticos, estrategias de innova-
cion, contacto con otros profesores e investigadores, etc

La creacién del Area de Didictica de la Matematica ha
tenido una influencia importante (y la tendrd en el futuro
en mayor medida) sobre la formacién inicial y permanen-
te del profesorado en la Universidad. Los departamentos
se constituyeron a partir del afio 1985. La Universidad de
Granada es una de las primeras en liderar la formacién de
departamentos especificos del Area de Didictica de la
Matemdtica y en aglutinar a los profesores, sirviendo de
referente a otras muchas universidades.

En estos afios se ha intentado delimitar y definir las carac-
teristicas especificas del area y se ha tratado de coordinar los
pequefios grupos aislados en universidades pequefias e
implicarlos en tareas conjuntas, por parte de las universida-
des mis grandes. Se han celebrado encuentros especificos
por comunidades, por programas de doctorado, por grupos
de investigacion, al igual que ocurre con el resto de las
comunidades cientificas. Y hoy en dia podemos ya mostrar
algunos resultados esperanzadores que nos animan a seguir.
Asi, en los titulos de maestro se esti tratando de coordinar,
precisar y profundizar contenidos y directrices curriculares
de las asignaturas del drea de Didéctica de la Matemdtica.
Por otra parte, se estan consolidando ofertas de asignaturas
para los segundos ciclos de psicopedagogia, pedagogia,
educacién social y para las licenciaturas de matematicas y
estadistica. También se esta trabajando intensamente en la
formacion inicial de profesores de matemdticas de secunda-
ria, en algunas universidades tratando de mejorar el Curso
de Aptitud Pedagodgica, en espera del nuevo curso de
Cualificacién Pedagodgica. Hay universidades que ofertan
asignaturas de libre elecciéon de Didéctica de la Matematica;
estas asignaturas tienen un perfil orientado hacia las nuevas
tecnologias, técnicas estadisticas etc.

Las organizaciones auténomas de
base. La Federacién Espaiola de Socie-
dades de Profesores de Matemadticas

Grupos de trabajo/renovacion

Sintonizando con Vdzquez y Rico (en los trabajos resefia-
dos, afios 1991 a 1996) creemos que para comprender el
desarrollo de la Educacién Matematica en Espafia en las




dos dltimas décadas hay que tener en cuenta a las organi-
zaciones autébnomas de base. Se trata de un importante
movimiento asociativo que partié de la base del profesora-
do (profesores sin responsabilidad institucional) y surgi6 a
mediados de los setenta, continuando con mucha fuerza en
la actualidad. Estos grupos actuaron en torno a un proyec-
to propio, con poca o nula ayuda institucional en sus
comienzos; se sostuvieron por el convencimiento de que lo
que estaban haciendo era importante y necesario. Fueron,
entre otros, Grupo Cero (Valencia), Grup Zero (Barcelona),
Almosta, Aresta, Azarquiel, Granada-Maths, Matema,
Periodica Pura, Puig Adam, Sigma, v el grupo BETA del que
soy coofundador y del que todavia formo parte.

Sociedades de profesores

Hay profesores de estos grupos, que para aglutinar a mas
compafieros, obtener subvenciones y coordinarse con
otras organizaciones nacionales e internacionales, estiman
la conveniencia de constituir sociedades de profesores de
Matemdticas, entre las que son pioneras la Sociedad
Canaria de Profesores de Matemdticas Isaac Newton
(1978), 1a Sociedad Aragonesa de Profesores de Matema-
ticas Pedro Ciruelo (1981) y la Sociedad Andaluza de pro-
fesores de Matemdticas Thales (1981), fusionada en 1988
con la Asociacién de Profesores de Matematicas de Anda-
lucia, con la denominacién de Sociedad Andaluza de Edu-
cacidén Matemdtica Thales,

Reuniones, jornadeas y congresos

El caldo de cultivo existente en esos afios por el deseo de
los profesores de agruparse, organizarse y comunicar
experiencias, propicié durante los afios sesenta y setenta
la celebracién en Espafa de las primeras reuniones y con-
gresos sobre Educacién Matemdtica organizados princi-
palmente por la administracién educativa. Pero a partir de
la formacion de las sociedades de profesores son éstas las
que toman la iniciativa convocando numerosos encuen-
tros, reuniones y jornadas especificas de Educacién Mate-
midtica. Merecen destacarse por su capacidad convocato-
ria entre el profesorado:

e Las Jornadas sobre el Aprendizaje y Ensefianza de las
Matemadticas (JAEMs), convocadas por la Federacion
de Sociedades de Profesores de Matematicas. Se han
celebrado ocho y son bianuales.

e Jornadas regionales de cada sociedad. Suelen ser tam-
bién bianuales y se procura que no coincidan lon las
nacionales (por ejemplo la Sociedad Thales ya ha
celebrado siete de esta jornadas).

e Los Congresos Internacionales de Investigacién en
Did4ctica de las Ciencias y de las Matemdticas, orga-
nizados por la Revista Ensesianza de las Ciencias.
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e TLos congresos CIBEM (Congresos
Iberoamericanos de Educacién Mate-
mitica) de los que se celebraron dos
(el primero en Sevilla y el segundo en
Blumenau). El primero de los CIBEM,
oriegen del de Blumenau y de éste en

que nos encontramos, celebrado en
Sevilla en septiembre de 1990, orga-
nizado por la Sociedad Andaluza de
Educacién Matemdtica Thales, en
representacion de la FESPM, con la
colaboraciéon del Comité Intera-
mericano de Educacién Matematica y
de la Sociedad Portuguesa de Profe-
sores de Matematicas.

La lista de encuentros, jornadas, semi-
narios, cursos y congresos convocados
por las propias sociedades, ICE,
Universidades, Ministerio y CEP ha sido
muy amplia; abarcé actividades enfoca-
das a la formacioén permanente del pro-
fesorado y a la formacién de formado-
res, y tratd temas tan diversos como la
renovacion de la ensefianza de las
Matemadticas, la coeducacion, la meto-
dologia, los recursos, el lenguaje mate-
mitico, la investigacion en el aula o la
Astronomia. Algunos congresos y reu-
niones de otras 4reas incluian alguna
seccion dedicada a la Educaciéon
Matematica. Por ejemplo las Jornadas
Hispano-Lusas de Matematicas que reu-
nen a matematicos de Espafia y Portu-
gal y la Reunién Anual de Matemdticos
Espafioles, ambas bajo los auspicios de
la Real Sociedad Matematica Espafiola.

La Federacién Espafola de
Sociedades de Profesores de
Matematicas (FESPM)

El caso de los colectivos de profesores
de Matemaiticas es curioso y no es
Gnico en Espafia, sino que ocurre lo
mismo en otros muchos paises. El
hecho de mantener una infraestructura
organizativa y de que determinados
profesores dediquen parte de su tiempo
a facilitar la labor profesional y de for-
macién de los demds —a través de pro-
porcionarles una serie importante de
documentos, estudios, resultados de
proyectos y actividades de formacion—,
supone una auténtica revolucién en las



costumbres de la educacidon matematica
espafiola. La labor de las sociedades
espafiolas ha sido muy activa y ha teni-
do mucho que ver en la mejora de la
_ensefianza y aprendizaje de las Mate-

. mijticas, contribuyendo de manera im-

“portante a la formacion permanente y
al perfeccionamiento del profesorado.

1as sociedades de profesores, con el fin
de aunar esfuerzos, inician en 1987 un
proceso de federacion que culmina en
1989 con la constitucién de la Federa-
cién Espafiola de Sociedades de Profe-
sores de Matemadticas, cuya acta funda-
dacional la firman las sociedades que
existian en aquel momento.Hoy en dia
existen 14 sociedades de profesores
distribuidas en las distintas comunida-
des auténomas espafiolas e integradas
en la FESPM. La adaptacién a la organi-
zacidn autonémica de nuestro pais estd
resultando eficaz para potenciar el
movimiento asociativo de los educado-
res matemdticos espafioles. En nueve
afios de existencia, no es pretencioso
decir que la FESPM ha hecho una gran
labor y ha ido cumpliendo los objetivos
propuestos, se han delimitado grandes
dreas-de trabajo como docencia, inves-
tigacion, relaciones de comunicacion y
difusiéon y extension de la cultura mate-
midtica. Se ha procurado también cono-
cer, hacer contactos, intercambiar expe-
riencias y organizar eventos conjuntos
con otros colectivos de otros paisesy se
ha ciudado especialmente nuestra rela-
cion con los paises iberoamericanos.

Han sido numerosas las actividades que
la FESPM (directamente o a través de
sus sociedades) ha llevado a cabo. Ade-
mds de las JAEM merecen citarse:

e las Olimpiadas Matemdticas para
alumnos del Gltimo afio de la ense-
flanza bisica (13-14 afios), con
fases locales y regionales a cargo
de cada sociedad en su respectiva
comunidad y con una fase nacional
convocada por la FESPM. Los fina-
listas de las fases regionales partici-
pan en la Olimpiada nacional, que
este afio ha celebrado su novena
edicién. Constan de diversas prue-
bas, unas individuales y otras por
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parejas para estimular el esfuerzo cooperativo. El
nimero de alumnos y profesores que participan es
muy alto, y cada dia aumenta, de manera que pode-
mos decir que son ya una tradicién en los centros
docentes espanoles.

La Real Sociedad Matemadtica Espafiola organiza tam-
bién anualmente una Olimpiada Matemitica para
alumnos del Curso de Orientacion Universitaria (en la
prictica, el Gltimo afio de Bachillerato).

El concurso Fotografia y Matemdticas, iniciado en
Granada en 1988 y ya popularizado entre los escola-
res espafioles en casi toda Espafia. Después de la acti-
vidad de campo se realiza una exposicion de los tra-
bajos presentados.

Las exposiciones constituyen un instrumento muy
atractivo para la difusién de la cultura matematica.
Merecen citarse, entre otras: «Breve viaje al mundo de
las Matematicas», Pesos y medidas», «Tiempo y relo-
jes», «Fascinante simetria», «Arquitectura y Espacios de
la Geometria», ((tiles en Matemiticas,», «Ciencia recreati-
va», «Objetos y formas matemadticas,, «Arte y Mate-
maticas: la obra de Escher, «Prehistoria de la Teorfa de
Grupos en la Alhambra de Granada y en la Mezquita
de Coérdoba», Horizontes matemdticos» (que recorrid
Espafia entre los afios 1988 y 1992 siendo visitada por
mis de 200.000 personas) e dnstrumentos tradiciona-
les de Medida en Extremadurar,

Las actividades de difusién de la cultura matematica
en los medios de comunicacion, prensa, radio y tele-
vision, con muchos programas de radio, videos y
publicaciones, realizadas por nuestras sociedades y
dirigidas a la popularizacién de las Matematicas.

Los encuentros promovidos por la Federacion de
Sociedades de Profesores de Matemdticas, de caricter
monogrifico, con un nimero limitado de asistentes y
en los que la actividad principal es el debate. De ellos
han salido documentos y publicaciones interesantes
que en su conjunto reflejan la opinién de los profe-
sores en los diversos temas tratados, habiendo tenido
repercusién sobre el resto del colectivo.

Entre otras: La Popularizacién de las Matemiticas
(Granada, 1989); Debate del Disefio Curricular Base
(Pamplona, 1990), las Matemdticas en el Bachillerato
(Benidorm, 1992); Matemiticas generales para alum-
nos singulares (La Corufa, 1992); Software para
Matematicas (Madrid, 1993); La Formacion Cientifico-
Didactica del Profesor de Matemdticas (Granada,
1993); Encuentro Nacional sobre lenguaje y Mate-
miticas (La Laguna, 1993); Psicologia y Didéctica de
la Educacién Matemitica (Zamora, 1994); y los
recientemente celebrados Seminarios FEPM:



— El Escorial (Madrid), noviembre de 1997: «JImpla-
ntacién de las Matemiticas en la Educacion Secundaria
Obligatoria: Un andlisis en el contexto internacionab.
Organizado por la Sociedad Madrilefia de Profesores de
Matemiticas Emma Castelnuovo en nombre de la FESPM.

— Jaca (Huesca), octubre de 1997: «Seminario para el
estudio de los nuevos bachilleratos y su coordinacion
con los nuevos planes de la universidad». Organizado
por la Sociedad Aragonesa de Profesores de Mate-
maticas en nombre de la FESPM.

e EL 8.° Congreso Internacional de Educacién Matema-
tica (ICME-8). Sevilla 1966. Organizado por la
Sociedad Thales y convocado por la FESPM y el ICML
Reuni6é a mas de 4.000 personas y fue sin duda el
evento mis importante que hubo en Espafia (a nivel
mundial lo son todos los ICME) en el campo de la
Educacién Matematica. Tuvo ademds unas caracteris-
ticas muy especiales para nosotros: fue el congreso
de la solidaridad (el 10% de las cuotas de los asis-
tentes sirvid para sufragar ayudas a profesores de
otros paises, en gran nimero profesores iberoameri-
canos) y ademads tuvo un gran ausente: nuestro Pre-
sidente D. Gonzilo Sanchez Vazquez, aquejado de
una grave enfermedad y que fallecié unos meses des-
pues. Gonzalo tuvo un gran interés por las relaciones
con Iberoamérica y fue un gran maestro, compafiero
vy amigo. Se han celebrado varios homenajes por
parte de sociedades y de la Federacion (el mds
importante en Sevilla) y su huella es imborrable en la
comunidad matemdtica espafiola.

Investigacién en Educacién Matematica

Desde la creacién del CIDE en 1983 una buena parte de las
investigaciones en Educacién Matemdtica han tenido algo
que ver con este organismo. El Ministerio le encarga el Plan
Nacional de Investigacién Educativa con la gestién de los
fondos, financiando las investigaciones con tres tipos de con-
vocatorias publicas: Ayudas a la investigacién, Proyectos de
investigacién y Premios Nacionales a la investigacion educa-
tiva. A todas estas ayudas se acogieron profesores e investi-
gadores en Educacién Matemitica de todos los niveles del
sistema educativo. Segin Calderon (19906) la financiacién en
Educacién Matemitica supone el 10,7% del total de las ayu-
das concedidas por el CIDE, en el periodo 1984-94 que se
elevo a mas de 1.500 millones de pesetas, lo que da idea del
esfuerzo realizado. La investigacion realizada es muy hetero-
génea mezclando trabajos de investigacion-accion, proyectos
de innovacién y proyectos de investigacion. La asumcion de
competencias por parte de las Comunidades Autonomas
hace que éstas comiencen a hacer sus propias convocatorias
para financiar la investigacién educativa.
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Investigacién y Diddctica de
la Matemaética

El impulso decisivo de la investigacion en
educacién se da con la creacion del Area
de Didictica de las Matemdticas, los
departamentos y los programas de docto-
rado relacionados con la Did4ctica de la
Matemdtica que se van estableciendo en
casi todas las universidades. Hasta enton-
ces el trabajo de investigacion habia sido,
salvo algunas escepciones, aislado y soli-
tario, pero el conocimiento cientifico es
un conocimiento pablico y sometido a la
critica, por ello debe estar contrastado a
través de un debate sistematico y peri6-
dico. Por ello la formacién de investiga-
dores en este drea de conocimiento es
esencial y debe hacerse desde los intere-
ses de investigacion especificos del
campo, con la metodologia y los para-
digmas propios de la Didéctica de la
Matemdtica, centrdndose en los proble-
mas del campo y sobre la base de los
marcos tedricos ya consolidados.

Y el marco adecuado para formar
investigadores, marcar lineas y validar
la investigacién lo constituyen los
departamentos de nuestro irea y mas
especificamente los seminarios de
investigacion y los trabajos de tesis doc-
toral. En el momento actual un cilculo
aproximado nos hace estimar que ya
hay unas 50 tesis doctorales leidas en
Did4ctica de la Matemitica, siendo la
Universidad de Granada la que mads
aporta con 20 tesis realizadas.

Los problemas fundamentales
de la educacién matematica

Como todo campo de investigacion una
cuestién esencial es la de determinar
cuiles son los problemas fundamenta-
les de la educaciéon matemaitica. A este
respecto D. Wheeler en 1984 a través
de la revista For the Learning of Mathe-
matics pregunta a los especialistas in-
ternacionales en educacidén matemdtica
por los enunciados de estos problemas;
recibe 35 respuestas, con 126 enuncia-
dos distintos, que plantean uno o varios
de los problemas fundamentales de la
educacién matemitica y que se van



publicando en la revista. Rico (1996)
_ establece una clasificacion con ocho
. categorias de problemas: Tedricos, Epis-
. temoldgicos, Sociolégicos, Curriculares,
- Cognitivos, Ensefianza de topicos con-
cretos, Formacién del profesorado vy
Metodologia de investigacion. Y dentro
de estas categorias la naturaleza de los
problemas se refleja en que el 50% de los

__enunciados son o problemas de aprendi-

zaje, o de caricter cognitivo con raices
en la psicologia de las matematicas; 25%
son problemas de ensefianza, de natura-
leza didactica (curriculares, ensefianza
de toépicos, etc); menos del 10% son de
orden tédrico y epistemoldgico; otro 10%
son relativos a la formacion del profeso-
rado; algo menos del 8% son problemas
sociologicos y 2% son metodoldgicos.

El debate sobre la ensefianza de las
matemdticas como campo de problemas
practicamente concluye en el afio 1986
cuando Davis, editor de la revista Jour-
nal of Mathematical Bebavior, retoma el
tema y vuelve a solicitar a los especialis-
tas que enuncien de nuevo cudles son
los problemas fundamentales de la edu-
cacibn matemdtica y no le contesta
nadie. A partir de ese momento el deba-
te parece cerrado enfocindose la aten-
cién hacia cémo resolver esos problemas
fundamentales. Y en esas estamos.

La Sociedad Espaiola de
Investigacién en Educacién
Matemadtica (SEIEM)

Un hecho fundamental para la comuni-
dad de investigadores en Educacién
Matemitica es la creacion de la Socie-
dad Espafiola de Investigacién en
Educacion Matematica (SEIEM), a la que
me honro en pertenecer. La SEIEM
constituye un espacio de comunicacion,
critica y debate sobre investigacion en
Educacién Matemadtica, donde se plante-
an cuestiones, se transmiten e intercam-
bian resultados, se profundiza en las
elaboraciones teéricas y se mejoran y
validan los disefios metodolégicos.

La Sociedad se articula en grupos de
trabajo, existiendo actualmente los de
Didictica del Andlisis, Aprendizaje de la

Las publicaciones
sobre Educacion
Matematica
en Esparia
han crecido
considerablemenie
en los tltimos
anos,
Libros, articulos
de revistas,
memorias de tesis
Y trabajos
de investigacion,
boletines,
libros de texto,
guias diddcticas
Y actas
de jornadas
Y congresos
constituyen un
gran patrimonio
para la educacion
matemdtica
que seria
necesario
compartiv
con toda
la comunidad
iberoamericana.

0

Geometria, Didictica de la Estadistica, Probabilidad y
Combinatoria, Pensamiento Numérico y Algebraico,
Conocimiento y desarrollo profesional del profesor, Edu-
cacion Infantil, Historia de la Educacién Matematica.

La SEIEM estd haciendo una gran labor, con reuniones de
los grupos de trabajo, simposios, seminarios y proyectos
de investigacién que dan lugar a lecturas de tesis doctora-
les. El primer simposio general de la SEIEM se celebré en
Zamora en septiembre de 1997 y el segundo estd convo-
cado en Pamplona en septiembre de este afio (1998). Edita
también un boletin de difusién restringida a los socios en
el que se refleja ampliamente la actividad que se realiza.

Las publicaciones sobre la ensefianza
de las matematicas

Las publicaciones sobre Educacion Matematica en Espafia
han crecido considerablemente en los wltimos afios.
Libros, articulos de revistas, memorias de tesis y trabajos
de investigacién, boletines, libros de texto, guias didacti-
cas y actas de jornadas y congresos constituyen un gran
patrimonio para la educacién matemdtica que seria nece-
sario compartir con toda la comunidad iberoamericana.
Para hacernos idea de la magnitud que puede suponer lo
publicado, Rico (1994) cifraba en 600 los articulos publi-
cados en las cinco revistas espafiolas mas importantes en
las que se inclufan trabajos de educacion Matemdtica
hasta el afio 1991; ocho afios despues estamos aproxima-
damente en unos 1.000 articulos.

Libros

El Ministerio de Educacién y Cultura estd publicando, en
colaboracién con editoriales nacionales, traducciones de
libros de gran interés para la Educacién Matemitica.
Ademis estd editando una serie de documentos dirigidos a
los Centros de Profesores sobre temas curriculares concre-
tos; las comunidades autdénomas con competencias en
materia de educacion, por su parte, estin siguiendo una
politica similar. La inciativa privada contribuye también con
colecciones de Educaciéon Matemdtica, como las de la
Editorial Sintesis («Matemdticas: Cultura y aprendizajer y
«Educacién Matematica en Secundaria»), que consta de
sesenta y un titulos y en la que participan alrededor de dos-
cientos autores espafioles de todos los niveles educativos.

Publicaciones periédicas

Entre las publicaciones peritdicas las siguientes revistas
son especificas de Educacion Matemaitica:

e Thales, Ed. Sociedad Andaluza Thales, comienza su
publicacion en 1984,



o Epsilon, Ed. Asociacién de Profesores de Matemdticas
de Andalucia y posteriormente por la Sociedad Anda-
luza Thales, comenzando también en 1984.

e Numeros, Ed. Sociedad Canaria Isaac Newton,
comienza en 1985.

e  Suma, Ed. FESPM, comenzando en el afio 1988.

e  Uno, editada por editorial Grao, la de mas reciente
apacicién, que comienza en 1994.

Hay una revista muy interesante que, aunque no es exclu-
siva, contiene muchos trabajos de investigacion en
Did4ctica de las Matematicas, junto con otros de Didé4ctica
de las Ciencias. Se llama Ensefianza de las Ciencias, edi-
tada por el ICE de la Universidad Auténoma de Barcelona
y el Servicio de Formacion Permanente del Profesorado
de la Universidad de Valencia que comienza a publicare
en 1983, siendo por tanto mds antigua que las anteriores.
Se editan también un conjunto de publicaciones periédi-
cas dentro del campo de la educacién en sentido amplio,
que contienen trabajos de educacién matemadtica, como
Cuadernos de Pedagogia, Perspectiva Escolar, Infancia y
aprendizaje, Bordon 'y Campo Abierto.

Tesis doctorales, tesinas y memorias de
investigacion

Las tesis doctorales, tesinas y memorias de investigacion
constituyen una bibliografia especifica y valiosa. Las no
publicadas (literatura gris) pueden obtenerse por préstamo
inter-bibliotecario a través de las bibliotecas de las
Universidades y hay una ficha bibliografica de todas las
leidas a partir de 1975 en INTERNET, en la Base TESEO del
Ministerio de Educacién y Cultura. Hay una loable iniciati-
va por parte de la Editorial Comares (Granada) que en su
coleccién «Mathema», de monografias de investigacion en
Didictica de la Matemdtica, pretende recoger estos traba-
jos habiendo publicado ya en la actualidad varios titulos.

Publicaciones de las Sociedades de Pro-
fesores y FESPM

Las Sociedades de Profesores estdn comenzando a definir
su propia politica de publicaciones. Editan habitualmente
las actas de los congresos y jornadas que celebran. Exis-
ten varios servicios de publicaciones en las sociedades y
se han sentado las bases para crear en fecha préxima el
Servicio de Publicaciones de la Federacién de Sociedades
de Profesores de Matemdticas. La Sociedad mis activa en
este terreno es la Sociedad Andaluza Thales que ha tra-
ducido y editado los Estdndares Curriculares y de Evalua-
cién del NCTM americano y cuatro documentos comple-
mentarios de los denominados Addenda Series y estd
comenzando a editar materiales curriculares elaborados
por los profesores andaluces. Otras sociedades han edita-
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do libros de problemas de las Olim-
piadas matematicas celebradas, revistas
internas, guias didécticas, catalogos de
exposiciones y otro material diverso.

Libros de texto

Las editoriales, que publican habitual-
mente libros de texto para el alumnado
de los distintos niveles educativos, en la
mayoria de los casos ofrecen también
guias didacticas para los profesores;
incluso algunas editan también libros
de Matematicas y de Educacidon Mate-
matica, unos traducidos directamente
del inglés u otros idiomas, pero otros
de autores espafioles. También hay
empresas comerciales que tienen en su
catilogo diversos materiales diddcticos.

Los centros de documentacién

La informacion que ha generado en
Educacion Matemitica y el ritmo en que
se incrementa, hace necesaria la crea-
ciébn y mantenimiento de Centros de
Documentacion. En una de nuestras
sociedades se ha constituido en 1987, el
Centro de Documentacién de Didactica
de la Matematica Thales, gracias a un
convenio de la Junta de Andalucia, la
Universidad de Cadiz y la Sociedad
Thales. Este centro edita periddicamen-
te un Boletin y proporciona a los profe-
sores de toda Espafia informacion, a tra-
vés de listados bibliograficos, fotocopias
de articulos, préstamos de libros y acce-
5o a bases de datos internacionales.

Infernet

El fendmeno INTERNET no se puede ya
ignorar. No sabemos todavia cémo
puede afectar al mundo de la docu-
mentacién y estin planteados al res-
pecto numerosos interrogantes. Por
cierto alguien sabe si es una publica-
cion un documento publicado en
INTERNET?, o ¢cudnto tiempo debe
permanecer en la RED para ser consi-
derado publicacién? No obstante es
innegable que debemos aprovechar sus
potencialidades. De momento podemos
en tiempo real comunicarnos y enviar-



os documentacién en forma de archi-
v0s v tenemos bases de datos a las que
podemos acceder en cualquier parte
del mundo. Conscientes de ello casi
{ftodas nuestras sociedades tienen su
«pagina web» y nuestra Federaciéon estd
actualmente creando la suya. Hay ya

una gran cantidad de informacién sobre
_ Bducacién Matemdtica que se encuen-
tra ya en el «iberespacio» y s6lo hace
falta para viajar por él: un pequefio
ordenador, unos programas, un mo-
dem, tiempo, paciencia y dinero para
pagar la factura del teléfono.

~ Conclusiones y prospectiva
 de futuro

. Después de mi exposicién, creo que ten-
dran ustedes una buena panorimica de
la realidad de la Educacién Matemdtica
en Espafia y que si bien los cuadros no
_ son isomorfos, si que es cierto que hay
muchas similitudes entre lo que ocurre
_en los distintos paises iberoamericanos.
El Proyecto IBERCIMA, disefiado por la
- OEI con el patrocinio del Ministerio de
Educacién Espaiiol, es un buen ejemplo
de un acercamiento a los problemas
comunes y de un intento de coordinar
las politicas educativas en los estados
iberoamericanos. En el Informe final de
una de las lineas de actuacion
(Rodriguez Conde, de Guzman y Garcia

que se detectan son muy similares en
casi todos los paises iberoamericanos
(respecto a la estructura del sistema edu-
cativo, la fundamentacion de los curricu-
los, los objetivos didacticos, los conteni-
dos, las orientaciones did4cticas y la eva-
luacién). Por tanto, tenemos que colabo-
rar para solucionar estos problemas,
tenemos un camino delante y podemos
recorrelo juntos. Ante ese camino se nos
presentan importantes retos a la comuni-
dad de educacién matemitica, algunos
de los cuales brevemente voy a sefialar:

* Debemos pedir a nuestros respecti-
vos ministerios educativos a que
continGen los proyectos conjuntos
(como IBERCIMA) para tratar de

Sipido, 1994) se dice que los problemas’
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generar politicas educativas coherentes y para solu-
cionar los problemas comunes detectados en la
comunidad educativa iberoamericana. Yo propondria
que esta fuera una resolucion de este Congreso.

En cuanto al curriculo, hay que dar al curriculo
matemdtico un enfoque epistemoldgico y critico-
social que posibilite una formacién que sepa incor-
porar de forma 4gil, significativa y critica -y no aisla-
da y desarticulada— los contenidos de los avances tec-
nolégicos y cientificos.

En cuanto a la formacién inicial del profesorado de
Matemdticas: hace falta formar formadores en los dis-
tintos paises que conozcan los nuevos planteamien-
tos en la formacién matemitica de los profesores de
Educacion Primaria haciendo hincapié en la didéctica
de nuestra disciplina. Para el profesorado de secun-
daria, recomendamos intensificar las companentes de
cualificacién profesional de estos profesores.

Hay que definir politicas de formacion del profesora-
do, vincular la formacién permanente a la universidad
y clarificar, conectar y definir el papel de los «Centros
de recursos» que existen en los diversos paises.

En cuanto a la Investigacion en educacién matemati-
ca, hay ya un buen conjunto de investigadores en
Educacion Matemitica en Espafia y en otros paises
iberoamericanos y hay una calidad contrastada en la
produccién. Se ha realizado un gran esfuerzo por
establecer «el estado de la cuestion» sobre los princi-
pales campos de investigacién y compartir los conoci-
mientos adquiridos. El desarrollo de la investigacion
en Didactica de la Matemadtica en Espafia y en otros
paises iberoamericanos, durante los Gltimos diez afios,
ha sido notable y marca unas lineas de continuidad
que permiten augurar nuevas € importantes aporta-
ciones. Esta experiencia debe ser aprovechada. Se
deberian fomentar programas de doctorado conjuntos
entre universidades de los distintos paises, visitas y
periodos de formacién e intercambio entre profesores
e investigadores de los estados iberoamericanos.

Hay que buscar la manera de que los avances de la
investigacion influyan en la prictica educativa, la
investigacién no se puede limitar a conocer las cir-
cunstancias en las que ocurre la educacion matemati-
ca sino que tiene que servir para mejorar los proce-
sos de ensefianza-aprendizaje de las Matemiticas en
todos los niveles educativos.

Hay una comunidad de educadores e investigadores
en Educacién Matemitica con conciencia de su
comunidad de intereses, con voluntad para reflexio-
nar sobre la ensefianza de las matemadticas, se estin
constituyendo sociedades fuertes con peso especifico
en el campo de la educacién y van a tener atin mayor



fuerza en el futuro. Hay que apostar decididamente por
la consolidacién del movimiento asociativo en todos
los paises iberoamericanos, fomentando que cada vez
sea mayor el nimero de profesores que pertenezcan a
las sociedades de profesores de Matematicas. Esto sola-
mente serd posible si esas sociedades saben ofrecer a
los profesores productos que les interesen y les esti-
mulen. Hay que fomentar todo tipo de intercambio
entre las sociedades y trabajar en la linea de crear una
Federacién Iberoamericana de Sociedades con hori-
zonte en el afio 2000. Propongo que también esta sea
una de las resoluciones de este Congteso.

o Es importante un clima social econémico, cultural y
politico adecuado para desarrollar la educacion mate-
matica de una manera adecuada; para realizar activi-
dades que tengan que ver con la educacién matema-
tica hacen falta mecanismos, ayudas y apoyos de los
propios gobiernos y de fundaciones externas e inclu-
so de la empresa privada. Hace falta voluntad politica
y financiacién adecuada. Pero hace falta convencer
con proyectos coherentes y con rentabilidad social a
los politicos haciéndoles ver el alcance, consecuencias
y beneficios que pueden derivarse de nuestro trabajo.

e Es necesario aprovechar el fenémeno INTERNET y
aprovechar sus potencialidades. La comunicacién en
el «iberespacio» serd mas fluida, facilitando el inter-
cambio de informacion y acortando la distancia que
supone el Océano Atlantico para Espafia y Portugal
con los paises del Continente Americano. Habrd que
fomentar la conversacién virtual, la teleconferencia y
en resumen acostumbrarse al drabajo virtuab en la
comunidad de Educacién Matemdtica iberoamericana.

Espero no haber mostrado un paisaje desolado. Es un pai-
saje con luces y sombras pero pintado con afecto y con
esperanza en el futuro, pero sobre todo es un cuadro colec-
tivo y un cuadro sin terminar. Tenemos que continuar entre
todos dando pinceladas. Entiendo que es necesario aunar
esfuerzos, aunar muchos esfuerzos, mantener una continui-
dad, potenciar un trabajo coordinado, y eso es responsabili-
dad de todos nosotros, de toda la comunidad iberoamerica-
na, pero es una tarea ilusionante. Con ese compromiso de
ilusién, esperanza y union de todos los paises iberoamerica-
nos en torno a nuestro interés comin, la mejora de la
Educacién Matemitica: deseo y espero que se cumplan feliz-
mente todas las expectativas despertadas en este III CIBEM.

Queridos colegas amigas y amigos, muchas gracias por la
atencién que me habéis prestado.
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de profesores
de Matemdticas.

Ricardo Luengo
Presidente de la Federacién
Espafiola de Sociedades
de Profesores de Matemdticas
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Algoritmos iterativos
para la computacion de raices
en sistemas de ecuaciones

Juan Bosco Romero Marquez
Benito Hernandez Bermejo

Maria Angeles

Lopez y Sanchez Moreno

En el presente trabajo se
obtiene un conjunto de
familias infinitas de métodos
numéricos, para la resolucién
de sistemas de ecuaciones
simulténeas. Estos algoritmos
se basan en la realizacién
de desarrollos analiticos
previos a nivel local
mediante diversos
procedimientos tomados del

Célculo elemental, como por
ejemplo el binomio de
Newton o la serie
geométrica. Como los
posibles desarrollos a
escoger son infinitos, el
conjunto asf definido
constituye una familia de
métodos, cada uno de los
cuales es convergente
mediante aproximaciones
sucesivas a la solucién (o
soluciones} de un mismo
problema. Tanto esta
sistematizacién de métodos
como alguno de los mismos
podrian ser, segin creemos,
novedosos en la literatura:
de hecho, como se ilustra en
el cuerpo del articulo, ciertos
elementos particulares de
estas familias equivalen a
algoritmos previamente
conocidos que se ven, por
tanto, generalizados bajo
esfa nueva perspectiva.

MODO DE INTRODUCCION del método general, comen-
zaremos con el caso mas sencillo de desarrollo de algorit-
mos iterativos convergentes para el cilculo aproximado de
las raices reales de un polinomio, utilizando para ello
métodos elementales de aproximaciones recurrentes suce-
sivas, cuya construccién se basa en el desarrollo del bino-
mio de Newton y en la serie geométrica.

El método aqui expuesto sigue la siguiente linea. Sea la

ecuacion polinémica:

n .
Nax'=P(x)=0 €D
i=0

donde P(x) es un polinomio de grado #, con coeficientes
reales o complejos a,, i=1,2,... , .
Para establecer nuestros algoritmos usamos el siguiente:

Lema: Si x es un nimero real tal que lx|I< 1,y kesun
entero positivo, entonces:

- p+R\ p 1
E( k )x = k+1
P=0 (l_x)

La demostracién, puede consultarse en Apostol (1978).

(@)

Tenemos que si a # 0 es una solucién real de (1) entonces:

n
E a;q.
i=0

Si en el primer miembro de (3) desarrollamos con el

i n
'=Ea[((oc—r)+r)’ =0 r€l(a,p),p>0 (3)

i=0

binomio de Newton y escogemos los términos lineales en
(a -1y (a-r)/r, ambos convergentes a cero, en los dos
miembros (porque (o - 'y ((a - v)/v) tienden a cero
cuando » — g, p> 1, p € R), entonces podemos despe-
jar a como funcién de » en un entorno de la raiz a y

obtenemos asi una funcién que llamaremos o = &(¥).



Alternativamente, podemos transformar la ecuacién
P(x) = 0 en otra equivalente, si suponemos que la raiz
o de P(x) = 0 es no nula (las raices nulas son identifi-
cables por simple inspeccién de un polinomio y no pre-
sentan mayor interés en el problema que ahora nos
ocupa). Por ejemplo:

P(x)=0

m

Si ahora utilizamos (2) o el binomio de Newton, depen-
diendo de si los valores que damos a m son o no positi-
vos, y de si m es un niimero entero o real, y despejando
o como en el caso anterior, llegamos a una familia infini-
ta de algoritmos a = £ (7).

m
Dada la funcién &(7), se toma un valor de partida x,=c
que es un ntmero racional o real arbitrario en un entor-
no de la raiz o, (por ejemplo, x, puede ser la parte ente-
ra de @, en el caso en que se conozca el intervalo en que
se encuentra la raiz). A partir de aqui tendriamos:

xn-t-/ = E(xn) nz0
Planteamos al lector como problema abierto la demostra-
cién formal de que tales familias de algoritmos son con-
vergentes.
En particular, en el caso de la ecuacién &2 = g, a > 0 para
m =20, 1, 2 obtenemos &? = a, x = a/x, y 1 = a/x®, res-
pectivamente. El primero de estos tres métodos conduce

al llamado algoritmo de Newton o aritmético; y el segun-
do es el algoritmo de aproximacién arménico.

Ejemplo: distintos algoritmos iterativos
para el calculo de la raiz de la ecuacién
x2=x+ 1

Como ilustracién de lo anterior mostramos a continuacién
varios algoritmos iterativos para el computo de las raices

de la ecuacién:
B=x+1 4

Algoritmo 1: Si a. es una raiz de (4), entonces o2 = ¢ + 1.
Asi, sir € I(a, p), p> 0:

a+1=an + 9 =2rar+
donde se ha tomado la aproximacion lineal. Por tanto:

2

r+1 1
a=a(r)= , re— )
2r-1 2
El algoritmo asociado a (5) serd pues:
2
1+x
Xy = nop=0 ©)
2%, -1

Como ilustracion
de lo anterior
mostramos a
continuacion

varios algoritmos

iterativos para el
computo de las
raices de la
ecuacion:
xX=x+1

Los dominios de convergencia en este
€aso son:

1+\/§
2

¥

—, x,<1/2

, Xg>1/2
lim x,, =

X—>00

Algoritmo 2: Dado que o = o + 1/o

tememos:

donde hemos tomado la aproximacién
lineal y » € I(a, p), de modo que resul-
ta que:

2
r+2r

a=a(r)=
r+1
De aqui se deduce el algoritmo para la
computacién de a:
2
X, +2x,

n+l = 2 4
x, +1

X n=z0

ahora los dominios de convergencia son:

1+4/5

, X9 >00 x5 <=2

lim x, = 2
e 1—_2—\6 —2< x5 <0

Algoritmo 3: Escribiendo la ecuacién
(4) como 1 =1/a + 1/a? y operando se
obtiene trivialmente:
1
+ ~
2f. r-a

) =

1 1
—(1+a’)+—2—(1+2(x’)
r r
donde o' = (7 - a)/r . Por tanto el algo-
ritmo es:

1
r(l—r_a

r

_ %, (x, +D(3-x,)

xn+1 - ) =0
X, +2
En este caso tenemos:
1+
2\/§ , 3>%9>0
lim x, =
—> 00 1 - 5
" “—£, 0>xp>-1



 Algoritmo 4: La Gltima posibilidad que
consideraremos resulta al tomar la
_expresion @ = of + a. Con r € I(a, p)
tenemos:

(a-r+rP=(a-r+rP +a
Y la aproximacion lineal nos da:
asr’—2r-1)=2r"-r> =

' (2r-1)
(r-1(3r+1)
Asi llegamos al algoritmo:

a(r)=

2
x,(2x, -1)
)
(x,-1)(3x, +1)
Como en casos anteriores resulta:

1+\/§

2
1“2*6, X9 <-1/3

n=0

Xp+1 =

, xp>1

lim x, =
n—>00

Fuera de los rangos indicados en los
algoritmos 3 y 4, la convergencia se da
por intervalos. Se propone como ejercicio
al lector el estudio del comportamiento
de los algoritmos en estas regiones,

_ Sistemas generales. Ejemplo:
interseccidon de dos conicas

De la teorfa y los ejemplos precedentes
_ se infiere que esta misma técnica puede
- utilizarse para aproximar ecuaciones tri-
gonométricas, exponenciales, etc. De
- hecho, los sistemas de cualquier clase
en las incognitas x,,... , % pueden
resolverse aplicando los métodos ante-

_ riores.

Ejemplo: Calculemos los puntos comu-

. nes o de interseccion de las cénicas:

C: X+ =d a>0

C: b>0

% xy = b,

Si P (a, B) fuera un punto de la inter-
seccion C; N C,, entonces, para cada
(t, ) € (e, B), pJ, p > 0, entorno del
punto (a, #), podemos escribir:

G-+ +((-9+sF=a
(x-1)+)((y-s)+s)=b

De la teoria y los
ejemplos
precedentes se
infiere que esta
misma técnica
puede utilizarse
para aproximar
ecuaciones
trigonométricas,
exponenciales, elc.

Teniendo en cuenta los rangos de valores que toman las
distintas variables podemos realizar la aproximacién lineal
correspondiente, de la que se obtiene:

2nx -1 +28(y-8) =d* -1 - &
s(x-r)+ry-s)=b-rs
Resolviendo en (x - #) e (¥ - s) llegamos a:
r3+r(a2—52)—25b 2 2

x=x(r,s)= R , ris=s
2(r" =s")

—s3+s(r2—a2)+2rb 2 2
R roms
2(r° -s")

Asi hemos obtenido dos funciones racionales, en las varia-

y=y(r,s)=

bles 7, s, definidas para r, s€ R, # = &, continuas y dife-
renciables y que pueden ser interpretadas como dos
superficies en R’, asociadas al sistema original. Entonces,

. si [x] denota la parte entera de un ntimero real x, pode-

mos construir el algoritmo iterativo asociado al problema:

(i, 3 = o, [BD

2
xn3 +x,(a —ynz)—Zynb

Xpe1 = o= lim x,
Z Z(xrzz - ynz) n—e z
3 2 2
-y, +y,(x,“—a )+2xb .
y}1+1 = n n Zn P n , ﬁ = hm yn
Z(xn - yﬂ ) n—s0

El rango de n es n = 0. Al igual que en el ejemplo de la
ecuacidn, este algoritmo no es el dnico posible: pueden
construirse otros mediante desarrollos similares a los alli
empleados.

Se puede comprobar que el algoritmo anterior es conver-
gente a la raiz (o, B) del sistema y que, ademds, este
punto es un invariante de las superficies.

Conclusiones

Se ha presentado aqui un método que genera familias infi-
nitas de algoritmos iterativos convergentes para la resolu-
cién de sistemas de ecuaciones generales en una o mis
variables. Estos algoritmos han sido comprobados en la
prictica, para ejemplos concretos, mediante una rutina en
TURBO PASCAL ejecutada sobre un PC con procesador
386. Las convergencias observadas en los intervalos apro-
piados son, sin excepcion:
e Hacia alguna de las soluciones correctas.
e Al cabo de pocos pasos (en los mejores casos se
puede obtener a partir de un entero una aproxima-

ciébn a un ndmero trascendente con 9 cifras decima-
les correctas al cabo de 3 iteraciones).




s Entiempos de computacién instantineos (menores al
segundo).

Los algoritmos expuestos, aparte de su generalidad o de
su interés tedrico por los aspectos de su desarrollo que
quedan pendientes, ofrecen una amplia posibilidad de el
eccién que se adapte a la implementacioén concreta que
requiera cada caso. Es aqui donde los criterios de robus-
tez, velocidad de convergencia y economia en tiempo de
cilculo deberdn ser tenidos en cuenta para seleccionar el
algoritmo 6ptimo entre los infinitos posibles.
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Los enigmaticos cdlculos
del escriba Ahmes

José Maria Gairin Sallan

En este trabajo en el que se
trata de descifrar una tabla
(el Recto) del Papiro de
Rhind, se presenta la
fraccién con el significado
de cociente partitivo. La
resolucién de lo que
denominamos enigma de
Ahmes, pone en juego la
formulacién y contraste de
hipétesis que desembocardn
en una reconstruccién
especulativa del concepto de
reparto en el Egipto antiguo.
Una vez definido el
significado de fraccién que,
suponemos, empled el
escriba Ahmes, les queda a
los alumnos un trabajo de
descomposicién de
fracciones en suma de
productos de fracciones y de
comprobacién de sus
resultados con los que
figuran en el Recto.

IVERSOS TRABAJOS de investigacioén en didéctica de la
matemdticas (Carpenter y otros, 1993; Behr y otros, 1993)
han puesto de manifiesto la complejidad de conceptos, rela-
ciones, operaciones y propiedades que conforman el apren-
dizaje y comprension de los niimeros racionales. Otras
publicaciones (Streefland, 1991; Dickson, 1991), recogen
manifestaciones de los alumnos en las que el conocimiento
del nimero racional se interpreta como extension del cono-
cimiento del namero natural; asi, por ejemplo, subsiste la
creencia de que da multiplicaciéon hace méds grande».

Conocer y entender los nimeros racionales exige com-
prender sus diferentes significados (relacién parte-todo,
cociente, razbn,... ), conocer las caracteristicas sinticticas y
semanticas de distintos sistemas de representacion (fraccio-
nario, decimal, recta numérica,... ), y establecer conexiones
conceptuales entre los sistemas de representacion utiliza-
dos. En consecuencia, la ensefianza del nimero racional
exige de nuevas acciones para el que aprende (Kieren,
1993); siendo el mundo real, el mundo de los objetos fisi-
cos, el escenario adecuado para la formacion de conceptos
y el drea de aplicacion de los mismos (Streefland, 1991).
Las ideas sobre el nimero racional positivo estin asociadas
a tareas de medida de cantidades de magnitud, y serd a tra-
vés de las acciones de recomponer unidades y las de rea-
lizar procesos de particién cémo los alumnos podrin esta-
blecer la necesaria conexién entre los distintos significados
del ntimero racional (Carpenter y otros, 1993).

En este trabajo y bajo la apariencia de descifrar una tabla
del Papiro de Rhind, se presenta la fraccién con significa-
do de cociente partitivo, la fraccién como cantidad de
magnitud que resulta de repartir igualmente a unidades
enteras entre bindividuos. Al realizar la tarea propuesta el
alumno desarrollard un trabajo continuo de reconversion
de unidades (que no podra controlar sin recurrir a una



simbologia apropiada), que le mostrard una nueva faceta
de las fracciones: la concepcidn del nimero a/b como una
totalidad se amplia al aparecer como suma de productos
de fracciones y, ademds, en distintas y maltiples maneras;
es decir, cada fraccién encierra una gran variedad de rela-
ciones aditivas y multiplicativas con otras fracciones.

Bajo el formato de juego mental se propone a los alum-
nos la reconstruccion del Recto del Papiro de Rbind.
Aunque escritas de forma secuenciada el lector encontra-
rd dos mensajes diferenciados: de una parte, ~sobre fondo
gris—las consignas que pueden transmitirse a los alumnos,
De otra parte, consideraciones para el profesor que justi-
fican las consignas lanzadas a los alumnos, asi como las
reacciones que las mismas puedan provocar.

La resolucién de Jo que denominamos enigma de Ahmes es
el motor que pone en juego la formulacién y contraste de
hipétesis que desembocarin en una reconstruccién especu-
lativa del concepto de reparto en el Egipto antiguo, y siem-
pre bajo la éptica de la concepcién personal de la idea de

Escritura Escritura Escritura
actual egipcia actual
2 2 2
3 3 5
2 1,1 2
9 6 18 11
2 1.1 2
15 10 30 17
2 1,1 2
21 4 42 23
2 1,1 2
27 18 54 29
2 1,1t 2
33 22 66 35
2 1,1 2
39 6 78 41
2 1,1 2
45 30 9 47
2 1,1 2
51 34 102 53
2 1,1 2
57 38 114 59
2 1.1 2
63 42 126 65
2 1,1 2
69 46 138 71
2 1.1 2
75 50 150 77
2 1,1 2
81 54 162 83
2 1,1 2
87 58 174 89
2 1,1 2
93 62 186 95
2 1,1 2
99 66 198 101

propuesto es

...el trabajo aqui

fraccién que asignamos a los egipcios,
dado que de la documentacién existente
no se deriva una interpretacion tGnica del
significado de fraccion en tiempos de los
faraones. Una vez que se haya definido el
significado de fraccién que, suponemos,
empled el escriba Ahmes, le queda al
alumno un trabajo de descomposicién de
fracciones en suma de productos de frac-

adecuado para , ’
/ d ciones y de comprobacion de sus resulta-
aiumnos ae dos con los que figuran en el Recto.
Educaczm? Una tltima reflexion: si bien es cierto
Secundaria que el estudio del nimero racional se
comienza en Educacion Primaria, el tra-
bajo aqui propuesto es adecuado para
alumnos de Educacion Secundatia, pues-
to que es en esta etapa cuando se tienen
que consolidar las conexiones entre sig-
¢ nificados y representaciones de los
nimeros racionales (Rico-Castro, 1995).
Escritura Escritura Escritura
egipcia actual egipcia
1,1 2 1,1
3.15 7 4 28
1 1 2 1.1 1
1.1 Z 1, 1.1
6 66 13 8 52 104
1,11 2 1,1 .1
12 51 68 19 12.. 76 4
1.1 2 1,1
12 276 25 15 75
1,11 1 2 11,1
24 58 174 232 31 20 124 155
1,5 2 .11
30. 42 37 24 111 296
1,0, 1 2 1,11
24 246 328 43 4286129 301
1.1 ,1 2 1,1
30 141 470 49 28 196
d1.1.,.0 2 1.1
30318 795 55 30 330
100 2 L G i
36236 531 61 40 244 488 610
A1 2 .1 .1
39 195 67 40 335 536
EER L 2 1,11 .1
40568 710 73 60219 292 365
1,1 2 T S e
44 308 79 60 237 316 790
1,1 .1 .1 2z 11
60332415 498 85 51255
11 1 1 2 R
60 356 534 890 91 70130
11 1 2 1 1 1
Pl st = S
60380 570 97 56 679 776
T T L
101 :202 + 303 606

Recto del Papiro de Rhind



Presentacion (planteamien-
to del problema)

Ahmes fue un escriba del antiguo Egipto
al que se atribuye la autorfa de uno de
los méas valiosos documentos matemati-
Cos que han llegado hasta nuestros dias,
el conocido como Papiro de Rbind, que
esta datado en el afio 1650 A.C.

_En ese papiro, ademds de las solucio-
nes de problemas, aparece una tabla,
~ conocida como Recto (Gillings, 1982),
que recoge los valores que para los
egipcios tenfan las que actualmente lla-
 marfamos fracciones de la forma 2/,
siendo 7 impar y con valores entre 3 y
101. Constituye la tabla mas completa y
extensa de las que han llegado hasta
_nosotros. Con la simbologia habitual, el
Recto se puede transcribir tal como se
muestra en la pagina anterior.

- En esta transcripcién se entiende que
~ los egipcios no conocen las fracciones
 ‘en la misma forma que nosotros las
escribimos en la actualidad. Para Ahmes
las cantidades fraccionarias son de la
 forma 1/m, fracciones unitarias, y la
' _ suma de estas fracciones unitarias per-
mite representar cualquier cantidad. Y,
como se observa en la tabla, también se
~ concede el mismo status a la expresion

 2/3 puesto que ésta no se descompone
en suma de fracciones unitarias.

; En la escritura original, las fracciones
~ unitarias vienen indicadas por una raya
~ encima del denominador, 7. De este
~ modo, los egipcios pueden escribir las
cantidades fraccionarias con los mismos
signos que utilizan para escribir las can-
_ tidades enteras, entendiendo que 7
. expresa la cantidad de magnitud resul-
~ tante de dividir la unidad en » partes
_ iguales. Tan s6lo hay una excepcién: la
_ fraccién 2/3 se escribe con dos rayas
encima del 3, es decir 3.

También hay que hacer notar que en la
escritura egipcia no aparecen los signos
+ que figuran en el cuadro ya que su
~ sistema de numeracién aditivo conlleva
- que la presencia de dos simbolos segui-
dos se interprete como la suma de las
cantidades que cada uno representa,

Para Abmes
las cantidades
Jfraccionarias son
de la forma 1/n,
[fracciones
unitarias
¥ la suma de
estas fracciones
unitarias permite
representar
cualquier
cantidad.

...la propuesta no
es la de ejercitarse
en la practica
de una técnica
sobre la que
se les ha instruido
previamente, sino
que la propuesta
es la de describir
una tecnica
de la que conoce
el resultado.

Py

Al observar la tabla parece evidente que la idea de fraccién
que usé el escriba difiere notablemente de la que’ tenemos
nosotros, pero 3qué hay que hacer para escribir las fracciones
en la forma que lo hizo Ahmes?

Esta pregunta, nos lleva a practicar un juego apasionante en
el que ganar significa descubrir como funcionaba ld mente de
una persona de la que sélo conocemos los resultados y no
cémo obtenerlos.

Ast que se propone el siguiente refo:

Descubrir un' método para pasar de nuestra escritura de frac-
ciones a la escritura empleada por Ahmes.

Aungque planteado como un juego, realmente se propone
a los alumnos una tarea diferente a las que habitualmen-
te se realizan en la educacién matematica. Y la diferencia
radica en que ahora la propuesta no es la de ejercitarse
en la practica de una técnica sobre la que se les ha ins-
truido previamente, sino que la propuesta es la de des-
cribir una técnica de la que conoce el resultado de apli-
carla en 50 casos particulares. Por tanto, se les pide a los
alumnos que formulen hipétesis y que las confirmen o
modifiquen si no se verifican en los resultados que ya
conocen.

Es posible que los alumnos comiencen a hacer algunas
conjeturas que se irdn desvaneciendo en cuanto traten de
verificar su validez. Después de estos intentos iniciales, y
dada la complejidad de la tarea, el profesor constituird la
referencia obligada para orientar el trabajo. Estas ayudas
las hemos denominado pistas.

Las ayudas del juego (algunas pistas)

Parece evidente que si Ahmes escribe las fracciones en la
forma que lo hizo es porque tenia una concepcién distin-
ta de la nuestra. Por tanto, habrd que recabar informacién
acerca de las fracciones en tiempos de los escribas, aun-
que debemos advertir que solamente podemos hacer
algunas suposiciones razonadas puesto que en ninguno
de los escasos documentos que han llegado hasta noso-
tros hay informacién al respecto.

Primera pista: usos de la fraccién egipcia

Analizando los informes de los historiadores de la mate-
matica encontramos un cierto acuerdo sobre el hecho de
que en el antiguo Egipto las fracciones aparecen en la reso-
lucién de problemas sobre repartos (Fauvel y Gray, 1987;
Eves, 1969) y en la presentacion de resultados de cilculos
aritméticos (Grattan-Guinnes, 1993). De modo que tomare-
mos como ciertas las siguientes consideraciones:



o Las fracciones surgen en el contexfo de la resolucién de

- problémas de reparto de cantidades enteras. Son nuevas

_cantidades que aparecen cuando el resultado del reparto
no da una unidad entfera sino una parte de la unidad.

e los egipcios no conocen ¢l significado de una fraccién
como un nomero: no encuentran sentido a éxpresiones
como por ejemplo:2/11.-Para ellos los nmeros van aso-
ciados a canfidades, de forma que lo que sf enfenderdn es
que al repartir 2 panes entre 11 personas cada una de ellas

recibe 1/6 de pan'y 1/66 de pan.

A cualquiera de los j6venes estudiantes que les pregunti-
semos el significado de la fraccion 2/5 darfa una respues-
ta similar a esta: si tienes una tarta (o una barra de hela-
do, u otro modelo) la divides en 5 partes iguales y tomas
2 de ellas. Por tanto, para estos jovenes la fraccién tiene
una entidad numeérica y utilizan objetos fisicos si necesi-
tan ejemplificar su significado.

Pero esa no es la situacién en la que se encuentra la mate-
mdtica egipcia, en esos momentos todavia se asocia nu-
mero y cantidad. En consecuencia, los estudiantes debe-
ran ampliar la idea de fraccién como nimero abstracto y
ligar las fracciones a objetos fisicos. Item mds, con esta
nueva situacién el alumno debe ampliar su concepcién de
la fraccién como relacién parte-todo y asociar las fraccio-
nes a acciones de reparto, lo que exige dar significado a
la fraccién como cociente partitivo de cantidades enteras,
Esta interaccion entre dos constructos diferentes de las
fracciones le proporcionard mejores argumentos para la
posterior identificacién de las representaciones fracciona-
ria y decimal del ntimero racional.

Para no distraer al alumno de la tarea propuesta no nos
parece de interés ahondar en el significado de la fraccién
entre los egipcios por cuanto no hay acuerdo entre los his-
toriadores de la matemitica. Asi por ejemplo, resultaria
complejo y, en nuestra opinién, de escaso interés, defender
o rebatir el significado ordinal de Gardiner (en Fauvel-Gray,
1987:22) o la concepcion de Ritter (Benoit y otros, 1992:30-
31) de asociar la fraccién a procesos de medida.

Segunda pista: formas de repartir

Si, como hemos sefialado; las fracciones egipcias aparecen al
hacer repartos tiene sentido hacerse la pregunta scémo se
hace un reparto?

Para acercarnos mds-al pensamiento-de los egipcios se pro-
pone hacer un reparto pero en und situacién de la vida real:

Se tienen que repartir fres bizcochos rectangulares entre cinco
personas de modo que cada una reciba la misma cantidad de
bizcocho, scuénto le corresponde a cada persona?

8 P ;

Bésicamente, son dos los procedimien-
tos que aparecen como respuestas de
los alumnos.

Procedimiento 1

Consiste en dividir cada bizcocho en 5
partes iguales y dar 3 de ellas a cada
una de las personas.

Técnica de reparto

..COn esta nueva
situacion
el alummno debe
ampliar
su concepcion
de la fraccion
como relacion
parte-todo
Y asociar
las fracciones
a acciones
de reparto,
lo que exige
dar significado
a la fraccion
como cociente
partitivo
de cantidades
enteras.

Resultado del reparto

Este procedimiento de reparto se corres-
ponde con una manipulacién numérica
de las fracciones derivada de los conoci-
mientos de los alumnos. Pero no se tiene
en cuenta que para resolver el problema
real hay que dividir cada uno de los 3
bizcochos en 5 partes iguales. Ahora
bien, hacer divisiones en 5 partes iguales
no es sencillo y repetir el proceso tres
veces atn complica mis el trabajo.

Este tipo de respuesta surge al transfor-
mar el problema para poder operar con
nameros naturales y encontrar la res-
puesta por medio de una divisién: al
cortar cada bizcocho en 5 partes lo que
tenemos son 15 partes iguales de biz-
cocho de tamaifio [1/5] de unidad, que
hay que repartir entre 5 personas.
Resulta sencillo hacer la divisién para
concluir que cada persona recibe 3 par-
tes de la 15 que se tenfan. En resumen,
se utiliza nuestro conocimiento mate-
matico para llegar a la igualdad:

g=3[1]+5=3-5H+5=15H+5=5H



Procedimiento 2

Dar a cada una de las personas una

 cantidad lo suficientemente grande co-

_ mo para realizar el reparto en una sola

 fase; y si ello no se cumpliese, proceder

4 repartir las cantidades sobrantes. De

forma mds detallada podiamos hacer

los pasos siguientes:

o Es evidente que a cada una de las 5
personas no podemos darle un biz-
cocho entero; tan soélo le correspon-
derd una parte de un bizcocho.

e Intentemos dar a cada una de las

personas una mitad de bizcocho:

todos reciben la mitad de la unidad
bizcocho (1/2)[1], y sobra la mitad

de un bizcocho [1/2].

& Esta mitad sobrante si se distribuye

entre cinco personas a cada una de
ellas le corresponderd una quinta
parte de ese trozo (1/5)[1/2], es decir,
1/10 de bizcocho.

Técnica de reparto

Este procedimiento de reparto al poner-
lo en prictica indica que hay que divi-
dir los bizcochos en mitades, que es
una tarea ms sencilla que la de dividir
en 5 partes iguales. Y la divisién en 5
partes iguales se tiene que hacer una
sola vez con lo que, es de suponer, este
reparto produce un menor nimero de
errores, hace las partes mas iguales.
Este procedimiento nos lleva a la des-
composicion en fracciones unitarias de
la forma siguiente:

Resultado del reparto

F1

s 2] -1

A partir de esta concepcioén es como podemos entender el
origen de las fracciones egipcias como suma de fracciones
de numerador 1, fracciones unitarias, que indican la canti-
dad resultante de dividir la unidad en #» partes iguales.

Desde la perspectiva de la educacion matemadtica hay sig-
nificados implicitos en el uso de los procedimientos ante-
riores. Si tomamos en consideracion los aprendizajes que
subyacen en los procedimientos de reparto indicados,
observamos que:

e En el procedimiento 1, la fraccién aparece como enti-
dad Gnica, como una totalidad. La Gnica relacién de la
fraccién con otras fracciones se limita a una estructura
aditiva: 3/5 = 1/5 + 1/5 + 1/5, estructura que es apli-
cable a cualquier fraccion a/b = a-(1/b).

e En el procedimiento 2, en la cultura egipcia antigua, la
fraccién no se concibe mas que como suma de partes de
la unidad de tamafios diferentes: cada uno de los
sumandos es de tamafio mis pequeflo que el anterior,
puesto que los sucesivos sumandos son el resultado de
repartir las partes que han quedado en fases anteriores
del reparto. Y cada una de esas partes diferentes son par-
tes de partes de la unidad. De este modo, las fracciones
aparecen con las estructuras aditiva y multiplicativa.

Ademds, este procedimiento 2 proporciona un entorno
adecuado para interiorizar los principios de cambio de
unidades que, como indican Behr y otros (1993:306) son
aplicables a los conceptos de fraccién, ntimero racional,
porcentaje, razén y proporcion.

Finalmente, la aplicacion del procedimiento 2, exige la
adopcioén de un sistema simbélico que permita controlar
las partes que hay que repartir, el nimero de individuos
que participan en el reparto y el tamafio de las partes.

La préctica del juego (¢el enigma esta
resuelto?)

Pensar el modo en que hacia los reparfos el escriba Ahmes y
comprobar si los resultados coinciden con los del Recto; asi,
si queremos buscar el equivalente egipcio a nuestra fraccion
2/5 tenemos que resolver el problema de repartir 2 panes
entre 5 personas y hacer el reparfo de acuerdo con la forma
en que cada uno piense que lo hacia Ahmes.

Con el ejemplo que se ha utilizado es previsible que los
alumnos opten por el modo de reparto que hemos deno-
minado procedimiento 2. El modo de trabajo ante cada
fraccion serd similar al que hemos empleado en el ejem-

plo de repartir 3 bizcochos entre 5 personas.



Si el profesor lo considera conveniente, el método de
ensayo y error utilizado en el mencionado ejemplo puede
sustituirse por un procedimiento mis formalizado en los
términos que se exponen seguidamente:

Definicion: llamamos «a parte mayor de la fraccién a/ba
la fraccion unitaria I/n tal que naz2 b> (n- 1a.

Esta definicion, interpretada en el contexto de las fraccio-
nes egipcias, significarfa que da parte mayor» es la mayor
cantidad de magnitud que puede darse a cada uno de los
b individuos entre los que hay que repartir igualmente a
unidades de esa magnitud.

El reparto de @ unidades entre & individuos siguiendo el

procedimiento de dar a cada individuo da parte mayor» en

cada una de las fases del proceso, se resume en los

siguientes puntos: )

1. Dada la fraccidn a/b, encontrar en niimero natural # tal
que na2 b> (n-1)a y establecer como primera fase
del reparto la descomposicion:

. -
n

NN

2. Si na# bno se ha concluido el reparto, aparecen nue-
vas fases del reparto para la fraccién ¢/d, siendo:

a_l_na-b_c_1

b n  bn d n
3. Si ¢ # 1, la reiteracién del proceso exige encontrar un
nimero natural m, tal que:
mc 2bn>(m-Dc
m(na-b)zbn>m-Dma-b)
En esta segunda fase, cada uno de los b individuos
recibe una parte de tamafio I/m de unidad y el repar-
to se simboliza como:

=1l
n o m

S iR

4. El proceso continiia hasta que en la fraccién del tipo
¢/d el numerador sea 1, en cuyo caso se completa la
descomposicion en la siguiente forma:

a_ 1,1, 41

b n m d

La propia construccién del proceso nos muestra que el
procedimiento de descomposicion en fracciones unitarias
con el procedimiento de «a parte mayor» es Gnico y con-
tiene un ntmero finito de sumandos.

Andlisis de las jugadas (el enigma no
esta resuelto)

Los resultados de descomposiciones en fracciones que
van obteniendo los alumnos seguramente levantarin
pronto algunas voces de alarma: esta forma de repartir no
sirve, no salen los resultados del Recro,...

Abwmes no sélo
debia pensar
en indicar
como hacer
el reparto,
también
debia pensar
en como llevarlo
a la practica.

En realidad, lo que estd ocurriendo es
que los alumnos utilizan como técnica
de reparto la que hemos denominado da
parte mayor». Ahora bien, el problema,
que en principio parecia resuelto, se ha
complicado puesto que al aplicar este
procedimiento hace que las fracciones
del tipo 2/n (n impar) se descomponga
en suma de sélo dos fracciones unitarias,
mientras que en el Recfo aparecen frac-
ciones descompuestas en suma de hasta
cuatro fracciones unitarias.

Pista tres: la tarea de dividir
en partes iguales

Hemos dicho que Ahmes no sélo debia
pensar en indicar cémo hacer el reparto,
también debia pensar en cémo llevarlo a
la préctica. Vamos a simular la farea de
Ahmes y asi es posible que entendamos
su forma de actuar.

Observad  las - fracciones  que utiliza
Ahmes en el Recto para ver en cudntas
partes se divide la unidad. Después; ana-
lizad la forma en que se llega a la cons-
truccion de esas fracciones o partes de la
unidad: asi, por ejemplo, para obtener la
fraccién 1/12 significa que la unidad
hay que dividirla en 2 mitades, dos par-
tes de tamafio 1/2; una de esas mitades
hay que dividirla en dos partes iguales,
cada una de ellas de tamaio 1/2 [1/2]
=1/4 de unidad;'y, por Gltimo, una de
esas pdrtes hay que dividitla en fres par-
tes iguales, cada una de ellas de tamafio

1/3[1/4] = 1/12 de unidad.

Las respuestas de los alumnos hay que
encaminarlas hacia los aspectos que
son de mayor interés para nuestro obje-
tivo de reconstruccion del Recto. Y en
este sentido nos parece oportuno des-
tacar los siguientes aspectos:

e Las fracciones de Ahmes tienen dos
partes diferenciadas: la que correspon-
de a la primera fraccion, primera fase
del reparto, y las restantes fracciones.

e De la igualdad:

g=l+n-a—b[ll

h n b n
se deduce que la primera fraccion, pri-
mer trozo del reparto, puede ser del



. tamaflo que se «quiera», mientras que
las fracciones restantes tendrin
como denominador un maultiplo del
denominador de la fraccién inicial,
salvo los casos 2/35 y 2/91 En otras
palabras, la forma de realizar el
reparto exige que, con independen-
cia de las partes en que se haya divi-
dido la unidad en la primera fase, en
las sucesivas fases del mismo se
debe dividir en tantas partes como
personas participen en el reparto.

En la mayor parte de los casos, las
fracciones que Ahmes utiliza en el
primer reparto se obtienen haciendo
divisiones en 2 y en 3 partes iguales.
En varios casos también aparecen
divisiones en 5 partes y, en contadas
ocasiones, las divisiones hay que
hacer en 7, 11, 13, 17, 19 y 29 partes.
e Las fracciones de Ahmes que corres-

ponden a las otras fases del reparto
se obtienen, en su mayor parte, por

divisiones en mitades y en tercios.
Son escasas las divisiones en 5 par-
tes y mucho més escasas en 7 partes.

_ La descomposicién en factores de los
‘ - denominadores de las fracciones unita-
rias que hay en el Recto hacen posible
un amplio debate en torno a las rela-
_ ciones de divisibilidad entre el denomi-
nador de la fraccién 2/n y los de las
fracciones unitarias en que se descom-
pone. Sin embargo, es dificultoso esta-
blecer normas de comportamiento por
cuanto existen casos andmalos que
_impiden la formulacién de hipotesis de
validez general.

Con independencia del debate sobre
los aspectos de divisibilidad que se esti-
men oportunos, lo que resulta mas lla-
mativo es la tendencia general que se
aprecia a utilizar fracciones de denomi-
nador formado por miultiplos de 2 y de
3. Lo que vendria a ratificar la fuerte
presencia de la relacion con problemas
de la vida real que subyacen en las frac-
ciones egipcias. La constante presencia
de este tipo de fracciones en la mate-
mitica egipcia induce a Neugebauer
- (1969:74) a denominarlas fracciones
wnaturales» o fracciones que tienen asig-
nado desde el principio un signo espe-

...lo que resulta
mds llamativo
es la tendencia
general que se
aprecia a utilizar
Jfracciones
de denominador
Jformado
por multiplos
de 2y de 3.
Lo que vendria
a ratificar
la fuerte presencia
de la relacion
con problemas
de la vida real
que subyacen
en las fracciones
egipcias.

cial y que son unidades individuales consideradas como
conceptos bisicos en igual nivel que los enteros.

Los alumnos pueden encontrar justificaciones al compor-
tamiento de Ahmes si se les formulan propuestas como
las siguientes:

Sin utilizar més que el doblado, y tomando como unidad el
folio de papel:

1. Hacer 2 partes iguales. 3Se pueden hacer 4 partes igua-

les? y socho partes iguales? ...,

2. Hacer 3 partes iguales. Hacer 9 partes iguales, ...

3. Dividir el folio en 6 partes iguales. Idem para 12, 18, ...
4: Buscar algin modo de dividir el folio en 5 partes iguales.
5.

Buscar algin modo de dividir el folio en 7 partes iguales.

Pista cuatro: la obtencion real de las partes

Aplicando el procedimiento de «la mayor parte» se llega a la
descomposicién de la fraccién:
2 _1,1
1578 120
Esta descomposicién hay que- inferpretarla en el sentido de
que al-dividir 2 panes entre 5 personas hay que-dividir la. uni-
dad en 8 partes iguales, que entendemos.es facil de llevar a
lat préictica (la mitad de la mitad de medio pan). Sin embargo,
la descomposicién que aparece en el Recto, la que-prefiere el
escriba Ahmes, es:
1,1
10730
sPor qué Ahmes ha elegido esa forma de reparto?

Responder a esta cuestion implica analizar las diferentes
acciones que son necesarias para realizar cada una de las
opciones que se quieren estudiar.

1. Procedimiento de da mayor parte»
Para alcanzar el resultado:

1,1

8 120

se necesitan dar los pasos siguientes:

1) Dividir un pan en 8 partes iguales, que se hace por

divisiones sucesivas en dos partes.

2) Dividir el segundo pan en 8 partes iguales. En total
hay 16 partes, de tamafio 1/8, asi que podemos hacer
un primer reparto: cada una de las 15 personas reci-

be 1/8 de pan y sobra 1/8 de pan.



;

3) Al repartir entre 15 personas este trozo sobrante, de
tamafio 1/8, hay que hacer la particién en 3 partes
iguales y, después, volver a subdividir cada una de
esas partes en 5 partes iguales. De este modo se pre-
sume que las Gltimas particiones serdn complejas por
la «pequeiiez» de los trozos.

1I. Procedimiento alternativo
La descomposicion en:
1.1
10 30
requiere seguir este proceso:
1) Dividir el primer pan en 10 partes iguales, es decir

dividirlo en dos partes y cada una de ellas subdivi-
dirla en 5 partes iguales.

2) Dividir el segundo pan en dos mitades, y una de ellas
volverla a subdividir en 5 partes iguales. Tenemos
10+5=15 trozos de tamafio 1/10, cada uno de los cuales
lo podemos dar a las 15 personas y sobra 1/2 de pan.

3) La mitad de pan que queda dividirla en 15 partes
iguales: primero en 3 partes y, después, cada una de
ellas en 5 partes. De esta forma tenemos 15 trozos, de
tamafio 1/15 [1/2] que podemos distribuir entre las 15
personas y dar por finalizado el reparto,

Se deduce, en consecuencia, que Ahmes acttia desde la
solucién real de problemas de reparto. De este modo, la
eleccion, entre distintas opciones de distribuir igualmen-
te, viene condicionada porque las divisiones se hagan uti-
lizando, prioritariamente, mitades y tercios, pero esa
norma se desestima si con ello se logra que los repartos
posteriores se hagan sobre cantidades de tamafio mayor.

La aparicién de las distintas pistas permite al alumno ir for-
mulando una hipétesis acerca del modo en que actuaba el
escriba Ahmes. De las discusiones entre alumnos o entre
profesor y alumnos deben petfilarse las ideas basicas:

1. Hay que analizar individualmente cada situacién de
reparto y tener presente que se busca una solucién
que garantice la facilidad de su puesta en prictica.

2. El reparto se comienza utilizando el procedimiento
que hemos denominado da parte mayor.

3. Si este procedimiento lleva a hacer una primera fase
del reparto en la que se tengan que realizar divisio-
nes «andmalas» se investiga otro alternativo. La deno-
minacién de «anémalas» hace referencia a aquellas
que no sean en mitades y tercios.

4. Se investigan nuevos procedimientos en los que las

divisiones iniciales sean en partes «<andémalas» por si el
reparto de las siguientes fases se puede hacer sobre
cantidades de magnitud de tamafio mayor que las
que se obtenian en el procedimiento del punto 3.

...la eleccion,
entre distintas
opciones
de distribuir
igualmente, viene
condicionada
porque
las divisiones se
bhagan utilizando,
prioritariamente,
mitades y tercios,
pero esa norma
se desestima si
con ello se logra
que los repartos
posteriores
se bagan sobre
cantidades
de tamavio
mayor.

S

Encontrar la solucién (defi-
nir el método de trabajo
de Ahmes)

Pista cinco: modificar el ta-
maiio de las partes

Con todas las informaciones acumuladas,

veamos si hay datos suficientes para des-

componer cualquiera de las fracciones

que aparecen en el Reclo. En concreto, se

propone resolver la siguiente ‘ situacién
- problematica:

En el supuesto de repartir igualmente 2
panes entre 13 personas, enconfrar una
justificacién o la solucién que aparece en
el Recto;
1,1, 1
852 104
Hagamos uso, de forma ordenada, de

todos los resultados que hemos ido
obteniendo:

1. Hallar da mayor parte»

Como ya hemos indicado anteriormen-
te, la primera cantidad que aparece en
el reparto se obtiene al hacer una divi-
sion primera en p partes iguales, siendo
p = (n+1)/2. De este modo:

2 _ 1.1

13 7 91

Ahora bien, al llevar este resultado a la
prictica real del reparto observamos que
debemos dividir un pan en 7 partes igua-
les; después una de esas partes hay que
dividirla en 13 partes iguales. Este tipo de
divisiones es de las que denomindbamos
«andémalas» por lo que debemos buscar
algtn procedimiento alternativo.

1II. Biisqueda de otras particiones iniciales

El proceso consistiri en aumentar el
numero inicial de las partes en que se
dividen los panes e ir analizando la difi-
cultad de hacer esas particiones y de
repartir las partes sobrantes.

Si cada persona recibe una parte de
tamafio [1/8} de pan y sobran 3 partes
de tamaiio [1/8] de pan:

3=l+i[l]=l+(3+13){~1—] ™
1378 13|88 8



Ahora queda resolver la tarea de repar-
tir 3 partes de tamafio [1/8] de pan
. entre 13 personas.

‘Volviendo a aplicar el principio de da

. mayor parte»:
3_ 1,201
13 5 13|5

. Y sustituyendo este resultado en (%), el

reparto se formularfa como:

1 1), 2|11
8| 8 5|8] 13{5||8
~1,1,2411
8 40 13|40
Este resultado nos obliga a abandonar el
proceso por cuanto aparece de nuevo
. un reparto similar al inicialmente plan-

teado: repartir 2 unidades (de tamafio
[1/40] de pan), entre 13 personas.

2_1,3
13 8 13

Al aumentar, de manera ordenada, el
tamafio inicial de las partes de la pri-
 mera fase el reparto de 3 unidades (de
tamafio [1/8] de pan) entre 13 personas
proporciona los resultados siguientes:

3 _1,5[1]
13 6 13|6]
3_1,8[1L
13 7 13|7
3_1.1uf1
13 8 13|8
3 _ 1,141
13 9 13|9]
3_1,17[1
13 10 13|10

Es evidente que este proceso no va a
permitir la descomposicion (reparto)
buscada puesto que cada vez aumenta
el nimero de partes, lo que implica que
el tamafio de cada una de ellas es cada
vez menor.

III. Modificar el tamayvio de las partes

Por el resultado que figura en el Recto
‘sabemos que la primera fase del repar-

_ to hace que cada persona reciba una

parte de pan de tamafio [1/8]. Sin
embargo, los resultados que obtiene el
escriba Ahmes indican que el procedi-
miento de aumentar el nimero de par-
tes no es adecuado. De nuevo se impo-
ne retomar la tarea de hacer efectivo el

reparto de forma practica. Para ello, observemos en qué
modo hay que actuar para que las 13 personas reciban
1/8 de pan:

[1 pan] [1/2 pan] [1/4 pan] [1/8 pan]

1]
L1

[j<:f:%

L]

Al dividir el primero de los panes, disponemos de 8 par-

‘tes iguales (de tamafio [1/8 de pan]), pero como hay 13
personas necesitamos mas partes de ese tamafio, que
hemos de conseguir del segundo pan. En concreto nece-
sitamos 5 partes (de tamafio [1/8 de panD.

Procedemos asi con el segundo pan:

[1 pan] [1/2 pan] [1/4 pan] [1/8 pan]

]
L]
L]
L_J

\!——)<:

——
e —
1
Se observa que para conseguir las 5 partes (de tamafio
[1/8 de pan]) que nos hacian falta para completar la pri-

mera fase del reparto, nos han sobrado dos trozos: uno de
tamafio [1/4 de pan] y otro de tamafio [1/8 de pan].

Para completar el reparto no queda mis que distribuir
esos dos trozos sobrantes. De este modo cada persona

1], 1] 1, 1
13(4| 13|8| 52 104

Estas dos partes que recibe cada persona sumadas a la

recibira:

parte que le ha correspondido en la primera fase del
reparto completan la solucién que aparece en el Recto:

Lyt

2.1 1
13 8 52 104




Volviendo al terreno de los simbolos, la tarea inicial de
repartir 3 partes de tamafio [1/8] de pan entre 13 perso-
nas, se transforma en dos: repartir 2 de esas partes entre
13 personas y la otra parte entre 13 personas. De este
modo, modificando el tamafio de las partes se tendria:

® 2 partes de tamafio [1/8] se convierten en 1 parte de
tamafio [1/4] , que distribuida entre 13 personas pro-
porciona 1/13 [1/4] = 1/52 de pan por persona.

e 1 parte de tamafio [1/8] distribuida entre 13 personas
proporciona 1/13 [1/8] = 1/104 de pan por persona.

En general, modificar el tamafio de las partes significari
descomponer la cantidad dada por la expresién:

;]

en suma de fracciones unitarias. Y ello se conseguira
siempre que:

c|L se pueda escribir como g 1 +r| L +s|t +o
p b b p

siendo ¢ =g +7+s5+...

Ahora bien, cada sumando se transforma en una frac-
¢ién unitaria solamente si es 1 o un divisor de p. Por
tanto, el modificar el tamafio de las partes significa des-
componer ¢ en suma de divisores de p, divisores del
ndmero de partes en que se divide la unidad en la pri-
mera fase del reparto. No obstante, y teniendo en cuen-
ta que cada uno de los sumandos anteriores representa
una parte de la unidad que hay que repartir entre b indi-
viduos, interesa que entre las posibles descomposicio-
nes de ¢ en suma de divisores de p se elijan aquellos
que, siendo distintas, permitan que las partes resultan-
tes sean del tamafio mds grande posible. Por ejemplo,
nos planteamos modificar el tamafio de las partes en el
caso de la expresion 37 [1/60].

Como los divisores de 60 son 1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20,
30 y 60, hay distintas maneras de formar sumas con resul-
tado37:30 + 4+ 2+ 1,30+ 6+ 1; 30 + 5+ 2; 30 + 4 + 3;
20+15+2;20+10+5+2;20+ 12+ 5; 15+ 12 + 10; ...

La eleccion de la mds conveniente, de acuerdo con el pro-
ceder del escriba, serfa 15 + 12 + 10, puesto que ello per-
mite que las 37 partes de tamafio (1/60] se transformen en
las partes de mayor tamafio de las que originan otras sumas:

Sl el ol [+ ]

Recopilando todas las informaciones obtenidas a través de

las pistas que se han proporcionado, podemos enunciar
una formulacién sobre el modo en que los egipcios lle-
vaban a la prictica el reparto de a unidades entre b indi-
viduos, y sobre cémo ello se refleja en suma de fraccio-
nes unitarias:

VA la vista
de la complejidad
del proceso
se comprende
perfectamente
la existencia
de tablas en las
que los escribas
recogian
resultados
de operaciones
Y que asi evitaba
repetir el proceso
en situaciones
similares.

1. El procedimiento inicialmente utili-

zado es el de Ja parte mayon, lo
que lleva a un reparto en la forma:

2. Si el procedimiento de da parte
mayor» se considera dificultoso para
poner en prictica, se analizan otras
opciones incrementando de forma
ordenada el valor de p. Inicialmente
se eliminan algunas opciones: que p
sea impar, que p sea multiplo de 7
o de 11,... Estas opciones se recon-
sideran en el caso de que no se
encuentre una solucion satisfactoria.

3. En cada una de las opciones que
aparezcan al aumentar el valor de
D, se estudia la viabilidad del repar-
to que representa la expresién
(c/b)1/ply ello se puede hacer por
dos vias:

* Reiterar el proceso de divisién ¢ + b
hasta completar el reparto.

e Modificar el tamafio de las partes,
es decir, buscar la descomposi-
cion de ¢ [2/] en suma de frac-
ciones con denominador menor
o igual que p.

4. la eleccion entre dos resultados:

1], a1 1
p/ b p// b p!l

viene determinada por dos factores:

e Se elige de entre los valores p'y
p" aquel que permita hacer las
particiones de la forma menos
dificultosa.

e Se prefiere aquel de los repartos
(c/b) [1/p1y (D) 1/p) que con-
lleve divisiones sobre partes de
unidad de mayor tamafio.

1 ., ¢

a
b p b

A la vista de la complejidad del proce-
so se comprende perfectamente la exis-
tencia de tablas en las que los escribas
recogian resultados de operaciones y
que asi evitaba repetir el proceso en
situaciones similares. Asi que lo que en
la actualidad nos aparece como una
simple tabla de resultados en el tiempo
de los faraones constituyd una herra-
mientas de trabajo de los escribas con
una valor practico muy valioso.



Ganar (escribir la solucién)

 puesto que ya se ha detallado el méto-
_do que se asocia con la manera en que
procedia el escriba Ahmes, queda la
tarea de verificar su aplicabilidad a los
resultados que aparecen en el Recto. En
. orden a facilitar la tarea, se hacen las
 siguientes sugerencias:

: _ Flreparto a/bha de hacerse en dis-
_ tintas fases.

__ En la primera fase hay que deter-
minar el tamafo de las partes que
se otorga a cada individuo, asi
como las partes que restan y el
tamafio de las mismas. Sugerimos la
utilizacién de expresiones del tipo
a/b = 1/n + (¢/b)1/n) para indicar
que al repartir @ unidades entre b
personas se da a cada una de ellas
una parte de tamafio 1/ de uni-
dad, y que queda por repartir ¢ uni-
dades, de tamafio [1/7l, entre las b
personas.

— En la divisién de la unidad consi-
derar prioritariamente las fracciones
1/2, 1/3 y las que resultan de pro-
ductos entre ellas. Si ello no fuese
suficiente tomar en consideracidn
otras fracciones como 1/5, 1/7,...

En el estudio de otras opciones,
eliminar las descomposiciones en
sumas de mas de cuatro fracciones,
pues no son recogidas en el Recto.

Ya estamos en condiciones de ver si fun-

ona todo lo que hemos ido diciendo.
Asi que escondemos los resultados que
aparecen en el Recto, y vosotros. debéis
conseguir escribir cada una de las frac-
ciones de la forma 2/n en la forma que
_lo hizo Ahmes.

La calidad del trabajo reside mis en
_ reflexionar sobre el significado de la
fraccién egipcia que en la practica
~ exhaustiva de técnicas de calculo. Por
_ tanto, seran las circunstancias particula-
res del aula las que aconsejen recons-
~ truirtodo el Recto; o solamente hasta la
fraccion 2/35, por ejemplo; o bien las
_ fracciones que se descomponen en tres
~ sumandos, ...

La calidad
del trabajo
reside mds en
reflexionar sobre
el significado
de la fraccion
egipcia
[..]
seran
las circunstancias
particulares
del aula
las que aconsejen
reconstruir
todo el Recto,

o solamente hasta
la fraccion 2/35,
por ejemplo;

o bien
las fracciones que
se descomponen
en tres
sumandos,...

También se puede contemplar la posibilidad de establecer
discusiones sobre temas mis concretos, siempre en torno
al significado de la fraccién egipcia, como los siguientes :

a) Enla fraccidn 2/45 el escriba opta por la descompo-
sicién: 2/45 = 1/30 + 1/90.

¢En qué mejora la propuesta del escriba a la descom-
posicion 2/45 = 1/36 + 1/60?

b) Qué descomposicién te parece mis adecuada 2/55
= 1/30 + 1/330 (opcioén del escriba) o 2/55 = 1/40 +
1/88? Justifica tu respuesta.

¢) El autor Guillings (1972:68) argumenta que la des-
composicién que hace el escriba de la fraccién
2/95 =1/60 + 1/380 + 1/570 se obtiene del producto
1/5 x 2/19. Comprueba si es cierta la formulacién de
dicho autor.

d) ¢Encuentras alguna justificacién a que el escriba opte
por la descomposicién anterior de la fraccién 2/95
frente a la descomposicion 2/95 = 1/60 + 1/228?

e) Es conocida por los escribas la descomposicién 1 =
1/2 + 1/3 + 1/6. A la vista de las descomposiciones
que has encontrado para 2/101, ;se puede utilizar la
igualdad anterior para mejorar los resultados?
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El problema de Arquimedes
del rebano de reses

Emilio Fernandez Moral

Mariano Banzo Marraco

En este articulo se documenta
el clasico Arquimedes
problema bovinum,
presentando una
implementacién en
Mathematica de su solucién,
asi como, en general, de la
solucién en minimos enteros
positivos x e y de la ecuacién
de Pell x* ~ny? = 1, con n
entero positivo dado.

1 ©pwakw en el epigrama [y en
Homero, ver mas adelante),
también Tpwvoyxpia, es el anti-
guo nombre de Sicilia, por
razén de los tres grandes cabos
o promontorios {tptataxpot) que
forma esta isla al NE. (Pelorum},
al O. (Lilybaeum) y al SE.
{Pachynus).

MIGO, si has heredado la sabiduria, calcula cuidadosamente a
qué nimero ascendia la multitud de las reses del Sol que en ofro
tiempo pacian en las llanuras de la isla Trinacria,’ divididos en
cuatro manadas de distinto pelaje: una, de color blanco como la
leche, otra de negro lustroso, una tercera oscura, la cuarta man-
chada. los toros, que superaban en nimero a las vacas, se
repartian_en-cada manada: de la siguiente manera: imagina,
amigo mio, que los toros blancos eran en igual nimero que la
mitad y un fercio de los negros ademds de todos los oscuros,
mientras que los negros eran en igual nimero que la cuarta méas
la quinta parte de los manchados, més todos los oscuros. Con-
sidera ademds que los manchados eran en igual nimero que la
sexta mds la séptima parte de los blancos, més todos los oscu-
ros. Las vacas estaban asi repartidas, por su parte: las blancas
eran en igual nimero que la tercera més la cuarta parte de toda
la manada negra, mientras que las negras eran en igual nimero
que la cuarta- més la quinta parte de foda la manada mancha-
da; a su vez las manchadas eran en igual nimero que la quinta
mds la sexta parte de toda lamanada oscura, mientras que las
oscuras eran en igual ndmero que la mitad de la tercera parte
mds la séptima parte de toda la manada blanca.

Amigo, si me dices cudntas eran exactamente las reses del Sol, y,
en particular, cudl era el nimero de toros y vacas de cada pela-
je, no se te podrd cdlificar de ignorante ni de inhdbil en el mane-
jo de los nGmeros, pero atin no podrds contarte entre los sabios.
Pues atiende ain a dos distintas maneras en que las reses del Sol
solian disponerse: cuando los toros blancos unian-su multitud a la
de los toros negros, formaban un grupo compacto de igual medi-
da en profundidad que en anchura que llenaba enteramente las
inmensas llanuras de Trinacria. Por ofra parte; reunidos solamen-
te los oscuros y los manchados, se agrupaban por filas de tal
manera que, estando constituida la primera por uno solo de ellos,
formaban gradualmente una figura triangular, sin faltar ni sobrar
ninguno. Amigo, si encuentras la relacién oportuna ‘enre todas
estas cosas y, en una palabra; si conicentrando tu espiritu expre-
sas todas las cantidades  correspondientes a* esas manadas,
podrés vanagloriarte de haber conquistado la victoria y estar con-
vencido de ser juzgado consumado conocedor de esta ciencia.



Este es el «problema que Arquimedes [encontrd entre
(algunos) epigramas/ided, en forma de epigramal y envi6,
para que fuera resuelto por quienes en Alejandria se ocu-
paban de estas materias, en una carta a Eratdstenes de
Cirene.» (Recogemos basicamente las traducciones caste-
llanas que dan Babini (1948, 123-125), seguramente del
texto en francés de ver Eecke (1960, 11, 545-547) y Vera
(1970, 11, 218-219); en el corchete anterior la primera posi-
bilidad parece la traduccion literal.)

El manuscrito griego que contiene este texto (un epigrama
de 22 disticos jonios con la anterior cabecera) fue publica-
do por primera vez en 1773 por el escritor alemin Teéfilo
Efraim Lessing,? junto con otros tesoros de la Biblioteca
Wolfenbtittel de Brunswick de la que fue director al final
de su vida. Si no el epigrama, el problema en su forma
completa es atribuible a Arquimedes (287-212) para la cri-
tica moderna mds autorizada (Krumbiegel, Tannery,
Heiberg, Heath), y seria el que originé en la antigiiedad
referencias a un cierto @wpdfAnua foetirjv» de Arquimedes
(en un escoliasta de Platén, en Herdén) como ejemplo de
problema de Aoyiotikas, 0 a un @pSPANpo ApxLurdsioys
para glosar algo de gran dificultad (en Cicerén)?. La for-
mulacién bovina del problema le pudo ser sugerida a
Arquimedes? por conocidos pasajes del Canto XII de la
Odisea de Homero, el primero de los cuales es:

Y parece que el destinatario de tan, como se veri, enve-
nenado desafio pudo haber sido Apolonio, con quien
Arquimedes mantenia ciertas desavenencias.’

Traslademos la formulacién del problema a simbolismo
algebraico, en la misma forma que Elena Martin Ortega
(1990); Sean B, N, M, Oy b, n, m, o, respectivamente, los
ntimeros de los toros blancos, negros, manchados y oscu-
ros y de las vacas blancas, negras, manchadas y oscuras.
La primera parte del enunciado conduce a un sistema
homogéneo de 7 ecuaciones lineales en esas 8 incégnitas:

B=(l+l)N+O=2N+O

2 3 6
N=(%+~;—)M+O=E95M+O
M=(%+%)B+O=%B+O
<b=(%+—i—)(N+n)=%(N+n)

L L 22
n—(4+5)(M+m) 20(M+m)

1 1 11
m = (§+g)(0+o)~36(0+0)
1 1 13
0—(*6~+;)(B+b)—5(3+b)

2 Manusgrito «77 Gud.
Graec.».  Publicado  en
Beilrdge zur Geschichte und
Literatur, Braunschweig, 1773,
421. Hay ofra copia del epi-
grama en la Bibliothéque
Nationale de Paris, cod. Paris
Gr. 2448, saec. XIV, fol. 57.

3 Cicerén en Cartas a Afico:
«Sed de Catone, mpSphnua’
Apxwridetov  est..»  Xlkv;
«Abiit illud god tum me stimula-
bat cum tibi dabam mpopAnua
Apxuuridetov...»  Xillxxviii.
Platén (citado por Heiberg), en
Scholia al Charmides, 165e,
(traduccién de Heath): «Logis-
tica es la ciencia que trabaja
con cosas contadas, no con los
ndmeros que las cuentan...,
que considera 3 como una
terna y 10 como una dece-
na..., es, pues, logfstica lo que
investiga de un lado el que
Arquimedes llamé problema
de los bueyes...» También en
Herén: Definitiones, Opera
omnia, IV, 98. [Heiberg,
leipzig, 1899-1914).

4 Sefialado por J. Struve en Alfes
griechisches Epigramm mat-
hematisches Inhalts, Altona,
1821. También se lee antes, en
el Canto XI: «...en cuanfo hayas
tu arménica nave atracado en
la isla/ de Trinacia, escapando
del ponto violéceo, y encuen-
tres/ pastoreando a las Vacas
del Sol y a las grandes ovejas/
del que nada se escapa a sus
ojos y todo lo oye...». la fra-
duccién de este pasaje y-del
citado en el texto son de
Fernando Gutiérrez, en verso,
en la edicién de la Odisea de
Homero con infro. y notas de
José Alsina, Planeta 1980,
Barcelona, paginas 172y 194,
resp. Més pasajes a continua-
cién en el mismo Canto XIl.

5 Ver Dijksterhuis (1987) p. 399,
que cita la opinén de Heath.

De las tres primeras resulta el sistema

6B-5N=6-0
20N-9M = 20-O
42M -13B = 42-O

de donde, con fracciones irreducibles,

Ya que se buscan niimeros enteros, debe-
ra ser O = 891X con X entero, y asi tam-
bién B = 2226-X, N = 1602-X, M = 1580-X.
Sustituyendo estos valores en las otras
cuatro ecuaciones se obtiene ahora el
sistema

12b-7n =11214+X

30m-11o = 9801-X
20n - 9m = 14220-X
420 -13b = 28938-X

de donde, con fracciones irreducibles,

_ 7206360
4657
_ 4893246
4657
3515820
4657
5439213
o = 2439213
4657

X

Deberi ser entonces X = 4657-x, con x
entero positivo, y entonces los valores
de las ocho incognitas expresados
como miultiplos enteros de la variable
auxiliar x son los siguientes: (los meno-
res nimeros resultan para x = 1)

B = 10366482 x
N = 7460514 x
M = 7358060 - x
O = 4149387 - x
b = 7206360 x
n = 4893246 x
m = 3515820 x
0 = 5439213 x

y el namero total de reses en la mana-
da, A = 50389082x.

El manuscrito griego va seguido por la
solucién de un escoliasta, que es la
misma anterior para x = 80. Pero esos
numeros no verifican las otras dos con-
diciones del problema.




Estas dos condiciones de la segunda
 parte del enunciado son:

B+N = cuadrado, M+O = triangular

B+N = 22:3:11-29:4657-x es un cuadra-
do perfecto si y solo si x =
1311:29-4657-u? con u entero. Queda la
altima condicion,

M+O = 7:353-4657'x =
= 3.7:11-29-353-46572-u? = q-(q+1)/2

Poniendo 2q + 1 = v, ésta se convierte en

vi-1l=4q(q+ 1) =
= 2%37:11:29-353-4657%u? =
= 41028642327842412 |

luego todo se «educe» a calcular el
menor valor entero positivo de u que
satisface la ecuacién (con v también
entero)

v*—410286423278424u? = 1 (1]

para obtener los niimeros de vacas y
. toros del rebafio mids pequefio que
_ cumple todas las condiciones de
Arquimedes. Por ejemplo, el nimero
total de reses en el rebafio serfa, con
dicho valor de u,

A =50380082:x =
= 50389082-3-11-29-4657-u? [2]

La ecuacidn [1] es una ecuacion de
Pell, asi denominadas las ecuaciones
diofanticas del tipo x>My? = 1, (en
~ general igual a n), reinventadas por
Fermat en el siglo xvi y estudiadas de
- modo completo por Euler y Lagrange
en el xvi. Para todo M que no sea un
cuadrado perfecto tienen infinitas solu-
ciones en enteros positivos. Bien pudo
Arquimedes haber tratado con ecuacio-
nes de este tipo, para nimeros M
pequefios sin duda, por ejemplo cuan-
do buscaba aproximaciones racionales
para la raiz cuadrada de 3 en la «medi-
da del circulos, aunque no ha llegado
ninguna otra evidencia de ello. El pro-
blema con la ecuacién [1] es concreta-
mente el tamafio de su minima solu-
Cion u: sus 103266 cifras seguramente
desbordaban la capacidad de cilculo
alejandrina del siglo 11 a.C.

6 K. B. Mollweide, que nacié en

Wolfenbiittel, se cita como
avtoridad para la afirmacién
de que su amigo personal K.
F. Gauss resolvi6 completa-
mente el problema del reba-
fio. Para E. T. Bell {1990) «eso
es muy improbable, por decir-
lo suavemente».

A. Amthor, «Das Problema
bovinum des Archimedess,
Zeitschr.fir Math.und Phys.,
Hist.literar.Abt. Leipzig, 1880,
vol. 25, 153-171. Este articulo
estd precedido, en 121-136
por una traduccién alemana
del manuscrito y una discusién
filolégica de B.Krumbiegel.

De hecho es
A = 7760<206541>,

como corrigié a Amthor el
Club de Matemdtica de
Hillsboro. Ver las referencias
de estos trabajos en el arficu-
lo de Archibald citado en la
bibliografia del final, 414.

Dice Bell: «Ya sefialé un cinico
que mientras haya un problema
sin resolver, algln mentecato
intentard resolverlo, sobre fodo
si es irresoluble, y al Hillsboro
Mathematics Club de Hillsboro
le falté poco para encajar en la
observacién cinican.

Lo mejor que humanamente puede hacerse® para acercarse
a la solucién de [1] lo hizo A. Amthor en 1880.7 Podemos
recrear un resumen:

En primer lugar, como
410286423278424 = 4729494-2%46572,

el problema se reduce a encontrar la minima solucién ente-
ra positiva # de la ecuacion de Pell

v2-47294941? = 1 (3]
que sea divisible por 2 y por 4657.

La solucién minima de [3] es la siguiente:
v, = 109931986732829734979866232821433543901088049
u, = 50549485234315033074477819735540408986340

Y la solucién general de [3] viene dada por

Vo +up VM = (vq +uyA/M?
donde M = 4729494, lo que da en particular la siguiente

0 . N
ley de recurrencia para calcular las sucesivas u_:

w2 = 2Viln —

u, =2uv, u u, (n>1)
Como u; es par, u_ es siempre par; el primer u . que es
divisible por 4657 es u,,,; este es el valor de u que inte-

resa, la menor solucién de la ecuacién [1].

Amthor pudo llegar entonces, tras arduo trabajo, a la con-
clusion de que B = 1598<206541>, donde <206541> indi-
ca que siguen otras 206541 cifras, y que, con la misma
notacion, A = 7766<206541>. Aflade Amthor:

Después de Amthor, en 1895, tras cuatro afios de duro y
no remunerado trabajo de cilculo, A.H.Bell y los otros
dos tnicos miembros del denominado «Hillshoro
Mathematics Club» de Hillsboro, Illinois, publicaron 30 o
31 de las primeras cifras y 12 de las ultimas de cada uno
de los ocho nimeros incognita de toros y vacas y del
namero total del rebafio. Este nGmero en concreto
comenzaba 7760271..., en desacuerdo con el mucho mis
modesto cdlculo de Amthor.? «Eso abrias, ironiza® E.T.Bell
(sin relacion de parentesco, como él mismo sefiala, con
AH.BelD en (1990), pp. 152-153, «un campo de compro-
baciones y mejoras mds ancho atn que las llanuras de
Trinacria» del que ya no tenemos mis noticias.

Tras la aparicién de ordenadores cada vez mas capaces,
el cilculo efectivo de la solucion del problema pasaba a
ser una trivialidad. En 1965 se hizo por primera vez el



7760271406486818269530232833213886664
2323224059233761031506192269032159306
1406953194348955323833033238580023195
0890047033440942119828335089534461575
5887436491896796665512546477258454651
t 0461602748276908192273273239624708376
| ' 7521718123833193071062059470897781028
| 4615137192998986811186884169272785696
5734742675969833374086301327572518139
9039295240867535897511016330381995952
2862248989774767949347775886227372374
6255675090116296340679382452054261676
9323712193802126066318528132663283452
3325818221612627982067522627938255320
4835331774536078819419510012902535378
9079430770802223904770027123239826800
5475107063331240640184249410626455913
5633570932873950709846825186508464899
7734103578487702314212070231873054292
1959831095003754661935911649226657552
0991844006671059444489935414661474017
8809647842125684176862138118817367066
4948693934942747838804473398437179965
6338216395615067290682140459765856258
9543801065495963894323168124620435108
3550687417880221537048762073557878731
7123762036035001543668020475611971279
5879795153546119920216229966968169313
8757515962720759360360577327122115282
9620797794193624267440392635935320573
979912232151674560564545791492924456...

Figura 1. Primeras cifras del nomero de 206.545 digitos
que es solucién del problema para M = 31.

célculo completo de las 206545 cifras de la respuesta total
pero no se imprimié. Harry Nelson (1980-1981) recalculd
y publicé la solucién impresa (con cifras de pequefio for-
mato). Nelson queria usar este cilculo como prueba para
un nuevo ordenador, pero encontré que la miquina
acababa las cuentas demasiado rapidamente como para
disponer con esto de un buen test. Entonces hizo que su
maquina calculase sucesivas soluciones del problema.
Con las del orden de 1 millén de cifras el trabajo parece
que era mas a la medida de las posibilidades.

Hoy dia el reto arquimediano lo
puede afrontar con éxito un ordena-
dor personal. Nosotros hemos realiza-
do el calculo de la solucién minima u,
de la ecuacién «grande» (la ecuacién
[1D del problema del rebafio de reses
en un «Pentium 166». Solamente
hemos hecho que se calculara e
imprimiese el nimero total de las
reses, no u, ni los otros ocho nime-
ros del rebafio.

Hemos utilizado el algoritmo usual de
Lagrange (versién Rey Pastor (1981))
para el cilculo de la solucién minima
(v,,up de v>-M-u? = 1 como la fraccion
reducida convergente

Pn
(Pn,qn) =
n n q

n

de la fraccién continua del nimero
VM = [ao,al,az,...,am],

(a,=2ay),conn=m-1si mesparon=
= 2m-1 si m es impar. Cilculos previos
mas rapidos nos aseguraban que para
nuestro M la longitud del periodo de la
fraccion continua de VM es par (de
hecho, 203254) y que por consiguiente
habia que parar el programa en la redu-
cida de orden m-1 (cuando a_ = 2a, por
primera vez) y asf,u; = q_ .

Hemos desarrollado el algoritmo ade-
mis con las siguientes férmulas de
recurrencia (a, son los cocientes incom-
pletos, p, v q; el numerador y el deno-
minador de la reducida de orden 4, los
corchetes indican parte entera):

Go =1
By=a,1"Dy1-Bng
D, =M-B2)/D,_,
a, = [(ao +Bn)/Dn]
p1=2;'ag+1

Pn =2p 'Pn-1*tPn-2
q1 =21

dn =2p"9p-1+tdn-2




Asi por ejemplo, para M = 31:

~ Se tiene:

. ﬁ=[5’1’1)3’5’3’1,1’10]=5+LLLL.__1._LL 1
1414+ 3+54+3+1+1+10+...

_ El periodo de los cocientes incompletos
es de longitud 8 (par), alcanzado cuan-
doa, =24a,=25=10.

La séptima reducida,

111 1 1 1 1 1520
St 143151341414 273
y se tiene 1520%-31:273% = 1. De
hecho, (1520, 273) es la solucidn
minima en enteros positivos de
vA3l-u? =1,

(Se tiene

222 [31 = 0,0000012,

.y no hay una fraccién con menor
denominador que dé mejor aproxima-
ci6n que ésta a la V31. Si la longitud
del periodo es impar, la «primera vez»
se llega a una solucion (p, @ de la
~ecuacién v=-Mu? = -1, y la solucién
; minima (P, Q) de v2-M-u? = 1 se obtie-
. ne a partir de

(P>-M'q? )* = P2-M-Q* = 1.

Nuestra implementacién, al objeto de
que la salida del programa sea ya direc-
_ tamente el ndmero total de reses del
. rebafio en un fichero recuperable luego
desde un procesador de textos, ha sido
 la funcién keytel para Mathematica que
se puede examinar en el Apéndice,
donde recogemos también una funcién
solucionPell que da la solucion minima
de una ecuacién de Pell; esta funcién
se puede aligerar para dar solamente la
 longitud del periodo de la fraccién con-
tinua de la VM. Escribiendo las funcio-
nes cattle y keytel como In[1] e In[2],

1la se lee:

¢

...9609583666197257779148498129837280
76813420717092864850110832038027695
08892080619047365346640166033665713
54957498618546305966264566434434133
70576736741796162068746587816251381
9068650290455092647049589367 19606399
41784645640029927367860809417910917
74287931170123369601874070857769922
44787836231541880275807433007001270
27460322767270524056001245771481341
21289815481942572853969039302280155
44927432077964133952391787622639882
49740977373188153440673325018542305
57590615418068647327661594587408623
80424902449274447501046932922489527
09916982033631671932713388117289351
93059808866128626705017161220339911
02832889509474495599283178351133874
69470777738533466752569357352799830
43872817995021779644625917412057100
67837492280129466557319149912947044
25345255843200604565060174992051799
24220271972472512501269010986437364
56215434422571452101831188776880686
30298971337856633004406809998551939
17424466337493894703903752457792566
99660303265435652072678728835138492
56166954389604815500599463014429250
0354883118973723406626719455081800

Figura 2. Ultimas cifras del nimero de 206.545 digitos

que es solucién del problema para M = 31,

con la entrada In[3]:=keytel, a los 32 minutos en la panta-

y el nlimero, recuperado luego del fichero también deno-
minado keytel, empieza, de acuerdo con el Club de
Hillsboro, 7760271... y acaba 55081800. Nuestro ordena-



:
|
|

dor ha conquistado la victoria. Y el trabajo, realizado con
energia eléctrica industrial, empieza en realidad en el
apéndice posterior a la bibliografia.
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Evolucion de un grupo
de alumnos en la resolucion
de problemas

M.c dél Carmen Pinilla Fernandez-Castanon

Este trabajo de investigacién
narra y describe el desarrollo
de un curso de Taller de
Matemdticas impartido en el
IES «Siete Colinas» de Ceuta
dentro de la programacién
habitual que el centro oferta
al alumnado entre sus
asignaturas optativas.

El marco tedrico para el
disefio de la asignatura ha
sido Problemas con pautas y
nomeros del Shell Centre for
Mathematical Education.
Se intenta comprobar la
evolucién de un grupo de
alumnos de Secundaria en la
resolucién de problemas y el
andlisis final se ha centrado
en la constatacién de los
resulfados obtenidos por el
grupo en la utilizacién de
estrategias, en el progreso
en la resolucién y en la
culminacién con éxito de la
misma, distinguiendo en su
caso cuando un problema se
ha resuelto por mas de un
procedimiento plausible.
Esta investigacién enfatiza lo
particular e individual y no
pretende llegar a leyes
generales como objetivo
fundamental sino mas bien
analizar la singularidad de
los fenémenos estando
orientada a la aplicacién y a
la adquisicién de
conocimientos con el
propésito de dar respuesta a

E LOS DIFERENTES contenidos curriculares que en el
drea de Matemdticas se contemplan en el segundo ciclo
de Secundaria, he sentido siempre un especial interés
por el de la Resolucién de Problemas. En el desarrollo
de mi prictica educativa y en mis cursos de perfeccio-
namiento dedico una particular atencién y realizo un
atento seguimiento de las actitudes criticas y de las
estrategias utilizadas por los alumnos en este dmbito.

Creo que el profesor de matemadticas tiene la gran opor-
tunidad de poder ayudar al alumno en una fase de
construccién de su pensamiento matemdtico, no debe
por tanto presentarle las matematicas como algo cerra-
do donde no tenga la oportunidad de aportar su heu-
ristica: las matemdticas que trabajan con frecuencia en
clase son contenidos acabados, donde a una demostra-
cién le sigue una férmula y a la aplicacion correcta de
esa formula el resultado plausible. Pero, si al alumno se
le da la oportunidad de enfrentarse con un problema,
en el que las estrategias personales son imprescindibles
para la comprensién del problema y su posible resolu-
cibn, éste se siente participe de esta «creacidén» mate-
mitica y su pensamiento y estrategias matemdticas
avanzan gracias a la experiencia de investigar en la
resolucién de problemas.

Cuando se trabaja un problema en clase, ésta debe estar
regida por un patron de tiempo diferente, ya que hay que
«gastar» tiempo pues su resolucién exige paciencia y per-
severancia. El resultado al que se llega tras intentar resol-
ver un problema es tan importante como el proceso que
se ha seguido, asi que no encontrar la solucién no quiere
decir que se haya perdido el tiempo.

Después de una deliberada actuacién en la observacion
y reflexién en la microdrea de la prictica personal,



compruebo que el alumno de matemiticas de la etapa
14-16 no obtiene de sus potencialidades intelectuales y
de sus capacidades cognitivas todos los resultados que
serian deseables, no sélo para solucionar los problemas
especificos de matematicas, sino también para el desa-
rrollo de su personalidad como ser social que ha de
desenvolverse en un marco méis amplio de relaciones
humanas e interdisciplinares, respondiendo con agili-
dad y reflejos a los nuevos retos que el mundo en evo-
lucién le ha de plantear. Este alumno de Secundaria
estd influenciado por una inercia de aprendizaje en la
que existe una relacién causa-efecto: a una sola cues-
tién, una sola respuesta. Pretendia por tanto, ensefiar-
les una serie de procedimientos, estrategias y heuristi-
cas especificas y constatar si son eficaces a la hora de
resolver problemas.

Dado que la sociedad demanda una formacioén bisica del
individuo que pueda responder con eficacia a los retos
que plantea en los diversos campos tecnoldgicos y cienti-
ficos, la base matemitica del alumno ha de ser muy ver-
satil para que sepa y pueda adaptarse a cualquier situa-
cién; la resolucién de problemas puede ser un factor
determinante para la adquisicién de estos recursos.

Ademis de estas argumentaciones expuestas, que pue-
den tener un caricter subjetivo, existen documentos de
organismos oficiales y tomas de posicidén de personas
significativas en el campo de la educacidén matematica,
que hacen hincapié en la importancia de la Resolucién
de Problemas en la ensefianza de las Matemadticas. Cito
alguno de ellos.

e Lanormativa de Secundaria obligatoria de Matematicas
del MEC.

e Las sugerencias contenidas en el informe Cockroft
(1985).

e Los Estindares Curriculares y de Evaluacién
(NCTM, 199D).

e El Programa de estudios de Québec (1983).
e El Curriculo Nacional Britdnico (1992).

e Las Gltimas tendencias en educacién matemdtica pro-
puestas en el ICME 8 (Sevilla, 1996).

Objetivo

Constatar la evolucién de un grupo de alumnos con los
que se ha trabajado en la resolucién de problemas con la
propuesta didactica sugerida en el libro Problemas con
pautas y nimeros (Shell Centre for Mathematical
Education, 1993).

Los alummnos
del segundo ciclo
de Secundaria, no
se han enfrentado
a verdaderos
problemas
matemaricos.
En general los
problemas
que han visto
siempre, estan
relacionados
con los contenidos
que estan
estudiando,

Y su principal
estrategia
para resolver
el problema
es recovdar
la formula
que tiene
que utilizar.

Marco tedrico

Hoy en dia, la importancia de la reso-

lucién de problemas estd clara en el
mundo de la educacién matemitica,
aunque su implantacién en clase no
esté tan extendida y la resolucidn de
problemas no sea, en general, el
marco desde el que se trabajen los
contenidos matematicos. Es mds, se
crean asignaturas optativas para que
tenga cabida <hacer problemas», ya
que éstos requieren unas secuencias
temporales diferentes.

Los alumnos del segundo ciclo de
Secundaria, no se han enfrentado a ver-
daderos problemas matematicos. En
general los problemas que han visto
siempre, estin relacionados con los
contenidos que estin estudiando, y su
principal estrategia para resolver el pro-
blema es recordar la férmula que tiene
que utilizar.

La resolucidén de problemas supone
una innovacién en relacién con lo que
ha sido para ellos tradicional en las
anteriores etapas de sus ciclos educati-
vos. Ante nuevos retos, nuevos recur-
508, v el alumno instintivamente pre-
tende utilizar antiguos recursos -las
férmulas—, para nuevos objetivos —la
resolucién de problemas.

Al no ser totalmente satisfactorios los
resultados de esta causalidad: innova-
cién (resolucién de problemas)/recur-
so tradicional (férmulas), los alumnos
se encuentran en una encrucijada
mental, indecisos, parados. Qué
hacer? Buscan en su bagaje de apren-
dizajes y no encuentran esa estrategia
que les solucionaria su duda. No han
utilizado ese algo necesario para esta
ocasién, su capacidad de pensar, su
capacidad de aprender y desarrollar
nuevas estrategias.



para que este binomio Ensefianza-
Aprendizaje esté impregnado de una
dindmica constructiva, es necesario
implementar una metodologia innova-
dora sustentada fundamentalmente en
la adquisicién de nuevas estrategias y la
posterior verificacion de los resultados.

 1a insercion de la resolucion de proble-
mas en el curriculo de matemaiticas se
articula segin Kilpatric citado en
Goémez Chacdn, (1992) en torno a tres
ejes direccionales fundamentales: reso-
lucion de problemas como contexto,
como habilidad y como arte.

Una forma de entender la resolucién de
problemas es como argumenta Ste-
venson (p. 165):

Cuando Poincaré en su conferencia en
la Sociedad Psicologica de Parfs, a prin-
cipios de siglo, reflexion6 sobre su pro-
pio proceso de creaciébn apunt6é lo
siguiente (1995):

(Podria entreverse, de la lectura atenta
de estas lineas, una definicién avant la
lettre del «Control Schoenfeldiano»?

Quizi una de las referencias mas nitidas
para cualquier investigacién en la resolu-
cién de problemas sea George Polya,
éste define el proceso de resolucion
como sigue (p.448):

 Resolver un problema es un proceso
extremadamente complejo. Ninguna des-
cripcién o teoria de ese proceso puede
agotar sus miltiples aspectos; cualquier

Hemos visto
que la tarea
matemdtica
no es
meramente
mecanica. ..
No se trata sélo
de aplicar
reglas, de hacer
el mayor
niimero de
combinaciones
posibles segtin
determinadas
leyes fijas. ..
La verdadera
tarea
del inventor
consiste
en escoger
entre estas
combinaciones
eliminando
las inditiles,
mejor aun,
no molestandose
en hacerlas. ..
(Poincaré)

El modo de trabajo que sigue Schoenfeld es diferente del
de Polya, aunque se declara continuador de éste. Polya
sigue el modelo de los psicélogos de la Gestalt, mientras
que Schoenfeld sigue el modelo del procesamiento de la
informacién y le da importancia al papel de la memoria
y a los protocolos escritos. Su modelo de investigacién se
basa en la observacién entrando en el terreno cognitivo

y descubriendo el papel tan importante que tiene el con-
trol del proceso.

Chi y Glaser han analizado la capacidad de resolver pro-
blemas como una aptitud cognitiva compleja que caracte-
riza una de las actividades humanas mas inteligentes.

Indagando acerca de la posibilidad de que se pueda ense-
fiar a los estudiantes a resolver problemas, Tall se pregunta:

Schoenfeld escribié que el uso de las estrategias beuristi-
cas ayuda a la comprension del problema (p. 23):

Miguel de Guzmin sefiala que estas estrategias se pue-
den utilizar en la resolucién de problemas en la vida
cotidiana (p. 14).

La enseflanza de estrategias es motivo de reflexién en
Freudenthal (1983), citado en Callejo (1994):




La reflexién sobre el proceso seguido y su registro son
aspectos importantes en el aprendizaje, Guzman (1991)
expresa (p. 55):

Callejo (1994) cita la elaboracién de registros para favore-
cer la toma de conciencia de los procesos de pensamien-
to de la siguiente manera (p. 37):

En relacion con la reflexion sobre la experiencia Dreyfus
(1991) sefiala que (Schoenfeld, 1985):

En el libro Pensar Matemdticamente Burton y otros (1992),
sus autores se refieren a los procesos que rigen el pensa-

miento matematico y sugieren una pautas para mejorarlo:
atacando los problemas concienzudamente, reflexionando
sobre la experiencia acumulada, conectando las impresio-
nes recibidas con la accién, estudiando cuidadosamente
el proceso de resolucion de problemas y observando
como encaja lo que se va aprendiendo con la propia
experiencia.

Otro de los factores que facilitan el aprendizaje en la
resolucién de problemas es el trabajo cooperativo. Asi
lo manifiesta, el nuevo «Scottish Standard Grade»:

Y en las Orientaciones didicticas del MEC se considera
que el trabajo en grupo facilita el aprendizaje (p. 96):

Un referente paradigmatico han sido las sugerencias con-
tenidas en el Informe Cockroft.

De las diferentes referencias bibliogréficas basicas sugeri-
das para la elaboracion de la tesis, una vez conocidas y

Las técnicas
para tomar
conciencia
de los procesos
de pensamiento
son
la introspeccion
o autoreflexion
en el curso
del proceso, y
la retrospeccion
o reflexion
una vez
concluido
el mismo.
Para
Jfavorecerilos
se hacen
registros
de diversa
naturaleza
denominados
protocolos.
(Callejo)

analizadas todas ellas, he singularizado:
Problemas con pautas y ntimeros, del
Shell Centre for Mathematical Education
(1993) por las siguientes razones:

e Este libro promueve una serie equi-
librada de actividades curriculares.

e Pretende desarrollar el rendimiento
de los alumnos a la hora de abor-
dar problemas y pone énfasis en
una serie de estrategias especificas
que pueden ayudar en esa resolu-
cién de problemas.

Asimismo en refuerzo de los procedi-
mientos de recogida de informacion
que hay que utilizar en el desarrollo del
trabajo (pretest, postest), he analizado
con detenimiento el marco tedrico de
Schoenfeld, (1985) en su libro Mathe-
matical Problem Solving.

Para el anilisis de los datos en uno de
sus apartados he utilizado el capitulo 2
del libro de M.* Luz Callejo: Un Club
Matemdtico para la Diversidad.

Para el disefio de la instruccién, el capi-
tulo 6 del libro antes citado, me ayudé
en la evaluacion de los aprendizajes.

Para el anilisis de los protocolos utilicé
el modelo que presenta Miguel de
Guzmin en el libro Para pensar mejor.

Disefio y desarrollo de una
experiencia de resolucién
de problemas en el aula

Las diferentes propuestas didacticas
que inicialmente se podrian utilizar
para este trabajo se analizaron de
acuerdo con diversos aspectos:

e Idoneidad de la intervencién di-
déctica en consonancia con mi per-
fil docente.

e Modelo de ensefianza.

e  Estrategias didécticas.

e Evaluacion de los aprendizajes.
® Recursos.

e Planteamiento de situaciones que
favorecen el transito de un lengua-
je matemdtico a otro (algebraico,
numérico, grafico, figurativo).



Presentacién de las actividades de
acuerdo al desarrollo evolutivo de
los alumnos.

Fue la propuesta del libro Problemas
\ éon pautas y niimeros, la que obtuvo

una baremacién mids acorde con las
pretensiones deseadas.

Para la explicitacién de esta propuesta
- didictica elegida, era conveniente dispo-
ner semanalmente de no menos de tres
clases de cincuenta y cinco minutos. El
Taller de Matemdticas al estar integrado
: por alumnos de cuarto de Secundaria de
entre 15 vy 16 afios y ser una asignatura
optativa era el ambito idéneo para desa-
rrollar este proyecto.

_Las Orientaciones Didacticas de esta
_ asignatura estin establecidas por el
MEC asi como las directrices sobre el
- papel del profesor para fomentar el tra-
bajo cooperativo de los alumnos, la

motivacién y el tratamiento diversifica-
~ do a éstos.

La programacion del curso se realizd en
tres fases en las que se graduaron las
orientaciones por parte de la profesora.
En una primera fase se mostrd a los
alumnos actividades matemadticas en las

___que era necesario aplicar una serie de

destrezas y estrategias. Posteriormente,
__en una segunda fase, se les estimuld a
que aplicasen las estrategias aprendidas
4 problemas y actividades de mayor
dificultad en las que se les daban
menos indicaciones por parte de la pro-
fesora; siempre que los alumnos se
~encontraron en situaciones de bloqueo
tuvieron alguna ayuda para poder con-
tinuar el proceso de resolucién. Por
__Ultimo en la tercera fase, la ayuda fue
. meramente de apoyo, pues no se pre-
tendié darles indicaciones con respecto
a la forma de abordar estos problemas.
Como los alumnos trabajaron en grupo
hicieron al final de cada problema una
puesta en comun, ello les facilitd la
comprensién del problema y les sirvié
para resolver otro posterior.

Las actividades propuestas se pueden
agrupar en tres bloques, relacionados
con las fases anteriores. En el primer
bloque se acompafiaron de indicacio-

Fue la propuesta
del libro
Problemas con
pautas y niumeros,
la que obtuvo
una baremacion
mas acorde
con las
Dpretensiones

deseadas.

nes, hojas de trabajo y estrategias completas para la reso-
lucién de los problemas propuestos. En el segundo blo-
que no hubo hojas de trabajo aunque si indicaciones
estratégicas orales y los alumnos tuvieron que desarrollar
por ellos mismos alguna particular. Ademis se plantearon
problemas que no podian resolverse completamente con
las destrezas y estrategias vistas, lo que obligd a los alum-
nos a combinarlas o a desarrollar por ellos mismos algu-
na particular. El tercer bloque contenia problemas mais
abiertos e intervino bastante la creatividad de los alumnos
y su capacidad para hacerse preguntas.

En todos los casos se les pidié que expresasen por escri-
to todas sus ideas y explicaran sus soluciones. Estos pro-
blemas se han acompafiado de:

1. Hojas de trabajo.

2. Normas para la elaboracién del protocolo.
Adaptado del libro de M. de Guzman (1991), Para
pensar mejor.

3. Pasos a seguir en la resolucién de un problema toma-
dos también del libro de M. de Guzman (1991), Para
Dpensar mejor.

4. Criterios de evaluacién de problemas.
5. Pautas para el trabajo en grupo.

Con todo este bagaje documental el alumno conocia gué
problema debia resolver, cudles eran las ofertas de estra-
tegias vilidas para el mismo, cdmo debia trabajar en
grupo, cudntas fases debia considerar en la resolucion, de
qué manera habria de reflejar los movimientos subcons-
cientes de su proceso de resolucidn y con qué criterios
serian evaluados.

Los alumnos han trabajado individualmente y en grupo.
Cuando han trabajado juntos han tenido una primera fase
individual de lectura y comprensioén del problema, una
segunda fase de trabajo en grupo, con dluvia de ideas»,
seleccion de estrategias, abordaje del problema y com-
probacién de los resultados, para posteriormente hacer
una puesta en coman.

El modo de intervencién de la profesora estaba relacio-
nado con los diferentes roles del profesor en las clases
cuando éstas estdn orientadas hacia la resolucion de pro-
blemas: explicacion, direccion, marcar la tarea, orienta-
Cion Y actuar como recurso.

El objetivo de la intervencion era mejorar el balance de las
actividades de aprendizaje en el aula estimulando la reso-
lucién de problemas e investigaciones abiertas. Los mate-
riales para clase ayudaban a esto.

La instruccion se realizoé durante el primer y el segundo
trimestre del curso 1995/96. Tuvieron tres sesiones sema-
nales de cincuenta minutos La distribucion de problemas
y ntmero de sesiones por fase fue la siguiente:



1.4 fase 9 problemas 14 clases
2.2 fase 10 problemas 20 clases
32 fase 10 problemas 20 clases

La evaluacidn se realiz6 al final de las tres fases.

Para la eleccion de los problemas para las pruebas fue
necesario armonizar una pluralidad de factores, como
los siguientes:
1. La adecuacion del objetivo con los contenidos v los
criterios de evaluacion.
La atencién a la diversidad.
3. lLa experiencia personal de la profesora desde una
perspectiva holistica con el problema

Para los alumnos el trabajo en grupo como norma ha
supuesto una experiencia enriquecedora, si bien fue
necesario pulir algunas divergencias.

Los protocolos, por su novedad, las peculiaridades de su ela-
boracién, las singularidades de su estilo narrativo, el conte-
nido de los movimientos del subconsciente y los hitos tem-
porales tan profusamente recordados, han ocupado en los
alumnos un lugar especial en sus inquietudes.

La interrelacién profesora-alumnos, debe ser observada
desde una pluralidad de perspectivas atendiendo al papel
metodolégico desempefiado.

En la primera fase, las explicaciones, han constituido un fac-
tor, cualitativa y cuantitativamente, no desdefiable de la
intervencion de la profesora. Una vez hecha la transferencia
de informacion la mayor parte de esta intervencién —diri-
glendo- la ocupd las sugerencias a los alumnos de la ela-
boracién del protocolo. La funcién orientativa ha interveni-
do como hilo conductor de las vicisitudes de los alumnos.

En la segunda fase la interrelacién profesora-alumnos,
observada desde diferentes perspectivas, cubre el mismo
espectro anterior, ~explicacién, direccién, marcar la tarea,
orientacién y actuar como un recurso— aunque su inci-
dencia cuantitativa es diferente.

En la tercera fase se mantuvo la tendencia ya iniciada en la
fase anterior. Mientras que algunos aspectos de la inter-
vencion han decrecido (explicacion, direccién y orienta-

cién), otros han incrementado porcentualmente su inci-
dencia como ha sido: Actuar como un recurso.

Se prima mds
el proceso
de resolucion
que el resultado
2y por ello
se les enseria
a reflexionar
sobre sus propias
producciones.

Tabla 1. Resumen
de la intervencién
de la profesora
en las tres fases

Diseiio y desarrollo
de la investigacién

El objetivo especifico es constatar la
evolucién de un grupo de alumnos con
los que se ha trabajado en la resolucion
de problemas con la propuesta didécti-
ca sugerida en el libro Problemas con
pautas y niimeros (Shell Centre for
Mathematical Education, 1993).

Los aspectos o variables que se van a
considerar para constatar la evolucién
de los alumnos son los siguientes:

a) Los procedimientos plausibles apli-
cados a la resolucion de problemas.

b) Las valoraciones cualitativas de los
alumnos de su resolucién de pro-
blemas.

¢ La fluidez y transferencia de heuris-
ticas cuando se les pide a los alum-
nos que comenten cémo abordarfan
un problema sin resolverlo.

d) La autorregulacion del proceso.

Esta investigaciébn se enmarca en el
paradigma interpretativo, en el que el
méaximo interés se sitGa en el proceso
de comprensién e interpretacién de
coémo los alumnos resuelven proble-
mas. Se prima mds el proceso de reso-
lucién que el resultado y por ello se les
ensefia a reflexionar sobre sus propias
producciones.

Es «wn estudio de evolucion». Las carac-
teristicas de esta investigacion educati-
va son:

1. Es una investigacion aplicada.

2. Es una tnwestigacion longitudinal
(diacrénica) y de panel por haber
sido el mismo grupo de alumnos el
observado a lo largo de toda la
investigacion.

3. Por la profundidad u objetivo hay
que considerarla como una nvesti-
gacion descriptiva puesto que su
objetivo central es la descripcion
de los fenémenos

4. Utiliza los dos tipos de caracteres de
la medida: cuantitativoy cualitativo.

5. Seglin el marco en que tiene lugar
es de campo o sobre el terreno.



Como enfatiza lo particular e indi-
vidual es una investigacion idio-
grdficay no pretende llegar a leyes
generales como objetivo funda-
mental.

7. Considerando la dimensién tempo-
ral de la investigacién es ésta des-
criptiva.

8. Es una inwvestigacion orientada a la
aplicacion y a la adquisicion de
conocimientos con el propdsito de
dar respuesta a problemas concretos.

_ Partiendo de la teoria constructivista
~en la que se propone que el aprendi-
zaje matemdtico en algin sentido es
_producto de la actividad interpretativa
y en oposicidén a ella la posicion filo-
sofica que argumenta que el conoci-
miento es la representacién acertada
de lo que estd fuera de la mente,
puede existir una posicién intermedia
en la que el propio alumno adapte los
contenidos necesarios para entender y
favorecer el proceso de resolucién de
un problema.

Como el aprendizaje matematico desde
el punto de vista antropolégico es un
proceso de construccion cognitiva y de
aculturacién, para favorecer este apren-
dizaje se utilizan las siguientes estrate-
gias: por un lado el papel de la profe-
sora puede ser visto como guia de este
aprendizaje y por otro el trabajo en
grupo podri favorecer el proceso de
aculturacion.

Suscita intercambio
de ideas
matemdticas

Actividad matemética
individual y colectiva

Los alumnos
dispusieron
de la mdxima
informacion
posible en
el desarrollo de
la investigacion
con el fin de que
se sintieran
participe
y colaboradores
entusiastas.

Apropiacién

Figura 1. Estrategias para el aprendizaje

Existe una interrelacién sujeto-objeto
que est4 influida por factores subjetivos
tales como mis propias concepciones
de cémo se resuelve un problema, las

creencias sobre los diferentes tipos de aproximacioén para
la resolucién (grifica, numeérica, algebraica...).

Esta investigacién parte de una hipétesis de trabajo: 44
una mayor disponibilidad de estrategias beuristicas por
parte de los alumnos seguird un porcentaje mayor de pro-
blemas resueltos?

Los alumnos dispusieron de la maxima informacion posi-
ble en el desarrollo de la investigacién con el fin de que
se sintieran participes y colaboradores entusiastas.

La eleccion de la poblacién para esta investigacion ha sido
escogida de acuerdo a un perfil académico determinado:
su elecciéon de la asignatura optativa Taller de Matemadticas.

Existié un marco ambiental o condiciones extrinsecas, que
influyeron positivamente en el grupo de alumnos que
colaboré con la profesora en el desarrollo temporal de la
investigacion: las peculiaridades del Taller con trabajo en
grupo, mayor libertad de programacién de la asignatura y
propuesta didactica especifica.

Estuvo formada por diecisiete alumnos de cuarto de
Secundaria con edades comprendidas entre 15 y 16 afios,
del los cuales hay nueve chicas y ocho chicos, de un
grupo de Taller de Matemdticas del IES Siete Colinas de
Ceuta. Este grupo pertenece a la opcién B de Matematicas
de 4.° curso. Son alumnos que en principio elegirin el
bachillerato de Ciencias de la Naturaleza.

Recogida de datos

Para valorar los procedimientos plausibles de anlisis de
problemas completamente resueltos, se propuso a los
alumnos que resolvieran cinco problemas que se les pasa-
ron al inicio de la instruccién en el transcurso de cuatro
clases y otros semejantes que se pasaron al final de la
misma. El objetivo era analizar la capacidad de los alum-
nos para generar, seleccionar y abordar caminos plausi-
bles para la resolucién de problemas. No se les hizo nin-
guna sugerencia estratégica para su resolucién. En esta
primera parte su trabajo fue individual.

Estos problemas estaban directamente relacionados con los
que se plantearian en la instruccién. Cada estrategia heu-
ristica empleada para la resolucién de ellos seria estudiada
a lo largo del curso. En la primera parte de la instruccién
se les facilité a los alumnos diferentes problemas, similares
a los que habian resuelto en el pretest, y que resolverian en
el postest, pero abordados desde diversas estrategias.

Para conocer las valoraciones cualitativas de los alumnos
de su resolucién de problemas, se utilizd un cuestionario
de valoracion, que se pasoé al inicio de la instruccion (des-
pués de la resolucion de los cinco problemas) y otro igual
que se paso al final de la instruccién. Los alumnos lo relle-
naban a medida que terminaban cada problema.



Para apreciar la fluidez y transferencias de heuristicas se les
pidi6 a los alumnos que comentasen cdmo abordarian un
problema sin resolverlo tanto al comienzo de la instruccién
(pero después de las anteriores) como al final de la misma.

Se les propuso seis problemas que estaban agrupados de
dos en dos, segin los grados de relacion con los habitua-
les de la instrucciéon. No se les pidié que los resolvieran
pero si que buscasen alguna pauta o forma de abordarlos,
qué procedimientos utilizarian, como empezarian a resol-
verlos y como lo justificarian.

Se les expuso en la pizarra una serie de indicaciones de
como abordar este trabajo. Fueron éstas:

Al final de cada fase, coincidiendo con los exdmenes se
recogieron los protocolos que realizaron los alumnos de
los problemas propuestos.

Para el primer problema el trabajo serfa individual. En el
segundo problema el trabajo se llevd a cabo en grupo, los
mismos grupos que habian estado formados a lo largo de
la segunda fase. El tercer problema habia que resolverlo
de manera individual.

Se llevé un diario semiestructurado de clase donde se
registré observaciones de las sesiones de trabajo con los
alumnos y también se llevd un registro de observaciones
sobre actitudes y modos de abordar los problemas. Consta
de 18 cuestiones en la que se pretende sistematizar por
parte de la profesora la actitud del alumno en relacién con
la resolucién de problemas. Estd basado fundamentalmen-
te en la «Lista de registro de observaciones» de Un club
Matemdtico para la diversidad (Callejo, 1994) y ampliado
con otros aspectos que se consideran adecuados.

Andlisis de datos

Para analizar los cinco problemas que los alumnos han
resuelto se han utilizado los procedimientos de Puntua-
cion milltiple y Puntuacion del mejor procedimiento de
Alan H. Schoenfeld (1985).

El procedimiento puntuacion miltiple consiste en hacer
al comienzo una lista de todos los procedimientos plausi-
bles para resolver el problema esbozados al menos por un
alumno. Después para cada solucién intentada por cada
alumno, para cada problema y para cada procedimiento
plausible se hacen las siguientes preguntas:

1% ;Muestra el alumno evidencia de conocer este proce-
dimiento concreto? (Evidencia).

Para apreciar
la fluidez
Yy transferencias
de beuristicas
se les pidio
a los alummnos que

comentasen coOmo

abordarian
un problema
sin resolverio
tanto al comienzo
de la instruccion
(pero después de
las anteriores)
como al final
de la misma.

22 ¢ Busca el alumno el camino?
(Basqueda).

3.2 Si busca el camino, ;qué progreso
hace hacia la solucion? (Progreso).

a) Poco o ninguno. (Poco).

b) Dispone de cantidad razonable
pero no suficiente de informa-
ciéon. (Algo).

¢) Una solucién errdnea por un
cilculo incorrecto. (Casi).

d) Solucién correcta. (Resuelto).

La puntuacion para cada item serd de 0
o 1; y en el tercero se dard un 1 al mis
alto de los apartados correspondientes.

Este esquema proporciona una forma
rdpida para conocer la capacidad glo-
bal de la clase para generar y aplicar
procedimientos plausibles de resolu-
cion de problemas. Pero para puntuar
el esfuerzo del alumno en cada proble-
ma se utiliza puntuacién del mejor pro-
cedimiento que consiste en puntuar
por separado cada procedimiento que
emplea el alumno del siguiente modo:
si el procedimiento no es perseguido 0
puntos, si se considera poco progreso
se les da de 1 a 5 puntos, si hacen
alglin progreso recibirdn de 6 a 10 pun-
tos, los problemas casi resueltos obten-
dran de 11 a 15 puntos y los resueltos
de 16 a 20 puntos.

Por cada problema se le asigna al alum-
no la puntuacién maxima conseguida en
todos los procedimientos que empled en
ese problema. Por tanto la puntuacién
global para los cinco problemas serd
como maximo de 100 puntos.

Los protocolos y la evaluacion de los
procesos correspondientes a los proble-
mas se han analizado segin las indica-
ciones de Guzman (1991).

La detenida relectura propici6 la estruc-
turacién del proceso de anilisis en tres
apartados: A, By C.

Parte A. ¢A qué fase del proceso corres-
ponde?

Parte B. Relacidén entre las acciones
contempladas y el resto de sus actua-
ciones.



e C. Momentos decisivos en la reso-
ucion del problema.

e necesario disponer de un elemento
uxiliar de trabajo que armonizando
uncionalidad/totalidad de informa-
i6n/visualizacion global e inmediata,
:ermitiera la recogida informatizada de
atos v el balance grafico temporal de
as etapas. Con tales pretensiones se
isefi el «Andlisis del protocolo».

| analisis correlativo de cada una de
as divisiones se hizo en funcién de su
ontenido, bien de actividad o bien
afectivo. Se analizaron también los
cambios de actividad y los origenes de
estos cambios, a qué podrian ser debi-
dos y como afectaban a la marcha del

e contabilizé el tiempo que el alumno
abia permanecido en cada una de las
uatro fases: familiarizacién, bisqueda,
desarrollo y revision, asi como Jos retor-
os (regresos momentineos a fases
nteriores) entre las mismas.

Con esta informacién se elabord el dia-
grama temporal por etapas que se in-
cluye en el impreso de analisis.

La evaluacién del proceso ha consistido
‘en expresar en breve sintesis, las consi-
deraciones que a la profesora le ha
sugerido el balance total de las actua-
_ clones realizadas por el alumno en su
~ protocolo.

_ EBsta investigacion estd focalizada en
torno a dos cuestiones vinculadas por
_un principio de causalidad: estrategias
~ y solucion correcta del problema. (A

una mayor disponibilidad de estrate-
_ gias heuristicas por parte de los alum-
nos seguird un porcentaje mayor de
problemas resueltos.

- 3QUé ha ocurrido en el pretest?

Los alumnos han utilizado once estrate-
gias diferentes para los cinco proble-
mas, pero una vez hecha la media evi-
dencias por alumno, se obtiene un
tesultado de 4,94. La ratio estrategia /
problema es de 0,99, es decir, que a
cada problema le corresponde una
estrategia por alumno.

Esta investigacion
estd focalizada
en torno
a dos cuestiones
vinculadas
por un principio
de causalidad.:
estrategias )
solucion correcta
del problema.

12 4
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El balance final de problemas resueltos es exiguo, seis
problemas en total, lo que distribuido por alumno arroja
un resultado de 0,35 para los cinco problemas propues-
tos. Disponiendo cada alumno de casi una «evidencia» por
problema, consigue un 0,06, es decir 6 % de éxito en la
resolucién de cada problema,

A un leve incremento de «evidencias» le corresponde un
leve incremento de resultados correctos del problema.

En la Planificacién de la resolucién de problemas los
alumnos han utilizado 14 estrategias, de las cuales ocho
son diferentes entre si, puesto que algunas de ellas se
repiten en los seis problemas de esta fase. En las tablas
estin representadas en los correspondientes diagramas de
barras aquellas que son coincidentes con las de la
Resolucién de problemas y también las que suponen una
innovacién heuristica.

La asignacién evidencia/alumno es de 2,82 La ratio estra-
* tegia/problema es de 0,47.

10 1112 13 14 15 16 17

Figura 2. Nomero total de heuristicas por alumno en el pretest.

3Qué ha ocurrido en el Postest?

En la Resolucién de problemas, los alumnos han utilizado
dieciséis estrategias, de las cuales catorce son diferentes,
pero una vez hecha la media de evidencia/alumno se
obtiene un resultado de 7,88. La ratio estrategia/problema
es de 1,57, es decir, que a cada problema le corresponde
mas de una estrategia y media por alumno.

El balance final de problemas resueltos es de 43, lo que
distribuido por alumno arroja un resultado de 2,5 resuel-
tos para los cinco problemas propuestos.

Disponiendo cada alumno de 1,57 evidencia por pro-
blema, consigue un 50 % de éxito en la resolucién de
cada problema.

No se ha detectado que a un incremento de evidencias
le corresponda un incremento de resultados correctos
aunque si, que existe una gran correlacién entre el
nimero de evidencias y el grado de progreso («casi» y
«wesuelver) que los alumnos alcanzan en la resolucion
de problemas, siendo r=0,96.




Interesa destacar cuél ha sido el aporte de heuristicas rea-
lizado globalmente por los alumnos en el pretest. Con esa
finalidad se ha elaborado la tabla que en un diagrama de
barras que refleja cuantitativamente estos datos.

En la Planificacién de la resolucién de problemas los
alumnos han utilizado 14 estrategias, de las cuales ocho
son diferentes entre si, puesto que algunas de ellas se
repiten en los seis problemas de esta fase. En las tablas
estan representadas en los correspondientes diagramas de
barras aquellas que son coincidentes con las de la
Resolucién de problemas y también las que suponen una
innovacién heuristica.

La asignacién evidencia/alumno es de 2,82 La ratio
estrategia/problema es de 0,47.

20 -
18 4
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Figura 3. Nomero total de evidencias en el postest.

Intermedios (Primera fase-Segunda fase-Tercera
fase)

Después de ser observados y analizados los protocolos de
los alumnos de las tres fase se hizo un detenido estudio
de la distribucién que cada uno de los alumnos realiz6 de
los minutos de que dispuso para el problema. Se contabi-

liz6 la parte de este tiempo que cada
fase —familiarizacién, bisqueda, desa-
rrollo y revision— acapard. Los retornos,
entendiendo por tales una vuelta a una
fase anterior, también fueron computa-
dos. La porcion util de tiempo y la
desechada fue objeto de valoracion.

La estadia del alumno en cada fase ha
sido grificamente representada como
puede verse en la figura 4.

Se observa que existe una relacién
directa entre el tiempo utilizado en la
resolucion del problema, el niimero de
retornos y el tiempo dedicado a los mis-
mos (tabla 2)

Tabla 2

Figura 4. Reparto del tiempo dedicado a un problema
entre las etapas y nimero de retornos.




Resultados y conclusiones

;€6mo han evolucionado los alumnos?

El progreso ha sido notable en pricti-
camente todos los alumnos atendiendo
a2 los parametros mds significativos
_como evidencias y nimero de proble-
mas resueltos (figuras 5y 6).

Como el objetivo de este trabajo es
observar cémo ha evolucionado un
grupo de alumnos, el andlisis final se ha
_ centrado en la constatacién de los resul-
tados obtenidos por el grupo en la utili-
_zacién de estrategias, en el progresoen la
resolucion y en la culminacién con éxito
de la misma, distinguiendo en su caso
cuiando un problema se ha resuelto por
mds de un procedimiento plausible.

k ;Qué ocurrié en el pretest y qué ha
ocurrido en el postest atendiendo a la
- Resolucién de los problemas, a la
Valoracién y a la Planificacion de la
resolucién de problemas?

Resolucioén de problemas. Se ha elabo-
rado una tabla en la que se representan
los valores medios que el grupo obtuvo
en el pretest y en el postest. (Tabla 3)

En el ndmero de problemas resueltos
en el postest las cifras arrojan un incre-
mento del 502% sobre el valor obteni-
do en el pretest (0,35/1,76).

las estrategias evidenciadas por el
grupo en ambos momentos 4,88/7,88
experimentan un incremento del 161%.

Es conveniente resefiar en este balance,
el descenso que se ha producido en
poco 1,53/0,7 es decir, que se ha redu-
cido a mas de la mitad. Tiene una l6gica
argumentacién: al aumentar notoria-
mente casi (0,94/2,53) y resuelve
0,58/2,59) la vinculacién inversa que
los relaciona hace que se produzca el
descenso apuntado.

La lectura mesurada de los datos conte-
nidos en la tabla de valoracién elabora-
da proporciona consecuencias muy
interesantes sobre el posicionamiento
de los alumnos (tabla 4 y figura 7).

El 65% de los alumnos en el postest
recuerda haber visto problemas relacio-
nados con los que ahora resuelven,

Figura 5. Evidencias por alumno. Pretest/Postest.

Figura 6. Puntuacién moltiple de la resolucién de problemas. Pretest/Postest.

Tabla 3. Comparacién del nimero total de problemas resueltos en el pretest y postest

Tabla 4. Cuadro comparativo de valoracién. Prefest/Postest

70 +
604
50+
40 1
30+
204
10+

viste relacionado

empezar

Figura 7. Valoracién de la resolucién de problemas. Pretest/Postest



figura 8).

Pr E B P A C

:m‘ieritras; que en el pretest se manifestaba asi el 19 % de
ellos. El 68% tuvo idea de como empezar en tanto que en
el pretest era el 47% el que asi se manifestaba (tabla 5 y

Figura 8. Puntuacién miltiple de la Planificacion
de la resolucién de los problemas. Pretest/Postest

Ha sido en la Planificacion de la resolucién de los proble-
mas donde el avance experimentado por el grupo se mani-
fiesta con perfiles mds sobresalientes. En la consideracién
de las evidencias apuntadas, 2,76/7,94, el aumento del
288% es indicativo de la mejora cualitativa.

A pesar de que en esta prueba sé6lo se les pedia a los
alumnos que adelantaran procedimientos plausibles de
resolucién y de estar constrefiidos por el tiempo, ocho
minutos por problema, cuatro alumnos en el postest resol-
vieron siete problemas, frente a ningiin problema resuel-
to en el pretest.

Interpretacion de los resultados

Este trabajo tenia como hilo conductor de la investigacion
el constatar la eficacia de una propuesta didictica en la
resolucién de problemas y observar diacrénicamente
cémo evolucionaban un grupo de alumnos de 4.° de ESO.

Desde el comienzo del curso (octubre) en que los alumnos
desconocian totalmente expresiones tales como heuristica,
procedimiento plausible, estrategia, abordaje, etc. y su pri-
mer contacto con un bloque de cinco problemas diferentes
en el pretest, hasta ahora, final de curso, los alumnos a la
par que maduraban cronologicamente, lo hacian matemati-
camente con intensidad y su confianza en el uso correcto
de aquellos términos e incluso el aporte original de heuris-
ticas innovadoras, se ha incrementado considerablemente.

Es infrecuente
que los alumnos
en general
mediten,
de forma
ordenada
Y metddica, sobre
Su propio proceso
de trabajo
en el aula
de matemdticas.

Después de realizado el pretest, traba-
jado durante tres fases de instruccién y
concluido el postest, la evolucién pro-
gresiva de los alumnos adquiere perfi-
les y rasgos destacables en las siguien-
tes variables observables.

Procedimiento plausible/resul-
tado

Existe un incremento progresivo de la
correlacion evidencia/problema resuel-
to atendiendo a las distintas perspecti-
vas desde la que ésta se observe.

Si se considera niimero de evidencias
por alumno/problemas resueltos el re-
sultado es 0,44,

Si la estudiamos tomando como obser-
vables ntimero de evidencias por alum-
no/casi + resuelto la correlacién existen-
te es de 0,64

Pero donde esta correlacién estd mds
proxima a una relacion lineal r= 0,96 es
cuando se comparan nimero de evi-
dencias por problema/ casi + resuelto.

Del contacto directo con los alumnos a
lo largo de un curso escolar en Taller de
Matemdticas es posible colegir que atn
para alguno de ellos la fase de formali-
zacion no se ha fraguado definitivamen-
te y el peso especifico de la misma en el
aporte cuantitativo de la investigacion se
hace sentir en la importancia que «casi»
adquiere como dato decisivo para la efi-
caz interpretacién de los resultados.

Revisién/valoracién

Es infrecuente que los alumnos en gene-
ral mediten, de forma ordenada y met6-
dica, sobre su propio proceso de trabajo
en el aula de matematicas. Ha de ser ésta
una labor ensefiada a través de unas
secuencias especificas de aprendizaje.
Esta parcela del mismo ha tenido su
cuota temporal y organizada a lo largo de
la investigacion por parte de la profesora.
La insistencia a los alumnos en la necesi-
dad de dejar constancia escrita de sus




procesos de resolucion y la elaboracién
de informes retrospectivos en los que
_ narran con frases adverbiales la estructu-
. racién racional de su trabajo, les ha ejer-
_citado en sus andlisis introspectivos y en
la 4gil y fiable contestacion de los aparta-
dos de los cuestionarios ad boc.

De la organizacién sistemdtica de los
_datos contenidos en los cuestionarios se
inflere que los alumnos han adquirido
una mayor consciencia de sus propios
- procesos de resolucién que podrfan con-
cretarse en el siguiente aforismo:

 Tos alumnos han aprendido a archivar
 ensumemoria problemas conocidos en
. los que, aunque los textos de los mis-
__mos sean diferentes en su presentacion
literaria, les sugieren vias de aproxima-
_ci6n hacia la resolucion de los nuevos
problemas e inducen procesos de feed-
back todavia sin demasiado realce pero
interesante para seguir trabajando en
esa direccion.

Procedimiento plausible/pla-
nificacién de los problemas
resueltos

Ya se hizo constar con anterioridad
que ha sido en la Planificacién de la
resolucién de problemas donde mis se
- ha notado el aporte de evidencias de
estrategias.

 Los alumnos han sido capaces de
_ adquirir a lo largo de la instruccién un
fondo de heuristicas que les ha permi-
tido acudir, transfiriéndolas, a aquellos
_problemas mds o menos relacionados
con los ya conocidos para que, incluso
en el caso mas alejado de su familiari-
_ dad como es el de los no relacionados,
les haya permitido disponer de 36 evi-
dencias de estrategias para sélo dos
problemas. Lo que induce a considerar
que la adquisicién, conservacién e id6-
nea distribucién de las mismas ha sido
provechosa.

- Un alumno incluso ha resuelto uno de
los problemas no relacionados.

Los alummnos
hawn sido capaces
de adquirir
a lo largo
de la instruccion
un fondo
de bheuristicas que
les ba permitido
acudir,
transfiriéndolas,
a aquellos
problemas
mas o menos
relacionados con
los ya conocidos. ..

Protocolos/estrategias

En las tres fases de instruccion los alumnos han trabajado 29
problemas abordindolos desde diferentes estrategias. De
todos ellos han realizado protocolos y casi todos han sido
analizados por la profesora.

Considerando el tiempo de permanencia de los alumnos
en cada una de las fases —familiarizacién, bdsqueda,
desarrollo y revision— el nimero de retornos efectuados
(entendiendo por tales los regresos a una fase anterior en
busca de estrategias nuevas o ya apuntadas) y revisién de
su proceso de resolucién, como variables a relacionar
para la elucidacién de conclusiones, pueden esbozarse
ya algunas de ellas:

Los alumnos que iniciaron el curso con un total desconoci-
miento de la «Resolucién de problemas., en un ambiente
diferente como ha sido el Taller de matemadticas, trabajando
en grupos y sin la presién de una clase convencional, con
una cierta resistencia inicial a la elaboracién de los proto-
colos, han asimilado con agrado y eficacia, ahora al final del
curso, los nuevos procedimientos transfiriendo no sélo sus
heuristicas a los nuevos problemas sino que han evolucio-
nado también en su relacion con las Matematicas.

Al comienzo de la instruccién y durante el desarrollo de la
misma, se ha insistido a los alumnos por parte de la profe-
sora en la necesidad de reflexionar sobre el propio proceso
de resolucién, bien por medio de la elaboracién individual
de los protocolos como por la puesta en comtn de los pro-
cesos seguidos y resultados obtenidos. (Los diferentes blo-
ques de contenido del curriculo estarfan mejor introducidos
y €l aprovechamiento de sus potencialidades serfa mayor si
se desarrollasen a través de la resolucion de problemas con
alumnos que como éstos disponen ya de un bagaje de heu-
risticas que no poseen aquellos que no han trabajado la
resolucién de problemas? Es una linea de investigacién que
podtia desarrollarse,
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Equivalencia y orden:
la ensefanza de la comparacion
de fracciones

Carlos Maza Gomez

La construccion del nomero
racional se suele hacer a
través del establecimiento de
fracciones equivalentes. Sin
embargo, su categoria
matemdtica de nimero viene
garantizada por la
posibilidad de ordenacion.
Ello supone que una
ensefianza completa del
concepto de nimero racional
debe conjuntar la
equivalencia y orden entre
fracciones englobadas en la
accién de comparar el
tamafio de las mismas. En
este articulo se examinan las
dificultades de aprendizaje
que supone esta tarea
general tal como se extrae
del andlisis de las
investigaciones y se
establece y discute una
secuencia de ensefianza de
la comparacién de
fracciones que aparece
dividida en distintas fases
para su mejor aplicacién en
el aula.

A FRACCION es, aparentemente, una pareja de nimeros
enteros y no, como nos afirma la Matemdtica, un solo
nGmero. Historicamente era considerado un nimero
especial, desde luego, y por ello se le denominaba ntime-
ro «otor 0, como después se popularizo, «quebrados. Pero
seguia siendo un niimero y no dos.

;Cuil es el lugar de la fraccion? Para entenderlo es
imprescindible considerar la relacién de equivalencia que
se puede definir sobre dos fracciones. Asi, decimos que
2/3 v 4/6 son equivalentes y que 2/3 y 4/7 no lo son. Si
partimos de la idea de que la fraccién es un par ordena-
do de ntmeros no se puede entender que las dos pri-
meras sean equivalentes. Ni 2 es igual a 4 ni 3 es igual a
6. Si los consideramos como un solo nimero, el nimero
2/3 y el nimero 4/6 no serdn equivalentes sino idénticos.
La idea que justifica la denominacién «equivalentes» resi-
de, como es conocido, en el hecho de que 2/3 y 4/6
representan al mismo nGmero racional aunque sean dis-
tintos como pares ordenados. Tal como lo expresa acer-
tadamente Ohlsson (1988, 71):

Esta larga cita pone en evidencia que las fracciones tienen
una apariencia (como pares ordenados) y una sola natu-



raleza (como numeros) y que dicha naturaleza solo se
manifiesta cuando las fracciones se ordenan y se operan
entre si. Para la comprensién numérica de las fracciones,
es decir, para entenderlas en relaciéon con el nimero
racional, su equivalencia es importante pero no lo es
menos el considerarlas susceptibles de admitir un orden y
una operacioén entre ellas.

En la ensefianza de fracciones la definiciéon de una rela-
cién de equivalencia ha sido, casi en exclusiva, el punto
mds tratado. Particularmente, desde la introduccién de la
Matemadtica Moderna, uno de los objetivos prioritarios
era el de construir el nimero racional a partir de esta
relacién. Las caracteristicas estructuralistas del curricu-
lum de los afios sesenta conllevaban una consideracién
menor respecto al orden, mientras que las operaciones,
cuya importancia era tradicional dentro de la ensefianza
de las Matemiticas, seguian presentes. Ahora bien, la
Educacién Matemdtica actual defiende, entre otras cosas,
que la nocién de equivalencia de fracciones no debe ser
el Gnico camino para la comprensiéon numérica de las
mismas ya que dicho aspecto debe ser complementado
con la concepcion de las fracciones como entes mate-
mdticos ordenados.

El aprendizaje de la equivalencia
de fracciones

Existen dos fuentes principales de dificultad en el apren-
dizaje de la equivalencia de fracciones: en primer lugar, el
paso de las representaciones manipulativas o icénicas a
las simbdlicas y, en segundo lugar, las provenientes de las
mismas manipulaciones simbdlicas. La segunda depende,
de alguna forma, de la primera.

En efecto, en el comienzo del aprendizaje y mientras el
alumno atn no puede manipular los simbolos por si mis-
mos, el reconocimiento o la construccién de fracciones
equivalentes depende de lo que Post y sus colegas (1985)
denominan la draslacién coordinada de las representacio-
nes». Asi, el reconocer que las fracciones 3/4 y 6/8 son
equivalentes implica el trasladar ambas formas simbdlicas
a representaciones iconicas (figura 1), comparar éstas lti-
mas y trasladar la comparacion y su resultado, de nuevo,
al nivel simbdlico.

Es por ello que la nocién de equivalencia es adquirida
con mis facilidad cuando se comienza con el plegado de
papel o, incluso, con el modelo de 4rea que directamen-
te a través de una forma simbolica, como es el caso de la
multiplicacién por uno (Bohan, 1971; cit. por Dickson,
Brown y Gibson, 1991):

...la Educacion
Matemadtica
actual defiende,
entre otras cosas,
que la nocion
de equivalencia
de fracciones
no debe ser
el tinico camino
para
la comprension
numerica
de las mismas
ya que dicho
aspecto debe ser
complementado
con la concepcion
de las fracciones
como entes
matemdaricos
ordenados.

3
4
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Figura 1

En este primer momento, por tanto,
existen dos pasos fundamentales en el
aprendizaje de la equivalencia: por un
lado, reconocer la equivalencia entre
las dos representaciones iconicas y, por
otro, trasladar adecuadamente esta
comparacién a las representaciones
simbolicas.

Respecto al primer paso, la cuestién
reside en reconocer que ante un todo
con dos particiones distintas, la fraccién
expresada es la misma (parte inferior
de la figura 1). El planteamiento de esta
cuestion como mero reconocimiento o
como una operacién a realizar en el
todo puede cambiar los resultados del
aprendizaje. Ademds, la presencia de
«distractores perceptivos» (como es el
caso de referirse a 3/4 y aparecer el dia-
grama dividido en cuatro u ocho o
doce partes) dificultaria la comparacién
entre las dos representaciones icénicas.

El segundo paso se refiere a trasladar a
nivel simbdlico la comparacién realiza-
da sobre las representaciones manipula-
tivas (plegado de papel) o iconicas (el
modelo de area). Esta traslacién, desde
luego, no es inmediata. El mismo Bohan
(1971) encontraba que, tras un aprendi-
zaje efectivo de la equivalencia basado
en el plegado de papel, menos de la
mitad de los estudiantes de 11 afios
eran capaces de simplificar fracciones
en el nivel simbolico (pasar de 9/12 a
3/4, por ejemplo). Esta falta de inme-
diatez en la traslacién a lo simbélico v,
simultineamente, su enorme importan-
cia en el aprendizaje de la equivalencia
de fracciones, hacen de esta traslaciéon
un objetivo prioritario de la ensefianza.

Se ha comentado antes que otra fuente de
errores y dificultades en el aprendizaje de



k la equivalencia se encuentra en las mis-
 mas manipulaciones simbolicas. A este
respecto, traeremos a colacion la distin-
ta dificultad de dos tareas aparente-
_mente basadas en reglas semejantes.
_Asi, Dickson y sus colegas (1991) citan
diferentes estudios que sefialan que:

deﬁaE
12 3

es mis dificil que

de 2 a 8
3 12

- es decir, que es mis facil construir frac-
ciones equivalentes a partir de una mas
elemental que al revés, simplificar una
fracciéon dada. ;A qué es debido este
hecho? Para Ettline (1985) la division de
numerador y denominador por el
mismo nimero lleva a confusién con la
divisién de fracciones, donde la regla
marca «nvertir y multiplicar». Sin des-
cartar esta explicacién creemos que la
distinta dificultad de ambas tareas resi-
de en que el alumno tiene, en general,
un deficiente aprendizaje de la regla de
multiplicacion por uno (reflejada en
lineas anteriores). Sin embargo, posee
estrategias incompletas o informales
para sustituir a esta regla. En cambio, la
divisién de numerador y denominador
por el mismo nimero depende directa-
mente, por inversién, de la regla de
multiplicacién por uno.

Estas estrategias se revelan con bastan-
te claridad en tareas de encontrar el
cuarto namero frente a dos fracciones
equivalentes. Por ejemplo, Hart (1981)
planteaba encontrar la incognita en

1.2

3 ?
El porcentaje de aciertos oscilaba entre
el 72% a los 12 afios y el 79% a los 15
afios lo cual podria ser relativamente
satisfactorio. Sin embargo, ante el
mismo tipo de prueba, Vance (1992)
encontraba alumnos que justificaban
que 1/2 = 2/4 = 3/6 porque

141_2 2413
2+2 4 4+2 6
sin que vieran la conexi6n entre lo rea-
lizado y la multiplicacién. A este res-
pecto (Dickson y otros, 1991:316):

...es mdas facil
CONnSIruiy
Jfracciones
equivalentes
a partir de una
mas elemental
que al revés,
simplificar
una fraccion
dada.

Otros investigadores (Hart, 1981; Ohlsson y Bee, 1991,
por ejemplo) han detectado resultados erréneos en estas
pruebas al basarse en pautas o regularidades basadas en
la comparacién de los nimeros, en la suma o en la resta
de los mismos. Por ejemplo, se puede-afirmar que 3/5 = 7/9
porque 3-5 = 7-9. O que 12/15 = 2/5 dado que a los dos
términos de la primera fraccién les restamos una decena
(una generalizacion incorrecta de la regla de que ope-
rando ambos términos del mismo modo la fraccién no
varia).

¢Qué conclusiones se pueden sacar de todos estos datos?

1. La regla de multiplicar una fraccién por uno no es ni
elemental ni inmediata ya que el alumno la va cons-
truyendo, muy probablemente, a partir de la suma del
numerador v el denominador consigo mismos, tal
como detectaba Vance (1992).

2. Existen otros criterios (de comparacién numérica
entre numerador v denominador, de falsa generali-
zacion de las reglas, entre otros) que obstaculizan
seriamente el aprendizaje de la regla de multiplica-
cién por uno.

¢A qué se debe la presencia de estos obstaculos? La res-
puesta residiria en la escasa transparencia de los simbolos
y reglas utilizados, es decir, en que el estudiante no reco-
noce el referente de estas fracciones y reglas y, por ello,
este referente no actia a modo de restriccion de las accio-
nes que ejecuta. Es por ello necesario que se refuerce la
conexién simbolo-referente de modo que se compruebe
que, sobre el segundo, las erréneas manipulaciones sim-
bélicas carecen de sentido.

Por ejemplo, ¢es posible que 3/4 sea una fraccion equiva-
lente a 7/8? Para el alumno que razone en términos de la
diferencia entre numerador y denominador, si. Pero si se
enfrenta a una representacion mas elemental (figura 2) se
puede comprobar con facilidad que la regla es errénea.

ool

o

Figura 2



Kieren (1992) recuerda que la idea de equivalencia entre
fracciones implica, entre otras cosas, la comprensién de
dos tipos de igualdades: la «elativa» (traducible a la regla
de la multiplicacién por uno) y la «deductiva», que afirma
que dos fracciones son equivalentes cuando es igual el
producto de «medios» y de «extremos». Esta conocida regla
basa su presencia en la forma en que los matemdticos
definen la relacion de equivalencia entre fracciones pero,
en la practica, se revela como de dificil aprendizaje y des-
ligada de la igualdad anterior (la multiplicacién por uno).
En efecto, esta altima es construida desde la suma de
numeradores y denominadores consigo mismos. La igual-
dad deductiva, en cambio, es vista antes como una regu-
laridad observable que como una regla construida en rela-
cién con las acciones sobre el referente.,

El aprendizaje del orden de fracciones

Las propiedades numéricas de las fracciones implican, no
s6lo su posible equivalencia, sino la posibilidad de que
sean distintas en cuyo caso son susceptibles de ser orde-
nadas. El alumno, cuando se enfrenta a la necesidad de
efectuar ese orden, tiene una serie de dificultades que pro-
vienen de distintas fuentes: la influencia de los nimeros
naturales, las caracteristicas lingtisticas del orden entre
fracciones y la constitucién de la fraccién como pareja de
nGmeros. Examinemos con detalle estas dificultades.

En primer lugar, el estudiante ya sabe ordenar niimeros
pero su experiencia se reduce a los naturales. Por ello,
enfrentado a dos fracciones como

1

’

3

puede llegar a la conclusién de la segunda fraccién es
mayor, dado que 4 es mayor que 3. Esta regla es vilida
cuando se comparan numeradores siendo iguales los
denominadores, como en

N

3.2
—_ > —_—
4 4

pero no lo es cuando se comparan denominadores siendo
iguales los numeradores, como en el primer caso planteado.

Existe también un conjunto de dificultades lingiiisticas
que fomentan la incomprensién entre lo que pide el pro-
fesor y lo que entiende el alumno. Post y sus colegas
(1985) describen una serie de casos donde, ante la pre-
gunta «Dime cudl es mayor, el alumno manifestaba no
entender si se preguntaba por cudl fraccién tenia mayor
nimero de partes o era mayor en su tamafio.

Estas dos dificultades (falsa generalizacién del orden de
naturales y la lingtistica) tienen una estrecha relacién
con otro obsticulo bisico: la incomprensién de que el
orden de las fracciones se determina por la consideracién

Las propiedades
numericas
de las fracciones
implican,
no solo su posible
equivalencia,
sino la posibilidad
de que sean
distintas
en cuyo caso
son susceptibles
de ser ordenadas.
El alumno,
cuando
se enfrenta
a la necesidad
de efectuar
ese orden,
tiene una serie
de dificultades
que provienen
de distintas
Sfuentes. ..

simultinea de sus numeradores y
denominadores entre si. En otras pa-
labras, el hecho de que un mayor na-
mero de partes (numerador) puede
venir compensado por un menor ta-
mafio de cada parte (denominador) y
viceversa.

Esta incomprension es el origen, practi-
camente, de todos los errores observa-
bles, en algunos casos de forma evi-
dente (Post y Cramer 1987, 33):

Cuando el estudiante no dispone de
este conocimiento (la relacién inversa
entre el nimero de divisiones y el tama-
fio de la fraccién unitaria) repara esta
incomprensién con estrategias alternati-
vas. Por ejemplo, ante las fracciones
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puede afirmar que son iguales porque si
suma cuatro tanto al numerador como
al denominador de la primera resulta la
segunda. Otra forma de razonar en
semejante caso es que la diferencia
entre los denominadores y numeradores
es igual en ambas fracciones.

Existen también dos estrategias que son
vilidas pero no aplicables a todos los
casos y que revelan, ademds de un inte-
resante conocimiento informal que el
profesor debe potenciar y aprovechar,
un rechazo a los métodos escolares for-
males, sobre todo cuando persisten a lo
largo de los afios, como luego se vera.
Son las siguientes:

1. Presencia de una fraccién interme-
dia. Aplicable cuando una de las
fracciones excede y otra es menor
que una fraccién conocida (pre-
ferentemente la unidad pero tam-
bién 1/2). Por ejemplo,

2 1 3

5 2 4



2. Comparacion del complementario
2 la unidad. Esta estrategia sélo
es aplicable para fracciones muy
proximas a la unidad, como es el
caso de
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A la primera fraccién le falta 1/8
para llegar a la unidad mientras
que a la segunda le falta 1/5. Dado
que 1/5 es mayor que 1/8, 2 la
segunda fraccién le falta mas para
llegar a la unidad y, por tanto, serd
menor. Obsérvese la economia
mental que supone este procedi-
miento: una comparacién entre
parejas de nimeros se ha reducido
a una comparacién entre dos de
ellos (los denominadores), labor
que, sin embargo, es conceptual-
mente mas compleja.

Desde el punto de vista matemati-
co es evidente que, en cualquier
pareja de fracciones, su ordenacién
vendrd determinada con facilidad
si las transformamos en fracciones
equivalentes con el mismo deno-
minador. Asi, la ordenacion de 7/8
y 4/5 se basaria en reducir a deno-
minador comtn de manera que la
determinacién de la mayor se
dedujera de la comparacién de sus
nuevos numeradores:

8]& — |~
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¢Se aprende con facilidad el mecanis-
mo de cilculo de una fraccion inter-
media a otras dos? Por ejemplo, si
pedimos escribir una fraccién situada
entre 1/2 y 2/3, la forma de resolver
este problema es expresar ambas frac-
ciones con unas equivalentes que pre-
senten un denominador comun: 3/6 y
4/6 no serin adecuadas, pero si 6/12 'y
8/12 para determinar a 7/12 como frac-
cion intermedia. Esta pregunta era
planteada por Hart (1981) que encon-
traba, entre jovenes de 15 afios, un
21% de acierto.

...la perspectiva
estructuralista
de los anios
sesenta
resaltaba
la equivalencia
COmo mas
importante,
Jundamentalmente
porque permite
una construccion
rigurosa
del conjunto
de niimeros
racionales.
La necesidad
de enseniar
la ordenacion
de fracciones
se ha ido
abriendo paso
con cierta
dificultad.

¢Donde situar la equivalencia?

El punto de vista mis tradicional indica que la ensefianza
sobre la equivalencia de fracciones debe preceder a la de
su orden aunque éste, en general, es apenas abordado. Ya
hemos comentado que la perspectiva estructuralista de los
aflos sesenta resaltaba la equivalencia como mds impor-
tante, fundamentalmente porque permite una construc-
cion rigurosa del conjunto de nGmeros racionales. La
necesidad de ensefiar la ordenacién de fracciones se ha
ido abriendo paso con cierta dificultad.

Hay que tener en cuenta que el orden de fracciones sélo
sirve para destacar las propiedades numéricas de las frac-
ciones. La equivalencia, en cambio, es una herramienta
imprescindible para construir otros conocimientos fraccio-
narios: La propia ordenacion, la simplificacién de fraccio-
nes, la suma y la resta. Esta utilidad de la equivalencia ha
llevado a que se valore como un conocimiento previo que
el alumno tiene que tener antes de abordar el resto de
conocimientos. Sin embargo, existen otras opiniones al
respecto.

Ellerbruch y Payne (1978) defendian que la equivalen-
cia se integrara dentro de la ensefianza de la suma de
fracciones. La creencia que fundamenta esta postura
podria expresarse del siguiente modo: si la equivalen-
cia de fracciones sirve para resolver con métodos gene-
rales la suma de fracciones, ;por qué aislar un conoci-
miento del otro? Abordemos la equivalencia cuando sea
necesaria dentro de una secuencia de ensefianza de la
suma.

Este enfoque tiene sus limitaciones y condiciona de
manera decisiva el tipo de equivalencias que se tratan.
Por ejemplo, la simplificacién de fracciones, mas dificil
que la generacién de fracciones equivalentes a través de
la multiplicacién por uno, es simplemente descartada
(Ellerbruch y Payne, 1978:140):

Desde otro punto de vista, sin embargo, se llegaria a la con-
clusién contraria: es mejor ensefiar la simplificacién como
procedimiento inverso y, por tanto, estrechamente relacio-
nado, con la multiplicacién de una fraccién por uno.

Partiendo de la misma base que estos autores tomaremos en
este articulo, no obstante, un camino diferente. Coincidimos
en que la equivalencia no debe ser ensefiada aislada de
otros conocimientos sobre fracciones sino en estrecha rela-
cién y, atn mis, incluida en dichos conocimientos. Sin
embargo, relacionar la equivalencia con la suma, aunque es



una opcién vilida, no parece la mejor habida cuenta de los
resultados observados en apartados anteriores.

En efecto, se puede afirmar que la ordenacion de frac-
ciones es un campo lleno de procedimientos intuitivos,
incompletos, informales y de falsas generalizaciones.
No existe un conocimiento conceptual que garantice la
unificacién de métodos como los basados en las frac-
ciones equivalentes. Al mismo tiempo, la consideracion
numérica de las fracciones es un aprendizaje con nota-
bles debilidades, mediatizado por numerosos obsticu-
los. El estudiante tiene serias dificultades para entender
la relacién entre fracciones y nimeros racionales, lo
que conlleva una limitacion de todo su aprendizaje
sobre fracciones,

Es por ello que entendemos necesario incluir la nocién
de equivalencia dentro de la del orden de fracciones. La
idea no es nueva, tal como comenta Giménez (1991,
pero nunca ha pasado del estado de idea sin concretar.
Aqui nos proponemos llegar a una propuesta didactica al
respecto. Serd importante, a partir de esta decisién, no
limitar el conocimiento de la equivalencia por su mayor
o menor dependencia de la ordenacién, como pasaba en
el caso de la suma antes tratado. Por otro lado, este plan-
teamiento tiene una ventaja. La interrelaciéon equivalen-
cia/orden permite entender esta fase del aprendizaje
sobre fracciones como la ejecucién de una accién gene-
ral: la comparacién del tamafio de dos fracciones. En
unos casos el alumno encontrard que son distintas y
habrd de determinar cudl es menor y mayor y, en otros
casos, las dos fracciones serin del mismo tamafio y las
llamaremos equivalentes.

Secuencia de tareas escolares

Con todo lo dicho se hace necesario establecer una se-
cuencia de tareas que, puestas en prictica en el aula, con-
duzcan a un conocimiento integrado de la equivalencia y
el orden de fracciones y, en suma, a una comprension del
cardcter numérico de las fracciones. Las tres primeras
corresponderin preferentemente al tercer ciclo de Educa-
ci6n Primaria mientras que las restantes tendrfan su mejor
ubicacién en el primer ciclo de la ESO.

Ordenar fracciones de igual denominador

...Se hace
necesario
establecer
una secuencia
de tareas que,
puestas
en prdctica
en el aula,
conduzcan
a un
conocimiento
integrado
de la equivalencia
y el orden
de fracciones
¥, en suma,
a una
comprension
del cardcter
numerico
de las fracciones.

Evidentemente, esta labor es la mads
sencilla y se inicia con la construccién
de distintas fracciones de igual denomi-
nador a partir de una fraccién unitaria.
Esta fase Ginicamente complementa este
tltimo aprendizaje con la comparacién
de distintas fracciones de igual denomi-
nador. Sin embargo, surgen distintos
casos particulares de interés: Por ejem-
plo, la comparacion entre dos fraccio-
nes complementarias respecto de la
unidad o la de dos fracciones impropias
expresadas como ndmeros mixtos. La
consideracién de la fraccién unitaria
debe ser el mecanismo adecuado para
resolver los problemas planteados.

Ordenar fracciones con igual numerador

La ordenacion de dos fracciones cuales-
quiera requiere tener en cuenta la rela-
cién inversa entre el nimero de partes
y el tamafio de las mismas dentro de la
divisién de la unidad. Esta considera-
cién simultinea de dos cantidades
variables es dificil, sobre todo para un
alumno acostumbrado a ordenar ntime-
ros naturales. Por esta razén conviene
separar esta variacion: En el punto ante-
rior se ha hecho variar el numerador
(observando el tamafio diferente de
cada fraccién) y en este punto se abor-
da la labor inversa de variacién del
denominador. Se debe pasar asi, paula-
tinamente, de una comparacién cualita-
tiva del tamafio de las fracciones a otra
cuantitativa.

En este caso las fracciones unitarias
volverdn a ser de gran importancia para
fundamentar el aprendizaje. En efecto,
la primera labor consistird en comparar
el tamaiio relativo de las distintas frac-
ciones unitarias respecto de la misma
unidad. Este caso es aquél donde el
numerador es constantemente uno. La




esolucion de los casos restantes (cuan-
o el numerador es distinto de uno) se
apoyara en el anterior.

gl material fundamental que se debe
utilizar serd el diagrama circular. El rec-
"tangular, presente en el aprendizaje del
_concepto de fraccién, es aqui de una
limitada aplicacién por lo complicado
' que resulta comparar sus distintas frac-
_ciones unitarias. Asi, 1/4 y 1/3 de una
hoja de papel son partes que varian en
dos dimensiones mientras que estas
_mismas fracciones, en un diagrama cir-
cular, varfan en una (su dngulo central).
Cuando se rebasen las fracciones unita-
rias esta diferenciacién perdera impor-
tancia, como se verd en los ejemplos
que planteemos oportunamente.

_ Distintas fracciones como expresién
del mismo estado o accién

Las fracciones han debido servir, ini-
cialmente, para describir una relacién
entre un todo y una de sus partes o
bien, posteriormente, para describir
una accién (repartir, medir o compa-
rar) dentro de otras interpretaciones

_del concepto de fraccién. El alumno

~ha de comprobar que esta labor
puede realizarse con distintas fraccio-
nes que expresan lo mismo o actdan
igual,

Este primer contacto con las fraccio-
nes equivalentes empezard con la uti-
lizacion de las primeras formas de
representacién: manipulativas (con el
doblado de una hoja de papel, por
ejemplo) e iconicas (como en la divi-
sién de un diagrama o en las distintas
expresiones de una medida sobre la
linea numérica). La conclusién, alcan-
zando ya un nivel plenamente simbo-
lico, consistird en la aplicacién de la

Este primer
contacto
con las fracciones
equivalentes
empezara
con la utilizacion
de las primeras
Jormas
de representacion:
manipulativas
(con el doblado
de una hoja
de papel,
por ejemplo)

e iconicas (como
en la division
de un diagrama
o en las distintas
expresiones
de una medida
sobre la linea
numerica,).
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nocién de operador considerando distintas fracciones
que mostrardn el mismo funcionamiento al llegar a
idéntico resultado final.

Construccién de fracciones equivalentes

El primer contacto con las fracciones equivalentes es de
naturaleza inductiva y reducida a dos formas de repre-
sentacion. El punto mas importante y delicado en este
aprendizaje consistiria en trasladar las descripciones ante-
riores a una forma simbélica. Por ello, este punto no es
independiente del anterior sino que esti totalmente entre-
lazado. Cuando el estudiante doble de formas diferentes
un papel deberd expresar de forma simbolica los resulta-
dos de sus acciones. Cuando mida una longitud y expre-
se los resultados en una linea numeérica deberd describir
simbolicamente lo realizado.

La cuestion mds importante aqui es que el estudiante debe
pasar, ahora, a la manipulacién simbélica y al descubri-
miento de las reglas que la rigen, Asi, deberemos mostrar
dos fracciones como

2 4

3°6
¢Como se puede llegar de una a la otra a través del dobla-
do de un papel? ;Coémo llegar de una a la otra por medio
de los simbolos numéricos? Dada una fraccién cualquiera,
como 1/4, jcdmo construir a partir de ella otras fracciones
que expresen lo mismo? En este punto, se debe favorecer
una evolucién de las estrategias infantiles desde lo sim-
plemente aditivo:

2_2+2
3 3+3
hasta lo multiplicativo:
2_22
3 3.2

Ordenar fracciones con denominadores mdltiplos




Una inmediata aplicacion del punto anterior la constituye
la ordenacién de fracciones de manera que un denomi-
nador sea multiplo del otro, como en
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El objetivo, como es facil de apreciar, es que el conoci-
miento adquirido antes sobre construccién de fraccio-
nes equivalentes sea aplicado inmediatamente a estas
tareas de ordenacion. Este punto encierra una decisién
que es conveniente mencionar. Ellerbruch y Payne
(1978:145) afirman que

No creemos que esta recomendacién deba entenderse en
el sentido de presentar conjuntamente todos los casos
indiferenciados, como por ejemplo

3113534

51547657
ante el temor de que se adopten todo ese tipo de estrate-
gias intuitivas o incompletas que examinamos anterior-
mente. El consejo de estos autores debe entenderse en el
sentido de utilizar un mismo método, crecientemente
generalizable, en todos los casos a medida que se van
abordando.

En este punto comenzariamos a aplicar el método con-
sistente en el cdlculo de fracciones equivalentes: de una
fraccion para llegar a la otra (si los denominadores son
multiplos) o de los dos simultineamente hasta coincidir
en un denominador comin (si son primos).

Se alternarfan las tareas de reconocimiento con las de
construccion teniendo en cuenta las limitaciones que el
tipo de fracciones imponen. Ello es particularmente apli-
cable a la ordenacién de fracciones construidas por los
propios alumnos, puesto que éstas, de momento, no pue-
den ser cualesquiera. La graduacién aqui defendida, que
tiene por objetivo desarrollar estrategias de equivalencia y
orden que se apoyen en las anteriores, tiene el inconve-
niente de que la ensefianza debe limitar el conjunto de
fracciones sobre el que se actiia de manera algo directiva.

Ordenar a través de la simplificacién de fracciones

Los problemas
no deben ser
separados en tipos
especiales,
tales como los
de denominadores
muiltiplos simples
o primos relativos
U Otros €casos
especiales.

Si ciertos tipos
de fracciones
son tratados como
casos especiales,
los alumnos
tenderdan
a desarrollar
algoritmos
especiales para
cada caso.

La generacién de fracciones equiva-
lentes por la multiplicacién por uno
tiene su accién inversa en la simplifi-
cacién, obtenida por divisiébn de
numerador y denominador entre el
mismo nimero. Ahora bien, sobre esta
tarea se deben hacer dos observacio-
nes. La primera es que, por dicho
caricter inverso, la simplificacién no
debe ensefiarse aislada del método de
multiplicacién por uno sino en rela-
cién con él. Por ello la hemos coloca-
do inmediatamente después de su
aplicacién de ordenar fracciones con
denominadores maltiplos. Lo segundo
que hay que destacar es que esta apli-
cacion puede ser, precisamente, el
mejor nexo de unién entre ambos
métodos de construccién de fraccio-
nes equivalentes.

En efecto, si la ordenacién ha de hacer-
se entre las dos siguientes fracciones:

antes que partir de 4/5 para llegar a
otra fraccién de denominador 40,
quiza también sea posible (y mis sen-
cillo para realizar la comparacion final)
reducir el tamafio de 36/40 encontran-
do su fraccion original (la canénica).
Asi puede llegarse a que

Dividiendo por 2 se obtiene
18/20
Dividiendo nuevamente por 2 se llega a
9/20

siendo relativamente f4cil la compara-
cién entre 4/5 y 9/10, sea por la cons-
truccion de una fraccién equivalente a
la primera (8/10) o a través de una
estrategia informal como el examen
de la fraccién complementaria de la
unidad. Este método, junto al de la
utilizacién de una fraccién intermedia
de referencia, deben ser potenciados



k;,por la flexibilidad en la ordenacién
que suponen.

No obstante, serd necesario un trabajo
‘I‘jrevio de construccion de fracciones
equivalentes a partir de una cuyo
aumerador y denominador sean gran-
- des. Es decir, realizar una tarea de sim-
plificacion al objeto de descubrir y for-
mular la regla caracteristica.

Ordenar fracciones con denominado-
_res primos

.

El' procedimiento a aplicar serd el
mismo: la generacién simultinea de
fracciones equivalentes hasta llegar a
una coincidencia de denominadores.
Este método tiene la ventaja de prepa-
rar en el alumno la nocién de minimo
comtn multiplo frente a la regla tan
conocida de encontrar el denominador
comin multiplicando simplemente los
denominadores. Esto es adecuado para
5y 7, por ejemplo, pero sobreabun-
dante en el caso de 4 y 6. Esta regla
supone tal simplificacién mental que no
es dificil observar a los alumnos apli-
cdndola incluso a los denominadores 4
y 8, por ejemplo.

El procedimiento que aqui se defiende
(generacion simultdnea de fracciones
équivalentes), tal como lo proponen
Ellerbruch y Payne (1978) no favorece
tales simplificaciones aunque, desde
 luego, tampoco la impiden.

Obsérvese que, en todo caso, nos
vamos a mover, Como en puntos ante-
riores, en un terreno estrictamente
simbélico. Ello no obsta para que,
. eventualmente, se utilicen diagramas
de algan tipo. Esta recomendacién es
particularmente aplicable a los casos
en que el imperio de las reglas
memorizadas haga ver en el profesor
un olvido por el alumno de los
 referentes.

...las tareas
anteriores
se han orientado
siempre hacia
la ordenacion
de dos fracciones
que vienen dadas
por el profesor.
La construccion
de fracciones
por parte
del alumno
serd una labor
complementaria
de la anterior
y de una mayor
creatividad.

Carlos Maza
Departamento de Didéctica
de las Matemdticas.
Facultad de
Ciencias de la Educacién.
Universidad de Sevilla.
Sociedad Andaluza
de Educacion Matemdtica
«Thales»

-

Calculo de una fraccién intermedia a otras dos

No es una tarea que suela realizarse habitualmente
pero creemos que es un digno colofén a las actividades
de ordenacidn. Tiene, al tiempo, la ventaja de utilizar
fracciones equivalentes de manera sistemdtica y el favo-
recer la representacién de las fracciones sobre la linea
numérica percibiendo la densidad de los numeros
racionales. Démonos cuenta, ademds, de que las tareas
anterjores se han orientado siempre hacia la ordena-
cion de dos fracciones que vienen dadas por el profe-
sor. La construccién de fracciones por parte del alum-
no serd una labor complementaria de la anterior y de
una mayor creatividad.
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Aprovechamiento didactico
de la actividad
«Fotografia y matematicas»

Antonio Fernandez-Aliseda Redondo

José Muiioz Santonija
Agueda Porras Ruiz

En los Oltimos diez afos se
han celebrado en muchos
lugares concursos y
exposiciones sobre
fotografias acompafiadas
por un fitulo o lema
matemdtico. Presentamos
nuestra experiencia en
Sevilla, donde celebramos
este afio el VIl Concurso
Provincial. Queremos resaltar
el aprovechamiento de esta
actividad a fravés de una
exposicion itinerante,
acompaiada de un
cuaderno de frabajo (del que
presentamos un ejemplo),
ademds, este afio hemos
incluido la nueva modalidad
de «Imagenes Matemdticas»,
que hemos creado para que
puedan participar los que se
encuentren con algln tipo de
dificultad en el terreno
fotogréfico.

UANDO DIEUDONNE lanzé el grito de «Abajo Euclides y
el grupo Bourbaki comenzé a editar libros de Geometria
sin practicamente ningln grafico, pudo parecer que la
Matemdtica habia alcanzado tal grado de abstraccion, que
ya no necesitaba de ningtn dibujo, pudiéndose reducir a
una serie de formulas de claras ascendencias cabalisticas,
s6lo entendibles por un selecto grupo de iniciados. Este
nivel de abstraccién teérica también llegd a impregnar los
niveles no universitarios, como se pudo ver en la ensefian-
za de las matemdticas a partir de la reforma del afio 1970.

Casi desde un primer momento, los movimientos de reno-
vacion, con los grupos Cero a la cabeza, se dieron cuen-
ta de que la enseflanza de la matemdtica no podia res-
tringirse Gnicamente al aula sino que debia abrirse mas al
entorno que rodeaba a la escuela. Desde entonces, algo
se ha avanzado en esa linea, pero no tanto, cuando ha
sido necesario crear una asignatura denominada Mate-
mdtica de la Vida Cotidiana» como optativa en Andalucia
en 2.° de ESO. Han surgido muchas experiencias en estos
afios que desarrollan una amplia labor de divulgacion de
las matemadticas a través de multitud de medios: radio,
televisién, prensa, concursos, olimpiadas, etc. En este arti-
culo nos vamos a referir, en particular, a la actividad titu-
lada Fotografia y Matemadticas» que acaba de cumplir un
decenio de vida.

Origenes

En el curso 1987-88, el profesor Evaristo Gonzilez Gon-
zilez organizé un primer Concurso de Matematicas y
Fotografia en su centro, el C.P. Sierra Nevada de Granada
(Gonzilez, 1989).

El objetivo de esta actividad es la divulgacion y popu-
larizacion de las Matemdticas, entendiendo la populariza-




cién como cualquier accion que dé a conocer o haga mis
atractivas las matematicas, dado su alto grado de impo-
pularidad, dificultad, incomprensién y tedio para algunos,
asi como la pobre visién social de las misma.

La idea central de esta actividad consiste en que los alum-
nos presenten fotograffas realizadas por ellos mismos,
acompafiadas de un lema relacionado con la imagen foto-
grifica y con contenido matemitico.

El profesor Gonzélez ha divulgado su experiencia con
entusiasmo, siendo siempre muy bien acogida por parte
de profesores y alumnos. Por eso, desde esa fecha se han
multiplicado los concursos de este tipo.

En casi todos los lugares en los que se ha realizado, se
han elaborado exposiciones, con las fotografias presenta-
das, que han tenido mucho éxito de critica y pablico
(como se dice en los grandes eventos culturales).

Quizés el mejor exponente de esta actividad fue la mues-
tra que, con motivo del ICME-8, celebrado en 1996 en
Sevilla, se expuso en la Antigua Fibrica de Tabacos
(actual Universidad) de esa ciudad.

La experiencia de Sevilla

Como hemos comentado, esta actividad fue muy bien
acogida por los profesores que vieron el gran potencial
educativo que presentaba. Por ello, la Sociedad Thales
alentd y promovi6 desde el principio que esa experiencia
se reprodujera en otras provincias andaluzas, nombrando
coordinadores provinciales de esos concurso, alli donde
comenzaron a organizarse.

En Sevilla, y bajo la coordinacién de Marfa Jests Servan, se
convocd el primer concurso provincial en 1991 y a partir de
€l se ha seguido convocando sin interrupcién hasta hoy dia.
En lo que concierne al concurso en sf existen distintos nive-
les de participacion, desde Primaria hasta un apartado Libre
para cualquier persona que quiera presentar fotografias.

Cuando en los primeros concursos se montd la exposicion
con las fotograffas presentadas, se vio claro que, aunque
estuviesen expuestas durante varias semanas en distintas
salas culturales, era un derroche tener todo ese potencial
diddctico sin aprovechar, pues la experiencia estaba pen-
sada para los alumnos y, sin embargo, llegaba a un nime-
ro muy reducido. Por ello, en Sevilla, se decidi6 hacer una
exposicion que pudiese trasladarse a los centros educati-
vos, donde el ntimero de alumnos que se acercasen a la
actividad siempre serfa mucho mayor.

Para ello se montaron las fotografias sobre paneles de car-
ton pluma blanco y con un acetato transparente de pro-
teccién. Estos paneles (aproximadamente de 0,6 por 1 m)
son faciles de transportar y montar.

...entendiendo
la popularizacion
como cualquier
accion que dé
a conocer o haga
mds atractivas
las matemdticas,
dado su alto
grado de
impopularidad,
dificultad,
incomprension
Y tedio
para algunos,
asi como
la pobre
vision social
de las misma.

Gracias a esto la exposicién se puede
enviar a cualquier centro que la solici-
te, que puede tenerla expuesta durante
una semana. Para ello la coordinadora
de la actividad pone en contacto a los
profesores que tienen las fotografias y
quienes las van a recibir la semana
siguiente y ellos se ponen de acuerdo
para traspasarse la exposicion.

La acogida que tiene la exposicién
suele ser inmejorable, como lo demues-
tra el hecho de que el centro que la
recibe un afio, también la solicita al afio
siguiente. En este momento es tal la
avalancha de peticiones, que aparte del
Ultimo montaje fotogrifico, también
estd circulando la exposicion del afio
anterior. Hay exposiciones que han
pasado por mds de dos docenas de
centros, tanto de Primaria como de
Secundaria.

La facilidad de transporte y manejo de
la exposicién permite trasladarla a cual-
quier lugar sin mucho esfuerzo, por
ello, aparte de la provincia de Sevilla ha
estado expuesta en centros de la pro-
vincia de Cadiz o en las jornadas, tanto
nacionales como comarcales del Al-
garve, realizadas por los compafieros
portugueses. También se ha expuesto
en la Delegacién de Educacién o en el
CEP de Sevilla, donde han podido
observar la exposicién una gran canti-
dad de compafieros de otras materias.

La exposicion también promueve el
que esa actividad se reproduzca en los
centros. Asi, en algunos lugares que
visita, se realizan posteriormente, y a
nivel local, concursos de fotografias
con caracter matemético, de los cuales
se suele surtir muchas veces de fotos el
concurso provincial.

El cuaderno de trabajo

En algunos-centros, cuando se han teni-
do expuestas las fotografias correspon-
dientes al concurso, se han elaborado
cuadernillos de actividades para visitar
de una manera mds activa la exposi-
cién. Nosotros, a nivel personal, tam-



bién elabordbamos algunas actividades
para realizar con las exposiciones que
nos llevibamos a nuestros centros, Pero
a partir del curso 1994/95, la entonces
coordinadora Agueda Porras nos invitd
a participar en esta experiencia, consis-
_tente en la elaboraciéon de un cuaderno
de actividades que se pudiese mandar
previamente a los profesores que solici-
taran la exposicién y que permitiese
sacar un mayor rendimiento de la
misma.

Al elaborar dicho cuadernillo nos plan-
teamos obtener una herramienta de tra-
bajo que junto con la exposicién pro-
porcionase al profesor una manera dis-
tinta de enseflar y al alumno de apren-
der las matemdticas. Tras tres afios de
trabajar esta idea y con los comentarios
recogidos de otros compafieros, hemos
estructurado el cuaderno de la siguien-
te manera.

Esquema del cuaderno

Introduccién

En esta primera parte se explica la
exposicidbn que se va a visitar y se
exponen los objetivos que queremos
conseguir con ella.

Actividades generales

En este apartado se hacen preguntas
sobre fotos y lemas en general, sin refe-
rirse a ninguna fotograffa en particular,
con lo que son preguntas que pueden
hacerse sobre cualquier exposiciéon y
practicamente no varfan de un afio para
otro, y cuyo objetivo es que los alum-
nos vayan conociendo las fotos expues-
tas en la misma y entendiendo la finali-
dad de la exposicidn.

Actividades especificas

Se entra ya de lleno en la exposicién y
se hacen preguntas concretas. Normal-
mente solemos agrupar esas cuestiones
por bloques temdticos: <NUmerosy,
«Algebra», «Funciones y Representacién

Al elaborar dicho
cuadernillo
nos planteamos
obtener
una herramienta
de trabajo
que junto con
la exposicion
proporcionase
al profesor
una manera
distinta
de enseriar
y al alumno
de aprender
las matemdticas.
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Grifica», «Geometria» y Estadistica y Azar», Como es 16gi-
co el que aparezcan estos bloques o su extension depen-
de de las fotografias que compongan ese afio la exposi-
cién. Por eso, en el ejemplo que vamos a desarrollar pos-
teriormente, este apartado aparece mis reducido que en
el cuaderno original pues lo hemos restringido a aspectos
generales o relacionados con aquellas fotografias que
acompafian este articulo.

Actividades varias

En el dltimo bloque solemos incluir aquellos aspectos
que, cuando aparecen, superan un poco el nivel de la
enseflanza obligatoria como coénicas, limites, combinato-
ria, etc.

Cuestionario

Para cerrar se plantean unas preguntas sobre la actitud de
los alumnos ante la exposicioén v su influencia sobre su
opinién con respecto a las matemiticas.

Pensamos que el disefio y la maquetacién de todas estas
actividades es un aspecto importante que hay que cuidar
a la hora de presentirselas a los alumnos, para fomentar
una actitud positiva ante la experiencia y las matematicas
en general. Por ello, el cuaderno de trabajo se suele com-
pletar con una frase final sobre matemadticas o de algin
matemdtico que sirva de reflexién. También solemos
incluir imdgenes artisticas de contenido matemdtico, inde-
pendientes de la exposicion. Asi en el dltimo cuaderno



elaborado hemos incluido obras de Guillermo Pérez
Villalta, Elena Alsina, José Maria Iglesias, M.C. Escher y
Eusebio Sempere; obras que son faciles de localizar en los
suplementos culturales que suelen acompafar los fines de
semana a los periédicos de mayor tirada.

A continuacion presentamos, convenientemente adaptado
segin se ha comentado antes, el cuaderno correspon-
diente al VI Concurso Provincial, cuya exposicion se
montd en 1997,

Ejemplo de cuaderno

Introduccién

Los que habéis visto exposiciones de este concurso en
afos anteriores, ya estdis familiarizados con el tema, pero
quizd los que vean por primera vez la exposicién, se
asombren ante la peregrina idea de unir matemiticas y
fotografia. ¢Qué tienen que ver®, se preguntarin. Y es
que, generalmente, no se nos ocurre pensar que las mate-
miticas puedan salir de los libros, aburridos e incom-
prensibles muchas veces, y nos acompafien constante-
mente en nuestra vida cotidiana.

Pues aunque os parezca increible, asi es. Estamos rodea-
dos de matemiticas por todas partes, y no solo eso, las
necesitamos casi para todo en esta sociedad nuestra. Si te
fijas un poco en las cosas que te rodean, seguro que
encuentras referencias numéricas, geométricas, graficas,
etc., que podris fotografiar. Si a la foto le afiades un lema
matemdtico que haga referencia a lo fotografiado y que
incite a la reflexion, tu foto probablemente estard en la
Exposicion del afio préximo. Si lo miras desde este punto
de vista, verds como las Matematicas son divertidas e inte-
resantes, y se pueden aprender de muchas formas. ;Por
qué no con fotografias?

Para ayudaros a entender mejor las fotos y que podais tra-
bajar en clase, hemos elaborado este cuaderno de activi-
dades, deseando que le saquéis el mayor rendimiento y
que disfrutéis con las Matemiticas. De verdad que se
puede hacer.

Actividades

En estos dias estin expuestas en tu centro las fotos que
componen la exposicién sobre el VI Concurso Provincial
de «Fotografia y Matematicas» organizado por la Sociedad
Andaluza de Educacién Matemdtica Thales. Cada foto estd
acompafiada de un lema compuesto por una frase donde
aparece algin concepto matemitico, al mismo tiempo
que hace referencia a lo reflejado en la fotografia. En esta
ocasion, las fotografias del concurso se complementan

Cada foto estd
acompanada
de un lema
compuesto
por una frase
donde aparece
algin concepto
matemdtico,
al mismo tiempo

que hace referenci

a lo reflejado
en la fotografia.
En esta ocasion,

las fotografias

del concurso
se complementan
con fotos sacadas

de periodicos

Y revistas. ..

con fotos sacadas de periédicos y revis-
tas, para que veas que aunque no ten-
gas conocimientos fotograficos, tu tam-
bién puedes relacionar, si quieres, foto-
grafias y matematicas.

Ahora vas a visitar la exposicién y des-
pués tendrds que contestar a las
siguientes cuestiones, que hemos agru-
pado en distintos bloques temiticos.

Generales

¢ Elige las cuatro fotografias que mas
te gusten. Escribe sus lemas, invén-
tate otros y explica su relacién con
la imagen de la foto.

e Escoge las dos fotografias que
menos te gustan y explica por qué.

e Hay algin lema que consideres
erroneo?, es decir, shay alguno que
no tenga ninguna relacién con lo
que aparece en la foto o que esté
mal en comparacién con la fotogra-
fia? En caso afirmativo, indica a cuil
te refieres y por qué es incorrecto.

* En la exposicién hay dos imidgenes
que no tienen lema. Una de ellas
es la fotografia que aparece en el
panel presentacion, la otra estd
incluida en uno de los paneles de
Imagenes Matematicas, en particu-
lar, 1a que pide que te inventes un
lema. En ambos casos escribe uno
que creas adecuado para ellos.

Nomeros

° Entre las fotografias y los lemas
aparecen nimeros de muchos
tipos. Intenta encontrarlos todos.
¢(Cudl es el nimero mds grande que
has podido encontrar?

e Entre las Imdgenes matemiticas
hay una donde aparece un deci-
mal. ;Cudl es?, jen qué foto apare-
ce?, e qué tipo es? Calcula su
fraccién generatriz.

* En la foto jQuién sabe donde estdi
la raiz cuadrada? es posible des-
cubrir, entre las raices del 4rbol,
escondida la « deformadar que es
el simbolo cldsico de la raiz cua-



drada. Intenta encontrarla y haz un
esquema de donde estd situada.

En la exposicibn aparecen varias
veces referencias al nimero &, que
es un numero real, ses también
racional? Razona la respuesta.
;Cudnto vale aproximadamente? Da
la solucién, redondeando, con dos,
tres, cuatro y cinco cifras decimales.

Otra foto tiene el titulo de Niimeros
triangulares. Estos nimeros fueron
usados por un matemdtico que te
sonard mucho, Pitdgoras. Estaban
formados, como quizds sepas, por
puntos que formaban tridngulos.
Sabrias decir qué niimeros natura-
les correspondian al primero,
segundo, tercero, cuarto y quinto
(el de la fotografia) nimeros tridn-
gulares. ;Qué caracteristicas tenian

2Quén sabe dénde estd
la raiz cuadrada?

estos nimeros?, ;cOmo se obtiene
de un nimero el siguiente?

Geomelria

Vamos a comenzar como siempre
por la figura mas simple de todas:
el tridngulo. Hay una fotografia de
titulo Altura. ;Co6mo se define la
altura de un tridngulo?, ;de qué
tipo es el que aparece en la foto-
grafia? Toda altura divide a un tri-
angulo en otros dos, ;como son
esos tridngulos en general? En esta
fotografia, jqué caracteristica tienen
los tridngulos en que se divide por
la altura?

En las demis fotografias puedes
encontrar mds poligonos de diver-
sos lados. Haz una lista de poligo-
nos segin el nimero de lados,
junto con el lema de la fotografia
donde aparecen. ;Cudl es el de
mayor nimero de lados que has
encontrado? ;Cudles son regulares?

Nomeros triangulares

Uno de Jos aspectos que se repite
con mucha frecuencia en las ima-
genes es el de tangencia. En parti-
cular existe una foto denominada
Tangente y secante. Define cada
uno de esos conceptos. La tangen-
cia también puede darse entre cir-
cunferencias. Escribe todos los Altura




encontrado anteriormente, escribe
las férmulas que les correspondan
¥ que incluyan al nimero 7.

Funciones y gréficas

Entre las fotografias aparecen muchos
conceptos relacionados con funciones,
Haz una lista con todos los que conoz-
cas y define cada uno de ellos.

Observa que en la foto Sobre el punto
de inflexion aparece un tobogin cuya
figura puede simular una funcién conti-
nua. Define qué se entiende por Punto
de inflexién». En la foto, ¢qué tipo de
tangente tiene la funcién en ese punto?
¢Como son la derivada primera y

Tangente

lemas de fotografias en donde aparezca algtin tipo de
tangencia.

Entre las fotografias se encuentran varias, cuyos
lemas hablan de 4ngulos. Una de ellas recibe el lema
de Angulos complementarios, ;sabes definir dichos
dngulos? ;Que s6n dngulos suplementarios?, (puedes
encontrar algunos en las fotografias? ;Qué caracteris-
ticas tienen los dngulos opuestos por el vértice?

La Sociedad de Profesores que organiza esta exposi-
cién lleva el nombre de un gran matemitico: Thales.
¢Queé conoces de €I?, ssabes aproximadamente en qué
tiempo (€poca, siglo, etc.) vivié? Quizds lo que mis
te suene sea su Teorema. Hay una foto en la exposi-
cion que lleva ese lema, copia el esquema de la figu-
ra 'y enuncia lo que decia el famoso teorema.

Una de las ideas en las que se basa el Teorema de
Thales es en el paralelismo. Busca otras fotografias
donde tambien aparezcan paralelas. ;Puedes encon-
trar algunas rectas perpendiculares?, jen qué fotos?

Vamos a dejar ahora el plano y pasar a las tres dimen-
siones. Busca las figuras que no sean planas.

Con respecto a la idea de elemento que genera una
figura, fijate en la imagen de titulo Del circulo a la
esfera. Si el circulo y la esfera de la foto tuviesen el
mismo radio, ;qué relacién existiria entre los dos ele-
mentos?

Ya en el bloque de Nimeros has trabajado con el
ndmero 7. Como sabes dicho nimero aparece en las
férmulas de longitudes, dreas y volimenes de distin-
tas figuras geométricas. A partir de las figuras que has

segunda?

Sécante

Sobre el punto de inflexion

Teorema de Thales




 Varios

' e En la foto Permutaciones con repe-
ticion, aparecen algunas de las po-
sibilidades de permutar seis ele-
mentos, donde se repiten dos a dos
los colores. ¢Cuantas permutacio-
nes distintas hay en este caso?
Como puedes apreciar, en la pri-
mera fila aparece una permutacién
en la que los colores repetidos van
unidos. ;Cudntas permutaciones de
las anteriores serdn de estas carac-
teristicas? Dibuja o escribe todas las
que no aparecen en la foto.

Cuestionario

Una vez realizadas las actividades
anteriores, contesta a las siguientes
cuestiones:

¢Te ha gustado la exposicién de
fotografia? ;Por qué?

Destaca algin aspecto que te parez-
ca interesante de la experiencia de
hacer fotografias matematicas.

(Te ha servido la exposicién para
tener una idea distinta de las mate-
maticas? jPor qué?

Después de ver la exposicién nos
damos cuenta de que Jdas matema-
ticas son omnipresentes en nuestro
entorno». (Estds de acuerdo con
esta frase? ;Por qué?

(Eres capaz de buscar fotografias
en periddicos o revistas y ponerles
un lema matemético?

¢Te animarfas a participar en el
proximo concurso de «Fotografia y
Matemadticas»?
Verdaderamente, lo que mds placer
proporciona no es el saber, sino el estu-
diar; no la posesion, sino la conquiista;
no el estar aqui, sino el llegar alla.
Karl Friedrich Gauss
Matemdtico alemdn (1777-1855)

Imagenes mateméticas

Durante los dltimos afios estamos ob-
servando que, a veces, el nimero de

Permutaciones con repeticién

a7 o drea limitada bajo la funcién?

Opuestos por el vértice
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:

fotografias que se presentan a concurso, sobre todo en el
nivel de Primaria, desciende con respecto a otras convo-

catorias. Las razones pueden ser varias: la dificultad pro-
piamente matemdtica, carencias de técnicas y materiales
fotogréficos, coste econdmico del revelado del carrete y
ampliacién para el concurso, indiferencia de los profeso-
res (que al fin y al cabo son los que promueven la parti-
cipacion), el propio desgaste de la actividad,...

Las circunstancias anteriores pueden llevar a la desapari-
ci6n de las dos actividades que intervienen: el concurso y
la exposicion.

Por ello en el curso 1996-97 nos planteamos que las difi-
cultades fotogrificas y econémicas se pueden superar
modificando la idea y haciendo uso de imagenes obteni-
das de periddicos o revistas. De esta manera, se hace
especial hincapié en el lema matematico que acompafa a
la imagen que el alumno seleccione. Con este giro se faci-
lita la implicacién de los profesores que pueden plantear
como actividad de su clase la realizacién de un concurso
local de Imdgenes Matematicas. Todo esto sin eliminar la
existencia del Concurso Fotogrifico. De esta manera,
cuando las aportaciones artisticas de los alumnos y profe-
sores disminuyan, al menos los objetivos matemiticos
permanecerdn inalterados.

El curso pasado realizamos la experiencia en nuestros
centros exclusivamente como actividad de clase, la res-
puesta de los alumnos (que ya habifan visto previamente
la exposicién) fue muy notable.

En la Exposicién de Fotografias y Matematicas del VI
Concurso, incorporamos dos paneles con imégenes y
lemas seleccionados por nosotros para dar a conocer la
idea y que los profesores pudieran reproducir la activi-
dad. Como ejemplo, hemos incorporado a este articulo
una de esas imidgenes. Como nosotros seleccionamos las
fotografias que mds nos gustaron, elegimos aquellas que
tuvieran un posterior aprovechamiento a la hora de crear
actividades para el cuaderno de trabajo.

En el curso 1997/98 queremos que las imagenes que
seleccionemos de nuestros centros formen parte, fuera de

Antonio Fernandez-
Aliseda
IES Camas
José Muiioz
IES Macarena
Agueda Porras
IES Punta del Verde
Sociedad Andaluza
de Educacién Matemdtica
«Thales»

concurso, de la exposicion. Y que los
alumnos vean el trabajo realizado por
companeros suyos.

Finalmente, para el préximo concurso
propondremos un apartado de Ima-
genes Matemadticas que, paralelo al de
Fotografia, revitalice esta idea, al
mismo tiempo que nos proporcione
materiales para la elaboracién de la
exposicion y actividades de aprovecha-
miento didéctico.

Nota:

Todas las fotografias que acompafian el
texto (salvo las extraidas de revistas)
estan realizadas por José Mufioz.
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Explorando un problema
de extremos con un programa
de Geomefria Dinamica

Francisco Botana

Este arficulo ilustra cémo un
problema ambiguamente
formulado admite diferentes
lecturas y soluciones,
permitiendo asf distintas
aproximaciones segin el
nivel y las capacidades del
alumno.

El problema de optimizacién
es explorado en un entorno
de geometria dindmica (The
Geometer’s Sketchpad). Esta
aproximacién geométrica
facilita la formulacién de
conjeturas y su prueba
visual, allanando el camino
a la prueba andlitica, si ésta
se considera pertinente.

N LA OBTENCION de puntos extremos de funciones, la
practica docente tradicional propone simplemente una
funcién, eventualmente sometida a alguna restriccién. A
veces el problema se reviste con un enunciado relativo al
«mundo real ocultando la funcién que hay que optimizar
tras una descripcién en lenguaje ordinario. Sin embargo,
en ambos planteamientos usualmente se concede escasa
importancia a la comprensién profunda por el alumno de
la situacién que se debe estudiar y se magnifica la im-
portancia de procesos mecdnicos como la derivacion y
resolucion de sistemas.

Una cabal comprensién de los problemas por el alumno
se ve reforzada si éste puede construir un modelo grifico
del problema e interactuar con él. En el proceso de esta
construccion el alumno ha de explicitar las variables in-
tervinientes y las relaciones entre ellas. La interaccién con
el modelo permite la formulacién de conjeturas y las
pruebas visuales.

En la seccién siguiente se presenta un problema de opti-
mizacion ambiguamente formulado que ilustra la aproxi-
macién comentada.

El problema

Un clasico problema de extremos propone que en la
construccion de un transformador de corriente alterna in-
teresa insertar en la bobina un niicleo de bierro de drea
maxima. La figura 1 muestrea la seccion recta del niicleo
con dimensiones aproximadas. Hallar los valores mds
adecuados de x e y si el radio de la bobina es a.

La solucion analitica se obtiene, como es sabido, calcu-
lando el maximo de la funcién Area = 8xy+4x2, cuyas va-
riables estan ligadas por a? = x*+(x+y)?



Figura 1. Seccién recta del nicleo de una bobina
con una cruz inscrita

Introducida la ecuacién de ligadura en la expresion del
drea, la obtencién de la solucién es mecinica, es decir,
puede (jy debel) ser buscada con un sistema de cilculo
simbélico.

Queddndonos sélo con el contenido geométrico podria-
mos reescribir el problema es estos términos: inscribir en
una circunferencia de radio a una cruz de drea mdxima.
Con esta relectura, no equivalente, del problema éste ad-
mite varias interpretaciones, que son exploradas mediante
un programa de geometria dindmica (The Geometer’s

Sketchpad).

El Diccionario de la Lengua Espafiola, en su vigésimo pri-
mera edicién, registra dieciséis entradas para cruz, de las
cuales la pertinente aqui es la primera, figura formada de
dos lineas que se atraviesan o cortan perpendicularmentes.
También describe, entre otras, la cruz griega como da que
se compone de un palo y un travesafio iguales, que se cor-
tan en los puntos medios» y la cruz latina como Ja figura
ordinaria, cuyo travesafio divide al palo en partes desigua-
les». Considerando ambos tipos de cruces y distintas confi-
guraciones se presentan cinco casos. Los dos correspon-
dientes a una cruz latina (palo y travesafio iguales o distin-
tos) son desechados por el alumno cuando éste traza una
circunferencia y al inscribir los rectangulos del palo y tra-
vesafio comprueba que el dltimo divide siempre al prime-
ro en partes iguales. Los casos restantes se discuten a con-
tinuacion.

Cruz griega con brazos cuadrados

En esta cruz el travesafio oculta la tercera parte de la lon-
gitud del palo, estando formada por cinco cuadrados
iguales. La cruz inscrita es Gnica, salvo giro de centro el

Introducida
la ecuacion
de ligadura
en la expresion
del drea,
la obtencion
de la solucion
es mecanica,
es decir,
Dpuede
(;y debe!)
ser buscada
con un sistema
de cdlculo
simbolico.

de la circunferencia. Para ilustrarlo se
propone al alumno que suponga el
problema resuelto, es decir, qﬁe cons-
truya una cruz tal y que busque cuin-
tas circunferencias pueden circunscri-
birse a ella. El programa de geometria
dindmica muestra que s6lo hay una cir-
cunferencia de centro el de masas de la
cruz que pasa por cada uno de los vér-
tices de ésta (figura 2). Una sencilla
consideracién prueba que dado el radio
a queda univocamente determinada la
longitud / de la cruz y, por tanto, su
area, 512

2

oy

172

31/2

Figura 2. Cruz griega de brazos
cuadrados inscrita en la circunferencia

Cruz griega: caso general

Interpretado asi, el problema coincide
con la formulacién original (figura 1).
Estudiando el problema en un entorno
de geometria dindmica el alumno traza
una circunferencia cualquiera e inscribe
en ella un segmento, que hace girar 4n-
gulos de 90°, 180° y 270°, reduciendo si
es necesario el tamafio de aquél si tras
los giros existen cortes o contactos, La
cruz se completa trazando segmentos
perpendiculares a los segmentos, defi-
niendo sus puntos de corte y, con la he-
rramienta Poligono, definiendo la cruz
(figura 3).

Se observa que el 4rea de la cruz se
hace mixima para valores de «x distin-



 tos (y mayores) que los de la y. El uso
de la herramienta Tabular ilustra los
sucesivos valores numéricos del drea
de la cruz de x e y, permitiendo apro-
ximar la solucién para un radio dado.
El arrastre de un punto cualquiera de
la circunferencia, es decir, la variacién

_los calculos para diferentes radios.
Puede crearse de esta forma una tabla
de valores de a y x y, exportada a un
. programa de cilculo simbdlico u hoja
de cilculo, obtener una expresiéon
aproximada de la dimensién x de la
cruz de drea maxima inscrita en una
circunferencia de radio a. Por ejemplo,
_ sien The Geometer’s Sketchpad se tiene
que el 4area se hace maxima para los
valores de la Tabla 1, el polinomio de
[interpolacién (calculado aqui con
Mathematica) es

—2,7+6,68333a—4,95a%+1,6666723-0,2a*

5En la figura 4 se muestran las grificas
de este polinomio y de la funcién

X=g(a)=—(-—

obtenida analiticamente, para valores
de a entre 1y 3.

del radio de ésta, permite visualizar

a
X

., y
Area cruz

4,8 cm
2,6 cm
1,5 cm
= 56,2 cm?

[

Ll

Figura 3. Cruz griega general inscrita en una circunferencia

Tabla 1. Valores aproximados de a y x que maximizan el
rea de la cruz

o
@

Lvv e v by gy

o
o

[

polinomio de interpolacién

Figura 4. Gréficas de las soluciones aproximada y exacta del problema para una
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cruz griega cualquiera

Palo y travesaiio distintos, corténdose en
los puntos medios

Para construir esta cruz puede procederse como sigue
(Figura 5): tracese una circunferencia cualquiera y una
cuerda en ella, x; el otro segmento extremo del palo es
el simétrico respecto del centro de la circunferencia.



Elegido un punto en ésta, fuera de los arcos subtendidos
por los segmentos, los segmentos extremos del travesa-
o, y, son perpendiculares a los anteriores. Los segmen-
tos z'y ¢ se trazan usando perpendiculares o paralelas. En
este proceso se ve que, definidas las longitudes x e y, z
y t quedan inmediatamente determinadas. Considerando
tridngulos rectingulos, es sencillo obtener

[S)
I

2 2
X
2_(X) 4 (~ + t)
2 2
En la exploracion dindmica de este caso, se conjetura que
el maximo se alcanza cuando x =y (y, por tanto, z = )

resultando que el drea se extrema para una cruz de las
consideradas en la subseccion anterior.

La resolucién analitica de este caso es tediosa si se hace
a mano e introduce complicaciones que no se tratardn
aqui si se usa un sistema de cilculo simbolico. Los pun-
tos criticos de la funcién area

Area = 2ty +xy+2xz

teniendo en cuenta las ligaduras anteriores, son las solu-
ciones del sistema de ecuaciones no lineales

~y—7‘x—— i-_+\4a2—x2 =0
\/7 22
4a” —x

—x—:i’i-z-h}%z—yz =0
VA -y

Figura 5. Cruz de palo y travesafio distintos inscrita

Francisco Botana
Departamento de
Matemética Aplicada.
Universidad de Vigo en
Pontevedra

Versalles

Fotos:
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Balbuena

Las Tullerias

en una circunferencia de radio a

Derive es incapaz de encontrar solucioén
alguna de este sistema y tanto Maple V
R3 como Mathematica (versiones 2.2.3
y 3.0) devuelven soluciones erréneas,
ademas de la correcta.

Recursos online

Sketches en The Geometer’s Sketchpad y
animaciones Java de las figuras presen-
tes en el articulo pueden verse en el URL
http://www-mapo.uvigo.es/dg/cruz/.




El poder y las coaliciones

Maria Candelaria Espinel Febles

Para medir el poder en
organizaciones donde no se
aplica el sistema de «un
hombre, un voto» se recurre
a un campo de la
matemdtica denominado
Teoria de la Eleccién Social.
Los sistemas de votacion con
peso son frecuentes en
politica, economia, etc.,
donde algunos paises o
personas tienen mds
influencia que ofros.

En este articulo analizamos
dos ejemplos reales de
sistemas de votacién con
peso: el Consejo de
Seguridad de las Naciones
Unidas y el Consejo de
Ministros de la Comunidad
Econémica Europea.
lo presentamos como un
estudio tedrico—préctico
sobre los sistemas de
votacion y el poder de las
coaliciones, Ademas
mostramos una fuerte
conexién entre la politica y
la matematica, en pcrﬁculcr,
el indice de poder y la
combinatoria. Consideramos
que estas aplicaciones de la
matematica deberian formar
parte de los conocimientos
del ciudadano.

| A NOCION de poder aparece en distintos érganos de

decision. El poder de un individuo puede cambiar cuan-
do se forman coaliciones. Dependiendo del contexto,
electores, accionistas, partidos o naciones distribuyen el
poder en un colectivo que puede ser un consejo escolar,
el claustro de una universidad, 6rganos de decision de
sociedades empresariales, parlamento de una comunidad,
Consejo de Seguridad de Naciones Unidas, etc.

Una de las caracteristicas del siglo XX ha sido el surgir
grupos sociales de diverso tipo y tamafio. Al analizar la
organizacién de algunos de estos grupos se puede llegar
a entender mejor la historia moderna. Tomaremos como
ejemplo el Consejo de Seguridad de las Naciones Unidas.
Este Consejo es el que toma las decisiones mas importan-
tes y sus miembros se eligen de la Asamblea General que
retne a todos los paises que forman parte de la Organiz-
acién de Naciones Unidas (ONU). Estudiaremos tres épo-
cas en el tiempo teniendo en cuenta la composicion del
Consejo.

Primera época: Hasta 1966

Hasta 1966, el Consejo de Seguridad de las Naciones Uni-
das estuvo formado por once naciones:

e Cinco naciones permanentes, que eran China Nacio-
nalista, Estados Unidos, Francia, Inglaterra y Rusia.

e Seis naciones no permanentes que se tomaban por
turno rotatorio de la Asamblea General.

La aprobacion de cualquier resolucién requeria de, al
menos, siete votos de los once posibles. Lo indicaremos
por 7/11.

Pero las cinco naciones permanentes tienen derecho a
veto, es decir que cualquier aprobacion requiere la acep-
tacién de los cinco miembros permanentes. Este hecho
incrementa el poder de las cinco naciones permanentes.



Segunda época: De 1966 a 1998

En la actualidad, el Consejo de Seguridad lo forman 15
naciones:

* Siguen siendo las mismas cinco las naciones perma-
nentes, excepto la China Nacionalista, que fue expul-
sada y sustituida por la China Comunista.

e Diez son ahora las naciones no permanentes o rota-
torias.

La aprobacién de cualquier resolucién exige nueve de los
quince, es decir, 9/15.

Se sigue conservando el derecho a veto de las cinco
naciones permanentes, pero aumenta el niimero de nacio-
nes no permanentes con respecto a la época anterior.

Tercera época: Después de 1998

Propuesta anunciada en marzo de 1997, por el presiden-
te Ismail Razzli de Malasia, para que entre en vigor el 28
de febrero de 1998. La composicién vendria dada por:

* Cinco miembros permanentes con derecho a veto.

e Cinco miembros permanentes sin derecho a veto.
Dos de estos cinco serfan estados industrializados,
posiblemente, Alemania y Japén; y los otros tres se
elegirfan entre los estados de mayor peso de Africa,
Asia y América Latina.

* Diez no permanentes con el mismo sistema que en la
€poca anterior.

¢ Cuatro también no permanentes; estos cuatro alternos
surgirian de los mismos tres continentes, Africa, Asia
¥ América Latina, y uno de Europa del Este.

La aprobacién de cualquier resolucién exigiria al menos
16 de los 24 votos, es decir, 16/24.

Por tanto, se necesitarian las dos terceras partes de los
votos, mientras que en la actualidad, segunda época, sélo
son necesarios tres quintos de los votos.

Olvidemos el derecho a veto de los cinco paises perma-
nentes y fijémonos s6lo en las cuotas en las tres épocas:
7/11, 9/15, 16/24. Se puede observar como en la primera
€poca no se puede aprobar nada sin la aceptacion de al
menos una de las naciones permanentes, ya que se nece-
sitan siete votos y naciones no permanentes s6lo hay seis.
En la segunda época al aumentar el ntimero de naciones
no permanentes, se podria sacar adelante una propuesta
con sélo los votos de estas naciones, supuesto que las
permanentes se abstengan o no veten la propuesta. En la
tercera época también seguirfa siendo posible sacar ade-
lante una resolucién sin los cinco miembros fijos con
derecho a veto, siempre que no ejerzan este derecho.

En el siguiente apartado trataremos de cuantificar el dere-
cho a veto. Veremos el peso real que supone el veto de
cada una de las cinco naciones.

o

Cualquier
subconjunto
de un conjunto
de votantes
se le llama
coalicion,
supuesto que
el voto es si o no.
Una coalicion
de votantes
que tenga
suficientes votos
para que
una resolucion
se apruebe
se llama
coalicion
ganadora,
en caso contrario
se llama
coalicion
perdedora.

Sistemas con cuota. Veto.
Coaliciones. Notacién

Trataremos de incorporar dos cuestio-
nes que se dan en cualquiera de los tres
sistemas de votacién del Consejo de
Seguridad. La primera es que no todos
los paises tienen la misma influencia,
evidentemente los cinco paises perma-
nentes con derecho a veto tienen mis
peso que el resto. La segunda es la
cuota, o sea, el menor nimero de votos
necesarios para que una resolucién se
apruebe.

Cualquier subconjunto de un conjunto
de votantes se le llama coalicion, su-
puesto que el voto es si o no. Una coa-
licién de votantes que tenga suficientes
votos para que una resolucidén se
apruebe se llama coalicion ganadora,
en caso contrario se llama coalicion
perdedora.

Busquemos los pesos y la cuota para la
Dprimera época del Consejo. Puesto que
todos los paises no permanentes tienen la
misma influencia, comenzamos asignén-
doles a cada pais el mismo peso, digamos
1. También todos los permanentes tienen
el mismo peso, le asignaremos a cada
uno un peso x. Indicaremos por g la
cuota o condicién de mayoria.

Consideremos una coalicién formada
por los 6 miembros no permanentes
junto con 4 cualquiera de los perma-
nentes. Esta tiene un peso de 4x + 6,y
serfa perdedora puesto que un miem-
bro permanente tiene derecho a veto.
Se tiene pues que 4x + 6 < q. Por otro
lado, los cinco miembros permanentes
unidos a dos cualquiera no permanen-
tes serfa una coalicién ganadora, esto
es, 5x + 2 2 q. Poniendo juntas las dos
desigualdades se tiene:

dx+6<5x+2 = 4<x,

asi que a cada miembro no permanen-
te le asignaremos peso 1 y, a cada
miembro permanente peso 5.

Las mismas desigualdades nos dan la
cuota:
dx+6<q<5x+2
26 <q<27
q=27.



Realmente el Consejo de Seguridad
sigue un sistema de votacién con
pesos, ya que no todos los paises tie-
_pen la misma influencia. Para este
ejemplo se expresa:

[27;5,5,5,5,5,1,1,1,1,1,1]

Llevando un proceso anilogo a la
segunda época del Consejo de las Na-
ciones Unidas, se tiene:

4x+10<5x+4=6<x
4x+10<q<5x+4=38<q<39
por lo tanto se tiene la representacién:
[39,7,7,7,7,7,1,1,1,1,1,1,1,1,1,11.

Para la tercera época se tendria:

Realmente
el Consejo
de Seguridad
sigue un sistema
de votacion
con pesos,
ya que
no todos los paises
tienen la misma

4x+19<g<5x+11=55<q<56
lo que permite escribir la representacién:
[56; 9,9,9,9,9,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1]

En las tres épocas del Consejo de Seguridad, la condicién
de veto impone una cuota de 27, 39 y 56, respectivamen-
te. Esto supone que en las tres épocas para sacar un pro-
yecto adelante debe ser aprobado siempre por los cinco
miembros permanentes con derecho a veto, y por, al
menos, dos més en la primera época, cuatro mas en la
segunda época y once mis en la tercer época.

En la siguiente tabla se puede observar el porcentaje de
votos en las tres épocas seglin sean paises con derecho a
veto o no. El porcentaje de votos de los paises con dere-
cho a veto en las tres épocas da un total de 80,65%,
77,77% y 39,06%, mientras que para los paises que no tie-

4x+5+14<5x+5+6=8<x inﬂuencz’a. nen derecho a veto se tiene 19,32%, 22,22% y 29,68%.
Pais Primera época Segunda época Tercera época
Peso % Peso % Peso %

China 5 16,13 7 15,5 9 7,81

Estados Unidos 5 16,13 7 15,5 9 7,81

Francia 5 16,13 7 15,5 Q 7,81

Inglaterra 5 16,13 7 15,5 9 7,81

Rusia 5 16,13 7 15,5 9 7,81

1 1 3,22 1 2,2 1 1,56

2 1 3,22 1 2,2 1 1,56

3 1 3,22 1 2,2 1 1,56

4 1 3,22 1 2,2 1 1,56

5 1 3,22 1 2,2 1 1,56

6 1 3,22 1 2,2 1 1,56

7 - - 1 2,2 1 1,56

8 - - 1 2,2 1 1,56

9 - - 1 2,2 1 1,56

10 - - 1 2,2 1 1,56

11 - - - - 1 1,56

12 - - - - 1 1,56

13 - - - - 1 1,56

14 - - - - 1 1,56

15 - - - - 1 1,56

16 - - - - 1 1,56

17 - - - - 1 1,56

18 - - - - 1 1,56

19 - - - - 1 1,56
Peso total: T 31 - 45 - 64 -
Cuota: g 27 - 39 = 56 -




En general un sistema de votacion con pesos se repre-
senta por el simbolo:

lq; Wi, w2 ..., w
donde g es la cuota necesaria para ganar, y los nimeros
w', w? ..., w" son los pesos para los 7 votantes indica-
dos por1, 2, ..., n.
Un subconjunto de votos se llama coalicion ganadora si

la suma de sus pesos es igual o excede de la cuota q.
Generalmente, se supone que la cuota g necesaria para

ganar excede a T/2, siendo T la suma de todos los pesos:

T=wl+w?+ . +wn

También es frecuente que la cuota sea la mitad mas uno,
o sea, q = int(T/2) + 1.

La influencia de una nacién o de un votante puede deber-
se no solo al derecho a veto sino a las posibilidades que
tenga de asociarse con otras naciones para conseguir la
cuota, en definitiva para subirse al tren de los ganadores.
En el siguiente apartado trataremos de buscar un ntmero
que mida el poder en este sentido.

Sistemas de votacion con peso. Poder y
coaliciones

El poder es un ingrediente bdsico en la toma de decisio-
nes en grupo. También la nocién de poder es fundamen-
tal para conocer y justificar los eventos politicos.

Si intentamos buscar un indice numérico para medir el
poder en abstracto, estaremos de acuerdo en que el poder
tiene que ver con el nimero de formas que una persona
puede convertir una derrota en victoria o viceversa, es
decir, si el cambio de su voto puede invertir el resultado.

Asi, una medida razonable del poder es la frecuencia con
que un votante o un voto es fundamental para una deci-
sién. Por tanto, a cada votante se le asignard un indice
que se determina en relacién con el nimero de veces que
su voto es critico para conseguir el poder. En cierta forma,
es el nimero de veces que hace de pivote o comodin,

Diremos que una persona es pivote o comodin en una
votacion particular si un cambio en su voto altera el resul-
tado de la votacién.

Establecemos como medida relativa de poder el niimero
de formas en que un individuo puede unirse a una coali-
cion perdedora para convertirla en ganadora y le llama-
remos indice de poder.

Veremos esta idea mediante algunos ejemplos sencillos.
Ejemplo 1

Consideremos una comisién formada por un presidente
que tiene 2 votos y otros dos miembros con un voto cada
uno, se representaria por: [3; 2,1,1].

Tenemos un sistema de cuota 3, y tres
votantes, el votante 1 con peso 2, el
votante 2 con peso 1y el votante 3 tam-
bién con peso 1.

Coaliciones ganadoras serian: 12; 13,
. . 123,
La influencia

.. Coaliciones perdedoras serfan: 1; 2; 3;
de una nacion

23.
0 de un votante A la coalicién perdedora 1 le puedo
b uede deberse unir el votante 2 y obtengo la coalicién
1o sélo al derecho ganadora 12. También se le puede unir
a veto sino a el votante 3 y se tiene la coalicién gana-
las posibilidades 1domt 13, A 12% .Coahc1on. perdedora 2. ’se
€ puede unir 1y se tiene la colacién
que tenga ganadora 12. Andlogamente, a la coali-
de asociarse con cién perdedora 3 se le une 1y se tiene
otras naciones la coalicién ganadora 13. Y por dltimo,

a la coalicién perdedora 23 se le une 1
y se tiene la coalicién ganadora 123. Se
la cuora. . puede ver que el votante 1 ha hecho de
pivote tres veces, el votante 2 una vez
y el votante 3 también una vez, por
tanto, el indice de poder respectivo de
cada votante es: 3,1,1.

para conseguir

Como resumen de este proceso tene-
mos:

Codliciones ganadera: 12, 13, 123.

Codliciones perdedoras: 1

Pivotes para conseguir / \

coaliciones ganadoras: 2 3

-

Coaliciones que resultan: 12 13 12 13 123

—— N

Indice de poder para este ejemplo es
(3,1,1), que también se puede expresar
como (3/5, 1/5, 1/5).

£l p oder Evidentemente, este calculo es muy mo-
es un ing rediente nétono por ello se han disefiado distin-

basico tos procedimientos. Recogemos un mé-

en la toma todo préctico para calcular este indice.
de decisiones Se construye una tabla colocando las
en grupo. coaliciones ganadoras en vertical y los

votantes en horizontal. A cada votante
se le asigna un 1 si estd en la coalicién
respectiva y un -1 si no estd. Sumando
por columnas se obtiene el indice de
poder de cada votante.
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_En el ejemplo resulta:

Ejemplo 2
Consideramos el caso numeérico
[6; 45372y1]

Parece légico comenzar listando las
24=16 coaliciones, despreciamos el
vacio.

La obligatoriedad de encontrar las coa-
liciones ganadoras aconseja buscar
alguna pauta para encontrar estas coa-
liciones. En este caso sabemos que las
coaliciones ganadoras deben tener
como suma de pesos como minimo 6,
la cuota; y como maximo 10, la suma
de todos los pesos, por lo tanto orde-
nando las coaliciones ganadoras por
SUS pesos se tiene:

13, 234, 12, 134, 124, 123, 1234.

... no siempre
la influencia
de una persona
es proporcional
a la fraccion
de los votos
o del reparto.

Codliciones perdedoras:

1
Comodines: 2 3

Ganadoras: 12 13 12 13

2 3 4
1 1

/\2 1/ \3 2/ \3 / \

Hunn

134 234 124 234 124 134 123 234

Contabilizando el namero de veces que
cada votante hace de comodin, se
tiene:

_ Votantes: 1 2 3 4
5 3 3 1
El indice de poder seria

5,3,3 D

Indice:

o bien
(5/12, 3/12, 3/12, 1/12).

Con el método prictico citado, se ob-
tiene el mismo resultado:

Suma
de pesos | Coaliciones Votantes

1 2 3 4

6 13 1 -1 1 -1

6 234 -1 1 1 1

7 12 1 1 -1 -1

7 134 1 -1 1 1

8 124 1 1 -1 1

9 123 1 1 1 -1
10 1234 1 1 1 1
indice | 5 3 3 1

Con la siguiente tabla queremos hacer ver la diferencia
entre fraccién de votos y fraccion de poder:

Fraccién Fraccién

Votantes | Peso de votos de poder
1 4 2/5 (40%) 5/12  (42%)
2 3 3/10 (30%) 1/4  (25%)
3 2 1/5  (20%) 1/4  (25%)
4 1 1/10 (10%) /12 (8%)

Con los datos anteriores se puede ver que no siempre la
influencia de una persona es proporcional a la fracciéon de
los votos o del reparto. Tomando el poder en el sentido
de los votos necesarios para la aprobacion de cualquier
cuestion, el significado real de un voto esti en si es esen-
cial para la victoria. Asi en este caso los votantes 2 y 3 tie-
nen el mismo porcentaje de poder teniendo el votante 2
un porcentaje de votos mayor. Con este ejemplo y el
siguiente se ilustra que fraccion de votos y fraccion de
poder no necesariamente son la misma cosa.

Ejemplo 3

Supongamos que los cuatro accionistas de una compafiia
tienen respectivamente el 28%, 27%, 26% y 19% del capi-
tal y que una mayoria simple, digamos del 51%, es sufi-
ciente para ganar una votacién. Utilizando un sistema de
votacion con pesos se representaria: [51; 28,27,26,19].

El indice que se obtiene es (1,1,1,0). El accionista cuarto
es falso o ficticio, dummy en inglés, puesto que nunca
hace de pivote, es decir no tiene ninguna influencia en el
reparto de poder.

Obsérvese en la siguiente tabla la diferencia entre por-
centaje de votos y porcentaje de poder, en especial, en
relacién con el accionista que posee el 19% del capital.




Porcentaje de votos Indice Porcentaje de poder
28 1/3 33,3
27 1/3 33,3
20 1/3 33,3
10 0 0

En este tercer ejemplo se puede ver como en realidad el
poder se lo reparten a partes iguales los tres primeros
accionistas, el cuarto es ficticio, pues no es necesario para
ningln acuerdo. Sin embargo, en el ejemplo 1, [3; 2,1,1]
que expresado en porcentajes quedaria [75; 50,25,25],
cada uno de los tres votantes es imprescindible, todos tie-
nen poder.

Los tres ejemplos ilustran que el poder depende mas de
alianzas entre los votantes que de la proporcién de votos
que las personas posean.

En los sistemas de votacién con peso las coaliciones perde-
doras siempre tienen menos peso que las coaliciones gana-
doras. La mayor importancia de un votante esti en convertir
una coalicion perdedora en una coalicién ganadora.

indice de Banzhaf

El indice de poder definido v utilizado en los tres ejemplos
del apartado anterior se debe a Hohn F. Banzhaf (1965). Es
un Indice muy utilizado para analizar sistemas de votacién
con peso y también para disefiarlos. Otro indice muy utili-
zado en algunas instituciones es el propuesto por el mate-
matico Lloyd S. Shapley (1954). Este indice utiliza todos los
6rdenes de formacién posibles, es decir, el nimero de per-
mutaciones de todos los votantes en que éstos hacen de
comodin. En el indice de poder de Banzhaf el poder de un

votante es proporcional al nimero de combinaciones en

que este votante es comodin o pivote.

Tanto el indice de Banzhaf como el de Shapley toman
como medida de poder el nimero de formas diferentes en
que un individuo puede unirse a una coalicién perdedo-
ra y convertirla en coalicién ganadora.

En la mayoria de las instituciones los votos individuales no
es un indicador significativo de su contribucién al poder,

Tomaremos como aplicacién prictica la Comunidad Eco-
némica Europea.

En 1957, mediante el Tratado de Roma se forma la
Comunidad con seis pafses. La Comunidad ha sufrido
diversas modificaciones. En la siguiente tabla se recogen
los pesos de los distintos paises que han formando parte
de la Comunidad en tres épocas distintas y la cuota en el
Consejo de Ministros.

Consejo de Ministros
Pesos
Pais 1957 1973 1986
Alemania A 4 10 10
Francia 4 10 10
Italia 1 4 10 10
Bélgica B 2 5 5
Holanda H 2 5 5
luxemburgo L 1 2 2
Reino Unido U o 10 10
Dinamarca D o 3
Irlanda R J 3 3
, Espaiia E o ° 8
Grecia G e o 5
Portugal P ° o 5
Peso total: T 17 58 76
Cuota: q 12 41 54
Primera época
En 1957, el paso o aprobacién de cual-
quier resolucién requiere 12 de 17. La
notacién con pesos seria;
[12; 4,4,4,2,2/1]
Intuitivamente se puede ver que unién-
dose los tres paises con mas peso, se
tiene 4+4+4 o bien, dos paises cual-
La mayor quiera de peso 4 y los dos paises de
importancia peso 2, darfa lugar a 4+4+2+2 que pue-

de un votante
estd en convertir
una coalicion
perdedora
en una coalicion
ganadora.

den sacar adelante cualquier resolucién,

Otras coaliciones ganadoras serian con
peso: 4+4+4+1, 4+4+2+2+1, de las que
hay seis distintas; 4+4+4+2, de las que
hay dos; y 4+4+4+2+2+1. En total, se
tienen catorce coaliciones ganadoras.

Una forma organizada de encontrar las
coaliciones ganadoras es la que se
explica a continuacién, Llamaremos X,
), # las tres clases de paises seglin su
peso, esto es:

x=4, y=2, z=1.

La suma de pesos de las coaliciones
tiene que alcanzar como minimo la




cuota, 12, y como maximo el peso total,
17. Colocando por orden de peso las
coaliciones se obtiene las distintas cla-
ses de coaliciones y con un recuento
elemental del nimero de paises por
clase se obtienen el namero de coali-
ciones por clase:

~ Suma Clase de Némero de
. de pesos coalicién codliciones
12 3x 1
12 2x + 2y 3
13 x+z 1.
13 2x + 2y + z 3
14 3x+y 2
15 x+y+z 2
16 3x + 2y 1
17 3x+2y+z 1
[f Total 8 14

Con el método prictico citado y utili-
zando las catorce coaliciones anteriores
obtenemos, como se muestra en la
siguiente tabla, el indice de poder
(10,10,10,6,6,6,0). Sorprende la situa-
cién en que queda Luxemburgo.

En la siguiente tabla se muestra el porcentaje de votos y
el porcentaje de poder utilizando el indice de Banzhaf.

Porcentaje Porcentaje
Pais Votos  de votos Indice de poder
Alemania 4 23,5 5/21 23,8
Francia 4 23,5 5/21 23,8
Italia 4 23,5 5/21 23,8
Bélgica 2 11,8 3/21 14,3
Holanda 2 11,8 3/21 14,3
Luxemburgo 1 59 o 0

L A F 1 B H L
AFI 1 11 a0 A
AFBH | 1 SR R 14

ABH |1 11 1
FIBH | -1 TS R R SR,
AFLL 1 o1 a1 a1
AFBHL | 1 IR T 1
ABHL | 1 -1 1 1 1
FIBHL | -1 I T ] !

AFB | 1 1 11 a1
AFIH | 1 T L)
AFIBL | 1 S IS B B
AFIHL | 1 o1 a1
AFIBH | 1 o1 11 A

AFIBHL | 1 R poiq

' indice:

Suma 10 10 10 6 6 0

Como se puede observar Alemania, Francia e Italia poseen
el 70,5% de los votos y un 71,4% del poder y Luxemburgo
es un socio ficticio.

Realmente como se puede ver en este ejemplo la impor-
tancia de un individuo o de un pais estd relacionada con
la habilidad para imponerse, es decir, con ser imprescin-
dible para conseguir ganar, para contribuir al poder.

Segunda época

Con los nueve paises que forman la Comunidad Europea
en 1973, se tiene el sistema:

[41; 10,10,10,10,5,5,3,3,2]

Siguiendo los mismos pasos que en la primera época se
obtienen 75 coaliciones ganadoras a partir de las cinco
clases presentes en este sistema.

Tercera época

Trataremos ahora de encontrar las coaliciones ganadoras
en la Comunidad Europea con los paises de 1986. Ello
supone el andlisis del sistema:

[54; 10,10,10,10,8,5,5,5,5,3,3,2]

Llamaremos, respectivamente, X, ¥, 2, t, u, a las cinco cla-
ses de votantes teniendo en cuenta su peso.

Calculamos para este caso solo las coaliciones ganadoras
minimales, esto es, las que al suprimir uno o mis paises
se convierten en coaliciones perdedoras.

Esto nos permite listar como coaliciones ganadoras las
reflejadas en el cuadro de la pagina siguiente. En él se
observa que hay 14 clases de coaliciones vencedoras que
suponen un total de 135 coaliciones minimales.

Con tantas coaliciones ganadoras el problema resulta ina-
bordable en una tabla. Asi que para la mayoria de las
situaciones reales hay que escribir un programa de orde-
nador que enumere y encuentre el indice de poder.




Peso total Clases de coalicién N.° de coaliciones
54 Ax +y +t 1
54 3x+y+2z+2t 24
54 2x+y+ 4z + 2t 6
55 4x + 3z 4
55 Ax+y+z+u 4
55 Ax + 2z +t+u 12
55 3x+y+3z+u 16
55 3x+4z +t+u 8
56 4x +2z + 2t 6
56 Ax +y + z + 8
56 3x + 4z + 2t 4
56 3x +y +3z +132
58 Ax +y + 2z 6
58 3x +y+ 4z 4

Total 14 135

Para otros organos de la Comunidad el anilisis resulta
también muy complejo. En particular, el Parlamento Euro-
peo estd formado por 518 miembros que representan a
los ciudadanos de la Comunidad y donde el reparto de
parlamentarios es el siguiente: Alemania, Francia, Italia y
Reino Unido cuentan con 81 parlamentarios cada uno,
Espafia 60, Los Paises Bajos 25, Bélgica, Portugal y Grecia
24, Dinamarca 16, Irlanda 16 y Luxemburgo 6.

Las deducciones a las que se puede llegar son muy varia-
das. Por ejemplo, los cuatro grandes poseen el 62,56% de
los escafios. La cuota de poder es 260, que también la
superan con creces una coalicién de los cuatro citados.
Pero aqui las alianzas pueden ser entre paises o entre par-
tidos. Asi que un andlisis real resulta imposible de abor-
dar sin un programa de ordenador que calcule todas las
coaliciones ganadora y los indices de poder.

De todas formas, salvo el Parlamento, los demas organis-
mos de la Comunidad toman, en la mayoria de los casos,
las decisiones por unanimidad o consenso. Esto obliga a
muchas discusiones, por lo que a veces los organismos
resultan poco operativos.

Reflexiones y consideraciones finales

El proceso seguido para presentar este trabajo ha sido
invitar a una reflexién sobre el poder en tres sentidos.
Entendido éste como porcentaje de votos, el poder cuan-
do existe un derecho a veto y el poder cuando entre los
votantes se forman bloques o coaliciones para alcanzar
precisamente el poder. En la exposicién se ha evitado la
formalizacién pero poniendo de manifiesto la componen-
te matematica.

El poder
es un concepto
ilusorio, muchos
de sus aspectos
son dificiles
de identificar
y medir.

Es dificil
que una formula
matematica
pieda captar
totalmente
la esencia
del poder.
Las coaliciones
surgen
muchas veces
como
consecuencia
de afinidades,
sentimientos,
intereses comunes
u otras
influencias
externas,
mas que de
simples niimeros.

El poder es un concepto ilusorio, mu-
chos de sus aspectos son dificiles de
identificar y medir. Es dificil que una
formula matematica pueda captar total-
mente la esencia del poder. Las coali-
ciones surgen muchas veces como con-
secuencia de afinidades, sentimientos,
intereses comunes u otras influencias
externas, mis que de simples nimeros.
Sin embargo indicadores como los indi-
ces de poder permiten observar la fuer-
za que tienen las alianzas, los pactos,
la cooperacion...

Creemos en la relevancia de estos
conocimientos en Ciencias Sociales, en
Politica, Economia, en la Historia
Moderna....

Un buen ejemplo lo tenemos en el ya
descrito Consejo de Seguridad de la
ONU. Calculando el indice de Shapley,
en la primera época, cada nacién per-
manente tiene 0,1964 de poder, por
tanto las cinco naciones permanentes
tienen el 98,20% del poder del Consejo.
En la segunda época, estas cinco nacio-
nes continfan teniendo el 98,15% del
poder. Y para la tercera época no estan
dispuestas a perderlo. Para la tercera
época hay una novedad con respecto a
las dos épocas anteriores, se incorporan
paises permanentes sin derecho a veto.
Si con 24 paises se mantuviesen sélo
dos clases, como en las dos épocas
anteriores, se tendria el sistema:

[96; 9’9,9’9,9,9’9,9,9,9,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,].,].,1]

Uno se pregunta por una causa racional
para que sélo cinco paises tengan el
poder y no diez. Un anilisis reflexivo
de estos sistemas de poder ponderados
ayuda a comprender parte del orden
internacional.

Queda claro la necesidad de un pro-
grama de ordenador para situaciones
reales, aunque la interpretacién y capa-
cidad decisoria seguird siendo de los
humanos.

En cuanto a la politica, en general, no
se forman alianzas o coaliciones con un
namero superfluo de miembros. Los
partidos tienden a construir mayorias
parlamentaria ajustadas. De esta forma
el reparto de poder, el trueque de favo-



res en mutuo acuerdo, toca a mas por
cabeza. Los cambios de coaliciones sin
intervencion electoral en ayuntamientos
y comunidades auténomas, el transfu-
guismo y los repartos de poder que

corresponden con la representatividad
suelen sorprender al ciudadano de a
pie. En relacién con los trinsfugas, son
individuos o grupos que suelen tener
mala prensa, se cambian para estar
siempre en el poder. Pero resulta que
sin ellos pricticamente no se podria
gobernar un pais. La causa estd en que
siempre que la cuota sea mayor que la
mitad de la suma de los pesos, esto es,
q > T/2, cada dos coaliciones vencedo-
ras tienen algiin votante en comin.

En cuanto a las matematicas, en toda la
exposicion anterior estd presente el
conteo, es decir, la combinatoria. Claro
que no es la combinatoria a la que
posiblemente estamos més acostumbra-
dos, aplicar férmulas. Si que hay aqui
una necesidad de enumeracién y de
conteo reflexivo. A menudo, el fatigoso
aprendizaje oscurece la importancia
que tiene como instrumento de andlisis.

M.° Candelaria Espinel
Facultad de Matemdticas
Universidad de La Laguna

Sociedad Canaria
de Profesores de Matemdticas
«lsaac Newton»

; ReVIstu Sl MA

Este trabajo pretende ilustrar de qué manera la combina-
toria puede contribuir a una mejor comprensioén de la
politica. Sin exigir mis que unos conocimientos de con-
teo minimos.

En la actualidad un grupo de profesores estd disefiando
material curricular para hacer accesible la idea de los indi-
ces de poder a estudiantes de secundaria. Procuramos uti-
lizar datos reales. Algunos sacados de la prensa, por ejem-
plo, reparto de poder en «Versace»; Gianni tenia el 45% de
capital (que pasa a una sobrina); Santo, el 35% 7y
Donatella, el 20%. Otros ejemplos son cercanos a los estu-
diantes como la composicion del Consejo Escolar.

El poder tiene mucho de arte para negociar y de saber
matematicas.
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La inferencia estadistica
con Microsoft Excel

Julidn Sainz Ruiz

En este arficulo se dan
algunas ideas practicas para
empezar a trabajar la
inferencia estadistica, por
ejemplo, deniro del
programa de Segundo de
Bachilllerato de Ciencias
Sociales. Lo esencial del
arficulo es el uso de la hoja
de cdlculo Microsoft Excel
para que, mediante procesos
de simulacién, se
comprendan las ideas de la
materia. El programa permite
realizar clculo que de ofra
forma podrian resultar largos
y complicados

f os nuevos curriculos de Bachillerato proponen un enfo-

que inferencial de la Estadistica trabajando con muestras
y extrapolando los resultados. Existe gran cantidad de
programas informaticos para tratar la Estadistica, algunos
de ellos de una potencia que desbordan los contenidos
curriculares. La hoja de cdlculo Microsoft Excel dispone de
un serie de herramientas que nos pueden facilitar la inves-
tigacion de fendémenos y la resoluciéon de los problemas
de una forma ripida y sencilla. La simulacion de fenome-
nos a través del ordenador va a constituir una herramien-
ta Gtil para trabajar la Probabilidad y la Estadistica. Me-
diante la simulacién podemos simplificar y comprender
mejor el problema y crearnos pautas para la teorizacion
del mismo mas adelante.

Las funciones para hojas de cilculo son herramientas de
cdlculo que ayudan a tomar decisiones, llevar a cabo
acciones y ejecutar operaciones que devuelven valores
automdticamente. Microsoft Excel ofrece una amplia
gama de funciones que permiten realizar diferentes
tipos de cilculo.

Para el anilisis estadistico de datos Microsoft Excel dispo-
ne de dos elementos fundamentales:

1. El Asistente para funciones.
2. Herramientas para el andlisis.

El Asistente para funciones simplifica la introduccién de
férmulas en la barra de formulas. Para iniciar el Asistente
para funciones, elija el comando Funcion del ment
Insertar o utilice el botén

de la barra de herramientas. Las funciones estdn agrupa-
das por categoria, tales como «Financieras», «Matemdticas
y trigonométricas» o «Estadisticas». Cuando se selecciona



una funcién del cuadro de lista, la definicion de la fun-
cién y de sus argumentos aparecerd automdticamente,
asi como la posicion correcta de los puntos y comas (;)
y paréntesis [()].

Microsoft Excel proporciona un juego de funciones espe-
ciales para el andlisis de datos denominadas Herra-
mientas para el andlisis. Entre dichas funciones estin las
de andlisis estadisticos que pueden ser utilizadas en varios
tipos de datos. Para utilizar estas funciones es necesario
proporcionar la datos y pardmetros requeridos para cada
andlisis de manera adecuada. El programa hace entonces
los cilculos necesarios y muestra los resultados obtenidos.
Antes de utilizar una herramienta para anilisis, se deben
organizar los datos que s desea analizar en columnas o en
filas dentro de la hoja de cilculo. Dicha disposicién se
denomina rango de entrada. También se pueden incluir
titulos de texto en la primera celda de una fila o de una
columna para identificar las variables. Cuando se utilizan
herramientas para analizar datos de un rango de entrada,
Microsoft Excel creard una tabla de resultados. El conteni-
do de la tabla de resultados depende de la herramienta
para andlisis utilizada. Si se han incluido titulos en el
rango de entrada, Microsoft Excel los utilizard en la tabla
de resultados; de lo contrario Microsoft Excel creard auto-
mdticamente titulos para los resultados que figuran en la
tabla de resultados.

Para utilizar una de estas herramientas para el anlisis hay
que seguir los siguientes pasos:

1. Seleccione Andlisis de datos en el menG Herra-
mientas.

Si el comando Andlisis de datos no aparece en el
mend Herramientas, ejecute el programa Instalar para
instalar las Herramientas para andlisis. Lo que hare-
mos ahora serd instalar un macro automdtico, herra-
mientas para el andlisis, que incluye Microsoft Excel.

2. En el cuadro Funciones para andlisis, seleccione la
funcién que desea utilizar.

Elija el botén «Aceptar.

4. Escriba el rango de entrada, de salida y demas opcio-
nes deseadas.

Podra insertar rangos de celdas en los cuadros Rango
de entrada» y Rango de salida», escribiendo referen-

Microsoft Excel
Dproporciona
un juego
de funciones
especiales para el
andlisis de datos
denominadas
Herramientas
para el andlisis.
Entre dichas
Junciones estdin
las de andlisis
estadisticos
que pueden ser
utilizadas
en varios tipos
de datos.

cias de celda en el cuadro, o selec-
cionando el contenido de cada cua-
dro, y luego el rango de celdas de
la hoja de célculo. También podrd
introducir referencias en otras hojas
de cilculo en los cuadros Rango
de entrada» y Rango de salidas,

5. Elija el botén «Aceptar.

Los resultados del andlisis aparece-
ran en el rango designado.

Analizar cada una de estas herramientas
que dispone Microsoft Excel seria bas-
tante interesante, pero me centraré en
poner algtn ejemplo para trabajar la teo-
rfa de muestras en una clase de Segundo
de Bachillerato de Ciencias Sociales.

Para introducirnos en el tema vamos a
utilizar la herramienta Generacion de
ntimeros aleatorios que dispone Excel
para obtener mediante un proceso de
simulacién estadistica muestras aleato-
rias de determinadas poblaciones de
manera muy rdpida. Mediante este mues-
treo artificial vamos a comprobar que:

e La media muestral y la desviacién
tipica corregida son buenos estima-
dores de la media y desviacion tipi-
ca poblacional. Sin embargo, la
desviacién tipica muestral no esti-
ma bien a la poblacional.

e Las propiedades de la media
muestral.

Con la ayuda de la funcién Generacion
de niimeros aleatorios, construimos una
tabla que contiene siete muestras de
tamafio 5 de una poblacién que sigue
una distribucién Normal de media 18,1
y desviacién tipica 0,4. En las tres Glti-
mas filas, para cada muestra, calcula-

mos su media, desviacién tipica y des-
viacion tipica corregida. Obteniéndose
los siguientes resultados:




Se observa ficilmente que la media
muestral es un buen estimador de la
media poblacional. Se ve que la desvia-
ci6n tipica muestral, en la mayor parte
de los casos, subestima a la desviacion
tipica de la poblacién y que es mejor
estimador de esta la desviacion tipica
corregida. Es conveniente repetir la
simulacién varias veces para compro-
bar que los resultados son ciertos.
Incluso es aconsejable hacerlo tomando
muchas mds muestras y estas con un
tamafio mayor. Esto, con ayuda de la
hoja de cilculo se hace de una forma
rdpida y visual.

El siguiente paso va a ser estudiar que la
serie estadistica de las medias de las
muestras constituyen una nueva varia-
ble, que llamamos media muestral X, y
que sigue una distribucién Normal de
media la media poblacional y desviacién
tipica la poblacional dividida por vn.

Es decir, X es
o

Vn

La media de esta serie es 18,0864822
que pricticamente podemos decir que
coincide con la media poblacional.

Nu,—)

La desviacién tipica de esta serie es
0,18911949. Si hacemos

04 _
NE]

Para ver que los datos se ajustan a una

0,178885438

distribucion Normal podemos utilizar el
papel probabilistico o aplicar el test de
la %2 de Pearson.

Teorizacién del problema

En primer lugar, consideremos X la
fVariable aleatoria de una poblacién de
famafio N. Si tomamos todas las posi-
bles muestras de tamano 7 de dicha
- poblacién y para cada una de ellas cal-
culamos su media, ésta se comporta
_Como una nueva variable, que denota-
temos X y llamaremos Distribucion de
‘7la media muestral X cumple:

Es conveniente
repetir
la simulacion
varias veces
para comprobayr
que los resultados
son ciertos.
Incluso
es aconsejable
hacerlo
tomando muchas
Mas muestras
y estas
con un tamario
mayor.
Esto, con ayuda
de la hoja
de cdlculo
se hace
de una forma
rapida y visual.

5. .0 . [N-n
X Jn VYN-1
Si N es lo suficientemente grande
N-n o
N-1
En general si N=30, X es
1y
N(M>—)

Vn

Denotando

[
N

Sfraccion de muestreo tenemos que

Cuando N es grande la fraccion de muestreo es algo que
no afecta significativamente la precesién de resultados.

Consideremos, nuevamente, X la variable aleatoria de una
poblacién de tamafio N. Sea p la ocurrencia de un suce-
so. Si tomamos todas las posibles muestras de tamafio 7
de dicha poblacién y para cada una de ellas calculamos la
ocurrencia del suceso, ésta se comporta como una nueva
variable, que denotaremos f v llamaremos distribucion de
las proporciones. Esta variable cumple

o ) p-q(N-n)
Up =Dp; Up = n(N-D



Péra N grandes tenemos que

N-n -~ 1
N-1
En general si N> 30, es
N(u‘fa’of))
con
By =
.= P4
op = -

Este resultado también es valido para poblaciones Sfinitas
COm muestreo con reposicion.

Margen de error e intervalo de con-
fianza

Supongamos que se observa una muestra de 50 perso-
nas que realizan diariamente un trayecto, y que la dura-
cion media de dicho trayecto es de 30 minutos, con una
desviacion estindar de la poblacién de 2,5. Se trata de
obtener un intervalo de confianza del 95% para la media
de la poblacién.

Veamos como resolver este problema.

Nos estan pidiendo que encontremos @y b de modo que
la media p esté entre estos valores con probabilidad del
95%, esto es, p(a <pu sb)=0,95. Este intervalo serd:

{5_(— Zoy = X+7, o)

e e T
Llamamos margen de error—y lo denotamos ¢ al radio de
este intervalo.

Hay que observar que los extremos de este intervalo no
son fijos, ya que para cada muestra que tomemos tene-
mos un intervalo distinto. Sin embargo w, aunque desco-
nocida, si lo es. Es aqui donde se ve claramente la inter-
pretacién de lo que es un intervalo de confianza, en este
caso para la media de la poblacién. Los extremos del
intervalo son unas variables aleatorias que varian con la
muestra tomada. Si tomdramos muchas muestras cada una
de ella originarfa un intervalo de confianza y el 95% de
ellos contendrian, en este caso, a la media.

La funcién INTERVALO.CONFIANZA( ), que Excel sumi-
nistra en su asistentes de funciones, devuelve precisa-
| mente el margen de error. Dicha funcién posee la siguien-
’ te sintaxis INTERVALO.CONFIANZA(alfa; desv_estiandar;
| tamafio) donde

®  Alfa: es el nivel de significacién empleado para calcular
el nivel de confianza. El nivel de confianza es igual a

Los extremos
del intervalo son
unas variables
«aleatorias
que varian
con la muestra
tomada.

ST tomdramos
muchas muestras
cada una de ella
originaria
un intervalo
de confianza
Y el 95% de ellos
contendrian,
en este caso,

a la media.

100(1 —alfa)%, o sea, un alfa de 0,05
indica un nivel de confianza de 95%.

®  Desy_estdndar: es la desviacion
estdindar de la poblacién y se
asume que es conocida.

®  Tamario: es el tamafio de la muestra.

Para este ejemplo el radio del intervalo
0 margen de error es igual al valor que
devuelve la funcién INTERVALO.CON-
FIANZA(0,05;2,5;50).

INTERVALO.CONFIANZA(0,05:2,5:50)=
= 0,692951

Luego el intervalo de confianza al 95%
para p es:

(30~-0,692951,30 + 06951) = (29,3 ;30,7)

En ambos casos las unidades de los
resultados son, obviamente, minutos

Determinacion del tamaiio
de una muestra

Para ilustrar este tema vamos a empezar
€On un caso prictico.

Una empresa esta pensando utilizar una
muestra aleatoria para determinar la
vida media de las bombillas que ha
recibido en un embarque de 20000
bombillas. Se sabe de una muestra que
s¢ extrajo de un embarque previo que
la desviacién estindar de la poblacién
es de 77 horas en la vida de la bombi-
lla. Se desea tener un nivel de confian-
za de 98% en la precisién del estimado
Y que éste no fluctGe en mis de 10
horas, por encima y por debajo, del
verdadero valor de la vida promedio de
las bombillas. ;Cudl debe de ser el
tamafio de la muestra?

o
<
2
Es el intervalo de confianza para W,
luego

§+Z

Z, % -10
E n
Para un nivel de confianza de 98%,

1-a=0,98

tenemos que 7 ,= 2,33



(Za0) 2,33-77\°
i =222 = 321,879481
n [ 10 J ( 10 ) 321,879

Por consiguiente, n =322

ytilizando la funcién INTERVALO.CON-
FIANZA(0,05;2,5;n) se construye la si-
guiente tabla que muestra el margen de
error para distintos tamafios de la
- muestra.

Podemos utilizar la funcién INTERVA-
LO.CONFIANZA(alfa; desv_estindar;
tamafio) para determinar qué tamafio
tendrd la muestra para un error y nivel
de confianza determinado.

_ Como se puede observar al aumentar el
~ tamafo de la muestra disminuye el
margen de error.

Muestras de tamaiio pe-
queiio

- Cuando la muestra es pequefia (n = 30)
. vla desviacién tipica es desconocida es

necesario estimarla por S, (corregida) y el estadistico:

X -
Sn—l
Vn
sigue una distribucién ¢ de Student con n-1 grados de

Como se puede | 1Perad:

observar Excel dispone de la funcién DISTR.T.INV() que devuelve,
para una probabilidad dada, el valor de la variable alea-

al aumentar toria siguiendo una distribucién ¢ de Student para los gra-

el tamarno dos de libertad especificados. Su sintaxis es
de la muestra DISTR.T.INV(probabilidad; grados_libertad), donde:
dz;sminuye *  Probabilidad es la probabilidad asociada con la dis-
el margen tribucién t de Student dos colas.
de error, e Grados_libertad es el nimero de grados de libertad

para diferenciar la distribucion.

Utilizando esta funcién se ha construido la siguiente tabla:

La tabla siguiente, construida con la hoja Excel, calcula
los extremos a y b del intervalo de confianza al 95% para
la media poblacional, a partir de cuatro muestras de
tamafio 5, generadas aleatoriamente de una poblacién
Normal N(19,2).
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Miguel Antonio Esteban:
Premio Gonzalo Sanchez Véazquez

ACIDO EN CACERES el 24 de mayo de 1926. Casado y
padre de seis hijos, dos de ellos también docentes y uno
de matemdticas. Licenciado en Ciencias por la Univer-
sidad Complutense de Madrid, comenzé a desarrollar su
labor docente en el Instituto de Ensefianzas Medias «El
Brocense» de Ciceres en 1949 como Profesor Ayudante
Gratuito de Clases Practicas. En los afios siguientes pasé
a ser profesor interino, simultaneando este puesto con la
imparticion de clases en varios colegios privados de la
capital. Después de ganar la oposicion de profesor Adjun-
to de EEMM, también obtuvo la de profesor numerario de
la Escuela de Maestiia Industrial de esta ciudad y por si
todas estas clases eran pocas, alin preparaba a alumnos
para revalidas, preuniversitario, ingresos en Escuelas de
Ingenieros, etc.

En la reunién de la Junta de
Gobierno de la Federacién
Espafiola de Sociedades de
Profesores de Matemaéticas,

celebrada en Madrid el dia

unanimidad el | Premio
«Gonzalo Sanchez
Vézquez» al profesor Miguel
Antonio Esteban, propuesto
por la Sociedad Extremefia
de Educacién Matemética
«Ventura Retes Présper».




En el afio 1979 accedié al hoy extinguido Cuerpo de Cate-
dréticos de Bachillerato y por este motivo continué impar-
tiendo sus clases en el IB «Norba Caesarina» (antiguo
femenino) de Cédceres. Durante los 42 afios en que ha
desarrollado su labor docente, siempre en Ciceres, ha
sido un profesor ejemplar, siempre a disposicién de la
comunidad educativa de la que formaba parte y, sobre
todo, de sus queridos alumnos, Por este motivo ha desem-
pefiado cargos directivos y es una persona muy admirada
y recordada en su ciudad.

Al convocarse por parte de la Federacion Espafiola de
Sociedades de Profesores de Matemiticas (FESPM) el o
Premio Gonzalo Sinchez Vizquez» a los valores humanos
y méritos en la docencia, los compafieros y amigos que lo
conocemos bien, pensamos en Miguel como un magnifi-
co candidato.

Su aficién por la docencia, su disposicion, atn después de
su jubilacion y su hombria de bien, nos indujeron a pre-
sentarlo como candidato al premio, propuesto por nues-
tra Sociedad Extremefia de Educacién Matemitica «Ven-
tura Reyes Prosper.

Al iniciarse las primeras experiencias para reformar las
Ensefianzas Medias, alld por el afio 1984, Miguel fue uno
de los profesores que se prest6 voluntario para trabajar
con las nuevas tendencias metodolégicas. Cuando comen-
zaron los primeros movimientos de Renovacién Pedago-
gica, Miguel estaba en ellos. En 1987, se formé en Cice-
res, un grupo de profesores de Matemiticas (HALLEY),
que mis tarde, junto con otro de Badajoz, el grupo BETA,
fueron el germen de la Sociedad Extremefia, que inicia su
andadura en 1990. Miguel es socio fundador de ambos,
Tesorero del primero y Vicepresidente Primero de la
segunda. Con la aparicién de los ordenadores, Miguel se
entusiasma con los ZX-81, Spectrum, etc y se inicia en el
lenguaje BASIC, asistiendo a cursos de formacién en la
Residencia de la Universidad de Extremadura en Jarandilla
de la Vera y fomentando su introduccién entre el profe-
sorado como recurso metodolégico.

En 1991 le llega la obligada fecha de la jubilacién, y nunca
mejor dicho lo de obligada, porque su estado animico y
su entrega en las clases le hubieran permitido continuar
su labor a plena satisfaccion. Para matar el «gusanillos se
ofreci6 a la APA del Instituto {Norba» para impartir clases
gratuitas a los alumnos que quisieran, y por sus muchos
conocimientos de geometria métrica (como a él le gusta
denominarla), es requerido por muchos centros de profe-

Su lado bumano
es reconocido
por muchos
de sus alummnos
que al enterarse
de la propuesta de
su candidatura,
se han adbevrido
de forma
voluntaria
Y carinosa

MIGUEL
ANTONIO
ESTEBAN
es un dignisimo
merecedor
del I Premio
Gonzalo
Sanchez Vazquez,
pues en muchos
aspectos,
su labor tras
la jubilacion,
se asemeja
a la del recordado
Gonzalo.
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sores como ponente de cursos de per-
feccionamiento. Ha impartido varios en
la region: en Badajoz, Caceres, Trujillo,
Plasencia etc. siendo siempre valorado
de forma muy satisfactoria.

Fruto de su trabajo son varios libros,
algunos individuales y otros en grupo,
sobre geometria y problemas de Olim-
piadas Matemaiticas para alumnos de
EGB y ESO. Su gran mérito, no es
solamente participar en los grupos de
trabajo para su resolucién, sino tam-
bién, el maquetarlos en su ordenador
personal.

Su aficién por la resolucién de proble-
mas tipo Olimpiada, le hacen ser todos
los afios uno de los principales respon-
sables en su organizacién, colaborando
activamente en las fases comarcal y
autondmica, habiendo acompafiado a
los representantes de nuestra regién a
la fase nacional de la IIT Olimpiada que
se celebré en Huelva.

En muchas ocasiones se premia al
investigador, al sabio, pero en pocas, al
honrado profesor que disfruta con sus
clases y ayudando a sus alumnos, tanto
en la parte informativa, como en la for-
mativa. Su lado humano es reconocido
por muchos de sus alumnos que al
enterarse de la propuesta de su candi-
datura, se han adherido de forma
voluntaria y carifiosa.

Por todo ello, creemos que MIGUEL
ANTONIO ESTEBAN es un dignisimo
merecedor del I Premio Gonzalo Sin-
chez Vazquez, pues en muchos aspec-
tos, su labor tras la jubilacién, se ase-
meja a la del recordado Gonzalo.

Ricardo Luengo Gonzalez
Presidente

Antonio Molano Romero
Vocal de Actividades
Junta Directiva de la Sociedad Extremefia

de Educacién Matemdtica «Ventura Reyes Prosper»



Un clasico de la geometria

CURSO DE GEOMETRIA METRICA

Tomo 1: Fundamentos. Tomo 2: Complementos.
Pedro Puig Adam

Euler Editorial

Madrid, Decimotercera edicién, 1986.

ISBN: 84-85731-06-9.

Tomo 1: VIII + 372 paginas

Tomo 2: VIII + 324 paginas

Las obras pedagdgicas de Pedro Puig Adam (1900-1960) han influido de forma decisiva y
directa en la formacién de una buena parte de los ingenieros y cientificos espafioles desde 1930
hasta nuestros dias. Ademés, su forma de exponer las matemdticas y sus inquistudes pedagé-
gicas han marcado la manera de hacer y de ensefiar esta disciplina de muchos mateméticos
espafioles.

La vida de estudiante de mateméticas de Puig Adam en la Universidad de Barcelona esté enmar-
cada por un hecho de vital importancia para la vida cientifica del pais: la visita de muchos cien-
fificos a esa Universidad entre las que debe destacarse la de Einstein, invitado por el profesor



de la Universidad de Barcelona Esteban Terradas (1883-1950).
Este profesor organizé, enfre los afios 1920 y 1923, la visita a

Barcelona de algunos fisicos y mateméticos de vanguardia,
todos ellos invitados en el marco de Cursos Monogrdficos. Tullio
Levi-Civit4 (enero de 1921), Jacques Hadamard (abril de 1921),
Hermann Weyl y Arnold Sommerfeld (los dos en marzo de
1923) y B. Kerékjarto (mayo-junio de 1923). Entre todas las visi-
tas la que méas expectacion desperté fue la de Einstein, pero la
acumulacién de tantos cientificos de renombre ponia de mani-
fiesto las inquietudes y la actividad cientifica de la Universidad
de Barcelona al comenzar la tercera década del siglo XX.

Las visitas de estos sabios fructificaron ya que asentaron relacio-
nes personales enfre cientificos espafioles con profesores de dis-
fintas universidades europeas. Asi el profesor José M. Plans y
Freire {1878-1934] mantuvo una abundante correspondencia
con Levi-Civité y tanto de sugerencias suyas como de copias de
articulos y del inmenso interés que tenia Plans por la obra del ita-
liano se beneficiaron algunos estudiantes suyos para los que
extrajo temas para sus tesis doctorales. Entre los estudiantes de
Plans estaban Fernando Lorente del No, Fernando Pefia, Maria
del Carmen Martinez Sancho y Pedro Puig Adam.

Puig Adam siempre guardé un recuerdo emocionado por sus
profesores y compafieros en la Universidad de Barcelona como
lo prueba la entrafiable y agradecida evocacion que hizo,
desde el prélogo de la primera edicién de su Curso Tedrico-préc-
tico de Ecuaciones Diferenciales en 1950, a su maestro y amigo
Esteban Terradas.

Cuando, terminada la licenciatura, Pedro Puig Adam fue a Madrid
a hacer el doctorado en Ciencias Exactas, no es exirafio que pre-
sentase una memoria de tesis titulada Resolucién de algunos pro-
blemas elementales en Mecanica relativista restringida, que era un
tema de investigacién, marcado por Levi-Civitd, moderno y mucho
mds brillante y oportuno después de la confirmacién de la Teoria
de la Relatividad General en las observaciones del eclipse total de
Sol de 1919 realizadas por Dyson y Eddington.

Las actividades pedagégicas de Puig Adam comenzaron en
1926, cuando obtuvo por oposicién la cétedra de Matemdticas
del Instituto San Isidro de Madrid. A partir de esa fecha y hasta
la guerra civil escribié, en colaboracién con Julio Rey Pastor
{1888-1962), una serie de libros de texto para el Bachillerato
del Plan de 1903, estas obras son Nociones de Aritmética intui-
tiva, Nociones de Geometria intuitiva, Elementos de Aritmética
intuitiva, Elementos de Geometria intuitiva, lecciones de
Aritmética y geometria, Elementos de geometria racional, Alge-
bra y Trigonometria. Los libros tuvieron excelente acogida y se
hicieron muchas ediciones.

En estas obras diddcticas de primera época eshozé los princi-
pios précticos del «método heuristico» que coinciden con las
estrategias pedagdgicas expuestas por G. Polya, en 1953 en,
Mathematics and Plausible Reasoning (Editorial Tecnos 1966),
obra en la que apostd por la intuicion en Matemdticas en el sen-
tido siguiente:

En estas obras
diddcticas
de primera época
esbozo
los principios
prdcticos
" del «método
heuristico»
que coinciden
con las estrategias
pedagadgicas
expuestas
por G. Polya...

Hay que intuir un teorema matemdtico
antes de probarlo, asi como la idea de la
prueba antes de llevar a cabo los deta-
lles: hay que combinar observaciones,
seguir analogias y probar una y ofra vez.

Puig Adam mantuvo esta linea didéctica
hasta el final de su carrera. En 1955 marcéd
esta orientacién participando activamente
en las Comisiones de Ensefianza Media en
la seccién para la mejora del Bachillerato,
comisiones que marcaron la orienfacién
cientifica del Plan del Bachillerato de
1957. De esa época son publicaciones
docentes tales como Decdlogo de Diddc-
tica de la Matemética, Didéctica de la
Matemdtica Heuristica, obras que culminan
con la publicacién de la matemética y su
ensefianza actual.

El Curso de Geomefria Métrica de Puig
Adam lo escribié para preparar adecua-
damente el ingreso en las Escuelas de
Ingenieros Industriales en un tiempo, afo
1947, en el que la seleccién se hacia
mediante el cémodo recurso (para el
seleccionador) de proponer a los aspiran-
tes una tanda de problemas y admitir
como futuros alumnos a los que més habian
resuvelto. Este método, podia fener una
cierta objetividad, pero no era una situa-
cién en la que se seleccionaran los mejo-
res alumnos en matemdticas, sino la aque-
llos aspirantes que habian acumulado
(ellos o las academias preparatorias)
buenas colecciones de problemas de las
partes de la Matemdtica mas variadas,
generalmente de Teoria de Ndmeros o de
Geometria.

La situacién de los aspirantes a las Escuelas
de Ingenieros era sobradamente conocida
por Pedro Puig Adam, pues en 1931
acabé la carrera de Ingeniero Industrial y
desde 1934 hasta su muerte tuvo a su
cargo la Cétedra de Céleulo de dicha

Escuela.

Puig Adam manifestaba en el prélogo del
primer tomo de la Geometria Métrica que,
aunque el examen con el que se encontra-
ban los aspirantes a las Escuelas y el méto-
do de seleccién que se llevaba a cabo con
los mismos era muy duro no se conseguia
que los alumnos alcanzaran una formacion
éptima, tal y como se desprende de sus
propias palabras:



Pero, a una fécnica examinadora, se
 adapta siempre una técnica preparado-
 ra. Para el preparador y el preparado se
_trata, ante todo, de asegurar el éxito o
de aumentar su probabilidad. Vengan,
:‘?'pues, millares de problemas y ejercicios:
registrense y archivense codiciosamente
s soluciones, cuantas mas mejor, aun-
_ que la teoria quede reducida a un segun-
_ do plano, aunque los conceptos funda-
mentales terminen deslavazados y des-
 vaidos en la mente del escolar. Lo que
_importa es ingresar. Y la pretendida for-
‘macién cientifica del futuro técnico resul-
td, en definitiva, convertida en una gim-
nasia contraproducente y deformadora
por defectuosa alimentacién.

La propuesta de Puig Adam era volver dis-
cretamente a la teoria y dar normas seguras
para los problemas précticos. Para ello
redacté un libro en el que quedaban paten-
tes los principios de la Geometria, destc-
cando la estructura conceptual interna de la
mismay haciendo uso préctico de sus méto-
dos para orientar, con criterio cientifico, la
solucién de los problemas. En sus propues-
tas pedagégicas manifestaba que la ciencia
del ingeniero debia ser préctica. A conti-
nuacién seleccionamos unas palabras del
prélogo a la primera edicién que ponen de
manifiesto cémo suponia el autor del Curso
de Geometria Métrica que debe ser la for-
macién del ingeniero:

_La ciencia del ingeniero debe ser practi-
_cq, pero no empirica. El"empirismo ter-
mina en rutina y la rutina en ceguera. El
ingenio se culfiva también con la luz de
la razén cuando la intuicién no lo-ilumi-
na bastante y la matematica que necesi-
ta el técnico debe proporcionar, no sélo
los conocimiento pragmdticos, los ttiles
de frabajo, sino también el hébito de
_ manejarlos con buen criterio.

Después de estas consideraciones de cardc-
ter general sobre el tipo de conocimientos
cientificos que debe adquirir el ingeniero o
lo largo de su etapa formativa pasaba a jus-
tificar la razén de haber elegido determina-
dos temas y el enfoque dado a los mismos.
Segin sus propias palabras en la estructu-
racién de la obra siguié un camino que cali-
fic de personal, en la medida que hacia

...redacté
un libro en
el que quedaban
patentes
los principios
de la Geomeitria,
destacando
la estructura
conceptual
interna
de la misma
y haciendo
Uso prdctico
de sus métodos
para orientar,
con criterio
cientifico,
la solucion
de los problemas.

...se decanté por
una axiomdtica
que establecia
las propiedades
del movimiento
Jfrente a las que
se fijaban
en congruencias
de segmento
y de angulos,
cosa habitual
en la mayor parte
de los tratadistas
de la época.
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adaptaciones originales con el fin de facilitar los estudios geo-
métricos y poder llegar de forma directa a los temas précticos y

a las cuestiones metodolégicas que necesitaban los ingenieros.

Asi, en los axiomas, se decantd por una axiomdtica que esta-
blecia las propiedades del movimiento frente a las que se fija-
ban en congruencias de segmentos y de &ngulos, cosa habitual
en la mayor parte de los tratadistas de la época. Y dice:

Més educativo parece, sobre todo para técnicos, caracteri-
zar desde un principio los movimientos, las transformaciones
tipicas de la Geometria y ligar o cada figura aquellas trans-
formaciones que pone de manifiesto sus propiedades.

De este modo encuadré la Geometria Métrica en el marco de la
clasificacién general de las Geometrias dada por Félix Klein
(1849-1925) en su famoso Programa de Erlangen. De igual
manera habian enfocado la Geometria Elemental freinta afios
antes Julio Rey Pastor y Puig Adam en la obra de matemdtica ele-

* mental para nifios Elementos y complementos de geometria dl

introducir métodos intuitivos en la ensefianza de la matemética
elemental espafiola. Faltaba, a juicio del autor, ampliar estas
ideas en plan racional para recoger los frutos de los plantea-
mientos intuitivos anteriores y esto fue lo que hizo en el Tomo pri-
mero, que se ocupd de los fundamentos de la Geometria.

Aunque opté por un camino personal a la hora de exponer la
Geometria dio una sucinta bibliografia y, segin sus propias
palabras, habia huido de transcripciones mas o menos disimu-
ladas y utilizé los libros citados para delimitar temario y para
contrastar procedimientos demostrativos. Las obras citadas son
las de: Hilbert Grundlagen der Geometrie, Klein La Matemdtica
elemental desde un punto de vista superior, Enriques Questioni
riguardanti le Matematiche elementari, Berzolari Enciclopedia
delle Matematiche elementari, Thieme Die Elemente der Geo-
metrie, Hadamard Lecons de Géometrie élémentaire, Torroja
Tratado de Geometria de la Posicién y sus aplicaciones a la
Geometria de la medida, Rouché Comberouse Traité de
Géometrie, Deltheil Géométrie, Schwan Elementaire Geometrie,
Zacharias Elementargeometrie der Ebene und des Raumes,
Halsted Géométrie Rational. A toda esta bibliografia afadié las
ensefianzas de quienes fueron sus maestros Antonio Torrojq,
Miguel Vegas y Julio Rey Pastor.

En el primer tomo se ocupa de fodas las cuestiones fundamenta-
les metodolégicas y por hacer una obra comprensible, dada la
cantidad de temas fratados, fuvo que optar muchas veces por
enfoque personales y originales en temas tales como en los pro-
blemas de orientacién, tanto en el plano como en el espacio,
(infrodujo la nocién de haz abierto), la adicién del axioma lil (de
rigidez) a los axiomas de movimiento, la deduccién de las pro-
piedades de los movimientos especiales y las primeras relaciones
mélricas, asi como la definicién de equivalencia de poligonos y
demostraciones derivadas de él y la demostracién del teorema de
Jordan para poligonos simples y para curvas cerradas cuyo
nomero de puntos de inferseccion con cualquier recta es finito.




No ha sido mi propésito escribir un libro de Geometria pura,
sino métrica, aun en el sentido efimolégico de la palabra vy,
por fanto, he introducido en el momento oportuno la nocién
de medida con el objeto de operar cuanto antes con medidas
de segmentos, en lugar de instituir un célculo segmentario
auténomo desvinculado de la Aritmética, como se hace en los
modernos fratados alemanes.

En el primer fomo se debe destacar el enorme cuidado que puso
el autor en la descripcién de los procedimientos geométricos que
se deben adquirir y que consideraba més importantes que la pro-
pia demostracién de los teoremas. Puede observarse, en este
sentido, el cuidado que tuvo en la explicacién de la metodologia
de las construcciones geométricas. Y en lor argumentos, refle-
xiones y consideraciones que aporté sobre el hermoso método
de resolucién de problemas que es la inversién, a la que colocd
después de las homotecias, aunque no fuera una transformacién
del grupo métrico.

A continuacién se destacan algunos detalles que ponen de mani-
fiesto la orientacién metodolégica de la obra y su originalidad:

a}  Para generalizar la ordenacion establecida en la recta al
plano definié la nocién de haz abierto. Concepto que se
basa en la eliminacién de un rayo del haz completo al cual
tomamos como origen con lo que, dado un rayo cualquie-
ra, se pueden definir rayos precedentes y siguiente a él.
Resumiendo al eliminar un rayo de un haz se consigue un
conjunto abierto, denso y linealmente ordenado.

b) En la equivalencia de areas de poligonos parte de la transfor-
macién de un poligono en ofro de igual drea, pero de un lado
menos, para concluir deduciendo la equivalencia geométrica
de dreas demostrando que dos poligonos son geométrica-
mente equivalentes si es posible fransformar uno en ofro agre-
gando y restandole poligonos congruentes dos a dos.

c) Es destacable la elegante demostracién del tecrema de
Jordan sobre curvas que cortan a una recta cualquiera en
un nomero finito de puntos.

En el segundo tomo, dedicado a temas complementarios de geome-
tri, insistié en el carécter practico de la obra con estas palabras:

Alguien ha dicho con frase esquemdtica que la formacién del
técnico consiste en aprender a «ver» y a «pensar»: Aunque
la Matemdtica mas parece destinada a esta segunda misién
no hay que divorciarla de la primera. Mejor que «ver» y
«pensary yo dirfa «ver pensando» y «pensar viendo»; en tér-
minos mds precisos. Aprender a ver el contenido matemético
abstracto de los hechos reales y a proyectar en el campo de
lo concreto los resultados de los razonamientos abstractos.

En el segundo tomo el autor complementé los recursos analificos
desarrollados en el primero con el manejo de funciones, tablas
trigonométricas y recursos gréficos. Junto con un vision teérica
de los temas tratados aplicé la trigonometria a los més variados
temas que van desde la Astronomia, la Mecénica y la Topo-

En el primer tomo
se debe destacar
el enorme
cuidado
que puso el autor
en la descripcion
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grafia hasta la resolucién de ecuaciones
algebraicas. Aplicé la proyectividad a los
sistemas de representacién, a la obtencién
de perspectiva de un edificio o a la restitu-
cién de la planta a partir de una fotografia.
Pero, ademds del gran nimero de aplico-
ciones que realizd en este segundo tomo,
dio un curso casi completo de Geometria
Proyectiva en el que estaban incluidos los
teoremas de Staudt, la identidad de las céni-
cas méfricas y proyectivas, y los teoremas
de legendre y Steiner. No contento con
hacer un curso lleno de indicaciones précti-
cas y con indicaciones teéricas de gran
nivel (las cuestiones tedricas de mayor nivel
y las anotaciones a los diferentes temas las
pone en letra pequefia) hizo una seleccién
de problemas histéricos que han ocupado a
los matematicos durante méas de dos mil
afios y justificaba en el prélogo esta deci-
sién con las siguientes palabras:

El gran interés tedrico e histérico de algu-
nos problemas que han tenido en jaque a
la Humanidad durante veintitantos siglos
me ha inducido a cerrar este Curso con
dos apéndices: uno sobre irresolubilidad
de problemas geométricos y ofro sobre la
indemostrabilidad del postulado de Eucli-
des. Ambos constfituyen la concesién final
a la curiosidad cientifica del lector. Hemos
procurado elementalizar todo lo posible
las demostraciones contenidas en ellos,
con todo, su lectura exige un nivel algo
més elevado que el resto de la obra, facil-
mente alcanzable tras el estudio de una
pocas cuestiones de Algebra.

Los capitulos que abarca cada tomo son los
siguientes:
Tomo I

1. Enlace, ordenacion y sentido en el
plano.

2. Congruencia y paralelismo en el plano.

3. Primeras relaciones métricas entre figu-
ras planas.

4. Continvidad y construcciones funda-
mentales con regla y compds.

5. Medida y proporcionalidad.
6. Homotecia y semejanza.

7. Relaciones métricas derivadas de la
semejanza.



Inversién y polaridad en el circulo.

Equivalencia y éreas.

. Medida de figuras circulares.

. Metodologia de las construcciones geo-

métricas.

. Enlace, ordenacioén y sentido en el espa-

cio.

. Los movimientos y las congruencias en

el espacio.

. Propiedades métricas de los anguloides

y de los poliedros.

. Cuerpos redondos.

. Homotecia, inversién y polaridad en el

espacio.

. Las areas en el espacio.
. Los volomenes.

. Apéndice: Concepto de curva, tangen-

te, longitud de una curva y érea de un
recinto curvo. Teorema de Jordan.

Tomo 2

TRIGONOMETRIA

1.

Los problemas clésicos de la geometria
rectilinea.

Propiedades de los funciones circula-
res.

los problemas clésicos de la trigono-
metria esférica.

NOCIONES DE GEOMETRIA PROYECTIVA

4. Invariantes métricos de la proyectivi-
dad.

5. Proyectividad entre figuras de primera
categoria.

6. Proyectividad entre figuras de segunda
y tercera categoria.

7. |deas generales sobre sistemas de
representacién y sus aplicaciones.

LAS CONICAS

8. Estudio métrico de las cénicas.

9. Estudio proyectivo de las cénicas.

10. Apéndice 1: Sobre la irresolubilidad de

algunos problemas.

. Apéndice 2: Sobre la indemostrabili-

dad del postulado de Euclides.

P
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Cada uno de los capitulos anteriores estd subdividido, a su vez,
en dos, tres o cuatro lecciones, segin palabras de Puig Adam la
divisién en lecciones la hizo, méas que para facilitar el estudio de
los lectores, para poder acotar mejor los temas.

El segundo tomo acaba con los enunciados de los problemas de
Geometria propuestos en los exdmenes de ingreso de distintas
Escuelas Especiales de Ingenieria , casi todos del curso 1946-47
{Aeronaiticos, Agrénomos, Caminos Canales y Puertos, Indus-
triales, Minas, Montes, Navales y Telecomunicacién) lo que con-
tribuye a mantener el tono de ser Curso de Geomefria Métrica
un libro para preparar a los estudiantes para el ingreso en las
Escuelas de Ingenieros, pero la obra de Puig Adam se eleva
sobre eso y aporta a los libros de Geometria espafioles origina-
lidad en la exposicién, belleza en las demostraciones, reglas
claras de construccién de figuras y métodos de resolucién de
problemas geométricos ademas de informacién sobre muchos
problemas histéricos y exposicion de métodos utilizados en dis-
tintas etapas de la evolucién del saber matemdtico.

Es esta obra, en suma, una obra clara para acercarse a los estu-
dios de Geometria en los que el lector puede encontrar, ademas
de un hilo conductor, que une los diferentes temas tatados en la
obra con enorme brillantez y claridad, diferentes métodos de
construcciones geométricas minuciosamente explicados y her-
mosos ejemplos y problemas resueltos en los diferentes aparta-
dos que hacen que la obra sea fuente de inspiracién para los
profesores actuales. En suma, esta obra es un clésico de la litera-
tura matematica y como tal siempre que alguien la estudie saca-
r4 ideas, inspiracién y provecho. ‘

Javier Arenzana Romeo

Victor Arenzana Hernandez
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vy un disquete de 3,5".

En la actualidad, los sistemas informéticos de

cdleulo simbélico estan siendo muy utilizados
tanto por los que se dedican a la ensefianza de las Matemdticas
como por los que investigan en ellas o las utilizan como auxiliar
en el desarrollo de las més diversas disciplinas cientificas o tec-

nologicas.



Entre los distintos sistemas de cdlculo simbélico existentes, MAPLE
V ocupa un lugar muy destacado que lo ha conseguido, tanto por
la enorme extension de los campos de las matemdticas a que se
aplica {algunos muy especializados), como por su cémodo y sim-
ple manejo. Este Gltimo aspecto es tan notable, que la infroduccién
al uso del MAPLE V para tareas sencillas, apenas requiere apren-
dizaje ni lectura de manuales, bastando la consulta ocasional de
las excelentes «ayudas en linea» que suministra el mismo sistema
y de los «tutoriales» que lo acompafian.

No obstante, los usuarios no informéticos que tengan que utilizar
caleulos matemdticos en sus trabajos cientificos, técnicos o
docentes, desearén, sin duda, profundizar mds, conociendo a
fondo la valiosa ayuda que puede ofrecerles el sistema MAPLE
V, sin limitarse a esa simple infroduccién. Pero precisamente la
riqueza de posibilidades que ofrece ese sistema en su enorme
repertorio de comandos y procedimientos y, sobre todo, en lo
que contienen los numerosos «paquetess especializados de su
biblioteca compartida, hacian que, hasta ahora, fuese bastante
penoso  conseguirlo con la simple consulta de los manuales dis-
ponibles. Ademés, aquellos que vayan a hacer un uso infenso
del sistema, agradecerian la posibilidad de entrenarse mediante
un repertorio adecuado de ejercicios.

Son estos deseos los que viene a satisfacer la obra que comen-
tamos hoy. A lo largo de sus 26 capitulos, nos proporciona una
completisima coleccién de ejemplos y ejercicios, con los que se
puede ir aprendiendo cémo utilizar todas las prestaciones de
MAPLE V, en forma cémoda y agradable. Estos ejemplos estén
presentados con gran sentido didéctico, ordenados en forma
adecuada para un aprendizaje progresivo y clasificados por las
partes de las matemdticas a las que se aplican, de tal modo que
el lector puede escoger los que sean de su inferés inmediato o
recorrerlos todos, si desea tener un panorama general de las
posibilidades del sistema.

Cada capitulo, ademés de ejemplos ilustrativos, contiene un ele-
vado nimero de ejercicios, cuyas soluciones detalladas apare-
cen al final. Estos ejercicios no forman un simple repertorio de
enunciados para entrenamiento, sino que constituyen en si mis-
mos una infroduccion didéctica que sustituye por completo a
cualquier estudio de manuales.

El libro va acompafiado de un disquete de 3,5" en el que, entre
ofras cosas, se encuentran los archivos *.mws correspondientes
a los ejemplos de cada uno de los capitulos, lo que, si el usua-
rio lo deseq, le evita el trabajo de teclear los enunciados; no obs-
fante, para el principiante puede ser aconsejable hacerlo
manualmente, para habituarse a la ortografia y sintaxis propias
del sistema. También se dan en el disquete listas de datos que se
utilizan en algunos de los ejercicios y que seria tedioso introdu-
cirlas directamente a través del teclado.

El sistema MAPLE V, ademés del repertorio extensisimo de
comandos contenido en su nicleo y en la biblioteca compartida,
ofrece las posibilidades propias de un lenguaje de programa-
cion, permitiendo al usuario la construccién de «procedimien-

tos». Muchos de estos procedimientos, cons-
truidos por ofros, estdn disponibles en
«paquetes» que se afiaden a la biblioteca
compartida o incluso han sido incorporados
aella. En el libro que comentamos, ya en sy
capitulo 4, se puede aprender facilmente
como se construyen estos procedimientos Y,
a largo de todo él, se hace uso de este recur-
so cuando resulta conveniente.

Los autores del libro han desarrollado varios
paquetes de procedimientos, de gran utilidad
en cierfas dreas de las matemdticas, como
son: Resolucién de ecuaciones por diversos
métodos  especificos, Automatizacién de la
discusion y resolucion de sistemas de ecua-
ciones lineales, Reduccién de una matriz a la
forma canénica de Jordén y ajuste de la
matriz de paso, Aplicaciones lineales en el
espacio euclideo de dimensién 2, [sometrias,
semejanzas, afinidades y proyecciones en 3
dimensiones, Geometria de la tortuga.

Al final del libro se incluye una tabla con
todos los comandos mencionados en &, que
son més de 600, para facilitar las consultas
sobre su uso. Entre ellos estan incluidos los
propios de los paquetes desarrollados por

los autores.

Julio Fernindez Biarge
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Esta breve novela estd dirigi-
da preferentemente al lector
joven (a partir de 12 afios),
por su prosa clara y sencilla y
su tono didéctico, completado
con un glosario de nombres propios y térmi-
nos histéricos.

Se narra la peripecia de José Ben Alvar, un
joven mozdrabe de la Cérdoba califal del
siglo X donde conviven las Tres Culturas. Su
condicién de cristiano no es obstéculo para
que José se eduque en la Escuela del Califa,



donde destaca por su talento matemdtico,
que le gana el apodo de Sidi Sifrn, «El
Sefior del Cero». Pero, victima de envidias,
debe huir del Califato hacia los condados
catalanes de la Marca Hispanica, refu-
gidndose en el Monasterio de Santa Maria
de Ripoll. Alli, como en el resto de la
Europa cristiana, todavia se usa el sistema
de numeracién romana y se desconoce el
Algebra. José se integra en la vida monés-
tica, dedicandose a la traduccién de la
obra de Al-Kowarizmi que ha traido consi-
go. Desde la intolerancia y cerrazén reli-
giosas, algunos juzgan que esos extrafios
simbolos (las cifras indo-Grabes) que José
utiliza son signos de herejes y que la gran
rapidez de célculo que permiten ha de
deberse a conjuros diabélicos. Por segun-
da vez, losé se verd en peligro, siendo su

Unico «delito» el conocimiento.

Tras su lectura, la obra da pie a ricas suge-
rencias interdisciplinares para desarrollar
con los estudianfes de Secundaria. Por una
parte, desde las Mateméticas, la reflexion
sobre el avance que supuso la numeracién
ardbiga sobre la romana, asi como la reso-
lucién de algunos problemas (los que apa-
recen en la novela y otros clésicos similares)
enunciados bajo la forma de poemas orien-
tales. También permite adentrarse en una
época de la historia de nuestro pais cuyo
brillo universal con frecuencia se olvida: el
Califato de Cérdoba, su refinamiento cultu-
ral y poder politico. Y al mismo tiempo, en
el significado e influencia de los monasterios
en la Baja Edad Media, junto a las pugnas
de los obispos y condes catalanes por inde-
pendizarse de los francos del norte. Mdas
alla de la novela, los escolares pueden
investigar qué ocurria en su ciudad o en su
regién en aquel tiempo, a qué mundo cultu-
ral y religioso perfenecia, qué huellas han
quedado. Muchas sorpresas pueden aguar-
darles. Aunque, sobre todo, es una obra
que abre posibilidades en el terreno ineludi-
ble (por accién u omisién) de la educacion
en valores. Permite, al hilo de una historia
lejana en el tiempo, abrir el pensamiento de
los escolares sobre cuestiones que siguen
_ hasta hoy vigentes: la intolerancia religiosa
‘ frente a la ciencia, la aleatoria condicién
del «extranjero», la necesidad del didlogo

entre culturas, efc.

En definitiva, considero que es una lectura recomendable para
nuestros alumnos y su uso didéctico por los profesores de las
dreas implicadas puede producir valiosas experiencias.
Afortunadamente abundan los fitulos de divulgacién y pasa-
tiempos matemdticos, pero no asi las obras literarias en que las
Matemdticas se relacionan con la historia y la vida. Animo a
que éstas se divulguen a través de las Recensiones de SUMA.
Pueden ser de gran utilidad en nuestra tarea educativa.

José Maria Sorando
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En el indudable despertar de las Mateméticas
recreativas en nuestro pafs {al menos entre una
amplia minoria del profesorado) hay algunos
eventos [y las personas que hay detrds) con

una especial relevancia. Entre ellos, en un

lugar destacado, hay que situar las Xornadas
de Matemdtica Recreativa que se celebran en A Coruiia. Y ello
porque con una infraestructura minima pero con mucho trabaijo,
entusiasmo y dedicacién, Manuel Pazos (‘Coque’ para los que
tenemos la fortuna de ser sus amigos) pone en marcha a cientos
de ensefiantes de todo Galicia y durante tres dias les propone
una oferta variada, rica y motivadora de distintos aspectos de
la matemdtica recreativa que se hace en los diferentes rincones
del Estado espafiol. Y no es tarea pequefia (aunque como en
tantas ofras ocasiones de mérito no siempre sea reconocida por
los estamentos oficiales), y més en estos tiempos de tanto hastio
entre los ensefantes, juntar a unos 750 asistentes (jsélo de
Galicia, ademas!) a los que se les ofrecen sesenta talleres, cua-
tro conferencias plenarias, diez y ocho comunicaciones, diez
muestras..., y un enorme ambiente l0dico y de intercambio de
experiencias. Por resumir, una suerte de megaferia del placer
matemdtico, preparado y listo para llevar al trabajo diario en
las aulas de los diferentes niveles primario y medio.

Aunque ese clima sea dificil de transmitir a la letra impresa, que-
dan bastantes efluvios del mismo en las Actas de esas [lI
Xornadas celebradas en junio de 1998 y que ahora aparecen
editadas. Més allé de la inevitable heterogeneidad de una
publicacién de este tipo, recogen un inferesante abanico de
sugerentes propuestas aplicables a nuestras clases, en la que
seguro que encontramos algunas con las que conectamos...., y
podemos lograr que nuestros alumnos también lo hagan. Un
buen filén del que sacar ideas para hacer que el préximo afio,



en que se conmemora el Afio Internacional de la Mateméticas,
sea inolvidable para nuestros alumnos. jAnimo Coque, y a por
las IV Xornadas!

Fernando Corbalan
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Este Informe que resefiamos corresponde a un
Proyecto de Innovacién subvencionado por el
MEC en el curso 1996/97 y llevado a cabo en dos colegios pobli-
cos de Badajoz, desde los niveles de Educacién Infantil hasta el
primer ciclo de la ESO. Su fitulo responde fielmente al contenido
del trabajo realizado, cuyo objetivo era «la busqueda de caminos
alternativos» para una mejor ensefianza de las Matematicas
mediante materiales elaborados por los participantes, «tomando
como punto basico el juego, al considerar al mismo como ele-
mento motivador para un posterior estudio de las mismas».

En la Infroduccién sitian los conceptos de juego, de mateméticas
y sus interacciones, y constatan que los juegos «pueden servir
para desarrollar los contenidos conceptuales de las
Mateméticas, [....] Pero nos parece que donde los juegos rinden
todo su valor es a la hora de desarrollar los llamados contenidos
procedimentales y actitudinales». Tras referirse o las formas de
utilizacién de los juegos, no sélo hablan de las innegables ven-
tajas que suponen, sino que también tratan de las dificultades de
utilizacién de los mismos (problemas organizativos —«espacios
para llevarlos a cabo, ruido,...»—, las dificultades materiales
para tener juegos en cantidad suficiente —«en el presente traba-
jo ofrecemos alternativas para la fabricacion de juegos con
material de bajo costes— y también la inseguridad del profeso-
rado a la hora de utilizarlos en clase), y en particular sefalan lo
poco apropiados que son los materiales comercializados (sirven
para una sola cosa, son caros,...). Por eso su alternativa es la
fabricacién por los propios alumnos de los materiales que deben
utilizar, puesto que ya hasta el propio proceso de elaboracién es
educativo. Desde luego que es una posibilidad utilizable en los
casos en que el profesorado esté motivado y transmite ese mismo
énimo a sus alumnos, pero no cabe duda que no es de fécil
generalizacién. Y por eso pienso que seria inferesante (urgente

quizds) que desde las (moltiples) administra-
ciones educativas y también desde las Aso-
ciaciones de Profesores de Mateméticas (o
de la Federacion) se tomaran cartas en el
asunto de fabricar lineas de materiales
manipulativos asequibles y generalizables.

En este Informe se presenta una variada
gama de posibilidades de materiales,
como se puede ver con la simple enuncia-
cién de los capitulos de actividades (blo-
ques logicos, juegos de fichas, juegos de
tableros, palillos, papel trama, poliminés,
rompecabezas, pajitas de refrescos, tan-
grams, teselados y tricker). Ninguno de
ellos especialmente novedoso [ni hace
falta, hay que olvidar esa falsa idea tan
extendida de que una ensefianza personal
requiere inventar desde la nada textos,
materiales, juegos,..., que mds de un pro-
fesor utiliza como excusa para no hacer
demasiadas cosas aparte de seguir el libro
de texto), pero todas ellas bien estructura-
das y presentadas, lo que indica que fue-
ron bien frabajadas en clase. Y como con-
secuencia de ello son de facil traslado a
nuestras clases con pocos (o ningdn) cam-
bios. Si hubiera que destacar alguno me
inclinaria por los rompecabezas y los tese-
lados. Asimismo hay una interesante biblio-
grafia sobre el tema, compuesta por libros
accesibles y la mayoria de ellos se pueden
encontrar en las librerias.

En cuanto a las conclusiones es preciso des-
tacar que les sucedié lo que se suele siempre
constatar cuando se hace una ensefianza
manipulativa, que «los alumnos han trabaja-
do las Matematicas desde ofro enfoque dife-
rente al tradicional, sintiéndose felices en
clase e intereséndose por las mismas». Y
que ademas «el Proyecto ha supuesto un tra-
bajo muy enriquecedor tanto para alumnos
como para profesoress.

En resumen, una publicacién interesante que
da cuenta de un buen trabajo, que supone
un paso més en la normalizacién de pro-
puestas de aprendizaje de las matematicas
en la que los propios alumnos participan
activamente y de la que se pueden extraer
variadas posibilidades de introduccion de
materiales manipulativos en las clases de
cada dia.

Fernando Corbalan



Ano 2000,
Investigaciéon en el aula

NO 2000: un reto para la comunidad
matematica

Se acerca el afio 2000. La cifra mitica que tanto dio que
hablar hace 25, 50 anos. Peliculas, libros, canciones, con-
ferencias, debates... Un sinfin de previsiones: sobre la
superpoblacién del planeta, la vida en el espacio, la pre-
cision de las maquinas, la produccién, el comercio, las
ventas a nivel mundial, etc. En todas y en cada una de
estas visiones de lo que entonces era futuro, tuvieron su
papel las matemiticas. No solo las matematicas, pero tam-
bién las matemadticas.

Ya estamos en el 2000. Aquel futuro es presente y la ver-
dad es que del mito ha quedado poco. No se vive en el
espacio, mis que algunos cortos periodos de tiempo. Los
ordenadores no se vuelven locos como HAL, pero tene-
mos la amenaza del efecto 2000. La poblacién del plane-
ta aumenta, pero las perspectivas catastrofistas no se cum-
plen, al menos en todo su rigor. Y las mdquinas muestran
una gran precision, especialmente las maquinas de matar.
Con sus errores, dramdticos e injustificables. Se decia en
television que los misiles conseguian su objetivo «con pre-
cisién matemdtica», Nos duele oir eso.

Las matematicas v el mundo son palabras que debieran ir
unidas: las matemdticas forman parte de la cultura, de
aquello que mds honra a la humanidad entera. Todas las
culturas han desarrollado matematicas, las matemdticas se
crearon y desarrollaron para resolver problemas huma-
nos. Quizds también puedan servir para pensar, para
pasar el rato, o para amargarle la vida a algunos estu-
diantes, pero la razén de ser de las matematicas es ayu-
dar en la resolucién de problemas humanos. Contar en un
mercado puede favorecer el intercambio justo y equitati-
vo. Orientarse y localizar un punto en el inmenso mar




puede salvar la vida a los naufragos. Prever el desarrollo
de una situacion atendiendo a sus variables y a la depen-
dencia mutua entre ellas, puede evitar un desastre, o lle-
var una operacion a buen puerto. Medir con mayor o
menor precision permite dominar el espacio que nos
rodea, construir casas donde vivir, objetos para comer,
dormir, sentarse... Disefiar nos permite compartir lo Gtil y
practico con lo bello, unir la estética a la utilidad. Jugar,
estableciendo normas que todos deben cumplir, puede
acostumbrarnos al juego democritico que, con suerte,
viviremos de mayores. Explicar las ideas propias, con sen-
tido, capacidad de sintesis, claridad en Ia exposicion, per-
mite que nos comprendamos mejor los unos a los otros.

Ahora, como siempre, las matematicas deben ayudar a
resolver los problemas humanos. No pueden ser una
herramienta de destruccién eficaz y rigurosa. Y en ello
todos tenemos nuestra pizca de responsabilidad.

Llega el afio 2000, declarado por la UNESCO Afio Mundial
de las Matematicas el dfa 11 de noviembre de 1997, a ins-
tancias de la Unién Matemitica Internacional (IMU). De
nosotros va a depender que las matemiticas sean prota-
gonistas del afio, puesto que las declaraciones no pasan
de ser solo eso. Somos las personas las que hacemos rea-
lidad los deseos, y en la Federacion Espafiola de Socie-
dades de Profesores de Matemiticas (FESPM) nos lo
hemos propuesto. No queremos que la celebracién de las
Matematicas en el 2000 sea de puertas para adentro, dedi-
cada en exclusiva a las personas que nos dedicamos a
ellas. Al contrario, nuestra propuesta es sacar las matema-
ticas a la calle, que los ciudadanos y las ciudadanas ten-
gan la oportunidad de percibirlas desde un angulo dife-
rente, que las reconozcan en sus actividades cotidianas,
en el mundo de la comunicacién, del arte, de la tecnolo-
gfa..., que se valore la importancia de las matematicas y
de la educacién matematica para el desarrollo de nuestra
sociedad.

Se ha creado un organismo para coordinar las actividades
del 2000: el Comité Espafiol para el Afio Mundial de las
Matemiticas (CEAMM2000). Esto ya es en si un logro,
pues por primera vez coincidimos en torno a un objetivo
comiln ~es mds, nos «vemos las caras» por primera vez—
todas las sociedades e instituciones de 4mbito estatal rela-
cionadas con las matemiticas y la educacién matematica:
hasta ocho Sociedades profesionales, el CSIC, la Real Aca-
demia de las Ciencias y el Ministerio de Educacién y Cul-
tura. Los representantes de la FESPM en el CEAMM2000
somos Maria Jests Luelmo y Xavier Vilella, por decisién
de nuestra Junta de Gobierno. También tenemos presen-
cia en el Comité Ejecutivo, formado por 4 personas.

Hasta ahora, el CEAMM2000 se ha reunido media docena
de veces (la dltima en Sevilla a finales de mayo). La pri-
mera parte de nuestro trabajo consistié en formar el comi-
té (tardamos un tiempo en coordinar a todas las institu-
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ciones implicadas...), definir nuestros
objetivos, establecer un plan de trabajo
Yy un presupuesto, crear una minima
infraestructura econémica Y poner en
marcha una secretaria (con la inestima-
ble ayuda del CSIC, que ha proporcio-
nado un administrativo, asesoria en
muchas cuestiones burocriticas y loca-
les de reunién). Pero nuestro interés se
ha centrado en impulsar la creacién de
los comités locales, de 4mbito autoné-
mico generalmente, apoyindonos en
las Sociedades de Ia FESPM, en los
decanatos y departamentos de Mate-
miticas de distintas facultades universi-
tarias, en los miembros de otras socie-
dades matemdticas. Estos comités loca-
les son los encargados de disefiar las
actividades para su zona; les hemos
propuesto, como elemento vertebrador,
la celebracién de una Semana de las
Matematicas en todos los centros edu-
cativos, complementada con activida-
des culturales de contenido matematico
para la poblacién en general (exposi-
ciones, concursos, cine y video, con-
ciertos, conferencias...),

Ademids de esta tarea de impulsar y
coordinar los comités locales, nos
hemos propuesto fomentar la presencia
del afio 2000 en las instituciones: el
principe Felipe ha aceptado la Presi-
dencia de Honor del Comité; la Comi-
sién de Ciencia y Tenologia del Senado
ha aprobado una proposicién no de ley
de apoyo al afio 2000, e incluso reali-
zard algunas actividades, como una edi-
cién facsimil de una obra matematica,
una exposicién de libros de matemati-
cas y otra con documentos y aparatos
de medida de la época de Ia implanta-
cion del Sistema Métrico Decimal. El
Parlamento andaluz ha adoptado una
resolucién similar y tenemos noticia de
que van a proponerse otras en diferen-
tes cdmaras autondémicas.

También nos parece importante poten-
ciar la imagen del afio 2000. Se ha con-
vocado un concurso de posters, que
fallaremos en breve, al que se han pre-
sentado mis de un centenar de pro-
ducciones, y un pintor de gran renom-
bre estd preparando un cartel conme-



morativo. Podremos aprovechar todas
estas imdgenes para confeccionar cami-
setas, calendarios, pegatinas... También
parece que van por buen camino las
gestiones realizadas para que se emita
un sello, incluso toda una serie, con
imagenes de matemdticos espafoles.

Televisién Espafiola nos ha confirmado
la emisién de una «noche temditica»
sobre las Matematicas, se estd prepa-
rando una serie para la television edu-
cativa, y tenemos en proyecto proponer
a las grandes cadenas estatales nuevas
actuaciones. Ya hay contactos con la
prensa, una
cobertura informativa adecuada, inclu-

intentamos conseguir

so que se dedique un suplemento
dominical al afio 2000. Sabemos que
muchos comités locales estin realizan-
do ya gestiones en el mismo sentido en
cadenas de televisién y en prensa auto-
némicas.

Estamos conectando con todas aquellas
instituciones y empresas que puedan
estar interesadas por las matematicas o
la educacién matemadtica, con el fin de
pedirles su colaboracién en el dmbito
estatal y local. Editoriales, casas de ma-
terial didactico, productoras de video y
software, distribuidoras de calculadoras,
grandes fundaciones... recibirdn un dos-
sier informativo sobre nuestros objeti-
vos y posibles puntos de colaboracion.

Finalmente, nos hemos propuesto crear
bancos de datos de recursos (exposicio-
nes, peliculas, videos..) que puedan
facilitar a los comités locales la organiza-
cién de sus propios proyectos. Inten-
tamos incluso recabar fondos para com-
. prar alguna gran exposicion «circulantes,

. pero la decision atn estd sobre el tejado.

De todas las actividades concretas de
las que ya tenemos noticia, queremos
destacar los dos grandes eventos que se
producirdn en Catalufia: por una parte,
_ el Tercer Congreso Europeo de Mate-
miticas, organizado por la Societat Ca-
- talana de Matematiques, que reuniri la
elite de la matemdtica continental; por
otro lado, el Congrés d’Educacié Mate-
matica cem?2000, organizado por la
Federaci6 d’Entitats per a 1'Ensenya-
ment de les Matemitiques a Catalunya
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£y

(FEEMCAT), que se celebrara por primera vez en su his-
toria, y que ha sido aceptado como congreso satélite del
3ecm. Un reto para nuestros compaferos catalanes, mas
atn cuando han escogido un tema a debate que resulta
ser de rabiosa actualidad: pretenden avanzar en el deba-
te entre Sociedad y Matemiticas, planteando una pregun-
ta: ¢Qué espera la Sociedad que se ensefie de matemati-
cas en los centros educativos? Para la preparacién y parte
del desarrollo del cem2000 desean contar con la presen-
cia y la opinién de destacados representantes de la
«Sociedad» y asimismo con la de educadores matemdticos.
Cuentan con un presidente de honor, Ken Clements, y
con un Comité Asesor de gala, encabezado por Alan
Bishop, Paolo Boero, Paulo Abrantes, Guida de Abreu,
Luis Rico, Josep Maria Fortuny, Claudi Alsina, entre otros
destacados compafieros.

Pero las actividades previstas para el afio 2000 no se aca-
ban aqui y cada dia surgen nuevas iniciativas. Por toda
Espafia se celebrardn conferencias, coloquios, jornadas,
concursos y exposiciones, en centros educativos y en
centros culturales, y se intentard que la presencia en los
medios de comunicacién sea constante. Queremos que al
final del afio 2000 la sociedad tenga una imagen mis com-
pleta y positiva de las matematicas, que las instituciones
educativas se sensibilicen hacia los problemas especificos
de su ensefianza, para que nuestra tarea de lograr una
educacion matemdtica justa y adecuada para toda la
poblacién sea, quizds, un poquito mas ficil.

Xavier Vilella

Maria Jests Luelmo
Representantes de la FESPM
en el Comité espafiol
del afio 2000 (CEAMM2000)

Investigacion en el aula de Matemé-
ticas. Los recursos

De nuevo, por cuarto aflo consecutivo, presentamos la
crénica de las jornadas JInvestigacion en el aula de Mate-
miticass, celebradas en Granada y organizadas por la
Sociedad Andaluza de Educacién Matemdtica Thales y el
Departamento de Djdactica de la Matemadtica de la Uni-
versidad de Granada.

En esta ocasion, las jornadas se han centrado en el tema
«Los recursos», intentando dar continuidad al seminario titu-
lado «Recursos para el aprendizaje en el aula de matemati-
cas. Elaboracién y usos, celebrado también en Granada el
curso pasado y promovido por la Federacién Espafiola de
Sociedades de Profesores de Matematicas, con el fin de res-
ponder a Ja demanda existente en un amplio sector del
profesorado de Matemdticas relacionada con este tema.



El trabajo se ha desarrollado, como viene siendo habitual,
a lo largo de dos fines de semana, durante los dias 12, 13
y 14 de noviembre y 10, 11 y 12 de diciembre. Mas de un
centenar de participantes de todos los niveles educativos
~Infantil, Primaria, Secundaria y Universidad— han com-
partido conferencias, comunicaciones, talleres, mesas
redondas, ademas del valioso intercambio informal de
puntos de vista, experiencias, ideas... que tiene lugar de
forma paralela en conversaciones «de pasillon,

Al igual que en ediciones anteriores, las jornadas han
estado abiertas tanto al profesorado en activo, como a
estudiantes de dltimos cursos de carreras, o a titulados
que atn no se han incorporado al mundo laboral, quie-
nes habitualmete encuentran dificultades para participar
en actividades de formacién del profesorado.

Antes de hacer referencia al trabajo desarrollado, hemos
de felicitarnos, todos, por el funcionamiento de las jorna-
das, tanto los organizadores por el trabajo realizado y por
la buena colaboracién que se ha vuelto a poner de mani-
fiesto, entre el departamento de Didictica de la Mate-
matica de la Universidad de Granada y la Junta Directiva
de la SAEM Thales de Granada, como los participantes,
por la buena calidad de sus aportaciones y todos los asis-
tentes porque su presencia y participacién posibilita y
anima este tipo de actividades.

Hemos podido escuchar cinco conferencias que han abar-

cado, con sus temas, todos los niveles educativos:

° (En el aula de Matemdticas se utilizan los recursos
diddcticos? José M.* Sinchez Molina.

° la fotografia como recurso en la enseianza de las
Matemdticas. Evaristo Gonzalez Gonzilez.

®  Recursos diddcticos de la ensefianza de las Matemd-
ticas en la Universidad, Miguel Pasadas Fernindez.

®  En Educacion Infantil globalizamos el conocimiento
con... A cargo del Grupo Ogijares, coordinado por
M.* Concepcién Martinez Ruiz.

®  Recursos y diversidad. Luis Pérez Bernal,

Para potenciar un trabajo patticipativo, y teniendo en

cuenta la peculiaridad del tema central de las jornadas, se

han desarrollado cinco talleres simultdneos, contando

todos ellos con una importante participacion:

*  Calculadoras grificas. Luis Rico y Evelio Bedoya.

*  Jugamos con Matemdticas. Recursos de Infantil Y Pri-
maria. José Damidn Zaragoza,

e Poliedros. Grupo La X.

®  Cabri. Agustin Carrillo de Albornoz.

°  Estadistica y Probabilidad. Coordinado por Carmen
Batanero.

Ademds de lo anterior ha tenido lugar una mesa redon-
da, coordinada por José M.* Cardefioso Domingo, sobre
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el tema Los materiales en la formacion
del profesor de Matemdticas. Hay que
destacar el interés suscitado por la
misma, asi como la alta participacion
de los asistentes.

Por otro lado, se han presentado distin-
tas comunicaciones, todas ellas relacio-
nadas con el tema comtn de los recur-
sos: «Elaboracion de juegos matemdticos
con cartulinas, Material didactico para la
enseflanza de la Estadistica informatiza-
da», «Una experiencia de uso de
Statgraphics como recurso didéctico en
la introduccién de la distribucién nor-
mab, Recursos y aplicaciones de la
Estadistica», <Materiales en el curriculo
de matemdticas», dLos organizadores del
curriculum en la Geometria de la Esfera.
Los textos de todas ellas, asi como los de
las conferencias, quedan recogidas en
las actas de las jornadas, que ya se han
distribuido entre los asistentes.

El acto de clausura estuvo presidido por
Antonio Romero, decano de la Facultad
de Ciencias de la Educacién; José Marfa
Sanchez, delegado de la SAEM Thales de
Granada; y José Marfa Cardefioso, miem-
bro del Departamento de Didactica de la
Matemdtica. Todos ellos elogiaron el
nivel de participacién y calidad de los
trabajos presentados, animando a Ia
organizacion a continuar con la activi-
dad que tanto interés despierta.

Belén Cobo Merino

SAEM Thales. Granada
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JORNADAS para el Aprendizaje y En-
senanza de las Matemaéticas

La novena edicién de las Jornadas para el Aprendizaje y
la Enseflanza de las Matemdticas convocadas por la
FESPM (Federacién Espafiola de Profesores de
Matemiticas), se celebrardn en Lugo los dias 9, 10 y 11 de
septiembre y tendrin como sede la Facultad de Vete-
rinaria. Las jornadas en esta ocasién estin organizadas
por la Seccién de Matemiticas de ENCIGA (Asociacion
dos Ensinantes das Ciencias de Galicia).

La cifra actual de inscritos ya supera los seiscientos de un
tope de ochocientos matriculados, en su mayoria profe-
sores de matemadticas de los distintos niveles educativos
desde la Educacion Infantil hasta la Universidad, proce-
dentes de distintas comunidades del Estado Espafiol. Hay
que destacar la presencia de algunos profesores de
Francia, Portugal, Italia, Rusia, EE.UU. y Cuba, asi como
la de cerca de cien estudiantes de las Facultades de
Matemidticas y de la Escuelas Universitarias de Formacién
del Profesorado.

Para este Congreso estdn previstas cuatro conferencias
plenarias, treinta y dos ponencias y més de cien comuni-
caciones repartidas en diez mesas temdticas. Simultinea-
mente con las sesiones anteriores habra: talleres, paneles,
muestras de software y videos didacticos y exposiciones
de libros y materiales didacticos.

Con motivo del Xacobeo99, estdn previstas rutas por el
Camino de Santiago, incluyendo una visita a Santiago de
Compostela.

Paralelamente a estas Jornadas se celebrardn actividades
de animacién matematica: el Museo Provincial de Lugo
acogerd una exposicién sobre «Matemdtica y Ciencia en
Galicia» y otra sobre la Historia de la calculadora.



La organizacion de las Jornadas pretende sacar a la calle
actividades de popularizacién de las matematicas,

Conferencias

° Rafael Pérez Gémez: Matemdticas Y Tercera Cultura.

*  Emna Castelnuovo: La matemcdtica escolar en este siglo.

° André Antibi: La motivacion en matemdticas Jla del
profesor? ;La del alumno?

e Claudi Alsina Catald: Entre la realidad ¥ la utopia...
Nosotros los de mates.

Presentacién del Afio Mundial de las
Matemdticas

La Unién Matematica Internacional en su reunién de Rio de
Janeiro (1992) acord6 proclamar el afio 2000 como «Afio
Mundial de las Matemiticas, esta propuesta fue respaldada
por la UNESCO en su 29.% Conferencia General (1997).

En un acto plenario del Congreso el profesor José Luis
Fernandez Pérez, Presidente del Comité Espafiol del Afio
Mundial de las Matemiticas, presentari las actividades
previstas en nuestro pais con motivo de esta celebracién.,

Ponencias por mesas teméticas

1. Tecnologias en la ensefianza de la Matemdtica. Calcu-
ladoras grificas y ordenadores.

* Manuel Cortegoso Iglesias, Enrique Gémez Ca-
brero: Qué matematicas habria que ensefar si se
permitiese el uso de todo tipo de calculadoras en
la selectividads.

® Maril6 Ferndndez Mira: «Yo programo, ta calculas,
el representa...».

* Francisco Puerta Garcia: Tratamiento de la fun-
cion derivada con calculadora graficas,

° Margarita Marin Rodriguez: Encuentros telemati-
€os con Matematicas»,

° Antonio Pérez Sanz: «Ver las Matemiticas,

* José Francisco Quesada Moreno: <l proyecto Thales-
CICA-Internet, como recurso didéctico y como
infraestructura para la educacién a distancian,

2. laensefianza de la Estadistica: Un reto pendiente.

® Francesc Borrel Thio: «La estadistica. Su presencia
en la sociedad actual y en el curriculum de la edu-
cacion secundaria»,

® Wenceslao Gonzilez Manteiga: «Una visién perso-
nal de la ensefianza de la estadistica en los dis-
tintos niveles educativos»,

° Anna Pol Masjoan: La estadistica. Su presencia en
la sociedad actual y en el curriculum de la educa-
cién secundarias.

IX JAEM
Lugo
septiembre 1999

Organiza:
ENCIGA

Convoca:
FESPM

Talleres y optativas de Matematicas.

José Luis Alvarez Garcia, Anto-
nio E. Gonzilez Garcia: «El Ta-
ller de Matemdticas: Un lugar
para la investigacions,

Luis Bou Garcfa: «Obradoiro de
Matemdticas: Algunas propuestas».

Matemdticas en la vida real y en rela-
cidn con otras materias escolares,

José Luis Fernindez Pérez: Mer-
cados financieros y matematicas».
Covadonga Rodriguez-Moldes
Rey: «Etnomatemadticas: Las ma-
temdticas "vivas's,

Del pensamiento aritmético al pen-
samiento algebraico.

Bernardo Gémez Alfonso: Los
cambios en las nociohes de
nimero».

Angeles Ortiz: «El pensamiento
algebraico para todos».

Bases del aprendizaje de las mate-
mdticas en la educacién infantil y
primaria.

Genara Borrajo Borrajo: «Cons-
truccion del conocimiento ma-
temdtico en la Educacién Infantil,
Mequé Edo Basté: Educacion In-
fantl: Una realidad plural repleta
de posibilidades matematicas».
M.* Antonia Canals Tolosa: «El
material manipulativo en el
aprendizaje de las Matemdticas
en la escuela primaria».
Antonio R. Martin Adrian: «Prin-
cipios constructivistas en la
ensefianza de la Matematicas.

Ensefianza de las Matematicas en la
Universidad

Felipe Gago Couso: «La abstrac-
cion en la resolucién de pro-
blemas».

José Méndez Pérez: Jda ense-
fianza de las matemiticas en la
Universidad»,

Formacién del profesorado de
Matematicas

M.* Luz Callejo de la Vega: dn-
vestigar sobre la propia practi-
ca, un medio de desarrollo pro-
fesionaly,



e Constantino de la Fuente Mar-
tinez: «El desarrollo profesional
y la formacién permanente:
(convergeran alguna vez hacia
el mismo limite?.

9. Las Matemidticas en la ESO y en

Bachillerato

e Gillermo Aguirre Herrera: «Sen-
tando las bases: dos, diez...
(Matemiticas en la ESO)».

e Fidela Veldzquez Manuel: dlas
Matemadticas en la Educacién
Secundaria Obligatoria: Un
modelo cultural»,

e Francisco Garcia: «Pueden so-
brevivir las matemadticas en un
Bachillerato virtualmente obli-
gatorio?,

o José Luis Valcalce Goémez:
«Matematicas en el Bachillerato.
Reflexiones sobre estructura y
curriculos.

10. Matemadtica recreativa
e David Barba Uriach: Mate-
mdtica magica... Matemitica
sorprendente?.
e Manuel Pazos Crespo: «Hacia la
Matemadtica recreativan.

Organizacién

La organizacion de las IX JAEM tiene
una piagina Web en la que se incluyen
toda la informacién disponible y actua-
lizada sobre estas jornadas:

http://www.cesga.es/jaem/

Para contactar con la organizacién de
las IX JAEM puede hacerse en la
siguiente direccién:
CEFOCOP de Lugo
Att: JAEM
Ria Dr. Yifiez Rebolo 31, 27004 Lugo
Tfno 982 251068/ 982 250912
Fax 982 251126
Email: cflugo@teleline.es

Para contactar con la agencia colaboradora
Hemisferios Viajes S.L.
Estacién de Autobuses 22 Planta
27002 Lugo
Tfno 982 25 45 45/ 982 25 40 40
Fax 982 23 13 07
Email: hemisferios.viajes@teleline.es

X OLIMPIADA
Albacete
Junio 1999

Organiza:
SCMPM

Convoca:
FESPM
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X Olimpiada Matemética Nacional

De 25 al 30 de junio del presente afio se va a celebrar en
Albacete la décima edicion de la Olimpiada Matematica
Nacional, para alumnos de 2.° de ESO, convocada por la
Federacién Espafiola de Sociedades de Profesores de
Matemadticas y organizada por la Sociedad Castellano-
Manchega de Profesores de Matemidticas, de reciente
constitucion. En esta ocasion la Olimpiada esta patrocina-
da por la Diputacién de Albacete y colaboran en su desa-
rrollo La Tribuna de Albacete, Texas Instrument, Libreria
Popular y Editorial Anaya, asi como los Centros de Pro-
fesores de Albacete, Almansa, Hellin y Villarrobledo.

Presentacién

Las olimpiadas matemdticas son certimenes colectivos de
resolucién de problemas que se remontan a los desafios
publicos de la Italia renacentista y tienen su referente en los
tiempos recientes en las competiciones que se iniciaron en
Hungria en el siglo XIX. Hoy en dia las olimpiadas mate-
midticas se celebran anualmente en todos los niveles edu-
cativos y 4mbitos geograficos con una masiva participacion
que supera con mucho a los Juegos Olimpicos deportivos.
A diferencia de lo que ocurre en estos Gltimos, en el caso
de las matemdticas, no se trata de batir marca alguna, sino
estimular el gusto por el estudio de esta materia.

Desde hace diez afos, la Federacién Espafiola de Socie-
dades de Profesores de Matemiticas viene convocando esta
Olimpiada para los alumnos de 13-14 afios en una edad
estratégica para que el gusto por la resolucién de proble-
mas matematicos se consolide entre los estudiantes.

La Olimpiada Matemitica Nacional pretende contribuir de
manera indudable a la popularizacién de las Matematicas
y a una elevacién del nivel de la educacién matematica de
chicos y chicas implicados durante varios meses en fases
provinciales y autondémicas en la tarea de resolver genui-
nos problemas matemaiticos. Los profesionales de la edu-
cacién que dedican su esfuerzo a la organizacién de la
Olimpiada Matemdtica parten de la firme creencia de que
su misién es mucho mas amplia que la de transmitir mate-
maticas. Como decia Freudenthal «nunca deberfamos pen-
sar en las Matemdticas que puede aprender un nifio, sino
en aquellas con cuyo aprendizaje se contribuya al desa-
rrollo de su dignidad humana». Lo importante no son las
Matematicas, sino los alumnos y alumnas.

Propésitos

e Ofrecer a los alumnos la oportunidad de «disfrutar
con la resolucién de genuinos problemas matemati-
cos, que no pueden resolverse con recetas previa-
mente aprendidas, sino que requieren de diversas
estrategias de pensamiento.




Sensibilizar a la sociedad de una mayor y mejor pre-
paracion matemdtica en la que se persiga fundamen-
talmente dotar de recursos para la resolucién de
situaciones problematicas.

Contribuir a la difusién entre profesores y alumnos de
aquellos aspectos de las Matematicas mas ladicos y
creativos.

Conocer y practicar estrategias heuristicas y destrezas
convenientes para la resolucién de problemas.

Servir como elemento de motivaciéon y profundiza-
cién sobre todo para aquellos alumnos més interesa-
dos por las Matemaiticas.

Contribuir a desarrollar la inquietud por la mejora de
la ensefianza de las Matemiticas provocando la sen-
sibilizacién de los profesores en primer lugar, pero
también de los alumnos y del publico en general.

Realizar pruebas en las que se fomente el gusto por
hacer matemiticas, evitando que la dificultad se con-
vierta en sinénimo de rechazo, sino mas bien en un
desafio para la mente y como tal sean tomadas como
un juego.

Dar a conocer a estudiantes y profesores parte de la
riqueza artistica, cultural y geografica de Castilla-La
Mancha.

IV Simposio Propuestas Metodolégicas
y de Evaluacién en la Formacién Inicial
de los Profesores del area de Didactica
de las Matemadticas

En el IIT Simposio que tuvo lugar en La Rioja, en febrero
de 1998, asumimos, desde Oviedo, la responsabilidad de
organizar el TV Simposio, que se celebrari los dias 10, 11
y 12 de febrero del afio 2000.

Siguiendo con la idea directriz de estos encuentros, nos
proponemos conseguir una puesta en comtin sobre las
experiencias reales de aula de los profesores del drea de
Did4ctica de la Matemitica.

Por ello, consideramos de interés el poder compartir
aquellas metodologias que realmente forman parte de
nuestra docencia, asi como los distintos planos de eva-
luacién que inciden en ella.
Desde este momento te invitamos a patticipar en este IV
Simposio. Para mds informacion dirigirse a:

Carmen Corral o Eduardo Zurbano

Escuela de Magisterio. Universidad de Oviedo
¢/ Aniceto Sela, s/n. 33005 Oviedo
Telef.: 985 10 31 89 y 985 10 31 93
e-mail: 4sdm@correo.uniovi.es

Comisién Organizadora
Juan Carlos Cortés
Ramén Cuenca Cuenca
Bernardino del Campo
Serapio Garcia Cuesta
Juan Emilio Garcia Jiménez
Jess Garcia Segovia

Santiago Turégano Moratalla

Programa
X Olimpiada

Viernes 25

Hasta las 14 horas. Recepcién de los
participantes.

17 horas. Inicio del concurso de foto-
grafia matemdtica. Entrega de céma-

. Tas y carretes.

17:30 horas. Sesién de matemagia.
Mateméticas lodicas y recreativas.
Geometria mojada.

Sébado 26

De 9:30 a 13 horas. Realizacién de la
prueba individual sobre resolucién de
problemas matemdticos.

17 horas. Visita a las Exposiciones
{Medidas tradicionales, Mosaicos,
Filatelia...) en el antiguo Ayuntamiento
de Albacete.

22 horas. Acto cervantino.

Domingo 27

Viaje a Cuenca, civdad declarada patri-

monio de la humanidad.

Visita matemética al Museo de la Cien-
cia de Castillala Mancha.
Recorrido por los principales monu-
mentos de interés histérico-arfistico:
Casas Colgadas y Museo de Arte Abs-
tracto, catedral gética, efc.

Visita a la «Ciudad Encantada».

Lunes 28

Recepcidn de carretes, para su revela-
do, para el concurso de fotografia
matematica.

De 10 a 13 horas. Realizacion de la
Prueba por Equipos en el Museo
Arqueolégico y Plaza del Altozano.
14 horas. Excursién a Aleald del
Jucar. Actividades deportivas al aire

libre.

Martes 29

Paseo por la ciudad.

Visita a las exposiciones.

12 horas. Acto de Clausura y entrega
de premios. Salén de Actos de la
Excma. Diputacién Provincial.
Comida de despedida.



NORMAS DE PUBLICACION

Los articulos se remitiran por triplicado a la redaccién de SUMA (Revista SUMA, ICE de Universidad de Zaragoza, C./
Pedro Cerbuna 12, 50009 Zaragoza), impresos a doble espacio, por una sola cara, en formato Din A-4.

Los datos de identificacién del autor no deben figurar en el texto original ya que éste serd enviado a asesores para ser
referenciado. Estos en ningln caso serdn informados de la identidad del autor o autores del trabajo y aconsejarén la
conveniencia o no de la publicacién del trabajo, o recomendarén posibles modificaciones, etc.

Los gréficos, diagramas y figuras se enviaran en hojas separadas (una para cada gréfico), en tinta negra sobre papel
blanco. Asi mismo, podrén incluirse fotografias. En el texto debe figurar el lugar donde deben ser colocadas; de igual
forma, si tiene que llevar un pie de ilustracién, éste se resefiard en la hoja donde aparece la ilustracién.

Adjunto al arficulo se redactard un resumen, de entre cinco y diez lineas, que no necesariamente tiene que coincidir
con la Introduccién al articulo. Debe ir escrito en hoja aparte. En ese mismo folio aparecerdn los datos de identifica-
cién del autor o autores: nombre y apellidos; direccién completa; lugar de trabajo; teléfono de contacto; sociedad fede-
rada a la que pertenecen (si procede).

Si se usa procesador de texto, agradeceremos que ademds se envie un disquette con el archivo de texto que contenga
el articulo, asi como tantos archivos gréficos, como figuras elaboradas con el ordenador se quiera incluir. La etiqueta
del disquette debe identificarlo sin lugar a dudas. En cuanto al formato de los archivos de texto, se recomienda MS-
Word (hasta version 5.0) en Macintosh, o WordPerfect (hasta version 5.1) en PC. Los archivos gréficos es preferible
que tengan formato EPS o TIFF.

En cualquier caso, tanto un ejemplar del texto como los graficos, si proceden de impresoras, deben ser originales y no
fotocopias.

Los trabajos se enviarén completos, aunque por necesidades de edicién pudieran publicarse por partes.

Las notas a pie de pagina deben ir numeradas correlativamente, numeradas con superindices a lo largo del articulo.
La bibliografia se dispondra al final del articulo, por orden alfabético de apellidos, indicando autor(es), afio, titulo del
articulo, titulo de la revista completo (en cursiva o subrayado), volumen y péginas del mismo. Por ejemplo:

TRIGO, V. (1995): «Generacién de nimeros aleatorios», Suma, n.° 20, 91-98,

En el caso de libros se indicard el autor{es), afio, titulo completo (en cursiva o subrayado), editorial y lugar de edicién.
Por ejemplo:

GARDNER, M. (1988): Viajes por el tiempo y otras perplejidades matemdticas, Labor, Barcelona.

En el caso de artficulos que se encuentran en una obra colectiva se indicard el autor(es), afio, titulo del articulo (entre
comillas), titulo del libro {en cursiva), editorial y lugar de edicién. Por ejemplo:

VILLARROYA, F. {1987): «Geometria: construir y explorar», en Aspectos didécticos de mateméticas, 2, ICE Universidad
de Zaragoza, Zaragoza.

Dentro del texto, las referencias a la bibliografia se indicarén con el apellido del autor y el afio entre paréntesis. Por
ejemplo: ...supone un gran avance {Herndndez, 1992).

Si el autor aparece explicitamente en el texto tan sélo se pondra entre paréntesis el afio. Por ejemplo: ...segin Rico

(1993).

Posteriormente, se nofificard a los interesados la aceptacion o no del articulo, asi como —en caso afirmativo- la posi-
ble fecha de su publicacién. En ese momento los aufores se comprometerén a retirar el arficulo de ofras publicaciones
a las que lo hayan remitido. No se mantendré correspondencia sobre las causas de no aceptacion de un articulo.




Fotocopiar y enviar a: Revista SUMA. ICE Universidad de Zaragoza. C./ Pedro Cerbuna, 12. 50009-ZARAGOZA

BOLETIN DE SUSCRIPCION
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~ América y resto del mundo

Deseo suscribirme a la revista SUMA:

Importe

(] Suscripcién a partir del n.° (3 nGmeros)

[ ] N.os sueltos:

Total

[] Domiciliacién bancaria (rellenar bolefin adjunto).

] Transferencia bancaria (Ibercaja: 2085-0168-50-03-000415-98).

[] Talén nominativo a nombre de FESPM-Revista Suma. Firma y fecha:

[L] Giro postal dirigido a Revista Suma.

Nombre y

apellidos: . . . oo

Cédigo Cuenta Cliente

emidad | | | | Jofcna [ | [ | Ioc [ | Jevena || L[ 1L L L1 1]

BANCO/CO .+ v o v v et e e e e e e
Agencia N’ ..o Direccidn: . .. ... .o
PoblaCiOn: .« . Provincia: .. ...

Sefiores, les ruego atiendan, con cargo a mi cuenta/libreta y hasta nueva orden, los recibos que periddica-
mente les presentard la Federacion Espafiola de Sociedades de Profesores de Matemdticas (FESPM) para el
pago de mi suscripcién a la revista SUMA.

Atentamente (Fecha y firma):
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