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En el presente trabajo se
obtiene un conjunto de
familias infinitas de métodos
numéricos, para la resolucién
de sistemas de ecuaciones
simulténeas. Estos algoritmos
se basan en la realizacién
de desarrollos analiticos
previos a nivel local
mediante diversos
procedimientos tomados del

Célculo elemental, como por

ejemplo el binomio de
Newton o la serie
geométrica. Como los
posibles desarrollos a
escoger son infinitos, el
conjunto asi definido
constituye una familia de
métodos, cada uno de los
cuales es convergente
mediante aproximaciones
sucesivas a la solucion (o
soluciones) de un mismo
problema. Tanto esta
sistematizacién de métodos
como alguno de los mismos
podrian ser, segin creemos,
novedosos en la fiteratura:
de hecho, como se ilustra en
el cuerpo del articulo, ciertos
elementos particulares de
estas familias equivalen a
algoritmos previamente
conocidos que se ven, por
tanto, generalizados bajo
esta nueva perspectiva.

MODO DE INTRODUCCION del método general, comen-
zaremos con el caso mias sencillo de desarrollo de algorit-
mos iterativos convergentes para el cilculo aproximado de
las raices reales de un polinomio, utilizando para ello
métodos elementales de aproximaciones recurrentes suce-
sivas, cuya construccion se basa en el desarrollo del bino-
mio de Newton y en la serie geométrica.

El método aqui expuesto sigue la siguiente linea. Sea la
ecuacién polinémica:

n .
Eaix’=P(x)=0 ®

i=0
donde P(x) es un polinomio de grado #, con coeficientes
reales o complejos a,, i=1,2,... , n

Para establecer nuestros algoritmos usamos el siguiente:

Lema: Si x es un ntmero real tal que lxl< 1,y kesun
entero positivo, entonces:

0

1
32— @
p=0 (1—.%’)

La demostracion, puede consultarse en Apostol (1978).

Tenemos que si a # 0 es una solucién real de (1) entonces:

n ¥

Eaiai = Ezal-((cx—r)+r)i =0 r€l(a,p),p>0 (3)
i=0 i=0

Si en el primer miembro de (3) desarrollamos con el
binomio de Newton y escogemos los términos lineales en
(a -1y (o - r)/r, ambos convergentes a cero, en los dos
miembros (porque (a - ¥y ((a - »)/r)’ tienden a cero
cuando r = a, p > 1, p € R), entonces podemos despe-
jar o como funcién de » en un entorno de la raiz a y

obtenemos asi una funcién que llamaremos a = E(7).



Alternativamente, podemos transformar la ecuacién
P(x) = 0 en otra equivalente, si suponemos que la raiz
o de P(x) = 0 es no nula (las raices nulas son identifi-
cables por simple inspeccién de un polinomio y no pre-
sentan mayor interés en el problema que ahora nos
ocupa). Por ejemplo:

P(x)
=0
m

x
Si ahora utilizamos (2) o el binomio de Newton, depen-
diendo de si los valores que damos a m son o no positi-
vos, y de si m es un nimero entero o real, y despejando
o como en el caso anterior, llegamos a una familia infini-
ta de algoritmos a = & (7).

m
Dada la funcién &(%), se toma un valor de partida X, = c
que es un nimero racional o real arbitrario en un entor-
no de la rafz a (por ejemplo, x, puede ser la parte ente-
ra de a, en el caso en que se conozca el intervalo en que
se encuentra la raiz). A partir de aqui tendriamos:

xlv+1 = E(‘xn) nz0

Planteamos al lector como problema abierto la demostra-
cién formal de que tales familias de algoritmos son con-
vergentes.

En particular, en el caso de la ecuacion &* = g, a > 0 para
m =0, 1, 2 obtenemos x* = a, x = a/x, y 1 = a/x?, res-
pectivamente. El primero de estos tres métodos conduce
al llamado algoritmo de Newton o aritmético; y el segun-
do es el algoritmo de aproximacién arménico.

Ejemplo: distintos algoritmos iterativos
para el calculo de la raiz de la ecuacién
x2=x+ 1

Como ilustracién de lo anterior mostramos a continuacién
varios algoritmos iterativos para el computo de las raices
de la ecuacion:

P=x+1 4
Algoritmo 1: Si a. es una raiz de (4), entonces a? = a + 1.
Asi, sit € I(a, p), p > O:
a+1=UaN+ P =2ra-r) + R

donde se ha tomado la aproximacién lineal. Por tanto:

2
1
oc=oa(r)=r +1, 7o — ©))

2r-1 2

El algoritmo asociado a (5) serd pues:

1+x2
Kpe1 = ., n=0 ©)
2x, -1

n

Como ilustracion
de lo anterior
mostramos a
continuacion

varios aigoritmos

iterativos para el
computo de las
raices de la
ecuacion:
X=x+1

Los dominios de convergencia en este
€aso son:

1+\/§

lim x, = 2
w1245

, X9 >1/2
, Xg<l/2

Algoritmo 2: Dado que o = o + 1/o
tememos:

1 1/ r—a]

==1+——L1+

r(l—r_a\ r

a=1+
r

7

donde hemos tomado la aproximacion
lineal y » € I(a, p), de modo que resul-
ta que:

2
v+ 2r

2
r +1

a=0(r)=

De aqui se deduce el algoritmo para la
computacién de o

2
X, + 2%,
2 2
%, +1

Xps1 = n=z0

ahora los dominios de convergencia son:
1445
lim x, =

2
n—>o0 1—\/5
2

s x0>06x0<—2

s —-2<XO<O

Algoritmo 3: Escribiendo la ecuacién
(4) como 1 =1/a + 1/0* y operando se
obtiene trivialmente:

1= ! + !
rrl- - o) rz/l_r—oc\z
S B
1(1+0c’)+—12—(1+20c’)
r r

donde o' = (7 - a)/r . Por tanto el algo-
ritmo es:

%, (x, +1)(3-x,)

Xpnel = =0
X, +2
En este caso tenemos:
1++/5
Z\F, 3>x5>0

lim x, = -
n—s>w 1-4/5

\/ , 0>x9>-1

2



Algoritmo 4: La Gltima posibilidad que
consideraremos resulta al tomar la
~ expresion @® = o + a. Con r € I(a, p)

. tenemos:

(a-r+rP=(@-r+r? +a

Y la aproximacion lineal nos da:

a(37"2—27’—1)=2r3—r2 =
2
2r-1
arya 7D
(r=-1(3r+1)
Asi llegamos al algoritmo:
2
x,(2x,-1) "= 0

Xps1 = ’
(%, -1(3x, +1)

Como en casos anteriores resulta:

1+\E
2
1-45

2

,x0>1

lim x, =
Hn—>00

, x0<—1/3

Fuera de los rangos indicados en los
algoritmos 3 y 4, la convergencia se da
por intervalos. Se propone como ejercicio
al lector el estudio del comportamiento
de los algoritmos en estas regiones.

Sistemas generales. Ejemplo:
interseccion de dos cénicas

De la teoria y los ejemplos precedentes
se infiere que esta misma técnica puede
utilizarse para aproximar ecuaciones tri-
gonométricas, exponenciales, etc. De
hecho, los sistemas de cualquier clase
en las incégnitas x;,... , x, pueden
resolverse aplicando los métodos ante-

riores.

Ejemplo: Calculemos los puntos comu-
nes o de interseccién de las conicas:
C: X+ =d a>0

C: b>0

o xy = b,

Si P (a, B) fuera un punto de la inter-
seccién C, N C,, entonces, para cada
&, 8) € (e, B), p/, p > 0, entorno del
punto (a, B), podemos escribir:

(x-D)+ P+ (-9 +sP =a
((x-D+1(y-s)+s)=b

De la teoria y los
ejemplos
precedentes se
infiere que esta
misma técnica
puede utilizarse
bara aproximar
ecuaciones
trigonomeétricas,
exponenciales, etc.

Teniendo en cuenta los rangos de valores que toman las
distintas variables podemos realizar la aproximacién lineal
correspondiente, de la que se obtiene:

2r(x - 1) +2s(y-s) =a? - P - &
sx-n+ry-s)=b-rs

Resolviendo en (x - ) e (y - s) llegamos a:

r3+r(a2—s2)—25b 2 2

, * &S
2(r2—sz)

x=x(r,s)=

—s3+s(r2—a2)+2rb 2 2
2 > , ¥ #§
2(r° =-s")

Asi hemos obtenido dos funciones racionales, en las varia-
bles 7, s, definidas para 7, s € R, # = &, continuas y dife-

y=y(ris)=

renciables y que pueden ser interpretadas como dos
superficies en R’, asociadas al sistema original. Entonces,
si [x] denota la parte entera de un nimero real x, pode-
mos construir el algoritmo iterativo asociado al problema:

(xp 3 = Uad, [BD

2 2
xns +xn(a ~In )_Zynb

Kne1 = 2 > , o= [lim X,
Z(xn ~Vn Y o
3 2 2
VY tVn (‘xn -a )+ 2xnb ;
Yne1 = 2 P , B=tm In
2('xn ~Yn ) =

El rango de n es »# = 0. Al igual que en el ejemplo de la
ecuacibn, este algoritmo no es el Gnico posible: pueden
construirse otros mediante desarrollos similares a los alli
empleados.

Se puede comprobar que el algoritmo anterior es conver-
gente a la raiz (a, B) del sistema y que, ademds, este
punto es un invariante de las superficies.

Conclusiones

Se ha presentado aqui un método que genera familias infi-
nitas de algoritmos iterativos convergentes para la resolu-
cién de sistemas de ecuaciones generales en una o mas
variables. Estos algoritmos han sido comprobados en la
prictica, para ejemplos concretos, mediante una rutina en
TURBO PASCAL ejecutada sobre un PC con procesador
386. Las convergencias observadas en los intervalos apro-
piados son, sin excepcién:
e Hacia alguna de las soluciones correctas.
e Al cabo de pocos pasos (en los mejores casos se
puede obtener a partir de un entero una aproxima-

cién a un nimero trascendente con 9 cifras decima-
les correctas al cabo de 3 iteraciones).



o Entiempos de computacion instantineos (menores al
segundo).

Los algoritmos expuestos, aparte de su generalidad o de
su interés tebrico por los aspectos de su desarrollo que
quedan pendientes, ofrecen una amplia posibilidad de el
eccién que se adapte a la implementacion concreta que
requiera cada caso. Es aqui donde los criterios de robus-
tez, velocidad de convergencia y economia en tiempo de
cilculo deberdn ser tenidos en cuenta para seleccionar el
algoritmo éptimo entre los infinitos posibles.
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