El papel de los esquemas
en la resolucion de problemas
de enunciado verbal*

Pearla Nesher

En el arficulo se pretende
demostrar que la capacidad
para resolver problemas de
matemdticas depende de los
niveles de esquemas y de las

estructuras que tienen los
chicos y chicas. Se sugiere

que si los profesores son
conscientes de los esquemas

necesarios parca asentar
cada nivel de aprendizaje y

presentan los problemas a
los alumnos de la forma més

general posible, eso
facilitard la resolucion.
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E GUSTARIA hablar del papel de los esquemas en general
y demostrar como pueden ayudar en el aprendizaje de los
problemas aritméticos de enunciado verbal. Las definicio-
nes incluidas en el articulo fueron elaboradas por Fischbein
(1997) y se basan en la nocién de esquema de Piaget.

Rumelhart escribié «..con toda seguridad, los esquemas
son los bloques con los que se construye la cognicion.
Son los elementos fundamentales de los que depende
todo el procesamiento de la informacion. Los esquemas
se emplean en el proceso de interpretacion de los datos
sensoriales (tanto de los linglisticos como de los no lin-
glifsticos), en la determinacién de objetivos y subobjetivos
y en la direccién del flujo de procesamiento del sistema»
(Rumelhart, 1980, pp 33-34).

Fischbein opina que un esquema también es una estrategia
para resolver una cierta clase de problemas. AcentGa el
aspecto conductual de los esquemas: para €l, son un plan
de accién. Tenemos un ejemplo sencillo: la apertura de una
puerta con su manilla, es decir, el esquema consiste en
saber que debemos bajar la manilla y empujar la puerta o
tirar de ella. No le damos importancia ya que para nosotros
es una accion instintiva, pero cuando nos encontramos fren-
te a otro sistema que no reconocemos, como me oculrioé en
los trenes espafoles, (pulsar el botén verde para abrir la
puerta...) debemos construir un nuevo esquema de accién.,

A continuacion me referiré al papel de los esquemas en
la resolucién de problemas de enunciado verbal.

En particular quisiera resaltar la presencia cada vez mayor de
los esquemas como ayuda para resolver problemas de mate-
miticas. Me referiré a los esquemas aditivos pero se podria
aplicar también a otros mds avanzados. En primer lugar qui-
siera demostrar que las dificultades de los alumnos cuando se
enfrentan a la resolucion de problemas de enunciado verbal
son de caracter cognitivo y de alguna manera universales.



Nombre de la categoria

Caracteristicas

Ejemplo

1. Combinacién

2. Cambio

3. Comparacion

Implica relacién estética entre
conjuntos. Se pregunta sobre el
conjunto unién o sobre uno de
los dos subconjuntos disjuntos.

Describen incrementos o dismi-
nuciones en un estado inicial
para producir un estado final.

Implica comparacién estatica
entre dos conjuntos. Se pregun-
ta sobre el conjunto diferencia o
sobre uno de los conjuntos cuya
diferencia se conoce.

Hay 3 chicos y 4 chicas.
sCudntos son entre todos jun-
tos@

Juan tiene 6 canicas. Pierde 2
de ellas. gCudntas canicas
tiene Juan ahora?

Tomds tiene 6 canicas y José
tiene 4. sCudntas canicas
mds tiene Tomas que José?

¢
Tabla I. Las tres categorias seménticas generales de problemas de adicién y sustraccion

Los investigadores han comenzado a estudiar qué hay
detrds de las grandes dificultades a las que se enfrentan
los alumnos. En un primer momento los investigadores
(Carpenter, Moser y Romberg, 1982, De Corte y
Verschaffel, 1981; Kintsch, Kozminsky, Streby, Mckoon y
Keenan, 1975; Nesher y Katriel, 1977; Nesher y Teubal,
1975; Riley, 1983; Riley y Greeno, 1988; Vergnaud, 1988)
establecieron distinciones entre los diferentes problemas

Titulo

Descripcién general

Porcentaje. de éxito (%)

Combinacién 1

Combinacién?2

Cambio 1
Cambio 2
Cambio 3
Cambio 4
Cambio 5
Cambio 6

Comparacién 1
Comparacién 2
Comparacién 3
Comparacién 4
Comparacién 5

Comparacién 6

Pregunta sobre el conjunto unién (total)

Pregunta sobre un subconjunto (parte)

Aumento, pregunta sobre el conjunto final

Disminucién, pregunta sobre el conjunto final

Aumento, pregunta acerca del cambio
Disminucion, pregunta acerca del cambio

Aumento, pregunta sobre el conjunto inicial

Disminucién, pregunta sobre el conjunto inicial

Usando «mas», pregunta sobre el conjunto diferencia
Usando «menos». pregunta sobre el conjunto diferencia
Usando «mdés», pregunta sobre lo «comparado»

Usando «menos», pregunta sobre lo «comparados

Usando «més», pregunta sobre el referente

Usando «menos», pregunta sobre el referente

79-86
46-52

79-82
7275
6272
7577
2848
39-49

76-85
6675
65-80
66-81
43-60
35:54

Tabla II. 14 tipos de problema de enunciado verbal de adicién y sustraccién
[categorfas seméanticas y posicién del término desconocido)

aditivos y los agruparon en tres catego-
rias principales: la investigacion se hizo
en varios paises y en todos ellos se
coincidié en la misma categorizacion
de los problemas de enunciado verbal.
La tabla I presenta estas tres categorias.

Investigaciones adicionales sobre el
nivel de dificultad en cada tipo han
conducido a una distincion mis sutil
entre los problemas de cada categoria
que se presenta en la Tabla II.

Como se puede observar, cada uno de
los 14 problemas presenta un diferente
nivel de dificultad. Los problemas de
Cambio 5y 6, en los que se dan el con-
junto final y el cambio y el conjunto ini-
cial es el desconocido, son los mias difi-
ciles en todos los niveles.

Como en el caso de los problemas de
Cambio, la dificultad de los problemas
de Combinacién y Comparacién tam-
bién varfa dependiendo de lo que es
desconocido. Los problemas de Combi-
nacién 2, por ejemplo, son significati-
vamente mis dificiles que los de Com-
binacién 1. Los problemas de Compara-
cién en los que el referente es desco-
nocido son mis dificiles que cualquier
otro problema de Comparacién.

Los inicios

Cuando los nifios empiezan a describir
el mundo con ntameros, forman la
nocién de conjunto (Fuson, 1992;
Greeno, 1978; Nesher, Greeno y Riley,
19824). Su primer paso matemitico serd
contar objetos. Cuando el nifio comien-
zan la escuela podemos admitir que
tiene ya los siguientes esquemas:

En el Nivel 1. El nifio ya ha construido
los esquemas para contar (predicativos
y cardinalidad) y puede identificar
conjuntos a partir de diversas descrip-
ciones verbales (nombres de concep-
tos, localizaciones, situacion temporal,
posesiones, etc.): esto incluye la capa-
cidad para hacer operaciones simples
como afiadir o eliminar objetos de los
conjuntos y entender que cambia el
nimero de objetos del conjunto. La



competencia aritmética consiste en con-
tar y encontrar el cardinal de un conjun-
to dado (Nesher y otros, 19828). Con
este tipo de esquemas, pueden resolver
diversos tipos de problemas, contandolo
todo, vy siempre desde el principio.

En el Nivel 2: El nifio es capaz de enca-
denar acontecimientos por causa y
efecto y anticipar resultados de accio-
nes descritas en lenguaje ordinario.
Decimos que ha construido el esquema
de cambio. En aritmética, las operacio-
nes “+” y “=” son distintas, no relacio-
nadas y el signao “=" se entiende como
una sefial para ejecutar un procedi-
miento. Estd subyacente el esquema de
cambio.

En el Nivel 3: El nifio es capaz de for-
mar un esquema parte-parte-todo, que
puede usarse para representar relacio-
nes entre conjuntos en las que se des-
conoce el cardinal de uno de ellos que
estd definido por comprension (predi-
cados). Un conjunto puede también
definirse mediante comparaciones rela-
tivas. Los esquemas en este nivel estin
relacionados con la comprensién de la
inclusién.

En aritmética, en este nivel, la estructura
aditiva es reversible e incluye el signo
“=" para denotar una relacién de equi-
valencia. Obsérvese que el esquema
parte-parte-todo en el nivel 3 es reversi-
ble e incorpora ademds la relacién aditi-
va, que ahora incluye las operaciones
“ry

operan sobre la misma estructura.

“«_n

como operaciones inversas que

En el Nivel 4. El nifio puede usar el
esquema reversible para relaciones no
simétricas ((lo que ya se habia iniciado
en el nivel 2). Puede manejar descrip-
ciones direccionales, (ordenadas, por
ejemplo «mis» 0 «nenos») de una forma
mis flexible. La artimética, en este
nivel, incluye la capacidad de estable-
cer desigualdades y la capacidad de
igualar desigualdades mediante sumas
O restas.

En la descripcién de los anteriores nive-
les de desarrollo suponemos que, al
menos, estan involucradas dos tipos dis-
tintos de estructuras de conocimiento:

... el crecimeinto
logico-matemditico

a) el conocimiento del mundo que tiene el nifio, y

b) su conocimiento de las estructuras l6gico matematicas.

Las fuentes de estas dos estructuras del conocimiento, tal
como indico Piaget (1971, 1976), no son las mismas. Desde
luego, el crecimeinto l6gico-matemdtico del chico no
puede entenderse divorciado de su experiencia con obje-
tos fisicos. No obstante, el mecanismo de este crecimiento
es diferente como se indica en las referencias de Piaget a
la «abstracciéon simpler y a la «abstraccién reflexiva» (Piaget,
1968; Piaget, 1971 (1967); Piaget e Inhelder, 1969).

del chico Comprensién de los niveles de actua-
no puede cion en la resolucion de problemas
entenderse aritméticos de enunciado verbal
divorciado

de su experiencia
con objetos fisicos.

En la seccidén anterior hemos hecho un bosquejo de los
tipos generales de conocimiento que suponemos subya-
cen a la resolucién de problemas aritméticos. Ahora nos
fijaremos en los descubrimientos empiricos y mostrare-
mos como se pueden entender a la luz de los niveles de
desarrollo anteriores. La Tabla III presenta este desarrollo
en dos dmbitos diferentes: el conocimiento empirico del
mundo y el conocimiento 16gico-matemdtico.

Nivel

Conocimiento empirico Operaciones matemdticas

1

Recuentos

2
Cambio

3
Parte-Parte-Todo

4
Relaciones
direccionales

Se refiere a conjuntos, a afiadir y
quitar - elementos  a  conjuntos.
Comprensién de «poner», «dar»,
«tomar, etc. que denotan cambio

‘en la localizacién o posesion.

Capacidad de encadenar aconte-
cimientos por. causa y efecto. Se
refiere ‘a la cantidad de cambio.
Comprensién de una secuencia de
acontecimientos ordenados en el
tiempo de forma no reversible.

Se dispone de un esquema. reversi-
ble y puede usarse paraencontrar la
parte desconocida en una secuencia
de acontecimientos. Comprension
de la relacion de inclusion.

Reversibilidad  de relaciones no
simétricas. Habilidad para mane-
jar descripciones ' direccionales
(mas/menos} y cuantificar una
relacién (comparacién relatival.

Capacidad para contar y encon-
trar el cardinal de un conjunto.
Ordenacién de nimeros

2<5<8

Comprensién de la suma y resta

como procedimientos, “+” y "
son distintas
a+b—c

a-b—c

Comprension de la relacién entre
tres nimeros en una ecuacién (“=").
Conexién entre suma y resta:

si a+b=c entonces c-b=a y c-a=b

Capacidad para manejar la desi-
gualdad y su relacién con la igual-
dad, ‘igualandola ‘por adicién o
sustraccion:

si a>b entonces a~c=b y b+c=a

Tabla lll. Aspectos del desarrollo




Explicaremos como funcionan de forma coordinada. En
referencia a la Tabla III, el nivel 1 se define por la capa-
cidad para representar y operar en conjuntos sencillos. El
conocimiento que puede aprovecharse para representar
informacion sobre conjuntos incluye esquemas para iden-
tificar conjuntos y la capacidad para representar el cardi-
nal de un conjunto (Riley, 1983; Riley y Greeno, 1988).

Estos esquemas son suficientes para resolver problemas
de Cambio 1y 2 y Combinacién 1. Estos comparten dos
caracteristicas principales:

(1) La estrategia requerida para resolver el problema
puede seleccionarse a partir de informacién parcial y
local, y

(2) la solucién se puede obtener directamente contando
lo elementos del conjunto en el momento en que se
hace la pregunta.

Por ejemplo, consideremos como en el nivel 1 un nifio
puede resolver un problema de Combinacion 1:

José tiene 3 canicas.
Tomés tiene 5 canicas.

2Cudntas canicas tienen entre José y Tomds?

La comprensién de la primera frase requiere que el nifio
use su conocimiento del verbo posesivo ¢ener» para repre-
sentar el conjunto de canicas que tiene José. A partir de
ahi, el nifio selecciona una manera de representarlo y
cuenta un conjunto de tres objetos. Este procedimeinto se
repite para la segunda frase. Para dar la respuesta, el nifio
s6lo necesita contar el conjunto reunioén. Asi, resolver una
situacion de Combinacién 1 supone tres acciones aisladas
de recuento de conjuntos bien definidos.

De forma aniloga, los problemas de Cambio 1y 2 pue-
den resolverse a partir de caracteristicas locales del pro-
blema que especifican acciones de recuento aisladas,

Por ejemplo, consideremos el siguiente problema de
Cambio 1:

José tiene 3 canicas.
Entonces Tomds le da 5 canicas mds.

sCuéntas canicas tiene José ahora?

La primera frase de este problema es idéntica a la prime-
ra del ejemplo anterior. La segunda frase requiere que el
nifio, antes de nada, entienda que el verbo «dar se refie-
re en este caso a incrementar el conjunto inicial en un
nimero apropiado de canicas. La respuesta, de nuevo
,supone contar los elementos del conjunto descrito por la
pregunta. Contindolos todos como una tarea separada de

las otras.

El conocimiento
que puede
aprovecharse
para representar
informacion
sobre conjuntos
incluye esquemas
Dpara identificar
conjuntos
y la capacidad
para representar
el cardinal
de un conjunto.

En contraste, consideremos lo que ocu-
rre cuando la solucién no puede deter-
minarse s6lo por referencia a la posesion
final, como en el caso del Cambio 3:

José tiene tres canicas.
Tomds le da algunas canicas mas.
Ahora José tiene 8 canicas.

3Cuéntas canicas la ha dado Tomas
a José?

Resolver este problema supone contar el
conjunto inicial de 3 canicas, a continua-
cion afiadirle 5 canicas en respuesta a la
frase «Ahora José tiene 8 canicas». En este
punto, la representacién del problema,
de un nifio en el nivel 1, es simplemente
el conjunto final de canicas que tiene
José. O bien el conjunto de las canicas
agrupadas. Asi que cuando se pregunta
«Cudntas canicas ha dado Tomas a José?
el nifio responde «ocho» u «once» y no la
respuesta correcta, «cincos.

Asi que nuestro andlisis no solo explica
coémo los nifios en el nivel 1 resuelven
ciertos problemas con éxito, sino que
también por qué en ese nivel fallan al
resolver otros problemas que requieren
la capacidad de encadenar aconteci-
mientos (como en el caso de los pro-
blemas de Cambio 3). Este es el conoci-
miento que atribuimos a los nifios en el
nivel 2. Discutiré ahora, con detalle, los
otros niveles que aparecen en la tabla.
El lector interesado puede buscar mis
informacién en Nesher y otros (19824).

La capacidad para resolver problemas
como los de Cambio S o Cambio 6 en el
nivel 3 introduce una de las mis pode-
rosas predicciones de nuestro modelo
tedrico. En estos problemas, los esque-
mas semdticos que se originan, a través
de la experiencia del nifio con el len-
guaje ordinario, contradicen la semanti-
ca recientemente aprendida de la suma
y resta (“+” y “="). Por ejemplo, conside-
remos un problema del tipo Cambio 5:

Daniel tiene algunas canicas.
Encuentra 5 canicas mas.

Ahora tiene 8 canicas.

¢Cudntas canicas tenia al principio?



Ia experiencia del nifio con el lenguaje
patural le induce a sumar («encontrar
significa «sumar). Que escoja restar
(para llegar a la solucion correcta)
puede conseguirse s6lo si la semantica
del lenguaje natural y del lenguaje
matematico estan diferenciadas como

sistemas auténomos, de manera que
cada una de ellas pueda, ademas, desa-
rrollarse para alcanzar la coordinacién
necesaria entre los dos sistemas.
Resolver problemas de Cambio 5 supo-
ne interpretar el «estado inicial, el
«cambio» y el «estado final» del proble-
ma anterior de una forma no temporal
sino como una relacién parte-parte-
todo. De manera que si se conoce una
parte vy el total, la segunda parte se
encuentra restando.

Asi que, en este nivel, el nifio es capaz
de establecer conexiones entre su
conocimiento del lenguaje natural y su
conocimiento matematico, no sobre la
base de sefales linguisticas aisladas,
sino mds bien a partir de la compren-
sion de la semdntica subyacente en
ambos lenguajes. Ahora es capaz de
imponer la estructura légico-matemdti-
ca, que es reversible e independiente
del tiempo en una situacién secuencia-
da temporalmente descrita en lenguaje
natural.

En resumen, nuestra hipdtesis respecto
a los niveles de desarrollo explica qué
tipo de problemas puede resolver un
nifio en un determinado nivel. Esto se
resume en la Tabla IV.

Estructuras matematicas
mas complejas

Una vez el nifio ha alcanzado el esque-
ma parte-parte-todo, ya ha adquirido
una estructura matematica aditiva autd-
noma que puede servir en todos los
contextos en los que se necesita sumar
o restar. Esta estructura puede repre-
sentarse en un diagrama que consiste
en tres componentes relacionados
(Figura 1). Notese que, aunque uno de
los componentes sea incompleto (o
insaturado, es decir, que tiene sblo la

... nuestra
hipotesis
respecto

a los niveles
de desarrollo
explica qué tipo
de problemas
puede resolver
un 1inio en
un determinado
nivel,

descripcién del conjunto pero no su cardinal), se puede
asignar a cada componente un papel en la relacion aditi-
va (estructura). En el diagrama, las dos cajas superiores
representan subconjuntos, mientras que la caja inferior
representa la unién de los dos subconjuntos.

Figura 1: Esquema parte-parte-todo

o

Considerando el anterior esquema como un objeto mate-
mitico se pueden construir jerarquias matemdticas supe-
riores que pueden servir como esquemas para situaciones
mas complejas.

Por ejemplo, en la figura 2 se presentan esquemas que
muestran las posibles situaciones para problemas de dos

pasos.

Tipo de problema

Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4

Combinacién 1

Combinacién 2

Cambio 1
Cambio 2
Cambio' 3
Cambio 4
Cambio 5
Cambio 6

Comparacién 1
Comparacién 2
Comparacién 3
Comparacién 4
Comparacién 5

Comparacién 6

X*

>

x X X X

Tabla IV



Parte compartida

Jerarquico

Total compartido

Figura 2. Esquemas mds complicados
para problemas de dos fases

El hecho de que los esquemas que se usan en matemati-
cas son un nuimero limitado, aunque corresponden a
muchas situaciones en las que pueden aplicarse, deberia
conducirnos a ensefiar las matematicas via los esquemas

Vamos a describir ahora algunas situaciones que se pue-
den modelar con los esquemas anteriores.

Situacién |

Consideremos, por ejemplo, los problemas siguientes:

flores en cada florero

rosas en cada
florero

flores en total

Problema 1: Un fotal de 35 flores se
distribuyen en 7 floreros. En cada
florero hay 3 tulipanes y el resto son
rosas. 3Cudntas rosas hay en cada
florero?

Problema 2: Un total de 35 flores se
distribuyen en floreros. En cada uno
de ellos hay 3 tulipanes y 4 rosas.
sCudntos floreros hay?

Problema 3: Se ditribuyen flores en
7 floreros. En cada uno de ellos hay
3 tulipanes y 4 rosas. 3Cudntas- flo-
res hay entre todos los floreros?

Problema 4: Un total de 35 flores se
distribuyen en 7 floreros. En cada
uno de ellos hay 4 rosas y el resto
son tulipanes. Cuédntos tulipanes
hay en cada florero?

Cada uno de los problemas anteriores
tiene la misma estructura. Es la misma
situacién, pero se pregunta cada vez
sobre un componente distinto. Lo
representa la siguiente figura:

floreros

tulipanes en cada
florero

Figura 3. Esquema de la Situacién 1

Esta era una situacién descrita median-
te un esquema jerdrquico. A continua-
cién describimos una situacién median-
te un esquema de total compartido.

Situacion Il

Ilustra el esquema de parte compartida.

En la clase hay 30 nifios. 12 de ellos son
chicos y el resto son chicas. Se dividen
en 5 grupos iguales. 3Cudntos nifios hay
en cada grupo?



Situacién Il

Que ilustra el caso del esquema de
parte compartida:

17 nifios fueron a una fiesta. 12
 eran chicos y el resto chicas. Al final
de la fiesta, se repartieron 15 flores
~ entre las chicas. Cada una de ellas
- recibi6 la misma cantidad de flores.
. ;Cuéntas flores recibié cada chica?

Desde luego, a partir de las situaciones
11 y II pueden elaborarse otros proble-
mas, de la mism forma que se ha deta-
llado en la situacién I. Todas las situa-
ciones anteriores comparten algunas
caracteisticas comunes, que pueden ser
enfatizadas cuando se ensefia este tipo
de problemas.

Esquemas generales vy
problemas abiertos

Ensefiar a través de los esquemas signi-
fica ensefiar mediante los casos mis
generales, Presentaré dos problemas
diferentes como ejemplo.

k Problema 1

Raul visité una granja. Vio vacas y

_pollos. No recuerda cuéntos vio
pero si se acuerda de que el guia le
contd que entre todos ellos habia
100 patas. 3Cudntos vacas y cudn-
tos pollos habia alli2

Desde luego, hay més de una respues-
ta a esta pregunta. Se podrian acertar
una o dos soluciones, aunque el proce-
so interesante es conocer todas la posi-
bles respuestas y también contestar
otras cuestiones como:

1 (Es posible que haya el mismo ntime-
ro de patas de pollo que de vaca?

2) (Es posible que haya el mismo
namero de cabezas de pollo que
de vaca?

3) (Es posible que haya un nimero
impar de pollos?

...da capacidad
para resolver
problemas
de matemdticas
depende del nivel
de los esquemas y
de las estructuras
de que disponen
los nifios
Y que éstos
cambian con
el transcurso
del tiempo
y del aprendizaje.
Los alummnos
pueden
beneficiarse
mdas si Somos
conscientes
de los esquemas
necesarios
en cada nivel
de aprendizaje
Y bresentamos
los problemas
en su _forma
mas general.

4) (Cudl es el minimo nimero de pollos, si hay de los
dos tipo de animales en la granja? ;Y el maximo?

5) ¢Cuidles son las posibilidades si hay méds vacas que
pollos?

6) Haz tus propias preguntas...

Si se tiene un esquema general para este tipo de proble-
mas, se pueden comprender ficilmente todas las posibles
alternativas y responder a muchas preguntas,

Problema 2

Dos coches salen de Barcelona para visitar ofra ciu-
dad. El coche B salié 3 horas después que el coche A.

1) ¢Pueden coincidir en su viaje? ;Bajo qué condiciones?
2) ¢Doénde se encontraran?
3) ¢A qué distancia de Barcelona se encontrardn?

4) ;Cudl seria la descripcion de dos coches viajando uno
al encuentro del otro?

5) Haz tus propias preguntas...

De la misma forma se puede construir un esquema gene-
ral para coches que viajan en direcciones opuestas y coin-
ciden en alglin momento de su viaje, y pueden usarse los
mismos esquemas en otros contextos como el trabajo, vol-
taje, etc.

Una vez se ha generado un esquema para estos proble-
mas se puede ver que los problemas de los libros de texto
es, tan solo, un caso entre otros muchos, que los casos
particulares no son importantes, que lo que cuenta es el
esquema general.

Algunas conclusiones

He tratado de demostrar que la capacidad para resolver
problemas de matemdticas depende del nivel de los
esquemas y de las estructuras de que disponen los nifios
y que estos cambian con el transcurso del tiempo y el
aprendizaje. Los alumnos pueden beneficiarse mis si
somos conscientes de los esquemas necesarios en cada
nivel de aprendizaje y presentamos los problemas en su
forma mis general.
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