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¢La contrarreforma
de las matemadticas?

UANDO ESTA finalizando la implantacion de la reforma
educativa en la ESO y bachillerato se empieza a hablar con
insistencia de lo que se podria llamar la reforma de la reforma
0, por qué no decirlo, de la «contrarreforma», con todas las
connotaciones que esta palabra lleva consigo.

La LOGSE ha resuelto problemas importantes del sistema
educativo, pero también ha creado otros que estan en la mente
de todos. Aunque estos problemas repercuten en la clase de
matemdticas, no son atvibuibles al curriculo de nuestra drea. De
hecho, existe cierto consenso acerca de que la filosofia, los
contenidos y metodologia de las matemdticas son los correctos,
aunque quizds se pudieran bacer algunos retoques.

El plan de mejora de la ensefianza de las bumanidades proponia
aumentar el horario de algunas dreas, entre las que estaba la nuestra.
También limitaba el margen de optatividad y homogeneizaba los
recorridos, al final de la ESO. No se comprende qué podian aportar
estas decisiones a la solucion de uno de los mayores problemas de
la educacion obligatoria: la atencion a la diversidad. En nuestra
drea, el taller de matemdticas caia victima de esta reforma que,
desde dos de sus posibles enfoques, podia dirigirse al refuerzo de
alummnos con carencias o dar un espacio para la atencion de los
alummnos con mayor interés por las matemdticas.

Desde finales de avio circula un borrador de curriculo, sobre el
que, por cierto, no se ha pedido la opinion de esta Federacion.
Su pretension es establecer un programa flexible y adaptable a
las necesidades y aptitudes de los diferentes alumnos, pero que
no supone una simple correccion de detalle a los existentes, sino
un cambio en profundidad. Al leerlos da la impresion de que se
esta frente, no a los programas de 1970 sino, a los de 1957,




En el borrador, se ariaden contenidos a los ya existentes (sucesiones,
progresiones, niimeros trracionales, radicales, niimeros complejos,
polinomios, combinatoria, funciones exponencial y logaritmica...) ) se
hace gran bincapié en la aplicacion de algoritmos y el dominio de
técnicas de calculo sobre todo tipo de objetos matematicos, en especial
los algebraicos. ;Qué se suprime?, muy poco, solo lo que habia de mas
innovador: no hay referencias a niimeros grandes y pequerios, a la
estimacion, la aproximacion queda reducida a niimeros decimales,
V... la resolucion de problemas. La mencion a los problemas se reduce,
tan solo, a los de aplicacion del digebra. Da la sensacion de que
anicamente bay problemas de grifos, moviles, edades, etc. y que no
existen de ntimeros, de geometria, de estadistica, de funciones...

Si al final estos programas se aprueban se habrd perdido una gran
oportunidad de que los ciudadanos, que no van a ser cientificos
profesionales, aprendan unas matematicas mas cercanas a Sus
inteveses, mds creativas, mas entretenidas, mds formativas..., aungue
eso si, aquellos que se dirijan bacia una carrerva universitaria sabran
racionalizar denominadores mucho mejor, dividir polinomios, resolver
ecuaciones irracionales y hasta es posible que conozcan la formula del
area de un casquete esférico.

En definitiva, con este nuevo (o mds bien deberiamos decir viejo?)
enfoque de las matemdticas se acentuard su cardcter endogdmico: se
estudian matemdticas en un nivel, para poder seguir estudiando
matemdticas en el nivel siguiente... Y, naturalmente, seguird siendo
valido el cuento del cazador de dragones*,

*  Quien no lo conozca lo puede leer en la pagina 124 de este nimero de SUMA. Aqui no cabe.




El Cours d’Analyse de Cauchy

F. Javier Pérez-Ferndndez

Antonio Aizpuru

En este articulo presentamos
un estudio confextualizado
del Cours d'Analyse de
Cauchy, analizando su
significado e importancia.
Prestamos especial atencién
al grado de elaboracion
tedrica de limites,
continuidad, series, nomeros
reales y funciones y series
complejas, relacionando las
aportaciones de Cauchy con
el nivel conceptual anterior a
esta obra.

* Nuestro agradecimiento l
Real Instituto y Observatorio
de la Armada en San Fernan-
do, por las facilidades propor-
cionadas para la consulta de
los originales sefialados en las
referencias con (ROA).

N JUNIO DE 1821 se publicaba el libro Cours d’Analyse
de ['Ecole Royale Polytechnique. 1° Partie. Analyse Alge-
brique de Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), una obra
de fundamental trascendencia en la construccién del ani-
lisis moderno. Cauchy usa el concepto de limite como la
base sobre la que construird todo el analisis: continuidad
de funciones, convergencia de series, derivada e integral;
creando un sistema légicamente fundamentado, fuerte-
mente interconectado, dirigido por el rigor.

Ya que nuestro propésito es analizar el Cours d'Analyse,
nos centraremos en los aspectos estrictamente necesarios
para entender las aportaciones, la originalidad, la impor-
tancia y la influencia en el desarrollo posterior del anali-
sis, de esta obra.

En la seccién que sigue a esta introduccion presentamos
una vista panordmica del Cours indicando someramente
los temas principales que aparecen en cada Capitulo y
Apéndice (titulado por él como Notas), con la intencién
de proporcionar, aunque s6lo sea muy por encima, una
imagen de conjunto de la obra.

Las cinco secciones siguientes constituyen la parte princi-
pal de este trabajo, en ellas abordaremos lo que a nues-
tro juicio, en uno u otro sentido, son las contribuciones
mis importantes de la misma. Dedicaremos una seccion a
cada uno de los siguientes temas: limite, continuidad, la
teoria de series, los nimeros reales y, finalmente, las fun-
ciones y series complejas. En cada una de ellas desbroza-
remos, dentro de los limites que tenemos respecto del
ntmero de piginas de este trabajo, las aportaciones de
Cauchy.

Finalizaremos con una seccién de conclusiones.

En el tratamiento de los diversos temas seremos escrupu-
losamente fieles a los argumentos de Cauchy, aunque en



algiin caso usemos, en aras de la simplicidad, la notacién
actual. No obstante, las reproducciones textuales del origi-
nal las distinguiremos entrecomillindolas o bien en cuer-
po de letra mds pequefio. Cuando en alguna de estas citas
sea necesaria alguna aclaracion, a algin término de la
misma, aparecerd ésta entre corchetes.

Cuando una cita no haga referencia directa a un determi-
nado autor y obra, se entenderd que se refiere al Cours de
Cauchy, por lo que para su exacta determinacion nos
basta indicar, entre paréntesis, el nimero de la pagina del
original, que siempre estard referida a la primera edicién.

Hechas estas aclaraciones, seguidamente vamos a efectuar
algunas precisiones de tipo preliminar, sobre el trabajo
que nos ocupa.

En la introduccion (pags. ij a v) dice

En cuanto a los métodos, he buscado darles todo el rigor
que se exige en geometria, sin recurrir para nada d las
razones provenientes de la generalizacién del dlgebra.
Las razones de esta indole, aunque bastante cominmen-
te admitidas, sobre todo en el paso de las series conver-
gentes a las divergentes, y de las cantidades reales a las
expresiones imaginarias, no pueden ser consideradas,
eso me parece, mds que como inducciones propias para
hacer presentir algunas veces la verdad, pero que estén
poco de acuerdo con la exactitud tan alabada de las
ciencias matemdticas. Se debe asi mismo observar que
ellas tienden a hacer atribuir a las férmulas algebraicas
una exiension indefinida, mientras que, en la realidad,
la mayor parte de estas férmulas subsisten Gnicamente
bajo ciertas condiciones, y para ciertos valores de las
cantidades que ellas comprenden. [...] Es verdad que,
para permanecer constantemente fiel a estos principios,
me he visto forzado a admitir proposiciones que puede
ser que parezcan un poco duras a primera vista. Por
ejemplo, he enunciado en el capitulo VI, que una serie
divergente no tiene suma; [...] Pero aquellos que leyeran
mi obra reconocerdn, eso espero, que las proposiciones
de esta naturaleza, enfrafian la acertada necesidad de
poner més precision en las teorias, y de aportar restric-
ciones Utiles a asertos demasiados amplios, volviendo en
beneficio del andlisis, y proporcionando varios sujetos
de investigacion que no son sin importancia. Asi, antes
de efectuar la suma de cualquier serie, he debido exa-
minar en qué casos las series pueden ser sumadas, o, en
ofros términos, cudles son las condiciones de su conver-
gencia; y yo he, en este tema, establecido reglas gene-
rales que me parecen merecer alguna atencién.

Este breve extracto de la Introduccion del Cour d'Analyse
nos indica claramente el deseo de Cauchy de cimentar
solidamente el anilisis de principios del siglo XIX.

Se han considerado diversas razones por las cuales surge
la necesidad de rigorizar el calculo infinitesimal (cf.
Grabiner, 1981), algunas internas o estrictamente matema-
ticas y otras vinculadas a consideraciones sobre el desa-
rrollo social. De la mano de la Revoluciéon Industrial se
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matemdticas
y otras vinculadas
a consideraciones
sobre
el desarrollo
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van creando paulatinamente, en los dis-
tintos paises europeos, escuelas técni-
cas para la formacidn de ingenieros; se
extiende la ensefianza y aumenta el
interés social por las ciencias.

Algunos autores han visto precisamente
en las necesidades de la ensefianza una
de las razones del proceso de rigoriza-
cién; segln esta opinién, la necesidad
de explicar a un puablico creciente los
métodos v técnicas del andlisis habria
llevado a un proceso de clarificacion de
los conceptos y principios y conse-
cuentemente de rigorizaciéon. En pala-
bras de J. V. Grabiner (1981, piag. 25)
Los fundamentos del cidlculo parecen
asi ser vistos mas como una tarea filo-
sOfica o pedagdgica que matematicar.

En nuestra opinién ésta no serfa una de
las razones, desde luego no en el caso de
Cauchy. Precisamente su deseo de pre-
sentar desde una optica rigurosa el andli-
sis que explicaba en la Ecole Poly-
technique le produjo serios enfrentamien-
tos y més de un disgusto con alumnos,
colegas y direccién del centro, como a
continuacién brevemente comentaremos.

La Introduccién del Cours empieza con
estas palabras

Algunas personas, que han querido
guiar bien mis primeros pasos en la
carrera de las ciencias, y entre las
que citaré con reconocimiento a los
sefiores Laplace y Poisson, habién-
dome festimoniado el deseo de
verme publicar el Cours d'analyse
de I'Ecole royale polytechnique, me
he decidido a poner este Cours por
escrito para mayor utilidad de los
alumnos. De él he ofrecido aqui la
primera parte conocida bajo el
nombre de Analyse algébrique, y en
la que trato sucesivamente diversas
especies de funciones reales o ima-
ginarias, de series convergentes o
divergentes, de la resolucién de
ecuaciones, y de la descomposicién
de fracciones racionales.

Efectivamente el libro nace como un
texto dirigido a los alumnos de la Ecole
Polytechnique. Pero la obra tiene un
origen mucho mis controvertido de lo
que ha simple vista pudiera deducirse
de las palabras de Cauchy.



La Fcole Polytechnique nacia en 1794,
de la mano de la Revolucién y con la
decidida intervenciéon de Gaspar Monge
(1746-1818), para dar respuesta a las
necesidades de formacion de ingenie-
ros que el desarrollo cientifico y tecno-
l6gico requerian. Pronto se convirtié en
un punto de referencia y en modelo de
todas las escuelas técnicas superiores
que se instauraron por toda Europa a
medida que la Revolucién Industrial se
hacia presente, de una u otra forma, en
los distintos paises, llegando a ser el
centro cientifico mds importante del
mundo. Nombres ilustres como Monge,
Lagrange, Laplace, Ampeére, Poncelet,
Cauchys,... trabajaron alli.

El monarquico Cauchy que se habia for-
mado como ingeniero en la Ecole Poly-
technique, después de un breve ejerci-
cio de esta profesion en Cherburgo, y
tras la caida de Napoledn, una vez que
las condiciones politicas le eran mas
favorables!, llegd a ser profesor de
aquella prestigiosa institucion en 1816.

Su preocupacién por presentar la disci-
plina légica y rigurosamente estructura-
da le lleva a la modificacién de los pro-
gramas oficiales. El tiempo disponible
para desarrollar su propio programa le
conduce al cambio de la dindmica de
las clases (caracterizadas hasta entonces
por la abundancia de ejercicios practi-
cos) y al de orientacion (hasta ese
momento, fundamentalmente prictica).
Por otra parte, en aquellos afios el
Conseil d'Instruction de la Ecole consi-
deraba que el enfoque adecuado para
la ensefianza del cilculo descansaba
sobre los infinitesimales y no sobre el
concepto de limite cuya aplicabilidad
estimaba dificil y que Cauchy habia
tomado como pieza angular de la cons-
truccién del cidlculo. Todo ello provocod
una reaccion desfavorable a sus inno-
vaciones tanto entre los profesores
como entre los alumnos.

Algunos colegas, en particular Arago
profesor de anilisis aplicado, le censu-
raban por la distorsionada preparacién
que los alumnos recibian, lo que pro-
vocaba que éstos tuvieran lagunas en
cuestiones primordiales. En la polémica

1

Monge

Lagrange

Laplace

la biografia de Cauchy pue-
de consultarse en Belhoste
(1991), en Valson (1868) y en
Wussing y Arnold (1989).

Augustin-Llouis Cauchy

interviene la direccion de la Fcole v el Conseil posicio-
nindose en contra de Cauchy. El anuncia, en 1820, al
Conseil la proxima aparicién de la primera parte de su
curso de andlisis, como respuesta a las intenciones de
aqueél por controlar el contenido de su programa.

En 1821 Cauchy es victima de un abucheo en clase por
algunos estudiantes. Desde la direccién del centro se con-
sider6 que también Cauchy era responsable de lo ocurri-
do por su inadecuada adaptacion a las necesidades de la
mayorfa de sus alumnos. El tema tuvo singular trascen-
dencia llegando hasta el Ministerio del Interior, pero sobre
todo tuvo una fundamental repercusién interna. Tras rei-
teradas peticiones del Conseil, Cauchy inicia la redaccién
de restimenes de sus lecciones, abandonando definitiva-
mente el Cours d'Analyse del que sélo se publicarfa la pri-
mera parte mencionada. En 1823 aparece sy Résumé des
Legons données a ['Ecole Royale Polytechnique sur le
Calcul Infinitésimal; en el prologo Cauchy (18994) dice:
«Esta obra, emprendida bajo la demanda del Conseil d'ins-
truction de la Ecole royale polytechnique, ofrece el resu-
men de las Lecciones que he dado en esta Zcole sobre cil-
culo infinitesimal.»

No obstante, advierte de la singularidad de sy trabajo res-
pecto de otras obras del mismo género, afiadiendo: Mi
objetivo principal ha sido conciliar el rigor, del que he
hecho una ley para mi en mi Cours d'Analyse, con la sim-
plicidad que resulta de la consideracién directa de canti-
dades infinitamente pequefias.»



Estos datos nos revelan que Cauchy entendia que era
necesario establecer sobre principios firmes el andlisis y
no motivado por necesidades pedagogicas, sino precisa-
mente a pesar de ellas. Por otra parte, a ningtin profesor
se le escapa que es mas dificil, con los principiantes, hilar
fino, entrar en la sutileza de los conceptos y métodos, que
pasar por ellos por encima enfatizando los buenos resul-
tados que las técnicas en cuestidon proporcionan en ejer-
cicios pricticos.

Son pues, a nuestro juicio, otras las razones que impulsan
la fundamentacién del calculo, muchas de ellas tratadas
en la obra sefialada (Grabiner, 1981).

Desde sus inicios, en la segunda mitad del siglo XVII,
hasta principios del siglo XIX tuvo lugar un desarrollo ver-
tiginoso del célculo infinitesimal y de sus métodos, con
una enorme produccion matemética que daba respuesta a
variados problemas de tipo fisico. La validez de los méto-
dos y de las soluciones estaban refrendados por la propia
naturaleza del problema resuelto, ordinariamente de lo
que hoy denominarfamos de cardcter aplicado.

Sin embargo, desde el mismo origen del calculo se cono-
cia la debilidad l6gica de sus fundamentos. El uso de infi-
nitésimos, en la base de la obra de Leibniz (1646-1716),
conducia a que dos cantidades que se diferenciasen en un
infinitésimo debian considerarse iguales, produciéndose
una situacion logica insostenible, dado que dos cantida-
des distintas a la vez eran iguales. El calculo de fluxiones
de Newton (1643-1727) se fundamentaba en las razones
de cantidades evanescentes, que no eran ni finitas, ni infi-
nitamente pequefias y cuya oscuridad planteaba asi
mismo dudas sobre el rigor de la teoria.

Paralelamente la teoria de series se desarrollaba como una
herramienta bdsica para abordar los problemas de cua-
dratura. Pronto ésta conducitia a situaciones paradojicas,
que evidenciaban la debilidad cientifica de los métodos,
aunque bien es cierto que los resultados, globalmente,
parecifan incuestionables.

No obstante, puesto que, en uno y otro ¢aso, se obtenian
soluciones que de alguna forma se evidenciaban como
correctas, aun cuando no se podian justificar los concep-
tos usados, los razonamientos se admitian, pues, en algln
sentido, habrian de ser correctos.

Esta confusa situacion provocd un paulatino y lento pro-
ceso tendente a aclarar los fundamentos. Producto del
mismo es el concepto de limite, sobre el que descansa
todo el anilisis moderno. Puede verse una evolucion de
este concepto en Durdn (1990) y en Pérez (1998).

Sin entrar en los antecedentes de la matematica griega, el
concepto de limite aparece, en 1687, de forma inequivoca,
de la mano de Newton en la obra Philosophia naturalis
principia mathematica (Los principios matemdticos de la

Leibniz

Newton

filosoffa natural). En particular en el
Lema I de la seccion I del Libro I
(Newton, 1760, pag. 62) aparece lo que
podriamos reinterpretar en terminologia
actual como: dadas dos sucesiones (a ),
y (b)), si tomado un € > 0 para un 7 su-
ficientemente grande cuya existencia de-
pende de g, se tiene que la, — b, | <g,
entonces

lim a, = lim b,
n—eo n—ee

D'Alembert (1717-1783) establece una
definicién bastante precisa (D'Alembert,
1767, pag. 437): Se dice que una mag-
nitud es el /imite de otra magnitud,
cuando la segunda puede aproximarse
a la primera mds cerca que una magni-
tud dada, por pequefa que se la pueda
suponer, no obstante sin que la magni-
tud que se aproxime, pueda jamds
sobrepasar a la magnitud a la que ella
se aproxima; de manera que la diferen-
cia de semejante cantidad a su limite es
absolutamente inasignable.»

Aparece aqui el concepto de limite
como supremo o infimo de sucesiones
mondotonas.

L'Huilier (1750-1840) afnade a la idea de
D'Alembert la no necesidad de la mo-
notonia para el limite y la introduccién
de la notacion lim (cf., por ejemplo,
Bottazzini, 1986; Grattan-Guinnes,
1984; Montucla, 1799-1802). Posterior-
mente Lacroix (1765-1843) avanza en la
misma idea, estableciendo que el limite
se puede alcanzar y una primera apro-
ximacién al concepto de limite lateral
de una funcién en un punto (cf. Lacroix,
1810, Tomo 1, pags. 13 y 14).

Bolzano (1781-1848) hace contribucio-
nes especialmente importantes sobre
variados aspectos y, particularmente,
sobre los conceptos de convergencia y
continuidad en 1817. Pero su obra, pasé
practicamente inadvertida para la mayo-
ria de los matematicos contemporineos,
por lo que no tuvo repercusion sensible
en la evoluciéon de los conceptos mate-
maticos durante la primera mitad del
siglo XIX. Sobre las aportaciones de
Bolzano y su comparacién con las ana-
logas de Cauchy se ha escrito mucho,



siendo de particular interés el articulo
de Grattan-Guinnes (1970) y la contes-
tacion de Freudenthal (1970-71).

Sin entrar en la polémica Bolzano ver-
sus Cauchy, lo que no cabe duda es
que la obra de Cauchy tiene una enor-
me influencia (como consecuencia de
su posicién cientifica y del papel hege-
monico de las matematicas francesas en
aquella época), que se traduce en la
aparicién de otros libros de texto fuer-
temente inspirados en su obra y, tam-
bién, en la apreciacion del rigor y en la
forma de hacer matemdticas de un
buen nlimero de importantes matemati-
cos del siglo XIX.

Descripcion general de la
obra

El libro consta de 576 paginas y se
compone de unos preliminares, doce
capitulos y nueve apéndices titulados
como notas.

En los preliminares establece el punto
de partida del trabajo. Indica qué ha de
entenderse por nimero, cantidad, varia-
ble, limite e infinitésimo. Aporta algunas
consideraciones sobre el campo numé-
rico y establece implicitamente el con-
cepto de limite de oscilacién.

El capitulo I estd dedicado al concepto
de funcién y a la clasificacion de fun-
ciones.

El segundo capitulo estd dedicado a
limites y continuidad. Trata sobre infini-
tésimos y sus Ordenes y propiedades.
Define funcién continua, establece la
continuidad de las funciones elementa-
les y el Teorema del Valor Intermedio
para funciones continuas, también trata
sobre la continuidad de funciones rea-
les de varias variables y finalmente
dedica un epigrafe entero a la indeter-
minacién de limites,

El capitulo III trata sobre las funciones
simétricas, alternadas y homogéneas.

El capitulo cuarto estd dedicado a la
interpolacién, obteniendo la férmula
-del polinomio interpolador de Lagran-

El libro consta
de 576 paginas
y se compone
de unos
preliminares,
doce capitulos
Y nueve apéndices
titulados
como notas.
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ge. Efectia algunas aplicaciones con un fuerte significado
combinatorio.

El quinto capitulo trata sobre la determinacién de funcio-
nes continuas de una variable que verifican ciertas condi-
ciones, estudiando cuatro tipo de ecuaciones funcionales:
DE+Y)=PCO+B(Y), P(x+y)=0) O(y), PEy)=P)+D(y),
D(xy)=0(x)-P(y); obteniendo, respectivamente, como
soluciones: ®(x)=ax, ®(x)=AX, O(=alog,x y dx)=x*,
donde @ es una constante arbitraria y 4 una constante
positiva arbitraria. Tras la resolucién, dice Cauchy (pig.
113): Se debe de ello [de las cuatro soluciones sefialadas]
concluir que hay una gran diferencia entre las cuestiones
en que se trata de calcular los valores desconocidos de
ciertas cantidades, y las cuestiones en las que se propone
descubrir la naturaleza desconocida de ciertas funciones
seglin propiedades dadas. En efecto, en el primer caso,
los valores de las cantidades desconocidas se encuentran
finalmente expresados por medio de otras cantidades
conocidas y determinadas, mientras que en el segundo
caso las funciones desconocidas pueden, como se ve
aqui, admitir en su expresidén constantes arbitrarias». La
segunda de estas ecuaciones serd usada en el capitulo
siguiente para estudiar la serie binomial.

El capitulo VI es uno de los de mayor importancia, con él
nace una teoria rigurosa de series, y estd dedicado al



estudio de éstas y de las series de potencias, en el caso real.
Es sin duda una auténtica joya dentro de la construccion del
anilisis moderno. Tras la definicién de convergencia y esta-
blecer el llamado criterio de Cauchy, estudia en epigrafes
separados las series de términos no negativos, las de térmi-
nos positivos y negativos y las series de potencias.

El séptimo capitulo estd dedicado al estudio de los ntime-
ros complejos y sus operaciones, proporcionando una
novedosa exposicion estructurada, sistemaitica y rigurosa
de la teorfa de nameros complejos.

El siguiente capitulo estd dedicado a las funciones com-
plejas, estudiando limites, continuidad y extendiendo al
caso complejo los resultados de los capitulos tercero,
cuarto y quinto.

El capitulo IX estd dedicado a las series de términos com-
plejos v series de potencias de variable compleja, obte-
niendo los desarrollos de potencias de las funciones ele-
mentales.

El décimo capitulo trata sobre el teorema Fundamental del
Algebra, la descomposicion factorial de un polinomio, y
el estudio v discusién de las ecuaciones de tercer y cuar-
to grado.

El siguiente capitulo trata sobre la descomposicion de
fracciones racionales en suma de fracciones con numera-
dor constante (un tema de especial importancia para la
integracion), para lo que necesitaba de los resultados del
capitulo precedente.

El Gltimo capitulo versa sobre las series recurrentes de tér-
minos reales o complejos y su relacién con las fracciones
racionales.

De las nueve notas, la primera y la segunda estan dedica-
das al estudio del campo numérico, la relacién de orden
y el tratamiento de las desigualdades mediante un singu-
lar y habil uso de una teoria de medias entre nimeros.

La nota tercera estudia la resolucién numérica de ecua-
ciones. Estableciendo algunos resultados sobre raices de
ecuaciones f(x)=0, con f(x) continua. Para el caso de
ecuaciones polindémicas, estudia la determinacién del
nimero de raices reales y el célculo aproximado de sus
valores, mediante el proceso de: 1) eliminacion de las rai-
ces maltiples, 2) acotacion de las raices reales, 3) separa-
cién de las raices, mediante el estudio del signo y 4)
obtencion de los valores aproximados de las raices. Trata
el método de Newton y finaliza con un teorema que gene-
raliza la regla de Descartes relativa a la determinacién del
nimero de raices positivas o negativas que aparecen en
una ecuacion polinémica de grado arbitrario.

La nota IV estd dedicada al desarrollo de una funcién
alternada. La quinta la dedica a la férmula del polinomio
interpolador de Lagrange, que resulta un caso particular
de la interpolacion mediante una funcién racional.

De las nueve
notas, la primera
y la segunda
estan dedicadas
al estudio del
campo numerico,
la relacion
de orden
y el tratamiento
de las
desigualdades
mediante
un singular
y habil uso
de una teoria
de medias
entre nimeros.

La nota VI, con el titulo «De los nimeros
figurados» trata sobre los coeficientes de
los desarrollos de los binomios de la
forma (1+x)™, con m € Z- y su relacién
con los nimeros combinatorios.

La siguiente nota estd dedicada al estu-
dio de series dobles. La nota VIII a
desarrollos de expresiones trigonomé-
tricas y la Gltima a productos infinitos.

El concepto de limite

Es conveniente antes que nada aclarar
la terminologia de Cauchy en algunos
puntos relativos, en primer lugar, al uso
de las palabras niimero y cantidad, en
segundo lugar, al uso de la expresion
valor numeérico, y finalmente al signifi-
cado de la palabra variable.

En las paginas 1 y 2 del Cours dice:
Nosotros tomaremos siempre la deno-
minacién de nzimeros en el sentido con
el que se la emplea en aritmética,
haciendo nacer los nimeros de la
medida absoluta de las magnitudes; y
aplicaremos Gnicamente la denomina-
cidn cantidaces para las cantidades rea-
les positivas o negativas, es decir, para
los ntimeros precedidos de los signos +
o —. [...] Llamaremos valor numérico de
una cantidad al nimero que tiene por
base». Es decir, un ntimero es un nime-
ro positivo, una cantidad un nimero
real cualquiera y el valor numérico de
una cantidad el valor absoluto del
namero real en cuestion. Mis adelante
volveremos sobre este punto, para estu-
diar la concepcidon subyacente del
campo numérico real en el Cours.

En la pagina 4 dice: «Se llama cantidad
variable aquella que recibe sucesiva-
mente varios valores diferentes unos de
otros»,

Hechas estas precisiones pasamos a
detallar el concepto de limite en la obra
de Cauchy.

En los Preliminares, pagina 4, Cauchy
da la siguiente definicién de limite
Cuando los valores sucesivamente

atribuidos a una variable dada se
aproximan indefinidamente a un



valor fijo, de tal manera que aco-
ban por diferir de él tan poco como
se quiera, este Oltimo se llama el
limite de todos los ofros.

A partir de aqui define el concepto de
infinitésimo, que aparece por primera
vez en el libro en la pagina 4 y luego
retoma en la pagina 26 en estos términos

Se dice que una cantidad variable
llega a ser infinitamente pequefia,
cuando su valor numérico [valor
absoluto] decrece indefinidamente
de manera que converge hacia el
[imite cero.

Que podemos interpretar para una
sucesion (a ), de nimeros reales (los
diversos valores de la «cantidad varia-
ble) como aquella que tiene limite
cero, tal como hoy decimos. Y hemos
de observar que lo que Cauchy entien-
de por limite cero se corresponde con
nuestra definicién actual.

El concepto de limite infinito aparece
(pag. 5) de la siguiente manera

Cuando los valores numéricos [valo-
res absolutos] sucesivos de una
misma variable crecen cada vez
mds, de manera que sobrepasan
todo nimero dado, se dice que esta
variable tiene por limite el infinito
positivo, indicado por el signo e, si
se trata de una variable positiva, y
el infinito negativo, indicado por la
notacién —eo, si se trata de una
variable negativa. Los infinitos posi-
tivos y negativos son designados
conjuntamente bajo el nombre de
cantidades infinitas.

Definicién que podemos interpretar
para una sucesion (a ), exactamente en
los “términos actuales. Cualquiera que
sea el niimero M > 0, existe n; & N tal
que para todo n 2 n, se verifica que
la | > M.

En la pagina 27 afiade Se dice que una
cantidad variable llega a ser infinita-
mente grande, cuando su valor numéri-
co [valor absoluto] crece indefinidamen-
te de manera que converge al limite oo,

Al efectuar, en la pagina 26, la distin-
cién entre «decrecimiento constante»
(en términos de una sucesion, cuando
decrece mondtonamente, aunque pue-

El tercero
de los ejemplos
nos indica
que Cauchy estd
considerando
aqui lo que hoy
llamamos limites
de oscilacion.
La introduccion
de este concepto,
no definido
explicitamente
pero st
identificado,
resulta
absolutamente
novedosa,
pues si bien Gauss
anteriormernte
bhabia llegado
a la nocion
de limite inferior
Y superior
de una sucesion,
su trabajo
no se habia
publicado.

2 El subrayado es nuestro.

o

da haber limite no nulo) y «decrecimiento indefinido»
(cuando el limite es cero, aunque pueda no ser monoéto-
na) pone como uno de los ejemplos la sucesion

P3ETET
indicando que no decrece constantemente pues
1 1 1 1
<0 ——==>0
1735 7 376

pero la sucesion decrece indefinidamente pues tiene limi-

te cero; con ello encontramos, como ya lo hizo Lacroix
(Lacroix, 1810, Tomo 1, pig. 14), la separacidn entre la
monotonia y la convergencia.

Introduce, en la pigina 13, la notacién /im. para el limi-
te, como va lo habia hecho L'Huilier, cuando «converge
hacia un limite fijor. Y aflade

Algunas veces, mientras que una o varias variables con-
vergen hacia limites fijos, una expresién compuesta por
estas variables converge a la vez hacia varios limites dife-
rentes unos de ofros?. Indicaremos entonces uno cual
quiera de estos limites, con la ayuda de dobles parénte-
sis colocados a continuacién de la abreviacién fim., de
forma que rodee a la expresién que se considere.

Esta aparentemente chocante frase, es aclarada inmedia-
tamente con unos ejemplos. Dice que, cuando x — 0,
lim.{sin.x) = O; mientras que la expresion lim.{{1/x]))
admite dos valores, a saber, +oo, o0, y lim.((sin.1/x})
una infinidad de valores comprendidos entre los limites
-1y+1.
El tercero de los ejemplos nos indica que Cauchy estd
considerando aqui lo que hoy llamamos limites de osci-
lacidn. La introduccién de este concepto, no definido
explicitamente pero si identificado, resulta absolutamente
novedosa, pues si bien Gauss (1777-1855) anteriormente
habia llegado a la nocién de limite inferior y superior de
una sucesién (cf., por ejemplo, Dieudonné, 1978, Tomo I,
pag. 337), su trabajo no se habia publicado.

En el segundo de los ejemplos estd considerando los limi-

tes laterales

.1
lim —=—e0
x—0" X

.1
lim —=+4+0 y
x—=0" X
que también habian sido ya considerados por Lacroix
(Lacroix 1810, Tomo I, pag. 14).

El capitulo II del Cours termina con el estudio, entre las
paginas 48 a la 69, de limites indeterminados y, en parti-
cular, estableciendo los siguientes criterios:
1 Si existe

lim f&E+D-f&N=k

X=doo

entonces existe y vale &
N {6.9)
lim —=

X=po0 X



2) Si f(x) > 0, para valores muy grandes de x, y existe

fx+1) -
f(x)

lim

X—yoo

k

entonces existe y vale k

lim (£GO)"™

X—yoo

Cuando la variable x es entera obtiene:

3) Si existe
lim (anﬂ - an) =k
n—oo

entonces existe y vale &

. a
lim -2
n—es 1

4) Si

_a
lim =0+l =k
noe A

entonces existe y vale &

s 1/n

lim (a,)

n—eo

Utiliza los limites para el estudio del crecimiento de fun-
ciones; asi aplicando el primer criterio, concluye que la
funcién log,x, para A > 1, crece mds lentamente que x,
mientras que A¥ crece mucho mis rdpidamente.

En la demostracion de 1) podemos observar como la idea
de limite, aunque la definicién no sea de tipo aritmético
como la actual, es inequivocamente clara y precisa.
Suponiendo que ktiene un valor finito, dice (pags. 48 y 49)

designemos por & un nimero tan pequefio como se quie-
ra. Puesto que valores crecientes de x hacen converger la
diferencia f{x+1) - f(x) hacia el limite k, se podrda dar al
nimero h un valor bastante considerable para que, sien-
do x igual o superior a h, la diferencia en cuestién esté
constantemente comprendida entre los limites k—g, k+.

Esto no es sino la exacta aplicacién de la definicién arit-
mética de limite finito en el infinito. En la misma demos-
tracién, mas adelante (pag. 50), dice

Por consiguiente, la razén f(x})/x tendra por limite una
cantidad comprendida entre k-g y k+e. Debiendo sub-
sistir esta conclusién, cualquiera que sea la pequefiez
del nimero ¢, resultando de ello que el limite en cuestién
serd precisamente la cantidad k. En ofros términos, se
tendré lim.f(x)/x = k.

que no es sino reconocer, en la expresion de tipo aritmé-
tica «para todo € > 0 se tiene que
fx)

— -k
X

<&

para x suficientemente grande», el concepto de limite fini-
to en el infinito.

FEstas y otras
aplicaciones
aritmeéticas
de la definicion
de limite presentes
en los trabajos
de Cauchy, como
por ejemplo en la
demostracion del
Teorema del Valor
Medio del cdlculo
diferencial,
nos permite decir
sin exageracion
alguna,
que Cauchy
es el primero
que utiliza
una definicion
de limite
del tipo g, &;
es decir,
la actual.

Para el caso de k = oo, en las paginas 50

y 51, dice
Designando entonces por H un
nimero tan grande como se quie-
ra, se podré siempre atribuir al
nimero h un valor bastante consi-
derable, para que x siendo igual o
superior a h, la diferencia fix+1) -
f{x), que converge hacia el limite o,
llega a ser constantemente superior

a H;
mas adelante (pag. 51) afade

El limite de la razén f(x)/x serd pues
superior al nimero H, por grande
que sea. Este limite superior a todo
nimero asignable no puede ser més
que el infinito positivo.

que es nuevamente la correcta interpre-
tacion aritmética del concepto de limi-
te infinito.

Argumentaciones de la misma indole
usa para la demostracién del criterio
2) (paginas 54 a 56). fistas y otras
aplicaciones aritméticas de la defini-
cién de limite presentes en los traba-
jos de Cauchy, como por ejemplo en
la demostracién del Teorema del
Valor Medio del cilculo diferencial
(Cauchy, 18994, pig. 44), nos permi-
te decir sin exageracién alguna, que
Cauchy es el primero que utiliza una
definicién de limite del tipo €, J; es
decir, la actual.

Tratando sobre las diversas indetermi-
naciones considera

sen o

lim
a0 O

obteniendo que

n o

se
Ccos O < —— <1

tomando limites concluye que

. send
lim ——=
00 o

1

haciendo uso implicito como algo evi-
dente de un resultado que no ha sido
probado, pero cuya demostracién
s6lo requiere usar la definicion €, 8 de
limite.




El concepto de funcién con-
finua

Durante el siglo XVIII el concepto de
funcién estuvo sometido a mis de una
disputa. La idea de una funcién como
aquella que viene expresada por una
sola expresion analitica se vio insufi-
ciente al estudiar las soluciones de
ecuaciones en derivadas parciales. Las
fronteras entre continuidad, propiedad
del valor intermedio, expresion me-
diante una sola férmula, continuidad
uniforme y diferenciabilidad estaban
lejos de ser claras. Cauchy? identifica el
aspecto esencial de la continuidad, y
ademas formula una definicion en tér-
minos de continuidad mediante sucesio-
nes que resultard tremendamente ope-
rativa en la demostracion de teoremas.

Cauchy define la continuidad, en la
pagina 34, partiendo del concepto de
limite, de la siguiente forma

Sea f(x) una funcién de la variable
X, y supongamos que, para cada
valor de x intermedio entre dos limi-
tes dados [perteneciente a un inter-
valo], esta funcién admite constante-
mente un valor Gnico y finito. Si, par-
tiendo de un valor de x comprendi-
do entre estos limites, se atribuye
la variable x un crecimiento infinita-
mente pequefio @, la funcién recibi-
ré como crecimiento la diferencia
fix+o} - f(x), que_dependera al
mismo tiempo de la nueva variable
o,y del valor de x. En este supuesto,
la funcién fx} serd, entre los dos
limites asignados a la variable x,
funcién continua de esta variable,
si, para cada valor de x intermedio*
entre estos limites, el valor numérico
[valor absoluto] de la diferencia
fix+a) - f{x) decrece indefinidamen-
te con el de . En otros términos, la
funcién f{x) permanecerd continua
con respecto a x entre los limites

dados, si, entre estos limites, un cre-

cimiento infinitamente pequefio de
la variable produce siempre un cre-
cimiento infinitamente pequefio de
la propia funcién.

Aunque la redaccién resulta confusa,
pues habla de continuidad en un inter-
valo a la vez que de continuidad en un

Cauchy
identifica
el aspecto esencial
de la continuidad,
Y ademds formula
una definicion
en términos
de continuidad
mediante
sucesiones
que resultara
tremendamente
operativa en
la demostracion
de teoremas.

3 Asi como también Bolzano.
4 los subrayados son nuestros.

5 Da una primera demostracion,
en la pégina 44, de cardcter
geométrico, apoyéndose en la
imagen intuitiva de gréfica de
una funcién confinua.

punto, el subrayado nos permite interpretar que esti consi-
derando x fijo y que si para cada x fijo se verifica la condi-
cién enunciada (continuidad en un punto), entonces la fun-
cidn es continua en el intervalo. Asi, f(x) es continua en (a, b)
si, para cada valor considerado fijo x € (a, b), para &, — 0 se
sigue que |f(x+0) ~ f(x)| ~ 0; o0 en otros términos:

Sea dado x € (a, b). Si fijado € > 0, para cada sucesién
(@), cona_ — 0y, por tanto, x + a_ — X), se sigue que

If(x+a) — f(x)| — 0, y ello ocurre con los distintos
x € (a, b), entonces f(x) se dice continua en (a, b).

Asi tendriamos nuestra definicion actual de continuidad
mediante sucesiones. Cauchy deja clara y abundante
constancia de que esta interpretacion nuestra es acertada.
Veamos algunos ejemplos de lo que decimos:

1) Tras la definicién (pdg. 35) pone como ejemplo la con-
tinuidad de la funcién senx indicando que «el valor numé-
rico [valor absoluto] de sen(0,/2), y por consiguiente el de
la diferencia sen(x+o) — senx = 2sen(o/2)cos(x+0,/2),
decrece indefinidamente con el de o, cualquiera que sea
por otra parte el valor finito que se le atribuya a x; es
decir, cuando o — 0 se tiene que |sen(x+o) — senx| — 0,
ocurriendo esto para cada x real, por lo que sen x es con-
tinua en todo R.

2) En el Capitulo V aborda la determinacién de las fun-
ciones @ continuas, tales que @ + y) = B + O(y),
obteniendo que necesariamente la funcién es de la forma
®(x) = ax, con a un ndmero real fijo cualquiera. En el
proceso de demostracién prueba que

CD(E oc) = Ecb(oc)
n n

para m/n racional ¥y 0. una constante positiva; a continua-
cién considera un nimero real cualquiera L y una suce-
sién de racionales convergente a Ly dice (pig. 107) «
pasando a los limites, se encontrard ®(lLor) = ud(or).

Anilogo razonamiento utiliza para la ecuacién funcional
P + y) = PED(), con ®x) continua. Del mismo
modo al considerar el problema andlogo en el caso de
una funcién continua B(x) = G(x) + ¥V=1 con valores
complejos (pag. 267), aplica la definicién de continuidad
por sucesiones a las funciones ®(x), (), sen X y cos x.

3) En la segunda demostracién que hace del Teorema del
Valor Intermedio para funciones continuas® en la Nota III

(pag. 462), construye dos sucesiones
Xy Xpp Xppeee ¥OX X, XYL

creciente y decreciente, respectivamente, con limite
comin a y dice: Puesto que la funcién f(x) es continua
desde x=x hasta x=X, los términos generales de las suce-
siones siguientes,

fxp, fx), fx),&c..., {X), X)), £X7), &c

convergeran igualmente hacia el limite comin f(a)».



4) También en la Nota III, enuncia dos bellisimos teore-
mas (pags. 464 a la 469) sobre la determinacién de la
menor y de la mayor de las raices, en un intervalo dado
[x,, X], de una ecuacién fx) = 0, con f(x) continua. En el
transcurso de la demostracion hace uso (pig. 467) de la
definicién de continuidad por sucesiones.

5) En la. Nota IX, al definir la convergencia del producto
infinito

oo

H(1+un)

n=0

con u, > -1 (pag. 561), parte de que la serie

ZIOg (1+un)
n=0

sea convergente, de suma s, de donde tiene que

n

lim log H(1+ui) =5

noe i=0
concluyendo [de la continuidad de log x] que

n

lim H(1+ui) =e®

oo
Al generalizar la continuidad para funciones de varias
variables (pag. 37) dice
Sea ahora f(x, y, z,...) una funcién de varias variables
X, Y, Z,...; Y supongamos que, en el entorno de valores
particulares X, Y, Z,... atribuidos a estas variables, f(x, y,
2,...) sea a la vez funcién continua de x, funcién conti-
nua de y, funcién continua de z, &c. Se probard fécil-
mente que, si se designa por @, G, ¥, ... cantidades infi-
nitamente pequeiias, y si se atribuye a x, y, z,... los valo-
res X, Y, Z,..., o valores muy proximos, la diferencia

fix+a, y+g, z+y,...) = fix, v, z,...)
serd también infinitamente pequefia.

Para lo que razona sustancialmente de la siguiente forma: si

lim fx+a,y,z,..)=fx,v,2,...)

o0

lim fx+o,y+¢,2z,..)0=fx+0,y,2,...)

¢—0

lim fx+o,y+¢,z+7,..0=f&+a,y+¢,z,...)
¥—0

entonces

lim fx+o,y+¢,z+y,..0=fx,v,2,...)
(o,6,Y,.)—(0,0,0,..0

Es decir, afirma erroneamente que si la funcion f(x, y, z,...)
es continua respecto de cada una de las variables, sepa-
radamente, entonces la funcioén es continua globalmente
respecto de todas las variables, sosteniendo la falacia

...es a Cauchy
a quien bay
que considerar
el fundador
de la teoria
de convergencia
de series,
por ser el que
realiza el primer
planteamiento
sistematico,
extensivo
y en profundidad
del tema,
incluyendo
la enunciacion
'y demostracion
de numerosos
criterios
de convergencia.

sobre el falso argumento de que la exis-
tencia de los limites reiterados garanti-
za la existencia del limite de la funcion.

Aqui se evidencia como atn no se ha
afinado suficientemente el concepto de
continuidad. La validez del resultado
para funciones uniformemente conti-
nuas respecto de cada variable pone de
relieve la falta de precision en el con-
cepto de continuidad, que sélo se pro-
ducird mucho después con la aparicion
del concepto de continuidad uniforme,
en 1870, de la mano de Heine (1821-
1881) y una vez que la aritmetizacion
del anilisis es una realidad.

La teoria de series

También sobre el concepto de limite
construye la teorfa de series, siendo el
primero en apreciar que el tratamiento
de las series debia basarse en el estudio
de la convergencia de la sucesién de
sumas parciales. Su tratamiento consti-
tuye toda una teorfa de la convergen-
cia. A este respecto el Cours es el pri-
mer estudio general de la convergencia
de series.

Ciertamente tanto Gauss, como Lacroix
(1810), como Fourier (1768-1843) (Fou-

- rier, 1878) se habian preocupado por el

andlisis previo de la convergencia de
las series. Gauss en 1813 (ver, por ejem-
plo, Dieudonné, 1978) public6 una
memoria sobre la serie hipergeométrica
en la que por primera vez se efectiia un
estudio riguroso de la convergencia de
una serie, pero en un caso concreto. No
obstante es a Cauchy a quien hay que
considerar el fundador de la teorfa de
convergencia de series, por ser el que
realiza el primer planteamiento sistema-
tico, extensivo y en profundidad del
tema, incluyendo la enunciaciéon y
demostracion de numerosos criterios de
convergencia. Este Gltimo hecho signifi-
ca un profundo cambio respecto al tra-
tamiento dado con anterioridad a la
cuestion. En efecto, lo que Cauchy hace
con sus criterios es establecer condicio-
nes suficientes de convergencia, bajo
ciertas hipotesis, independientemente



de la expresion concreta del término
general de la serie y sin conocer el
valor de la suma de ésta.

Inicia el capitulo VI definiendo una serie
S
n=0
y que ésta es convergente si existe el
limite de sus sumas parciales y es finito

lim s, =s
n—ee

donde

n
Sy = Zu i
i=0

también define la divergencia: «si,
mientras que 7 crece indefinidamente,
la suma s no se aproxima a ningln
limite fijo, la serie serd divergente, y no
tendrd suman.

Enuncia (pags. 125 y 126), en los tér-
minos siguientes, el conocido criterio
de Cauchy:

es necesario y suficiente que, para
valores infinitamente grandes del
nomero n, las sumas s, s.,1, S0
&c... difieran del limite s, y por con-
siguiente entre ellas, cantidades infi-
nitamente pequefias. [...] por lo que
para que la serie sea convergente,
es necesario que el término general
decrezca indefinidamente, mientras
que n aumenta; pero esta condicién
no es suficiente, es preciso ain que
[...] las sumas de cantidades v,
Ut Upeor &c... fomadas, a partir
de la primera, en tal nimero que se
quiera, terminen por obtener cons-
tantemente valores numéricos [en
valor absoluto] inferiores a todo
limite asignable. Reciprocamente,
cuando estas diversas condiciones
son verificadas, la convergencia de
la serie estd asegurada.

Hoy enunciamos este criterio aritmeéti-
camente; la serie

oo

S

n=0

es convergente si y s6lo si para cada
namero real € > 0 existe un entero n,,
tal que para cada n 2 n, se tiene que
[5,., — 8, <& cualquiera que sea el
entero r 2 1.

Cauchy hace uso
implicitamente
de la
convergencia
uniforme,
concepto
que por cierto
no existia
entonces
Y que tardaria
aun varias
deécadas
en fraguarse.
Cauchy,
al enunciar
el teorema, tenia
en la cabeza
JSunciones
desarrollables
en series
de potencias.

@

Cauchy probo la condicién necesaria, pero no la suficien-
te (sobre este tema volveremos mds tarde al estudiar su
concepcion del campo numérico). Utiliz6 el criterio para
probar la divergencia de la serie armonica

- 1
n=1n

la convergencia de

y la determinacion de la convergencia de la serie de
potencias

Seguidamente inicia un razonamiento erréneo en la pagi-
na 130 que le lleva a concluir, entre las paginas 131 y 132,
el famoso teorema sobre la continuidad de la suma de
una serie de funciones continuas puntualmente conver-
gente. Textualmente dice:

1.5 TeoremA. Cuando los diferentes términos de la serie
(1) [la serie en cuestién] son funciones de una misma
variable x, continuas con respecto a esta variable en el
entorno de un valor particular para el que la serie es
convergente, la suma s de la serie es también, en el
entorno de este valor particular, funcién continua de x.

Cauchy hace uso implicitamente de la convergencia uni-
forme, concepto que por cierto no existia entonces y que
tardaria alin varias décadas en fraguarse. Cauchy, al enun-
ciar el teorema, tenia en la cabeza funciones desarrolla-
bles en series de potencias. El propio ejemplo que pone
tras el teorema asi lo corrobora, éste es la funcién 1/(1-x)
suma de la serie

que es continua en el intervalo (-1, 1) de convergencia de
la serie. Claro, que hoy sabemos que la convergencia
puntual y la convergencia uniforme, de una serie de
potencias, coinciden para valores de la variable pertene-
cientes a cualquier intervalo cerrado y acotado contenido
en el intervalo de convergencia de la serie.

Cauchy reconocié su error en un trabajo publicado en
Comptes Rendus, T. XXXVI, pag. 454 el 14 de marzo de
1853, v titulado Note sur les séries convergentes dont les
divers termes sont des fonctions continues d'une variable
réelle ou imaginaire, entre des limites donnés. Dice
(Cauchy 1900, pags. 30 y 31):

Estableciendo, en mi Analyse algébrique, las reglas

generales relativas a la convergencia de series, yo he,
ademés, enunciado el teorema siguiente:



[reproduce el texto del teorema].

Como lo han hecho notar los sefiores Bouquet y Brioté, el
teorema se verifica para las series ordenadas segon las
potencias ascendentes de una variable, Pero, para otras
series, no puede admitirse sin restricciones. Asi, por
ejemplo, es verdaderamente cierto que la serie

. sin 2x  sin 3x
sin x, R
2 3

(2) e
siempre convergente para valores reales de x, tiene por
suma una funcién de x que es continua, mientras que x,
supuesta real, varia, en el enforno de un valor distinto de
un miltiplo £2nr de la circunferencia 2x, y que se redu-
ce, en particular, a (1x)/2, entre los limites x=0, x=2rx.
Pero, en estos mismos limites, la suma s de la serie (2}
llega a ser discontinug, y esta suma, considerada como
funcién de la variable real x, adquiere, en lugar del
valor +1/2 o -1/2, dado por la férmula s=(n—x)/2, el
valor singular s=0, que vuelve a ocurrir cuando se supo-
ne x=+2nm, siendo n un nimero entero cualquiera.

Anade (Cauchy, 1900, pags. 31 y 32): «es facil ver como se
debe modificar el enunciado del teorema, para que no
tenga lugar ninguna excepcion»; introduciendo en el refe-
rido enunciado las condiciones de la convergencia unifor-
me de la serie, aunque no identifica el concepto como tal,

El concepto de convergencia uniforme no serfa definiti-
vamente aclarado hasta Weierstrass (1815-1897) (cf.
Dugac, 1973).

Pero volvamos al Cours de Cauchy. Uno de los elemen-
tos mis novedosos, como ya se ha dicho, lo constituye el
establecimiento de diversos criterios de convergencia. En
la pagina 132 inicia la exposicién de éstos para series de
términos positivos

3
n=0
conu, > 0.

El primero de ellos es el criterio de la raiz, pero en su for-
mulacién vuelve a aparecer una interesante expresion:

Investigad el limite o los limites hacia los que converge,
mientras que n crece indefinidamente, la expresién
{u /" y designad por k el mas grande de estos limites”,
o, en ofros términos, el limite de los valores mds grandes
de la expresion en cuestién. La serie (1) serd convergente,
si se tiene que k<1, y divergente, si se tiene que k> 1.

Cuando habla de Jos limites» se estd refiriendo a limites
de oscilacion y «l més grande de estos limites» podemos
interpretarlo como el limite superior de (u )Y

. 1/n

lim sup(u n)

n—soo

Con lo cual introduce, aunque él no le dé ninguna deno-
minacién especifica ni lo resalte, el concepto de limite
superior de una sucesion.

...introduce,
aunque
él no le deé
ninguna
denominacion
especifica
ni lo resalte,
el concepto
de limite superior
de una sucesion.

6 Resulta curioso que no mencio-
nes a Abel (1802-1829) quien
en un arficulo fitulado Recher-
ches sur la série... (Abel, 1900,
pégs. 219-250), indicaba me-
diante un contragjemplo la in-
validez del teorema.

7 Los subrayados son nuesiros.

Otros criterios, expresados en lenguaje
actual, son:

1) El del cociente: si

. u
lim —8+L =
n—eo Up
se tiene que si k < 1 la serie converge
y si k > 1 la serie diverge.

2) El de condensacion: dadas las series

2% y 2 MU,
n=0 n=0

siendo (u ), decreciente y convergente
a 0, entonces ambas series convergen o
divergen simultineamente.

3) Para series armonicas generalizadas;
como corolario del teorema anterior
determina que la serie

i
n=11
serd convergente si U > 1 y divergente
sip<1,

4) De los logaritmos: si

lim _logaun _ h
n—elog, 1/n)
se tiene que si h > 1 la serie converge
y si h <1 la serie diverge.

A continuacién establece que si

o oo
2 u,=s y ZVn =s'
n=0 n=0

son series de términos positivos,

entonces

oo

Z(Lln +Vn)=s+s‘

n=0

Y prueba, por vez primera, (pag. 141)
que el llamado producto de Cauchy de
dos series de términos positivos con-
vergentes es una serie convergente con
suma el producto de las sumas de las
series factores. La serie producto es la
que tiene por término general

+ Lll_‘_lV1

uv o tuyv, o + U v,

En el siguiente epigrafe del mismo
capitulo, titulado De las series que com-
prenden términos positivos y términos

negativos, introduce (pag. 142) el con-



cepto de convergencia absoluta, pro-
bando que la convergencia absoluta
implica la convergencia; y ello le per-
mitird efectuar, por primera vez, un tra-
tamiento riguroso de las series de tér-
minos arbitrarios.

Enuncia los criterios de la raiz y del
cociente para las series de valores abso-
lutos, obteniendo el criterio de Leibniz
para series alternadas, que lo utiliza
para proporcionar ejemplos de series
que son convergentes, pero no absolu-
tamente,

i (1)1
n
n=1 I
tal que 0 < p <1, con lo que separa

ambos conceptos de convergencia.

Mientras que extiende el resultado
anterior para la suma de series de tér-
minos positivos, para el producto de
Cauchy de dos series demuestra la con-
vergencia del mismo al producto de las
sumas de las dos series, cuando las
dos? series son absolutamente conver-
gentes (Teorema 6, epigrafe 3, capitulo
VI, pags. 147 a 149). Y no so6lo esto,
sino que proporciona el primer ejem-
plo de series convergentes (pero no
absolutamente) cuyo producto es una
serie divergente; en efecto, considera
las dos series factores iguales a

S ot L
2o

que es convergente, pero el producto

2(_ 1Hn+l ZFW

no converge, como puede verse sin
mds que tener en cuenta el criterio de
Cauchy y que

n-1
1 S 2n+2

;=o\/n—j j+1 n+2

Cuando aborda las series de potencias
establece el siguiente teorema (pag. 151):
1.2 TEOREMA. Sea A el limite hacia

el cual converge, para valores cre-
cientes de n, la raiz n-ésima de los

Enuncia
los criterios
de la raiz
y del cociente
pavra las series de
valores absolutos,
obteniendo
el criterio
de Leibniz para
series alternadas,
que lo utiliza
para proporcionar
ejemplos
de series que
son convergentes,
pero no
absolutamente. ..

8 En 1875 F Mertens {1840-
1927) probé que sélo es nece-
sario exigir la convergencia
absoluta de una de las dos
series, permaneciendo la ofra
convergente.

9 La primera verificacion com-
pleta de la serie binomial fue
dada por Abel en 1826,

valores numéricos [valores absolutos] mds grandes de
a,. La serie (1)

2 %?}

n=0
sera convergente para fodos los valores de x comprendi-

dos entre los limites x=—1/A, x=+1/A, y divergente para
todos los valores de x situados fuera de estos limites.

lo que nos da como radio de convergencia R = 1/A,

pudiendo deducirse de los resultados de Cauchy que

A = lim sup (‘an})l/n

n—eo

conocido hoy como férmula de Hadamard (1865-1963).
Esta formula serd expresada explicitamente mas adelante
al considerar las series complejas

Considera la suma y el producto de series de potencias,
probando que si para un mismo valor de x las series son
absolutamente convergentes, entonces el producto seri
convergente y tendrd por suma el producto de las sumas
de las series factores.

Prueba (pdgs. 162 a 164), aunque apelando al «eorema»
errbneo relativo a la suma de una serie de funciones con-
tinuas, que la funcién que expresa el desarrollo en serie
de potencias (dentro del intervalo de convergencia) es
una funcién continua y que el desarrollo en serie de
potencias de una funcién continua es Gnico.

En la pigina 164 inicia el estudio del desarrollo en serie
de potencias de la serie binomial (1 + x¥, para pe R
arbitrario, obteniendo su desarrollo, pero con un argu-
mento no estrictamente correcto® (haciendo uso de los
resultados sobre ecuaciones funcionales del capitulo V y
del famoso «eorema» sobre la suma de una serie de fun-
ciones continuas). Partiendo de este resultado obtiene el
nimero e como limite, los desarrollos en serie de e¥,
In(1 + x), A¥y log,(1 + %), para A > 0.

En la Nota VII, como ya se ha indicado, vuelve al estudio
de series, en este caso de series dobles, siendo ésta una
doble sucesién indefinida, escrita como matriz infinita

u,, u,,
? b b
u 0 u 1’ u 2?

» » »

» U, u

uo s
u

2

. : (m) . éri (m)
con término general u™ y cuya suma parcial genérica s {
es la suma del cuadro

u,, u,, u,, . u
u's, u,  u, a1
» » ”» ”
uw, ul, o u, P L
(m-1) (m-1) (m-1) (m-1)

u0 ul uZ un—l

que denota por (2).



Define la convergencia del siguiente modo (pag. 538):

Si la suma de los términos restantes tomados en tal orden
y en tal nimero como se quiera llega a ser infinitamente
pequefia para valores infinitamente grandes de m y de
n, es claro que la suma s, y todas aquellas que se
podrian deducir de ella afiadiéndole a si™ algunos de
los términos excluidos del cuadro nimero (2), converge-
rén, para valores crecientes de m y de n, hacia un limi-
te fijo s. En este caso, se dira que la serie (1) [la serie
doble] es convergente, y que ella tiene por suma el limi-
te s. En caso contrario, la serie (1) serd divergente, y no
tendrd suma.

En la misma pédgina afiade errbneamente que si la serie
doble es convergente entonces las series de cada fila y de
cada columna son convergentes. Comete el error de con-
fundir el paso al limite haciendo tender simultineamente
(m, n) a infinito, con hacer crecer indefinidamente prime-
ro un indice (m) y luego el otro (). Sobre este falso resul-
tado, suma cada fila y cada columna obteniendo dos nue-
vas series: la serie cuyos términos son las sumas por filas
o0 oo o
Eun, Zu'n, 211';1
n=0 n=0 n=0
que denota por (3), y la serie cuyos términos son las
sumas por columnas

que denota por (4). De aqui infiere (pig. 539) que si la
serie doble es convergente con suma s, entonces las series
(3) y (4 serdn también convergentes y ambas con suma
s; teorema que es falso. Basta considerar la serie doble

2 -1/2  1/3 1/4  1/5

0 -3/2 -1/3 -1/4 -1/5
172 -1/2 0 0 0
/6 -1/6 0 0 0

donde las dos primeras columnas son convergentes por
serlo la serie

1
2
n=1

y las dos primeras filas son divergentes, por serlo
n=1
y, sin embargo, la serie doble converge pues s™ = 0 para

n 22y m2 2 No obstante, el resultando es correcto si la
serie doble es de términos no negativos.

=l

Luego establece (Teorema 2, pag. 541) que si las series de
cada fila son absolutamente convergentes y la serie (3) de

En la obra
de Cauchy no hay
Una construccion
de los sucesivos
campos
NUMEricos,
ni una explicita
formulacion
de las propiedades
definitorias
del conjunto
de los niimeros
reales.
No obstante,
si aparece
en el Cours
una primera
aproximacion,
por cierto
considerablemente
buena. ..

sumas de filas es absolutamente con-
vergente, entonces: 1) todas las series
verticales (columnas) son convergentes
y 2) la serie (4) de sumas de columnas
es también convergente y su suma s la
misma que la suma de la serie (3).
Resultado que es cierto, aunque él
parte de uno primero, ya comentado,
que es falso.

Como aplicacién, obtiene el teorema
del producto de series (simples) abso-
lutamente convergentes (Teorema 6,
epigrafe 3, capitulo VI) ya mencionado,
mediante una demostracién considera-
blemente mds simplificada, partiendo
de la distribucion

u.v, v, Wy, 113V0

070
UOV1 wvy u,vy
Uyv, wv,
L10V3

del hecho de que las series
2 u, vy 2 Vi
n=0 n=0

son absolutamente convergentes y del
Teorema 2 de la pédgina 541, arriba
comentado.

Otro uso que hace de los resultados
anteriores es obtener el desarrollo en
serie de arc sen x y In (1 + x).

Los resultados sobre series complejas y
series recurrentes los comentaremos
miés adelante.

Concepcion de los nume-
ros reales

En la obra de Cauchy no hay una cons-
trucciéon de los sucesivos campos
numeéricos, ni una explicita formulacién
de las propiedades definitorias del con-
junto de los ntmeros reales. No obs-
tante, si aparece en el Cours una pri-
mera aproximacion, por cierto conside-
rablemente buena, a este tema, al que
Cauchy dedica gran parte de los
Preliminares, las Notas I y II y, como
veremos, la completitud de R aparece-
r4 subyacente en diversos lugares.



Como ya hemos indicado, Cauchy
entiende un nimero como la medida
absoluta de una magnitud y una canti-
dad como un ntmero precedido del
signo + o del signo —. Tras enunciar la
regla de los signos realiza una serie de
definiciones defectuosas para la suma,
la diferencia, el producto y el cociente,
primero para nimeros y a partir de ahi,
y haciendo uso de la regla de los sig-
nos, para cantidades.

Una vez «definida» la suma de dos
nimeros formula (pigs. 406 y 407),
como axioma, una propiedad que
engloba conjuntamente a las propieda-
des conmutativa y asociativa de la suma

No se demuesira, pero se admite
como evidente, que la suma de
varios némeros es la misma en cual-
quier orden que se las afiada. Esto
es un axioma fundamental sobre el
que reposan la aritmética, el élge-
bra, y todas las ciencias de célculo.

Luego hard observar que esta propie-
dad la verifican la suma y el producto
de cantidades cualesquiera.

Las definiciones de las operaciones des-
cansan sobre el sentido de éstas en el
caso de los nimeros naturales, lo que
le lleva a efectuar distinciones acerca
de la naturaleza de los nimeros para
entender el significado, en cada caso,
de la operaciéon. Y es aqui donde
encontramos una primera aproxima-
ciébn muy interesante a la construccion
de R a partir del conjunto de las suce-
siones de ndimeros racionales que son
de Cauchy. Asi, define el producto de
dos ntimeros A y B, cuando B es irra-
cional como

lim Ab, =A-B

n—ee
siendo (b)) una sucesién de nimeros
racionales convergente a B. Observe-
mos que bisicamente aqui estd presen-
te la definicion actual del producto de
nimeros reales; pero hay algunos
inconvenientes: en primer lugar parte
de la existencia del nimero irracional
sin haberlo definido (aunque esta exis-
tencia era dada por conocida), en
segundo lugar da como obvio que
cualquiera que sea la sucesion de

Las definiciones
de las operaciones
descansan sobre
el sentido de éstas
en el caso
de los niimeros
naturales,
lo que le lleva
a efectuar
distinciones
acerca
de la naturaleza
de los niimeros
para entender
el significado,
en cada caso,
de la operacion.

¢

aproximaciones racionales (b)), de B, la sucesién (Ab ),
convergera siempre al mismo limite. Enuncia la propiedad
distributiva.

Define después la potenciacién y la radicacién, como
antes, primero para niimeros y, a partir de ahi, luego para
cantidades. Asi (pigs. 414 y 415) para dos ntimeros Ay B,
viene dada de la forma siguiente: 1) si B € N, A? =
= A'‘A--A, B veces; 2) si B=m/n € @, se trata de buscar
un nimero X tal que D) A = XX 7 veces y i) XX m
veces nos dard AP (la cuestién es jexiste un tal nimero
X?); 3) si B es irracional, toma una sucesion de aproxima-
ciones racionales (b,), € @ tal que
lim b, =B
n—yeo

y entonces

AB = lim AP

n—yeo

Hoy podemos seguir exactamente el mismo procedimien-
to, pero completando ciertas lagunas: tendriamos que
definir 1) por recurrencia, luego demostrar la existencia
de un tGnico ntmero real X tal que X" = A en 2) v, final-
mente, probar la unicidad en 3), independientemente de
la sucesién elegida, y lo que es mas importante haber
resuelto previamente la existencia del irracional B que
Cauchy no ha definido.

En la pigina 422 inicia el estudio de exponenciales y
logaritmos. Sobre la base de la definicion y las propieda-
des de las potencias, obtiene diversas propiedades de los
logaritmos.

Para dos cantidades a y b define a > b cuando a-b es
positivo (pag. 438). A partir de aqui obtiene diversas pro-
piedades relativas a la estructura de orden de R, entre las
que no figuran, tal vez por ser evidentes para Cauchy, las
propiedades de tricotomia y triangular. Es interesante
notar que ya en los Preliminares y luego en la Nota II
Cauchy trata extensamente el concepto de media de
varias cantidades, respecto del que obtiene numerosos
resultados y que le servirdn para probar un buen ntimero
de teoremas, como, por ejemplo, aquellos ya sefialados
sobre indeterminacién de limites (pags. 49 y 54), evitan-
do acudir al uso de desigualdades. Podemos leer (pag.
14) Se llama media de varias cantidades dadas una nueva
cantidad comprendida entre la mis pequefia y la mis
grande de las que se consideran. Después de esta defini-
cién, es claro que existe una infinidad de medias entre
varias cantidades desiguales» y denota una media entre
varias cantidades a, a', a",... mediante M(a, a', 2",...). Hoy
establecerfamos con més precisién que inf {a, a', a",..}] <
M(a, a', a",...) < sup fa, a’, 2", ...}.

Al considerar el valor numérico [valor absoluto] de una
media entre varias cantidades dadas, apoy4ndose en los
resultados obtenidos anteriormente sobre medias, conclu-
ye que



wﬂaz +a2+a?4.,
,]a"‘, ) =
Vn

y sefiala que las expresiones de la forma

x}a2+a'2+a"2+...

sirven para determinar longitudes medidas en linea recta y
ireas de superficies planas, por medio de sus proyecciones
ortogonales». Y obtiene (pag. 455) como «“mportante teore-
ma» relativo a este tipo de expresion el siguiente:

M(‘a[, \a'

16.¢ TEOREMA. Sean g, @', a", ..., o, o', &", ... dos suce-

siones de cantidades, y supongamos que cada una de

estas sucesiones comprende un nimero de n términos. Si

las razones a/o, a'/o, a”"/o/, &c... no son todas igua-
"

les entre ellas, la suma aot + a’a’ + a”a” + ... serd infe-
rior al producto

\[02+o'2+a"2+... A\[(x2+oc'2+oc"2+...

de suerte que se fendré

"

val. num, {ac + @’e’ + a"a” + ...} <

<\/02+0'2+o"2+... '\/oc2+oc'2+oc"2+...

Obsérvese quea = (a, 2, 2", ...), = (o, o, &”, ..) € R?
y que la condicién de que las fracciones a/ol, a’/or, 2"/,
etc. no son todas iguales entre ellas nos dice que a y @.no
son linealmente dependientes. Finalmente

(ac+ 200 + 2+ < \[a2+a‘2+a“2+... ~\/cx2+oc'2+a"2 +o..

se puede expresar como | a-a | < Il a Illl & ll. Es
decir, estamos ante la conocida desigualdad de Cauchy-
Schwarz!® que se convierte en igualdad siy s6lo siay O
son linealmente dependientes, como Cauchy indica en un
Escolio que sigue (pags. 456 y 457).

Los resultados referidos configuran una aproximacion,
ciertamente incompleta, a la estructura del cuerpo orde-
nado de los ntimeros reales. Una propiedad bisica nos
falta para que la concepcién de Cauchy de los reales sea
parecida a la actual. Nos referimos a la completitud.

Es cierto, que en ninguna parte aparece una formulacion
de tal principio, pero es también verdad que la completi-
tud de los reales aparece de forma implicita en numero-
sas ocasiones. Asi, por ejemplo:

1) Cuando considera sin demostrar (pig. 126) que siendo
la sucesién de sumas parciales de una serie «de Cauchy»,
entonces la serie es convergente.

2) Cuando considera, como algo evidente, que una
sucesiébn mondtona acotada es convergente. Como
sabemos la existencia de un tal limite garantiza la com-
pletitud de R.

Ello ocurre, por ejemplo:

Los numeros
complejos tienen
una bistoria
de antigua
presencia
tolerada,
no sin recelos,
vinculada
inicialmente
al estudio
de ecuaciones
algebraicas.
Su incomprension
Jue
una constante,
lo que no era
obice para
su manipulacion
cuando resultaba
imprescindible,
siempre sobre
la base
de la extension
de las operaciones
con los reales.

10 Schwarz {1843-1921).

11 El subrayado es nuestro.

) En la demostracién del Teorema del
Valor Intermedio para funciones conti-
nuas (pig. 462), al afirmar que las suce-
siones monoétonas x,, X, X,,... ¥ X, X,
X",
decreciente, y acotadas tienen limite.

respectivamente creciente 'y

i) En la demostracion del teorema ante-
riormente aludido sobre la determina-
cién de la menor de las raices de una
ecuacion f(x) = 0 en un intervalo [x,, X,
con f(x) continua, cuando dice (pag.
467): x,, X, X,,... formardn una serie
[sucesion] donde el término general x
creciendo constantemente con 72, sin
poder jamis sobrepasar la raiz 4, con-
vergerd necesariamente!! hacia un limi-
te igual o inferior a esta raiz.»

iii) Cada vez que aplica el criterio de
comparacién para series de términos
positivos, como algo obvio. Asi, por
ejemplo, en el criterio de la raiz (pag.
133), o en el criterio de los logaritmos
(pag. 137).

3) Al considerar que las sucesiones aco-
tadas de ndmeros reales tienen limite
superior de oscilacién; que como sabe-
mos implica la completitud de RR. Este
es el caso del criterio de la raiz para
series de términos positivos. Obviamente
Cauchy estd considerando implicita-
mente este hecho cuando en el enun-
ciado (pag. 132) dice: «Buscad el limite
o los limites hacia los que converge,
mientras que n crece indefinidamente,
la expresion (u™ ; y designad por kel
mas grande de estos limites»,

Funciones y series complejas

Los nimeros complejos tienen una his-
toria de antigua presencia tolerada, no
sin recelos, vinculada inicialmente al
estudio de ecuaciones algebraicas. Su
incomprension fue una constante, lo
que no era dbice para su manipulacién
cuando resultaba imprescindible, siem-
pre sobre la base de la extension de las
operaciones con los reales. De la mano
de Euler (1707-1783) y D'Alembert las
operaciones algebraicas y trascendentes
con nameros complejos proporciona-



ban al conjunto de los complejos el
caricter de un sistema cerrado. Ellos y
otros destacados matematicos como
Laplace (1749-1827), entre otros, efec-
tdan diversas e importantes contribu-
ciones en los inicios de lo que llegard a
ser la construccién de la teorfa de fun-
ciones de variable compleja. No menos
importante son las contribuciones de
Gauss, entre ellas Ja primera demostra-
cion del Teorema Fundamental del Al-
gebra en 1799. Pero se puede conside-
rar a Cauchy como el auténtico funda-
dor de la teorfa de funciones de varia-
ble compleja, ddndole unidad, sistema-
tizacién, rigor conceptual y proporcio-
nando muchas e importantes contribu-
ciones. Su trabajo de 1814 (no publica-
do hasta 1827) Memoire sur la théorie
des intégrales definies es el primero sig-
nificativo en la linea apuntada, luego
vendrd el Cours, pero seran trabajos
posteriores los auténticamente impor-
tantes en este tema (ver a este respec-
to, por ejemplo, Dieudonné, 1978).

En el Cours Cauchy presenta de forma
sistemdtica las operaciones con nime-
ros complejos y sobre todo efectGa un
estudio muy importante y novedoso
sobre la convergencia de series de
potencias complejas. En lo que sigue
nos referiremos exclusivamente al obje-
to de este trabajo, es decir al contenido
del Cours.

Cauchy entiende los nimeros comple-
jos (a los que se refiere como nimeros
imaginarios) como una extensién sim-
boélica de caricter algebraico, carente
de significado. Asi al multiplicar cos a +
V=1 sena por cos b +—1 sen b como si
de dos expresiones algebraicas se trata-
se obtiene cos (a+h) + =1 sen (a+b) y
.dice (pag. 175) das tres expresiones
que encierra la ecuacién precedente, a
saber, [...] [las anteriores] son tres expre-
siones simboélicas que no se pueden
interpretar segin las convenciones
generalmente establecidas, y no repre-
sentan nada real. Se las ha denominado
por esta razén expresiones imagina-
rias». De este modo Cauchy usarid «ma-
ginario» al referirse a «omplejo» y V-1
en lugar de i

...Se puede
considerar
a Cauchy como
el auténtico
Jundador
de la teoria
de funciones de
variable compleja,
dandole unidad,
sistematizacion,
rigor conceptual *
Y proporcionando
muchas
e importantes
contribuciones.

Define qué es un nimero complejo, la igualdad de dos de
ellos, las operaciones suma, diferencia, producto, poten-
cia y radicacion, en forma binémica vy, tras obtener la
expresion médulo-argumental, nuevamente el producto,
el cociente, la potencia y la radicacién. Usa los resultados
anteriores para obtener diversas férmulas trigonométricas.

Al inicio del capitulo VIII (pdg. 240) define una variable
compleja como la compuesta por dos variables reales en
la forma u + vN=1. Si u y v convergen, respectivamente,
hacia Uy V, entonces u + vN—1 convergerd a U + V-1,

Define (pag. 247) «{uncién imaginaria» [funcién com-
plejal como aquella que puede expresarse en la forma
O(x) + x(x) V=1, siendo ®(x) y %(x) funciones reales de
variable real. Andlogamente, para varias variables consi-
dera ®x, v, z,...) + X, v, 2, ...) V=1, siendo las funcio-
nes componentes funciones reales de varias variables
reales. De este modo realmente estd considerando fun-
ciones reales de valores complejos; ciertamente ello le
permitiria tener las funciones de variable compleja en la
forma ®(x, y) + x(x, y) ¥—1, considerando un complejo z
como un par de reales (x, y).

Después hace un desarrollo paralelo al realizado para el
caso real. Efectia una clasificacién de las funciones com-
plejas en explicitas e implicitas, etc.; define un infinitési-
mo complejo o + { V=1 como la wariable» que converge
a cero do que supone que en la expresion dada la parte
real y el coeficiente de V=1 converjan al mismo tiempo
hacia este limite». Establece que la condicién necesaria y
suficiente para ello es que el médulo p = Vo + {? sea un
infinitésimo. Define la continuidad a partir de la continui-
dad de @) v de x&X). Su camino de extension de los
resultados del caso real le llevan a generalizar (pag. 251)
el ¢eorema» erréneo de la continuidad de funciones de
varias variables a partir de la continuidad respecto de
cada una de las variables separadamente. También extien-
de los resultados del capitulo III sobre funciones simétri-
cas, alternadas y homogéneas al caso complejo, mediante
la consideracién de que las funciones reales ® y % lo son
ambas. Entre las paginas 254 a 273 extiende al caso com-
plejo los resultados sobre polinomios obtenidos en el
capitulo IV y los relativos a la determinacion de funciones
continuas que verifican determinadas propiedades del
capitulo V.

Cauchy define (pag. 274) una serie

(P + a0 1)

n=0
compleja [«serie imaginariar] a partir de las dos series reales

ipn v D dn
n=0 n=0

y la convergencia, en el camino usual, a partir del limite
de la sucesién de sumas parciales



]Z((pn +dyn '\/_:I)

resultando que la serie compleja es convergente si y sélo
si lo son las dos series reales componentes. Considera
como ejemplo el caso de una serie de potencias comple-
ja y a partir de aqui, remitiendo a las series reales com-
ponentes y usando para ellas el famoso deorema» inco-
rrecto sobre la continuidad de la suma de una serie de
funciones reales continuas, nuevamente se equivoca y
afirma (pdg. 279) que la suma de una serie convergente
de funciones continuas complejas es también una funcién
continua; teorema, que como sabemos hoy, es incorrecto
si no se exige la convergencia uniforme de la serie.

A continuacién considera
an (cos 8, +V-1sen Gn)
n=0

siendo p_ y 8, el médulo y el argumento del enésimo tér-
mino de la serie

3 (pa + 40 371)

n=0
Demuestra entonces (pig. 280) que esta serie es conver-
gente si

lim sup (pn)l/n <1
n—oe

y divergente si el limite superior es mayor que 1. Luego
(pag. 282) establece que si existe

lim Potl =i

n—e Py
entonces existe y vale kel

: 1/

lim sup (pn) "

n—ee
Establece la convergencia de la suma de series complejas,
y la del producto cuando las series de los médulos son
convergentes.

En la pagina 285 inicia el estudio de series de potencias
complejas, con coeficientes reales

S o
n=0
Six = z(cos 6 + V=1 sen 8), con z y 8 reales, la serie ante-

rior puede escribirse como

oo

Zanz“ (cos n® + /-1 sen ne)

n=0

que denota mediante (3). Siendo

A = lim sup (‘anl)lm

n—yee

concluye que

... nuevamente se
equivoca
y afirma que
la suma
de una serie
convergente
de funciones
continuas
complejas
es también una

funcion continua;

teorema,
que como
sabemos hoy,
es incorrecto Si
no se exige
la convergencia
uniforme
de la serie.

1.e" TEOREMA. La serie (3) es conver-
gente para todos los valores de z
comprendidos entre los limites
z=-1/A y z=1/A, y divergente
para todos los valores de z situados
fuera de los mismos limites. En otros
términos, la serie (1)

E n
apX

n=0
es convergente o divergente segin
que el médulo de la expresién ima-
ginaria x es inferior o superior a

1/A.

Apareciendo de este modo explicita-
mente la conocida férmula llamada de
Hadamard. Después establece que si
existe

An+1
adp

n—e

entonces

K /
nlgrlosup (|an1)1 "

existe y coincide con aquél.

Concluye como corolario (pag. 287)
que i la serie (1)

S
n=0

es convergente para un cierto valor real
de la variable x, ella permanecerad con-
vergente para todo valor imaginario
donde este valor real setfa, excepto el
signo, el modulo. Por consiguiente, si la
serie (1) es convergente para todos los
valores reales de la variable x, ella per-
manecerd convergente, cualquiera que
sea el valor imaginario [complejo] que
se le atribuya a esta variable».

Por extension de los resultados del caso
real concluye que la suma de las series
de potencias convergentes es conver-
gente y su suma es el resultado de
sumar la suma de ambas series. Del
mismo modo si las series de los modu-
los son convergentes, entonces la serie
producto es convergente,

Estudia luego la serie binbmica. A par-
tir del estudio de la serie

i%(cos no + \/——Tsen ne)
n=0



Al

con z'y 6 reales (pags. 298 a 301) obtie-
ne, separando las partes real e imagina-
ria, que las funciones cos z'y sen z son
desarrollables en series de potencias
para cualquier valor de z Extiende y
define, sobre la base del referido coro-
lario de la pédgina 287, el desarrollo en
serie de potencias de e, conx e C,y
que e*e¥ = e (pig. 302). Del estudio
de la serie

i (-DnHt %(cos n6 ++/—1 sen n9>
n=1

obtiene el desarrollo en serie de arc tg z
para [zl £1.Y de este dltimo desarro-
llo obtiene w/4 como la suma de una
serie.

Por extensién del caso real obtiene los
desatrollos de A%, sen xy cos x, con x
complejo. Usando ahora que eX-e¥ = eX*v
(pdgs. 310 y 311) deduce que para
x =a+ ¢V-1 € € se tiene que

A* = A% (Cos(gln A)+~/-1sen(gln A))
S +e ¢ et _e®
senx = sen o +
2
e +e ™t es et
COsSX = COS ¢ —
2

A continuacién define el logaritmo com-
plejo y obtiene la expresién de log,x,
con x € (. Para finalizar el capitulo IX
obtiene los valores de los arcosenos y
arcocosenos para valores complejos.

En la pigina 389, primera del capitulo
XII, define las series recurrentes en los
términos siguientes «Una serie a, 4X,
a, X% ..., ax% &c..., ordenada siguien-
do las potencias ascendentes y enteras
de la variable x, es llamada recurrente,
cuando en esta serie, considerada a
partir de un término dado, el coeficien-
te de una potencia cualquiera de la va-
riable se expresa como funcién lineal
de los coeficientes de las potencias
inferiores tomada en nimero fijo; de
suerte que es suficiente recurrir a los
valores de estos Gltimos coeficientes
para deducir de ellos aquél que se
busca». Pudiendo ser los valores de los

‘a_y de xreales o complejos.

A partir de los resultados, de los capi-
tulos VI y IX, sobre series concluye que

Comprueba que
los desarrollos
en series
de potencias
de las fracciones
racionales
resultan
ser series
recurrentes.

COs (X\/——_l
SCHOC\/:

12 Se considera que D’'Alembert
es el primero que proporcioné
una tentativa seria de demos-
tracién del teorema, vélida
salvo por algunas lagunas.

la serie recurrente serd convergente si

r}l_l)ll, inf W <

y divergente si es mayor que 1. Es interesante resaltar que
aparece aqui, aunque no se defina explicitamente, el con-
cepto de limite inferior, bajo la forma del «l mis peque-
fio de los limites»,

Comprueba que los desarrollos en series de potencias de
las fracciones racionales resultan ser series recurrentes.
Luego prueba que si una serie de potencias es conver-
gente y recurrente, entonces su suma es una fraccién
racional.

Finalmente nos referiremos a la demostracién que da
(pédgs. 331 a 339) del Teorema Fundamental del Algebra
y que enuncia asf:

1. TEorema. Cualesquiera que sean los valores reales o
valores imaginarios de las constantes Ay Qy, ..., Q,, la
ecuacién (1) apx" + ax™ + ... +a,_x+a, =0, enla
cual n designa un nimero entero igual o superior a la
unidad, tiene siempre raices reales o imaginarias.

Recordemos que este teorema habia sido demostrado por
primera vez en 1799 por Gauss, que llegd a dar hasta cua-
tro demostraciones del mismo. Su historia se remonta a
Girard (1595-1632), y juegan un papel destacado Euler,
D'Alembert'?, Lagrange (1736-1813) y Laplace. Una infor-
macion pormenorizada del tema puede consultarse en
Petrova (1974), Gilain (1991) y Pla (1992).

Aunque la demostracion de Cauchy estd en la linea de las
ideas principales de D'Alembert y del articulo «Réflexions
sur la nouvelle theorie d'analyse», de 1814, de Argand
(1768-1822), y que como él dice da demostracién prece-
dente del teorema 1.°, aunque diferente en varios puntos
de la que ha dado el Sr. Legendre [Theorie des Nombres,
L.ef Part, $ XIV], estd basada sobre los mismos principios»,
tiene sobre todo el interés de aparecer en un libro de
texto que tuvo una importantisisma influencia en el desa-
rrollo del analisis en el siglo XIX.

La linea de la demostracién es como sigue. Designando el
polinomio por f(x) y llamando x = u + vW=1 puede escri-
bir la ecuacién en la forma ®Cu, v) + \/:—l_x(u, v) = 0.
Considera la funcién que podriamos llamar médulo al
cuadrado F(u,v) = [®(u, V)I* + [y(u, V)] Se trata ahora de
probar que existe un minimo de F(u,v), sea éste 4, que
se alcanza para u=uy v=v,, Después considera u =u +oh
y v=vy,+tok, designando o una cantidad infinitamente
pequefia y by kdos cantidades finitas; entonces f(u,v) es
una funcién compleja de oh + kV-1) y desarrollando fen
serie de potencias de ah + k\=1) obtiene los desarrollos
de @(u,tah, vy+ak) y de x(u +ah, v +ok) vy, por consi-
guiente, de F(u+oth, v +ak). Puesto que Flug+ah, v +ok) -
F(u,,v)20, v su signo es el de la potencia de o, de menor



grado en el desarrollo, concluye que debe ser A = 0, sien-
do asi que para (u,, v) se tiene que f(u,, vy) = 0y con-
secuentemente f(x) = 0, siendo x; = u, + Vo\j:—i.

La demostracion tiene un fallo o una laguna desde la pers-
pectiva del rigor y es cuando «prueba» que F(u,v) tiene al
menos un minimo. El parte de que

lim FQ,v)=e0
(u,v)—>eo

siendo F(u,v) una funcién entera, y por tanto continua, y
no negativa; de ello entonces se deduce que existe (u, v,)
tal que F(u, v,) = A es un minimo. Textualmente dice:
«Ademds, como la ecuacion (4) [Fu,v) = [@®@u P +
[x(u,»)1¥ da para F(u,v) una funcién entera y por consi-
guiente una funcién continua de las variables u y v, es
claro que F(u,v), variando con ellas por grados insensibles,
y no pudiendo bajar por debajo de cero, alcanzard una o
varias veces un cierto limite inferior que no rebasard
jamds». Pero este argumento, que para Cauchy resulta evi-
dente, necesita rigurosamente acudir a un razonamiento
de continuidad de la funcién F(u,v) sobre un compacto, lo
que desde luego estaba fuera del alcance de Cauchy.

Conclusiones

El Cours d'Analyse es la primera obra en la construccién
rigurosa del andlisis tal y como hoy lo entendemos, escrita
en un estilo claro y ameno. Sin duda Cauchy parte de mal-
tiples contribuciones anteriores a esta obra, pero él supo no
solo ver sino, lo que es mds importante, construir todo el
edificio del analisis desde el concepto de limite, producien-
do un sistema coherente y cohesionado donde las distintas
técnicas y conceptos cobraron un nuevo significado.

Identifica las propiedades esenciales de los distintos con-
ceptos, los incorpora a las definiciones y los convieste en
instrumentos Utiles para refinadas demostraciones.

Junto a todo ello, lo que de por si ya justificaria la pre-
sencia de esta obra entre las mas distinguidas de todas las
matemdticas, Cauchy introduce numerosos avances res-
pecto de las matemdticas de sus antecesores y contempo-
rineos. Asi, entre otros, volvemos a resaltar:

1) No solo entiende el significado crucial del concepto
de limite, sino que ademis lo usa, por primera vez,
en forma aritmética en diversas demostraciones,
obteniendo asi una potente herramienta. Define en
términos de limite los infinitésimos, cuestién esencial
en el proceso de rigorizacion. Identifica y usa con
acierto los conceptos de limites de oscilacion, limite
superior e inferior.

2) Introduce el concepto de continuidad a través de
sucesiones, lo que se convierte en un poderoso ins-
trumento del anlisis.

El Cours d'Analyse
es la primera obra
en la construccion
rigurosa
del andalisis
tal y como
hoy lo
entendemos,
escrita
en un estilo claro
Y ameno.

Sin duda Cauchy
parte de miiltiples
contribuciones
anteriores
a esta obra,
pero él supo
1o sélo ver sino,
lo que es mads
importante,
construir todo
el edificio
del andalisis desde
el concepto
de limite,
produciendo
un sistema
cobherente
'y cobesionado
donde
las distintas
técnicas
Y conceptos
cobraron
un nuevo
significado.

3

4

5)

Proporciona la primera exposicién
rigurosa de la teoria de series. Ge-
neraliza algunos criterios sélo co-
nocidos para casos particulares
(como el del cociente) e introduce
otros nuevos; pero sobre todos les
da a estos tal generalidad que los
convierte en una pieza esencial
para el estudio de series. Identifica
el concepto de convergencia abso-
luta y lo separa del de convergen-
cia, siendo el primero que observa
la importancia de la convergencia
absoluta en el estudio de series de
términos cualesquiera. Es el prime-
ro que proporciona teoremas rigu-
rosamente probados sobre produc-
to de series y el primero que obtie-
ne la férmula para la determina-
cién del radio de convergencia de
una serie de potencias.

En esta obra hay una aproximacion
muy buena a lo que es el actual
tratamiento de los nimeros reales;
la existencia previa de los irracio-
nales (obvia para Cauchy y sus
contemporaneos) impedia la cons-
truccién de los mismos a partir de
sucesiones de racionales, pero es
justo reconocer que subyacen los
elementos bidsicos para tal tarea,
como por ejemplo la definicién de
operaciones con irracionales a par-
tir de sucesiones de racionales que
convergen a los mismos. La com-
patibilidad de la relacién de orden
con las operaciones aritméticas son
observadas como necesarias por
Cauchy. Finalmente, la completitud
estd presente en multiples ocasio-
nes y en situaciones diferentes; y si
bien es cierto que no hay una iden-
tificacién de su importancia vy, tal
vez precisamente por ello, la com-
pletitud de los nimeros reales es
observada, en sus distintas mani-
festaciones, como obvia.

Introduce sistemitica y rigurosa-
mente el tratamiento de la variable
compleja. Extiende los resultados
del campo real al estudio de series
de términos complejos y de series
de potencias complejas, efectuan-



do un estudio secuenciado de las
funciones complejas elementales.

También aparecen algunas lagunas vy
algunos errores, producto del atn inci-
piente camino de clarificacién concep-
tual que se desarrollarfa a lo largo de
todo el siglo XIX. Pero, incluso en estos
errores estd también el origen de esa
necesaria clarificacién y el avance de la
profundizacién conceptual.

Por todo ello y por la notable influen-
cia que ejercio, el Cours dAnalyse es
sin ningtn género de dudas una de las
obras esenciales en la construccién del
anélisis moderno. Y junto con el Ré-
suméy las Legons sur le calcul différen-
tiel de 1829 (Cauchy, 18998), forma una
trilogia de libros de texto que revolu-
cionaron los fundamentos del analisis.
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Planteamiento y resolucién de
problemas: ¢Es relevante Polya

para las matematicas escolares
del siglo XXI?*

M.A. (Ken) Clements

Se describen dos tareas
mateméticas enriquecedoras,
adecuadas para los Gltimos
cursos de primaria y
primeros de secundaria,
déndose cinco caracterfsticas
que deben tener las tareas
«fértiles» de planteamiento y
resolucién de problemas. En
la parte mas tedrica se
discute la conveniencia de
conseguir que los alumnos
parficipen en un aprendizaje
metacognitivo o reflexivo en
matemdticas. Se da una
breve perspectiva histérica
de algunas de las corrientes
a favor y en contra del
planteamiento y resolucién
de problemas. Finalmente, se
analizan hasta qué punto el
planteamiento de problemas
y el uso de «preguntas
abiertas» tienen valores
educativos especiales.

Conferencia lefda en la
Associacié d’Ensenyants de
Matematiques de les Comar-
ques Gironines, celebrada en
Girona el 11 de febrero de
1998, con motivo del proyec-
to TIEM98 patrocinado por el
Centre de Recerca Matema-
tica, Institut d’Estudis Catalans.

Traduccién: Julio Sancho

STE ARTICULO se va haciendo mis teérico a medida que
va avanzando. Confio en que los profesores que lo lean
intenten alguna de las actividades, descritas en la primera
seccién, en sus propias clases y reflexionen y discutan los
principios esbozados en la seccién dedicada al «disefio y
seleccion de actividades y el papel del profesor. El resto
de las secciones son mis tedricas y pueden ser la base
para la discusién entre profesores interesados en usar en
sus clases una metodologia basada en el planteamiento y
la resolucién de problemas.

Dos actividades matematicas «enrique-
cedoras»

En esta seccidn del articulo se describen dos actividades
relevantes curricularmente asi como matemadtica y educti-
vamente «enriquecedoras». Tienen una estructura similar a
muchas otras de las que aparecen en dos volimenes de
actividades matematicas «icas» usados por muchos profe-
sores australianos de matematicas (Lovitt y Clark, 1991).
Ninguna de las actividades descritas requiere un equipa-
miento caro y ambas son adecuadas para clases normales.

¢ Qué longitud tiene este trozo de cuerda?

Se reparte a los alumnos de una clase en grupos de cinco
y a cada uno de los grupos se le da un trozo de cuerda
de unos 10 metros y unas tijeras. Se le dice a cada grupo
que tiene diez minutos para cortar un trozo de cuerda
cuya longitud sea igual a la altura media del grupo.
Ademis se les dice que, una vez pasados los diez minu-
tos, deberdn explicar al resto de la clase el método que
han utilizado.



He usado esta actividad muchas veces (tanto con chicos
como con adultos) y he observado que los grupos buscan
la solucién con entusiasmo, a menudo usando métodos
bastante fisicos y siempre con animadas discusiones. La
sesién de «puesta en comln» proporciona un foro en el
que los grupos exponen lo que han hecho. También per-
mite a todos escuchar las diversas estrategias usadas por
los grupos y cada uno puede comparar la eficacia y ele-
gancia de su estrategia con la de otros. El profesor tiene
muchas oportunidades de observar las caracteristicas de
las diferentes estrategias sin quitar la autoria a los grupos.

La actividad estd claramente relacionada con un concepto
importante del curriculo del fin de la primaria o el princi-
pio de la secundaria en todo el mundo, el «promedio» o
media aritmética. El trabajo en grupo, que es un aspecto
esencial de la estructura de esta actividad, permite a los
alumnos verse envueltos en episodios que probablemen-
te recordardn durante mucho tiempo. Invariablemente se
genera una rica discusién matematica tanto durante el tra-
bajo en los grupos como en la «puesta en comin». Por
ejemplo, alguno de los grupos toma la altura de uno de
sus miembros como altura base y usa la cuerda para obte-
ner la suma algebraica de las desviaciones respecto de esa
altura base. La cuestidn que se suscita entonces es si esa
suma algebraica de desviaciones es necesario «dividirlar
por 4 o por 5 antes de que la media de desviaciones se
«sume» a la altura base. {He visto a profesores de mate-
maticas equivocarse en este punto!

Grupos de profesores que han llevado esta actividad a sus
clases han informado de que sus alumnos aprendieron
més sobre el concepto de media aritmética que lo que lo
hubieran hecho mediante una metodologia mds tradicio-
nal. Los alumnos aprendieron también que, a menudo,
hay varias formas de resolver un problema con algunos
procedimientos que son mis eficientes, o elegantes,
que otros. Los profesores que han intentado la activi-
dad en sus clases comentan que el tiempo que ocupa
la actividad no es mayor que el que hubiera sido nece-
sario para ensefiar el concepto de «media aritmética» de
forma mas tradicional.

Fracciones en la recta numérica

Esta actividad es adecuada para todos los niveles de pri-
maria. Con alumnos de nueve afios es recomendable usar
las fracciones 1/3 y después 2/3. Con los alumnos de 10
y 11 aflos se recomienda usar las fracciones 1/3 y después
2/3. Con los alumnos de 11 a 13 afios se recomienda el
uso de las fracciones 3/8, 3/5 y 5/6. En la siguiente des-
cripcidn se usa la fraccién 3/8. También se supone que
hay una pizarra en el aula y un trozo de cuerda cuya lon-
gitud es al menos la anchura de la pizarra. Se necesitardn,
ademis, unas tijeras para cortar la cuerda.

Los alumnos
aprendieron
también que,
a menudo,
bay varias
Sformas
de resolver
un problema
con algunos
procedimientos
que son
mas eficientes,
o elegantes,
que otros.

La actividad empieza cuando el profe-
sor escribe en la pizarra el enunciado
«Fracciones en la recta numérica». A
continuacién el profesor dibuja una
linea recta que cruce la pizarra y marca
el extremo izquierdo con un 0 (cero) y
el extremo derecho con un 1 (uno).

Entonces el profesor pide a la clase que
imagine en qué lugar de la recta se debe-
rfa colocar la fraccién 3/8. El profesor
pide a tres alumnos que salgan a la piza-
fra y pongan cruces, y las marquen con
sus iniciales, en donde crean que estd
situada 3/8. Luego el profesor propone a
los alumnos que voten por la cruz que
crean que estd mas cerca de donde real-
mente se sita 3/8 en la recta numérica.
Se recogen y contabilizan los votos cui-
dando de que cada alumno vote sélo una
vez. El profesor puede votar también.

Una vez resumidas las frecuencias de
votos, en la pizarra, el profesor pide a
otros dos alumnos que salgan a la piza-
rra y, que trabajando conjuntamente,
usen el trozo de cuerda, y las tijeras si
es necesario, para averiguar dénde
debe localizarse a 3/8 en la recta numé-
rica. Cuando lo hayan hecho deberin
explicar al resto de la clase qué es lo
que han hecho y por qué. Debe ser
posible decidir cudl de las tres estima-
ciones originales, de la posicion de 3/8,
es la mis correcta.

A continuacién, el profesor puede
explicar diferentes estrategias para
obtener 3/8 usando la cuerda (por
ejemplo, estrategias correspondientes a
1/8+1/8+1/8 o 1/4+1/8). El profesor
puede también plantear cuestiones
tales como ¢dénde cabe esperar que
esté 5/8 en la recta numérica? gy 3/7?

Disefio y selecciéon de activi-
dades y el papel del profesor

Las anteriores actividades ilustran cinco
principios importantes referidos al dise-
fio y seleccién de actividades y al papel
del profesor que trabaja en un entorno
de planteamiento y resolucién de pro-
blemas. Estos principios son:



1.

Una actividad debe ser interesante
y adecuada al curriculo. Es eviden-
te que las actividades de plantea-
miento y resolucién de problemas
deben ser adecuadas al curriculo.
Ademds, y en la medida de lo posi-
ble, deben estar directamente rela-
cionadas con los mundos persona-
les de los alumnos y ser interesan-
tes para ellos. Una actividad debe
disefiarse de forma que anime a los
alumnos a participar en las discu-
siones que se generen. También
deben considerarse los problemas
abiertos y libres de metas.

Una actividad debe usar el tiempo
eficientemente. El tiempo necesario
para que los alumnos obtengan los
resultados apetecidos para una acti-
vidad no debe ser significativamen-
te superior del que serfa necesario
para obtener los mismos resultados
usando otras metodologias.

Los alumnos deben desarrollar sus
propias estrategias en las respuestas
a las actividades. Transferir la res-
ponsabilidad (del profesor/libro de
texto al alumno) de una tarea es un
ingrediente de vital importancia para
toda actividad rica de planteamiento
y resolucién de problemas. Los
alumnos deben aprender que tienen
«permiso» e incluso se les anima a
generar y expresar a su manera las
estrategias que han desarrollado y
las respuestas que dan.

Los profesores deben esperar estar
ocupados en sus clases. Los profeso-
res deben tener un papel activo en
las clases de planteamiento y reso-
lucién de problemas. En particular,
deben estar constantemente com-
probando que los métodos que
adoptan los alumnos no estin seria-
mente desenfocados. Si un grupo
no usa una estrategia apropiada el
profesor debe guiarles hacia formas
mis aceptables de pensamiento.

La evaluacion debe ser auténtica.
La calidad y extension del aprendi-
zaje de los alumnos debe ser eva-
luado mediante actividades auténti-
camente representativas.

El tiempo
necesario para
que los alumnos
obtengan
los resultados
apetecidos para
una actividad
no debe ser
significativamente
superior del que
seria necesario
para obtener
los mismos
resultados
usando otras
metodologias.

Breve comentario a estos principios

Los dos primeros principios tienen que ver con la necesidad
de disefiar y elegir actividades que sean relevantes e intere-
santes para los alumnos. La eleccién de actividades de plan-
teamiento y resolucién de problemas se suele dejar a los
encargados de desarrollar el curriculo y a los profesores.
Uno de los principales criterios para la seleccion de activi-
dades debe ser que deben ayudar a los alumnos a alcanzar
los objetivos curriculares en el menor tiempo posible.

El tiempo de la clase de matemaiticas estd estrictamente
limitado y, en consecuencia, los profesores deben limitar
la inclusién de «actividades interesantes de resolucion de
problemas» que s6lo permiten asegurar que sus alumnos
«<hacen» resolucién de problemas. Cada actividad de plan-
teamiento y resolucién de problemas debe estar relacio-
nada con un contenido wu objetivo curricular especifico.
En efecto, cuando un profesor decide proponer una acti-
vidad determinada debe valorar si es una forma eficiente
de usar el tiempo para que los alumnos alcancen un de-
terminado objetivo curricular.

En otras palabras, el profesor de matematicas siempre debe
tener presente que estd enseflando matemdticas y que
tiene como primera responsabilidad ayudar a sus alumnos
a que aprendan los contenidos y a alcanzar los objetivos
especificos del curriculo. Debe esperarse que los alumnos
participen activamente en las actividades. En este contex-
to, la palabra activamente se entiende como actividad mern-
tal y no necesariamente como accion fisica. Por otra parte,
hay muchas situaciones en las que es mis dificil olvidar lo
que el cuerpo hace. Ademis, es también cierto que las res-
puestas expresivas y plurales es mas probable que unan la
estructura mental de una persona con el «mundo real.

En relacién al tercer principio, la transferencia de autoria,
una caracteristica de una buena actividad es que poco des-
pués de que un grupo la haya iniciado, sus miembros estén
intrinsecamente interesados en lo que estan haciendo. Se
involucran en la actividad y estan ansiosos de obtener una
solucién que pueda ser identificada como propia. En la
definicién de las actividades debe quedar claro que los
alumnos tienen «permisor para generar y expresar las solu-
ciones a su manera. Una buena estrategia es que el profe-
sor asigne a cada miembro del grupo un papel particular
(p. e. lider, secretario, portavoz, cronometrador). Cada
grupo debe desarrollar su propia estrategia, preparar un
informe de lo que ha pasado y acordar como la explicari,
el portavoz del grupo, a toda la clase. El profesor tiene la
dificil tarea de aceptar cada estrategia como meritoria, pero,
de algtin modo, ser particularmente entusiasta con las estra-
tegias y/o soluciones muy eficientes o elegantes.

El cuarto principio se refiere a la necesidad de que el profe-
sor esté ocupado. Es necesario que el profesor esté disponi-
ble para responder a las preguntas hechas por los grupos,




pero debe ir siempre con cuidado para no indicatles que
una estrategia es preferible a otra. Ademas, debe estar siem-
pre alerta con los grupos que no desarrollan una estrategia
o que desarrollan estrategias totalmente inadecuadas. Este
principio proporciona una respuesta a los que piensan que
los profesores en las clases de planteamiento y resolucién de
problemas simplemente se sientan y animan a los alumnos
a «construir matematicas». Lo cierto es que los profesores tie-
nen la dificil tarea de animar a los grupos a que desarrollen
sus propios conocimientos, métodos y conexiones mientras
que a la vez se aseguran de que no apliquen estrategias erro-
neas. En el transcurso de una actividad el profesor debe
comprobar que las estrategias y métodos desarrollados en
los grupos no estdn seriamente equivocados. Si, en efecto,
detecta estrategias defectuosas es su responsabilidad guiar a
los alumnos hacia una direccién mis adecuada.

Ademds, para mantener un control sobre la calidad de las
estrategias de los grupos, el profesor debe (a) introducir
y clarificar las actividades; (b) registrar los nombres de los
alumnos de cada grupo y moverse entre los grupos, ano-
tando contribuciones significativas individuales (en una
lista de controD); (c) dar a cada grupo tiempo para desa-
rrollar su estrategia y preparar el informe sobre sus activi-
dades que deberd comunicar a toda la clase; (d) conducir
las sesiones de puesta en comin con toda la clase, para
sintetizar las diferentes ideas de los grupos e individuos,
subrayando los aspectos importantes y sugiriendo exten-
siones; y (e) asegurarse de que tras la actividad hay opor-
tunidades para revisar los conceptos clave, las destrezas y
aplicaciones.

El quinto principio reconoce que el aprendizaje a través
del planteamiento y resolucién de problemas debe ser
valorado mediante actividades de evaluacion que admiten
valoracidn. Es dificil discutir el topico de que, en las mate-
madticas escolares, los alumnos valoran lo que es evalua-
do y que los profesores evaltian lo que valoran. La eva-
luacién del aprendizaje individual debe basarse en su ren-
dimiento efectivo en la actividad y debe relacionarse
directamente con contenidos y objetivos especificos.

Por consiguiente, asi como las actividades deben admitir
respuestas expresivas diversas, también lo deben hacer
los medios con los que son evaluados los aprendizajes de
los alumnos. Ademis, como las. actividades efectivas de
planteamiento y resolucién de problemas hacen que los
alumnos reflexionen sobre sus estrategias («netaconoci-
miento») y consideren la calidad de las mismas desde una
perspectiva global, cualquier evaluacién basada tan sélo
en exdmenes escritos cuyo contenido sean, sobre todo,
preguntas de respuesta corta (incluyendo las de eleccion
multiple) es improbable que sea genuinamente auténtica.
Esto es debido a que estas cuestiones tienden a ser muy
concretas y raramente generan reflexion sobre aspectos
como la eficacia o elegancia de las estrategias.

[El profesor] debe
estar siempre
alerta con
los grupos que
no desarrollan
una estrategia
o que desarrollan
estrategias
totalmente
inadecuadas.
Este principio
proporciona
una respuesta a
los que piensan
que los profesores
en las clases
de planteamiento
2y resolucion
de problemas
simplemente
se sientan
Yy animan
a los alummnos
a «construir
matematicas.

El resto de este articulo trata cuestiones
tedricas que se deben considerar por
todos aquellos que estén interesados en
impulsar enfoques basados en el plan-
teamiento y resolucién de problemas
en la educacién matemdtica.

Metacognicion y aprendi-
zaje reflexivo

El reconocimiento progresivo entre los
educadores matemdticos de la importan-
cia que tiene la habilidad para revisar los
propios procesos de pensamiento en el
planteamiento y resolucién de problemas
les obligd a hacerse preguntas sobre lo
que ocurre en la mente de los chicos
cuando tratan de resolver problemas.
Flavell (1987) sugiere que el desarrollo de
la metacognicién es mas fecundo cuando
los alumnos desarrollan un sentido de si
mismos como agentes cognitivos y se
dan cuenta de que ellos son el centro y
la causa de la actividad cognitiva.

De acuerdo con Flavell (1987) el desarro-
llo metacognitivo puede estimularse con
ciertas experiencias, una de las cuales es
la prictica. En otras palabras, cuando los
alumnos estdn inmersos en situaciones en
las que se usa o estimula el uso de estra-
tegias metacognitivas es mds probable
que sean capaces de reflexionar sobre la
calidad de su propio aprendizaje, sobre lo
que saben y lo que podiian llegar a saber.
Flavell defiende que involucrar a los
alumnos en actividades de planteamiento
y resolucién de problemas en los que
conscientemente reflexionen sobre la
estructura de problemas que estin crean-
do o tratando de resolver y en los que
conscientemente intenten analizar sus
propios procesos de resolucién es proba-
ble que mejore su capacidad para crear y
resolver problemas en el futuro. Cuando
estan implicados cognitivamente en ese
tipo de actividades, deciden qué informa-
cién deben recordar de su memoria y qué
posibles relaciones cognitivas pueden
ayudarles. También reflexionan sobre la
necesidad de nueva informacién y cémo
debe obtenerse. Se formulan y comprue-
ban conjeturas y se exploran vias de reso-
lucién de problemas.



Se estin empezando a elaborar explica-
ciones mds globales sobre los procesos de
planteamiento y resolucion de problemas.
Por ejemplo, ahora se reconoce que los
procesos metacognitivos estdn influencia-
dos y complementados por factores del
lenguaje, del medio social y cultural del
aprendizaje y por el uso de imagenes. En
los tltimos afios muchos profesores han
animado a sus alumnos a llevar un control
de sus procesos de planteamiento y reso-
Jucién de problemas mediante la anota-
cién regular en diarios. Se basan en que
la practica de hacer anotaciones regulares
en el diario exige una reflexiéon general
que puede tener profundos efectos no
s6lo sobre la comprension de los alumnos
de importantes conceptos matematicos
sino también en su visién de la naturale-
za de las matemdticas (ver Mildren,
Ellerton y Stephen, 1990; Waywood,
1993). En efecto, durante la segunda
mitad de los afios ochenta en algunas par-
tes del mundo se ha hecho célebre en la
educacién matematica el movimiento
«escribir en matematicas. (ver capitulo 5
de Ellerton y Clemens, 1991).

No es facil, sin embargo, ensefiar a los
alumnos a expresar por escrito sus refle-
xiones sobre cémo y por qué han em-
pleado ciertos métodos y estrategias. Se
ha intentado implementar programas a
gran escala de metacognicién en la escue-
la (uno de los mis famosos es el Peel
Project que ahora se estd aplicando en
muchas escuelas de Australia (ver Mitchel
y Northfield, 1995). Por lo que se des-
prende de estos proyectos, se puede ase-
gurar que, sin duda, se puede ensefiar a
los chicos a reflexionar sobre sus propios
procesos de pensamiento y que, si se
hace, esto puede ayudar al aprendizaje de
formas educativamente importantes.

Génesis de un pensamien-
to matemético propio en
los alumnos en las clases
de matemadticas: perspecti-
vas histéricas

El fracaso tanto de las matematicas
modernas en los afios sesenta (Moon,
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1986) como de la vuelta a los fundamentos en los setenta
(Clemens y Ellerton, 1996), para generar entornos de calidad
en la ensefanza y aprendizaje de las matemdticas, provocd
que educadores de todo el mundo considerasen qué debia
hacerse. (Como podria cambiarse el curriculo de matemiticas
para que estuviera mas conectado con la vida diaria y pro-
porcionase mejor preparacion a los que desearan continuar
posteriores estudios matematicos? En 1980, en los Estados
Unidos, el National Council of Teachers of Mathematics
(NCTM) atirmé categoricamente en la An Agendea For Action:
Recommendations for School Mathematics of the 1980s que el
mayor cambio al que debfan hacer frente las matematicas
escolares era hacer de la resolucién de problemas el foco
principal de la ensefianza y aprendizaje de las matemiticas
(NCTM, 1980). En el Reino Unido el Innforme Cockcroft seguia
lineas similares (Cockcroft, 1982).

Tales son las fuerzas del colonialismo que An Agenda For
Action y el Informe Cockcroft precipitaron en todo el
mundo una gran oleada de interés por la resolucién de
problemas en las matematicas escolares (Clemens y
Ellerton, 1996). Sin embargo, enseguida se hizo evidente
que era dificil para los responsables del curriculo, profe-
sores e investigadores definir con exactitud en qué cons-
tiste un problema matematico o precisar cémo podifa
disefiarse, implementarse y evaluarse un curriculo de
matemadticas basado en la resolucién de problemas.

Se han hecho numerosas referencias, por los entusiastas
de la resolucion de problemas, a la heuristica genérica, tal
como la expuso el matemdatico George Polya (1973). Sin
embargo, los investigadores educativos y profesores
encontraron dificil decidir hasta qué punto era factible
ensefiar las destrezas generales de resolucion de proble-
mas en las clases de matemiticas. Ademis, la riqueza de
los procesos de resolucidon de problemas en el pensa-
miento de los chicos levantaba dudas sobre si la inferen-
cia estadistica estandar y los paradigmas de la investiga-
cién en desarrollo psicolégico podrian ser de alguna uti-
lidad en la investigacién sobre resolucién de problemas.

Cuestionamiento de las virtudes de la
mefodologia basada en el plantea-
miento y resolucién de problemas

En los afios ochenta y noventa los cientificos cognitivos
pusieron en duda la confianza de algunos educadores en sus
intentos de que los alumnos aprendieran y aplicaran un con-
junto de heuristicos generales. Cuando los educadores dis-
cuten sobre la importancia de intentar ensefiar matematicas
a partir del planteamiento y resolucion de problemas es nor-
mal oir afirmaciones como «se aprende a resolver problemas
resolviendo problemas». Sin embargo, John Sweller (1992)
sostiene enérgicamente que los resultados de la investiga-




cién no dan soporte a este punto de vista. De acuerdo con
Sweller (1992) tan s6lo con la prictica del planteamiento y
resolucién de problemas uno no se hace mejor planteador y
resolutor de problemas. Sweller no encontrd, ni en la litera-
tura ni en su propia investigacién, apoyo para la afirmacién
de que la ensefianza de heuristicos generales puede ayudar
a los chicos a resolver problemas desconocidos.

Sweller (1992) aconsejo a los profesores de matemdticas
que no animasen a sus alumnos a seguir los cuatro pasos
de Polya (1973) para resolver problemas: (a) entender el
problema; (b) elaborar un plan; (¢) ejecutar el plan; y (d)
examinar la solucién obtenidas. Defiende que el rendi-
miento de los alumnos en resolucién de problemas tiene-
mas posibilidades de mejorar si adquieren un gran niimero
de pequeiias y muy especificas estrategias de resolucién de
problemas asociadas con dominios determinados del cono-
cimiento. Asi, por ejemplo, si se enfrenta a un alumno con
la actividad aesolver la siguiente ecuacién respecto de s,
los expertos inmediatamente reconocen que lo primero que
deben hacer es que denominador del lado izquierdo pase a
multiplicar al otro lado. Por el contrario, los novatos necesi-
tan usar una estrategia de significado final para buscar la
solucién (Larkin, McDermott, Simon y Simon, 1980).

La persona que reconoce inmediatamente el esquema
algebraico que hay detrds sabe que la primera cosa que
se debe hacer es «multiplicar ambos miembros por ¢. No
necesita derrochar tiempo ni esfuerzo cognitivo. Si esta
ecuacion, u otra parecida, aparece al tratar de resolver un
problema cualquiera, entonces no aparecera ninguna ten-
sibn cognitiva en esa persona ya que sabrd qué hacer y
podri dirigir su atencién a otros aspectos del problema.
Por tanto, si los alumnos no saben cémo transformar
ecuaciones, como la del ejemplo anterior, se les debe
ensefiar a hacerlo. Y segtn Sweller (1992) una de las for-
mas mis eficaces de hacerlo es por el profesor o el autor
del libro de texto, presentando ejemplos detallados. Este
punto de vista tiene cierto soporte en la literatura sobre la
préctica de la ensefianza (Grows, Cooney y Jones, 1988).

Los seis mitos de Sweller

Como se ha dicho mas arriba, Sweller (1992) argumenta
que la literatura de ciencia cognitiva no apoya la afirma-
cién de que la metodologia basada en el planteamiento y
resolucion de problemas deba usarse en las matemaiticas
escolares. En otro articulo Sweller (1991) mantiene que
hay al menos seis «nitos modernos sobre cognicién e ins-
truccidn». Presentamos estos «mitos», con las palabras de
Sweller, sin mds comentarios:

1. la explosion del conocimiento es tal que es imposi-
ble ensefiar a los alumnos todo lo que necesitan
saber ya que la capacidad cognitiva humana es bas-
tante limitada (p. 72).
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2. Dado que la cantidad de conoci-
mientos que somos capaces de asi-
milar estd bastante limitada (ver Mito
1D nuestro sistema educativo debe
enfatizar no el conocimiento sino
més bien el pensamiento y la reso-
lucién de problemas. Desde este
punto de vista, no debemos agobiar
a nuestros alumnos con conoci-
mientos que acabardn pasando de
moda o siendo irrelevantes (p. 73).

3. Muchos de los problemas que pre-
sentamos a los alumnos son, en
realidad, ejercicios rutinarios. De-
bemos ensefiarles cémo resolver
problemas reales (p. 75).

4. Debemos ensefiar heuristica (p. 75).

5. La prictica en la resolucién de
muchos problemas convencionales es
una forma eficaz de ganar destreza en
resolucién de problemas (p. 76).

6. Los alumnos fracasan al transferir
la experiencia adquirida en una
actividad de resolucién de proble-
mas a otra, ya que carecen de es-
trategias generales en resolucién
de problemas (p. 79).

Argumentos contra el punto
de vista de Sweller

Muchos educadores matemdaticos no
estin de acuerdo con todo lo que
Sweller afirma sobre las implicaciones
de la investigacién en ciencia cognitiva
para las matematicas escolares. Aunque
Schoenfeld (1992) no se refiere directa-
mente a los escritos de Sweller deja claro
que no acepta totalmente el punto de
vista de la ciencia cognitiva. Argumenta
que cuando un gran maestro de ajedrez
se enfrenta a oponentes de habilidad
comparable no sélo cuenta con su com-
pendio de posiciones estindar del aje-
drez y las mejores estrategias asociadas,
sino que también pone en juego otras
estrategias significativas. De forma similar
cuando los matemdticos se enfrentan con
problemas no rutinarios no sélo usan los
posibles conocimientos relacionados sino
que también emplean conscientemente
un amplia variedad de estrategias. De
acuerdo con Schoenfeld (1992):



_ La sugerencia directa de que la ense-
fianza matemdtica debe focalizarse
_en los ‘esquemas de problemas no
acaba de ser bien recibida en la
comunidad de educacion matemati-
_ ca por una buena razon. . Los traba-
jos sobre procesamiento de la infor-
macion tienden a centrarse sobre - la
_ gjecucion y no necesariamente en la
 comprension bdsica que le da soporte.
- Por lo tanto una confianza en los
esquemas en su forma mds crida
—«cuando veas estas caracteristicas en
‘un problema usa este procedimientor
‘puede producir  imanifestaciones
: superficiales de comportamiento com-
- petente. Sin embargo, st la prdactica 1o
estd asentada en la comprension de
los principios que conducen al proce-
dimiento, piede ser propensa al error
yal olvido rdpido. Por ello deberian. ir
_con precaucion muchos educadores
cuando apliquen los hallazgos de la
investigacion sobre la teoria de esquie-
mas (p. 352).

Este argumento merece atencion. Asi, por
ejemplo, los alumnos de andlisis matema-
tico elemental que deben calcular las pri-
mitivas de varias funciones dadas tienen
ventaja si, inmediatamente, saben que
hay unas categorfas basicas de funciones
v que las primitivas de las funciones de la
misma categoria puede abordarse de la
misma forma y las de categorias diferen-
tes de formas distintas. Si los estudiantes
son capaces de asociar una funcién dada
con una de las categorias conocidas y
después recordar el método para buscar
su primitiva, entonces probablemente la
encontrardn sin demasiada dificultad.
Pero esto no implica que sepan mis acer-
ca de la naturaleza de las primitivas y de
cémo se relacionan la derivada y la inte-
gral a través del teorema fundamental del
calculo. Muchos educadores matematicos
© se lamentan de que demasiados profeso-
res se han conformado con ensefiar a los
alumnos «destrezas». Opinan que el si-
guiente paso es idear estrategias de ense-
flanza en las que los alumnos planteen y
resuelvan problemas y reflexionen sobre
lo que estdn haciendo y han hecho. Los
educadores matematicos tienden a asegu-
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rar que si realizan estas actividades mas expresivas los alum-
nos seran capaces de situar las destrezas dentro de los con-
textos apropiados.

Sin embargo, el argumento del Gltimo parrafo resulta insu-
ficlente para invalidar los argumentos a favor de los
«esquemas» dados por los cientificos cognitivos como
Sweller. Una conclusién puede ser que las matematicas
escolares no sélo tienen que proporcionar a los alumnos
abundante prictica en el reconocimiento de las similitu-
des y diferencias estructurales en las preguntas, sino tam-
bién a aprender a enfrentarse con problemas mas difici-
les, en los que no son obvios los esquemas de ayuda que
se deben seguir. Esto quiere decir que los profesores
deben intentar ayudar a sus alumnos a plantear e investi-
gar un rango de problemas aparentemente similares pero
que, de hecho, tienen diferencias estructurales y requie-
ren diferentes estrategias. Este punto de vista tiene un
amplio soporte en la literatura de educacidon matematica
(Clemens y Ellerton, 1991; Krutetskii, 1976).

A pesar de la advertencia de Sweller, estoy de acuerdo
con el punto de vista de los educadores matematicos,
resumido por Schoenfeld (1992), segin el cual se puede
aprender a plantear y resolver problemas planteando y
resolviendo problemas, siempre que los problemas sean
educativamente «enriquecedores». Podemos definir una
actividad «enriquecedora» como la que ayuda a los alum-
nos a construir, sobre las estructuras cognitivas que ya tie-
nen, mediante la unién de proposiciones, imigenes, des-
trezas, clasificaciones de tipos de problemas y episodios
almacenados en su memoria (Clemens y Del Campo,
1989; Gagne y White, 1978; Golden, 1987). Es importante
que las actividades sean tales que los alumnos no solo
puedan generar sus propias estrategias de resolucion sino
que también sepan compararlas con otras estrategias que
reconozcan como eficientes y elegantes.

Incluso Sweller (1992) acepta que la manera de presentar
una actividad puede ayudar a los alumnos a resolverla.
Defiende el uso de lo que llama «problemas libres de
metas» y proporciona como ejemplo una actividad geomé-
trica en la que se les pide a los alumnos que calculen los
valores de tantos dngulos como puedan en vez de un tGnico
angulo en particular (pp. 51-53). Pretende que la investiga-
cién en los dominios de la geometria, trigonomettia y cine-
matica -mucha de la cual ha sido elaborada por él mismo
y sus colegas—, ha mostrado que es posible favorecer el
aprendizaje con los problemas libres de metas» (p. 53).

Algo que la incipiente literatura de investigacién, sobre
patrones de discurso en clase de matematicas, deja claro es
que los efectos de la clase no solo influyen en lo que apren-
den los alumnos sino también en su visién de la naturaleza
de las matemadticas. Asi, por ejemplo, Bickmore-Brand (1997)
en una reciente tesis doctoral, da cuenta de una investiga-
cién sobre los efectos de dos metodologias diferentes para




ensefiar matematicas en la Gltima etapa de primaria. Se estu-
di6 el caso de dos profesores con diferentes concepciones
de la ensefianza de las matemdticas. Uno de ellos centraba
su ensefianza en el aprendiz mientras que el otro lo hacfa en
los contenidos. Mediante observaciones muy detalladas de
clases y entrevistas, realizadas durante un periodo de doce
meses, se puso de manifiesto que los alumnos de las dos cla-
ses desarrollaron diferentes percepciones no solo sobre las
matemiticas que se les habian ensefiado sino también del
papel que puede jugar en sus vidas.

Un comentario sobre plenteamiento de
problemas y preguntas abiertas

Hace mis de cincuenta afios, Einstein e Insfield (1938)
escribieron que Ja formulacién de un problema es a menu-
do mis esencial que su solucién, que puede ser simple-
mente una cuestién de destreza matemadtica o experimen-
tal (p. 92). Sostenian que la actividad de producir nuevas
cuestiones, nuevas posibilidades, o volver a ver viejas cues-
tiones desde un nuevo punto de vista wequiere imagina-
cion creativa y marca un avance real en la ciencia» (p. 92)
En la misma linea, el «ltimo» Jerome Bruner (1996) ha
mantenido que el arte de formular cuestiones sugerentes es
sin duda tan dificil como el de dar respuestas correctas.

En el nivel escolar muchos profesores de matematicas saben
que con frecuencia es mucho mds dificil para los alumnos
proponer incluso cuestiones mundanas que resolverlas. De
igual manera, es mucho mis dificil para ellos responder de
forma maltiple a preguntas abiertas que buscar soluciones
para las cuestiones estdndar de los libros de texto.

De acuerdo con Ellerton y Clarkson (1990), la dificultad que
los adultos experimentan en el planteamiento de problemas
y con las preguntas abiertas probablemente es un legado de
su época escolar, en particular, de la educacién matematica
que recibieron en la escuela. Los profesores de matematicas
raramente piden a sus alumnos que propongan problemas
y por ello no debe sorprendernos que el planteamiento de
problemas que precisen matemdticas significativas (mas alla
de los simples contextos de compraventa) sea algo que la
gente no haya aprendido en las matematicas escolares
(Sullivan, 1995). Respecto a las preguntas abiertas, Ellerton
y Clements (1996) sostienen que no son familiares y, por lo
tanto, asustan a muchos alumnos. Ademds, apuntan que
cuando se quiere proponer una cuestion no trivial o enfren-
tarles a preguntas abiertas, los alumnos necesitan localizar
la cuestion en sus estructuras cognitivas y reconocer su rela-
cién con otros aspectos de las matemdticas.

Por ejemplo, para la pregunta abierta «Si un rectingulo
tiene un perimetro de 30 unidades cudl puede ser su drea?»
los alumnos que buscan soluciones mdltiples probable-
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mente necesiten responder a cuestiones
como «qué longitudes pueden tener los
lados del rectingulo?, ¢puede el drea
ser diferente si el perimetro es el
mismo», ¢qué ocurre con el drea de un
rectingulo largo y fino», wcudl es el
drea maxima posible?, «vual es el drea
mds pequena posible?, ¢un cuadrado
es también un rectingulo?. Estas cues-
tiones se les ocurren casi automaitica-
mente a los profesores de matemiticas
experimentados, pero para muchos
alumnos, que atn estdn afianzando los
conceptos de perimetro y 4drea y las
relaciones entre ellos, no son algo natu-
ral. Es mas, las respuestas multiples no
pueden obtenerse salvo que al menos
se propongan algunas de las cuestiones
anteriores (u otras semejantes). Y, es
precisamente esta afirmacién la que
revela el nexo que hay entre estos dos
tOpicos importantes: «plantear proble-
mas» y «preguntas abiertas»,

Una de las razones por las que el plan-
teamiento de problemas recibe bastante
menos atencién que la resolucién de
problemas, entre los profesores y los
educadores matemiticos, €s porque es
un tema sobre el que no se ha pensado
a fondo. Todo el mundo estd de acuerdo
en que «l planteamiento de problemas
es importante». Pero la realidad es que la
cultura tradicional asociada con las clases
de matemdticas tiene, como componente
integral, las cuestiones cerradas que pue-
den ser resueltas ripidamente y que los
alumnos pueden tomar como modelos
del tipo de preguntas que es posible que
aparezcan en el proximo examen escrito.
Stoyanova (1977), en una reciente y rom-
pedora tesis doctoral sobre el plantea-
miento de problemas en las matematicas
escolares, ha investigado el potencial
que tiene el planteamiento de problemas
como medio para desatrollar en los
alumnos la comprension de las matema-
ticas y los procedimientos de resolucién
de problemas. Argumenta que la incor-
poraciodn de aspectos relacionados con el
planteamiento de problemas en el cu-
rriculo de matematicas ha sido obstruida
por la ausencia de un marco que ligue la
resolucién de problemas, el plantea-
miento de problemas y los curriculos de



matemdticas. Elabord un programa apro-
piado adaptando y extendiendo el con-
tenido del programa nacional destinado
a trabajar con alumnos con capacidad
matematica.

Stonyanova propuso que toda situacién
de planteamiento de problemas puede
clasificarse como libre, semiestructurada
o estructurada (Stoyanova y Ellerton,
1996). Una situacion de planteamiento de
problemas es libre cuando se pide a los
alumnos que generen un problema a par-
tir de una situacion dada, natural o inven-
tada. Asi, por ejemplo, Ellerton (1986)
pidi6 a sus alumnos que escribieran una
carta a un amigo, que ha estado fuera las
Gltimas tres semanas, y desea saber qué
ha pasado en las clases de matemiticas
durante ese tiempo. Como parte de sus
cartas, se les pide a los alumnos que pon-
gan preguntas como las que se han for-
mulado en clase asi como las correspon-
dientes soluciones elaboradas.

Una situacioén de planteamiento de pro-
blemas es semiestructurada cuando,
una vez explicado un concepto mate-
mdtico particular, se invita a los alum-
nos a formular un problema que requie-
ta el uso de dicho concepto. Asi por
ejemplo, se les puede pedir a alumnos
de 13 afios: formular un problema en
el que los dngulos rectos sean impor-
tantes». Cuestiones tales como «formula
tantos problemas como puedas en los
que se deba hacer el siguiente cilculo:
3X25+ 15 + 5 - 4, también pueden
considerarse semiestructuradas (para
alumnos de 10 a 12 afios de edad).

Una situacion de planteamiento de pro-
blemas es estruciurada cuando las acti-
vidades de planteamiento de problemas
estdn basadas en un problema particular.
Asi, por ejemplo, se puede pedir a alum-
nos de 11 afios que calculen el valor de
la resta 940 — 586 y, una vez hecho, tra-
bajen en grupos para encontrar tantas
restas como puedan que también tengan
354 como resultado. Stonyanova y
Ellerton (1996) dan el ejemplo siguiente:
da altima noche hubo una fiesta y el
timbre del anfitrion soné 10 veces. La
primera vez que sond el timbre sélo
llegd un invitado. Cada vez que el tim-
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bre suena después, llegan tres invitados mds de los que
habfan llegado en el anterior timbrazo». Se pide a los alum-
nos que formulen tantas preguntas como puedan, que usen
esta historia como un marco bésico. También se les pide
que ordenen las preguntas en el orden adecuado.

Un comentario final

Algunos educadores podrian, al leer la seccién anterior,
estar preocupados porque los estudiantes usen demasiado
tiempo explorando la estructura de las cuestiones sin
adquirir el conocimiento y destrezas matemiticas que
debetian conocer para sobrevivir con dignidad en la vida
diaria. Esta es una de las preocupaciones de personas
como John Sweller, que mantienen que a no ser que los
alumnos aprendan las destrezas y conceptos bisicos, hasta
el punto de que no ocupen una cantidad significativa de
espacio cognitivo en su memoria, siempre tendrin que
esforzarse para resolver problemas. Sin embargo, hay
muchas investigaciones —a menudo llamadas investigacio-
nes Newman, puesto que usan un protocolo de entrevista
desarrollado por M. A. Newman— que han demostrado
que, con frecuencia, alumnos que tienen las destrezas
necesarias para pasar exdmenes escritos de matematicas,
no pueden identificar qué secuencia de operaciones es
necesaria para resolver problemas en contextos de la vida
real (Clements y Ellerton, 1996; Ellerton y Clarkson, 1996).

¢Cudl es el objeto de aprender conocimientos, conceptos
y destrezas si uno no puede obtener sin dificultad la com-
binacién necesaria para resolver un problema de la vida
real? Es mis, ;cudl es el objeto de tener conocimientos,
destrezas y conceptos almacenados en la memoria si uno
no puede hacer preguntas en las que se haga uso creati-
vo de lo que tiene almacenado en la memoria?

Aspectos como los tratados en este articulo deben esti-
mular a los profesores de matemiticas a continuar el desa-
rrollo de sus destrezas para ensefiar matematicas con el
enfoque del planteamiento y resolucién de problemas.
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Evolucion de las destrezas
basicas para el calculo y

su influencia en el rendimiento
escolar en matemdticas

Santiago Hidalgo Alonso

Ana Maroto Sdez
Andreés Palacios Picos

Los factores que determinan
el rendimiento escolar en
matemdticas son diversos. En
el presente arficulo se
analiza la importancia que,
a este respecto, tienen
ciertas apfitudes basicas y se
estudia su evolucién en los
dltimos afios en una muestra
de escolares de tercer ciclo
de Primaria. Nuestros datos
confirman que los alumnos
caleulan ahora con mayor
lentitud y mayores errores
que antes pero han
aumentado sus apritudes
espaciales. Todo esto
afectaria al rendimiento en
matemdticas de manera bien
diferente.
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ON de candente actualidad los informes negativos res-
pecto del rendimiento de los escolares espafioles en
Matemadticas. Segiin un estudio reciente del Ministerio de
Educacién <os alumnos no dominan las Matematicas»
(MEC, 1997). Datos recogidos con una muestra de escola-
res de 12 afios por investigadores del INCE permitirfan
afirmar que mds de la mitad de los chicos y chicas de este
pais tienen problemas importantes de comprension en
dicha asignatura. Nada novedoso, por otra parte, puesto
que este fendmeno es una constante en los Gltimos afios.

Asi, en 1981, J. Delval y otros (1981) elaboran un estudio:
«La conexién de la ensefianza de la Matemadtica y la Fisica
en la 2.* etapa de EGB» en el que constatan un bajo nivel
en esos escolares y una gran desconexion entre la reali-
dad y la ensefianza en Matemdticas presentando un ele-
vado confusionismo en los conceptos aprendidos.

Posteriormente, J. Arnal (1985), una vez puestos en fun-
cionamiento los programas renovados para el Ciclo Medio
de EGB, realiza un extenso trabajo sobre el rendimiento
en Matematicas en ese ciclo, en el que demuestra un bajo
aprovechamiento matemadtico de esos escolares. En esta
linea de trabajo se encuentra otro estudio: «Pruebas de
diagnostico cualitativo para el rendimiento aritmético en
el 3. curso de EGB» realizado por M. Garcia y otros
(1983) en los que se proponen una modificaciéon en el
tipo de pruebas matematicas que deben realizar los esco-
lares para aumentar el rendimiento en esta disciplina. Mas
recientemente, y con la entrada en vigor de la nueva ley
organica de educacién (LOGSE), surgen estudios compa-
rativos respecto del nivel de conocimientos matematicos
de los escolares. L. Balbuena y otros (1994) efectan un
trabajo, Prueba sondeo sobre conocimientos mateméti-
cos», en el que tomando como punto de partida los resul-
tados obtenidos en 1978 por una muestra de escolares de




los primeros cursos de BUP y FP en una determinada
prueba de conocimientos matematicos los comparan con
los obtenidos en 1994 constatando un acusado retroceso
y una notable torpeza en el manejo de conceptos que
deberian conocer con soltura.

Como han sefalado correctamente algunos autores (Rico
y otros, 1983), parece que estamos en presencia de un
problema siempre vigente. Periddicamente cunde la voz
de alarma de un descenso considerable en los rendimien-
tos en Matemdticas; entonces, se intensifican las reco-
mendaciones, aparecen nuevos materiales y se redactan
listas de objetivos, destrezas y dificultades con las corres-
pondientes estrategias. Pasado el susto, y con la recom-
posicién del programa aritmético escolar enmendado en
alglin que otro punto, la inercia y estabilidad vuelven a
aduenarse del trabajo en el aula, continuando con los mis-
mos conocimientos salvo ligeras modificaciones, la mayor
parte de ellas de vocabulario.

Buscar la causa de esta situacién no es sencilla por una
razdn muy simple: estamos en presencia de un problema
complejo. Esta complejidad del problema se pone de
manifiesto al considerar el nimero de variables que inter-
vienen. Se combinan factores de politica educativa, de
entre los que destacan los vaivenes ministeriales con res-
pecto a qué tipo de matematicas hay que ensefiar, con qué
método y con qué secuenciacién, junto a otros de tipo
epistemoldgicos (Garcia y otros, 1984) o los mis directa-
mente relacionados con el propio alumno y la sociedad
que le ha tocado vivir (Peralta, 1995; Hidalgo y otros,
1997a; Hidalgo y otros, 19974), por citar sélo algunos.

Planteamiento: las aptitudes humanas,
el modo de vida y su influencia en el
rendimiento escolar en Matemaéticas

En el trabajo que presentamos a continuacién ponemos el
énfasis en estos dltimos factores centrados en el alumno y
su entorno social. Nuestro planteamiento puede ser resu-
mido de la siguiente manera: en lo que respecta a las
Matemadticas, los alumnos trabajan peor abora que antes
porque los alumnos de abora operan con mayor lentitud y
con mdas errores que antes.

No es nuestro objetivo analizar en estos momentos las
causas de esta situacién, pero no nos resistimos a sefialar
algunas ideas al respecto.

Seglin un estudio del Consejo de Europa citado por Ferrés
(1994), los jovenes europeos pasan una media de 25
horas semanales ante el televisor. La TV y, en general, los
medios de comunicacién de masas imponen al espectador
sus propias reglas y lenguajes. El televidente se acomoda
de forma pasiva al aluvién de cosas que se le vienen enci-

Periédicamente
cunde la voz
de alarma
de un descenso
considerable en
los rendimientos
en Matemdticas;
entonces,
se intensifican las
recomendaciones,
aparecen nuevos
materiales
y Se redactan
listas de objetivos,
destrezas
y dificultades
con las
correspondientes
estrategias.

ma segin el estilo y modo que el crea-
dor del programa haya pensado.

Como dice Mcluhan (1964), cualquier
invencidén técnica puede ser considera-
da como una extensién o prolongaciéon
de alguna facultad humana. Pero los
medios no modifican sélo una facultad.
Al modificar esta facultad, a través del
mensaje al que la someten, acaban
modificando todo el complejo fisico y
psiquico de la persona.

Aunque puede resultar dificil demos-
trarlo, es ficil descubrir la direccién de
este cambio: ausencia de pensamiento
reflexivo, gusto por la hiperestimula-
cién sensorial (sobre todo iconica), pa-
sividad, poco gusto por la lectura (lec-
tores perezosos), potenciaciéon de los
procesos de reconocimiento sobre los
de conocimiento, parcelacion de la rea-
lidad («cultura mosaico»)...

Pero la TV y los medios de comunica-
cién no son los tnicos que estdn pro-
duciendo cambios importantes. Las
maquinas electrénicas, los ordenadores,
los juegos electronicos de bolsillos y las
calculadoras estdin cambiando dreas,
modos de trabajo y ocio que, en el caso
que nos ocupa de las Matematicas,
puede tener una gran importancia. «Ya
casi nadie sabe hacer raices cuadradas,
se dice con frecuencia. Pero tampoco
operar con decimales o dividir por mis
de tres cifras.

Ahora se opera con lentitud y con erro-
res. Nuestros escolares, por ejemplo,
dependen en grado preocupante de las
calculadoras. Basta poner unas pocas
«cuentas» para comprobar lo acertado
de lo que acabamos de decir.

Si las calculadoras han invadido el
mundo del calculo y de la operacion, el
juego electroénico de bolsillo ha con-
quistado el ocio de nuestros pequenos.
Desde muy temprano, estos hermanos
pobres de los juegos de ordenador se
convierten en acompafiantes de los
ratos libres de una gran parte de nues-
tra juventud. Juegos tan populares
como el «etris» sirven de entretenimien-
to y diversién a amplias capas de la
poblacién que pasa muchas horas



(quizd demastadas) intentando colocar
ese dadrillo electrénico» sobre el muro
de su visor portatil.

Sabemos que las aptitudes humanas no
son estticas. Aumentan o disminuyen
en funcién del tipo de ejercicio mental
que se realice. Si como hemos indicado
anteriormente, nuestros alumnos no se
ejercitan en destrezas de cdlculo simple
es logico pronosticar un importante
descenso de estas destrezas.

Del mismo modo, no es dificil imaginar
que, si nuestros alumnos dedican parte
de su ocio a jugar al ¢etris», estén desa-
rrollando, sin querer, ciertas aptitudes
espaciales; al menos, las relacionadas
con la capacidad de mover imaginaria-
mente figuras geométricas en el espacio.

Podriamos decir, pues, que de ser cier-
tas nuestras previsiones, los nuevos
tiempos y los nuevos hdbitos estarian
desarrollando ciertas aptitudes y atro-
fiando otras.

Este cambio en la estructura aptitudinal
tendria un fiel reflejo en el rendimiento
escolar. Mis concretamente en el caso de
las Matemdticas, podriamos suponer que
se ha producido una disminucién en las
destrezas para el cilculo elemental por el
uso abusivo de las maquinas de calcular
y un desarrollo de las aptitudes espacia-
les como consecuencia de la frecuente
utilizacién de mdquinas de juego con
importante presencia de lo «espacial».

Es un objetivo de nuestro trabajo pre-
sentar datos que demostratfan este cam-
bio en el perfil aptitudinal de nuestros
alumnos y alumnas. Dichos datos los
exponemos en la primera parte del arti-
culo. Dejamos para una segunda patte el
andlisis de la importancia que estos fac-
tores, que suponemos cambiantes, tie-
nen en el rendimiento en Matematicas.

Parte primera: evolucién
de las aptitudes basicas
para las Matematicas

Hipétesis

Como hemos indicado anteriormente,
€s nuestra intencién poner a prueba la

...podriamos
suponer que
se ha producido
una disminucion
en las destrezas
para el calculo
elemental por
el uso abusivo
de las maquinas
de calcular
Y un desarrollo
de las aptitudes
espaciales como
consecuencia
de la frecuente
utilizacion
de maquinas
de juego
con importante
presencia
de lo «espacial.

afirmacion antes comentada de que algunas destrezas basi-
cas para las Matematicas se han desarrollado en los tltimos
afios de manera diferente. Mas concretamente, suponemos
que nuestros alumnos cada vez operan peor en cilculos
sencillos y trabajan mejor en lo relacionado con lo espacial.

Materiales y pruebas

Para poder contrastar estas hipotesis nos hemos servido
de un test factorial con cinco subescalas de las que ahora
comentamos los datos obtenidos con s6lo dos. Este tipo
de pruebas estandarizadas de uso frecuente en orienta-
cién escolar son una fuente de datos bastante peculiar
para el tema que nos ocupa. Muchas de ellas se llevan uti-
lizando desde hace bastantes afios v se siguen aplicando
los mismo baremos que se encontraron entonces con
muestras de escolares,

Si suponemos que esos baremos eran representativos de
la poblacién escolar de aquel entonces, disponemos
como de una fotograffa de cudn ripidos y eficaces eran
dichos escolares. Faltard hacer una nueva fotografia de los
actuales y comprobar si son mas veloces en la realizacién
de calculos elementales. Necesitamos, en resumen, una
nueva muestra representativa de escolares y de ella un
nuevo baremo que nos permita realizar inferencias esta-
disticas de diferencia entre ambas.

De las diferentes pruebas o test estandarizados nos hemos
servido, en esta ocasion, del denominado test «<AMPE-F» o
test factorial de inteligencia (Secadas, 1986); mis concre-
tamente de las escalas <N» o de célculo y «B» o espacial. Se
trata de un test fiable y de alta validez y del que se poseen
baremos de afios pasados. Es, ademas, una forma parale-
la de otro muy conocido como es el PMA de Thurstone,
lo que facilita la medicién en varios momentos con prue-
bas diferentes aunque idénticas sin los efectos del apren-
dizaje y/o de la memoria.

La subescala numérica mencionada estd compuesta por
un conjunto de operaciones sencillas; todas ellas sumas
de cuatro sumandos de no mis de dos digitos. La tarea
consiste en revisar estas operaciones e indicar si el resul-
tado es correcto. Hay un tiempo limite, por lo que se mide
eficacia (se restan los errores) y rapidez (cuantas mis
sumas comprobadas, mejor puntuacién). La subescala «E»
o de aptitudes espaciales consta de 20 elementos, cada
uno de los cuales presenta un modelo geométrico plano
y seis figuras similares; el sujeto debe determinar, en un
tiempo determinado, cudles de estas Gltimas, presentadas
en diferentes posiciones, coinciden con el modelo aunque
hayan sufrido algtn giro sobre el mismo plano.

Muestra

La muestra que hemos utilizado en esta investigacién esta
compuesta por un total de 440 alumnos de 6 colegios,




publicos y privados (concertados), de Segovia capital del
tercer ciclo de Primaria (5.° y 6.°). Su distribucién por cur-
sos y edades la mostramos en la tabla 1.

Edad + N.° alimnos Curso N, alumnos
10 113 52 237
1 197 6.° 203
12 130 . fotal 440

Tabla 1. Distribucién de la muestra por edades y cursos

Resultados

Los resultados de las pruebas de rapidez de cilculo los
presentamos resumidos en la tabla adjunta. En él, ademas
de los resultados obtenidos con nuestros escolares, he-
mos anotado los encontrados con la misma prueba en el
afio 1989.

10 afios 11 afios 12 afios
1989.. 1996 [ 1989 . 1996 | 1989 1996

Media 17,00 13,18 [19,00 13,1921,00 14,10
D. tip. 7,03 533 533 605|521 594
Tamafio 1120 113 | 445 197 |1.121 130

Tabla 2. Datos mas relevantes del test de calculo

La comparacién entre unos y otros datos arroja resultados
claros: bhay un retroceso en el rendimiento de las pruebas
de rapidez de cdiculos elementales, en los tres grupos de
edad estudiados. )
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Gréfica 1. Medias en el fest de céleulo
por afios y edades (afios 1989-1996)

Se observa, asimismo, una importante
tendencia a decrecer los rendimientos
comparados a medida que aumenta la
edad de los alumnos: la diferencia entre
una media y otra a la edad de 10 afios
es de algo menos de 4 unidades, esta
misma diferencia es de algo menos de
6 unidades a los 11 afios y aumenta a
las 7 unidades a los 12 afios. En otras
palabras, asistimos a un retroceso en la
rapidez de célculo de nuestros alumnos
comparados con otras generaciones
més acusado a medida que aumenta la
edad. En términos grificos, se produce
un desplazamiento a la izquierda de la
distribucién de las puntuaciones en la
prueba de rapidez de célculo corres-
pondiente al afio 1996.

DN

media 1996 media 1989

Grdfica 2. Distribucion de los resultados del test
de aptitudes numéricas (afios 1986-1996)

Los resultados de la prueba espacial los
presentamos resumidos por edades en
el siguiente cuadro:

10 afios 11 afos 12 afos
1989 1996 | 1989 1996|1989 1996
Media 12,00 22,81 [16,00 24,22 20,00 28,18
D. tip. 11,02 10,65 10,1 3‘ 13,00 7,28 1544
Tamafio 112 113 | 445 197 11.121 130

Tabla 3. Datos mas relevantes del test espacial
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Gréfica 3. Medias en el test de aptitudes espaciales
por afios y edades {afios 1989-1996)

Se constata en los tres grupos de edad
una mejotfa ostensible en los niveles
aptitudinales espaciales que oscila entre
los 8 y 10 puntos. Podemos representar
de forma grifica este resultado de la
siguiente manera:

N

media 1989  media 1996

Grdfica 4. Distribucion de los resultados del test
de aptitudes espaciales (afios 1986-1996)

Conclusiones

Como habfamos supuesto, los datos
obtenidos podrian apoyar la hip6tesis de
un importante cambio en los perfiles
aptitudinales de los escolares actuales,

La direccion del mismo dependeria del factor considera-
do: aumento del valor promedio en los espaciales, dismi-
nucién en la rapidez de cilculo. Lo que confirmaria nues-
tros planteamientos iniciales,

Segunda parte: aptitudes basicas y
rendimiento en Matemdticas

Hipétesis
Como hemos sugerido en la primera parte, existen indi-

cios razonables de la importancia de ciertas destrezas
bésicas para el rendimiento en matematicas.

La relacién entre la rapidez de célculo y las Matematicas
ha sido asumida en los ambiente psicolégicos desde hace
tiempo (Yela, 1963). Desde los primeros estudios de los
tedricos del anilisis factorial (Thurstone, 1941) hasta nues-
tros dias se ha dado gran importancia a la rapidez de cal-
culo como determinante de las aptitudes para las mate-
midticas. Tanto es asi, que en la mayoria de los test emplea-
dos para medir dicha capacidad matematica general se uti-
lizan ejercicios simples de sumas en los que, ademias de
la eficacia, se mide la rapidez. En estos casos, la rapidez
de calculo se confunde con las aptitudes para las mate-
mdticas y se habla indistintamente de «aptitudes matema-
ticas» o de «apidez de calculon.

A continuacién ponemos a prueba una hipétesis tan sim-
ple como limitada en cuanto a la explicacién de los bajos
rendimientos en Matematicas: los alumnos rinden menos
abora que antes porque los alummnos de abora operan con
mayor lentitud y con mds errvores que antes y esto influye
en el rendimiento final en Matemdticas.

Recordamos que parte del enunciado ha sido analizado
en la primera parte. Nos quedaria por demostrar que exis-
te alguna relacién entre estas destrezas y una prueba de
conocimientos matematicos. Establecida esta relacibn,
estaremos en condiciones de concluir que, dado que hay
una relacién significativa entre aptitudes bisicas y rendi-
miento en Matematicas y que hay un claro retroceso en
esas destrezas bdsicas en nuestros alumnos, este descen-
so aptitudinal podifa explicar, al menos en parte, los bajos
rendimientos en Matematicas.

Material

Ademis del test analizado en la primera parte, en esta
segunda cada alumno ha realizado una prueba de cono-
cimientos matemadticos. Estas pruebas, una para 5.° y otra
para 6.° de Primaria, pretenden medir el nimero de con-
tenidos del temario del curso anterior que domina un
alumno al comienzo del curso siguiente. Los ejercicios
propuestos en esta prueba de conocimientos han sido ela-
borados teniendo en cuenta la siguiente distribucién:



a. FEjercicios de «cdlculo director: Su resolucién Gnica-
mente requiere la aplicacién directa de operaciones
aritméticas elementales.

b. FEjercicios de «comprensidon logica»: Su resolucion
requiere un proceso previo de comprension y de
deduccion légica para finalmente realizar el cilculo
directo sobre los datos deducidos en el proceso de
comprension.

c. Ejercicios de «comprensiéon reglada»: Su resolucion
requiere un doble proceso previo antes de la ejecu-
cién: la comprensién y el conocimiento de los con-
ceptos y reglas matematicas marcados en este nivel
educativo.

d. Ejercicios de tipo «geométrico» Su resolucién requiere
Unicamente aplicar nociones topoldgicas y geométricas.
Muestra

La misma que en la parte primera

Resultados

Los resultados de las correlaciones entre las subescalas N»
y «B» del test factorial y las pruebas de conocimientos mate-
maticos los resumimos en la tabla 4 en la que, ademds,
hemos calculado y anotado el coeficiente de determinacién.

Aptitudes numéricas Aptitudes espaciales

Edad Edad
10 11 12 todas 10 11 12 todas

Correlacién 0,25 0,46 0,52 0,43 0,30 0,24 0,34 0,37

C. determin. | 0,06 0,21 0,27 0,18 0,09 0,06 0,11 0,14

Tabla 4. Correlaciones entre aptitudes numéricas
y espaciales y una prueba
de conocimientos matematicos

Las cuantias de las correlaciones son en todos los casos
significativas estadisticamente. Un andlisis mds pormeno-
rizado evidencia una correlacién menor en las aptitudes
espaciales (exceptuando en el grupo de edad de 10
aflos). Ademis, no se aprecian diferencias destacables en
cuanto a la edad. No sucede asi con la rapidez de calcu-
lo: Ia correlacién aumenta a medida que lo hace la edad.
Es decir, la covariacién entre conocimientos y destrezas se
hace mds intensa en las edades mayores de las contem-
pladas (concretamente pasa a ser 0,52 a los 12 afios). Con
este Ultimo dato y el coeficiente de determinacién corres-
pondiente en la mano, podemos decir que algo mas del
25% de los resultados de la prueba de conocimientos
estdn determinados por las puntuaciones obtenidas en
una prueba de rapidez de cilculos elementales y senci-

...una cuarta
parte al menos
de lo que sucede

con el
aprovechamiento
en una clase
de Matemadticas
esta determinado
por la rapidez

o lentitud con

la que operan

los alummnos.

oy un 15%
del resultado
podria estar
determinado por
las capacidades
espaciales
de los alumnos.

llos. Aplicando este razonamiento al
ambito escolar nos permitirfa concluir
que una cuarta parte al menos de lo
que sucede con el aprovechamiento en
una clase de Matemdticas estd determi-
nado por la rapidez o lentitud con la
que operan los alumnos. Este mismo
razonamiento aplicado al factor espa-
cial nos llevaria a concluir que un 15%
del resultado obtenido en la asignatura
de Matemdticas podria estar determina-
do por las capacidades espaciales de
los alumnos.

Un analisis mds detallado nos permitird
confirmar este dato y conocer otros
nuevos. Para ello, hemos calculado las
medias de las puntuaciones en el test
de aptitudes numéricas agrupando a los
alumnos por el nimero de aciertos en
los diferentes tipos de ejercicios de la
prueba de conocimientos (cilculo
directo, comprensién logica, compren-
sion reglada y geométricos). El objetivo
de este anilisis es cuantificar el peso
que las destrezas basicas para el cilcu-
lo elemental tienen en cada uno de
estos tipos de ejercicios. Comprobar si,
por ejemplo, la rapidez de célculo afec-
ta por igual a la solucién de problemas
légicos que a uno de tipo geométrico.

Los resultados los resumimos en la
tabla 5. A la luz de los cuales podemos
establecer como regla general que, la
rapidez de cilculo se distribuye de
forma tal que los mejores resultados en
dichas pruebas se acompafian de los
mejores resultados en la prueba de
conocimientos independientemente del
tipo de ejercicio. De modo contrario,
los alumnos y alumnos con bajas pun-
tuaciones en las pruebas de destrezas
bisicas tienden a obtener bajas puntua-
ciones en todos los ejercicios de la
prueba de conocimientos. Dichas apti-
tudes numéricas actuarfan como un fac-
tor general de aprovechamiento en
matemdticas presente en todo tipo de
ejercicios y problemas. Conclusién que
podemos ratificar tomando en cuenta
las correlaciones encontradas entre los
resultados del test y las puntuaciones
en las diferentes pruebas de conoci-
mientos (tabla 6).



Tipos de ejercicios de la prueba de conocimientos
N.° C. reglada Geomefria Céleulo C. légico
aciertos curso curso curso curso
conocim. 5° 6.° 5.° 6.° 5.° 6.° 5° 6.°
0 9,40 7,00 11,00 12,35 6,86 9,08 9,37 7,87
1 12,16 8,75 10,42 13,57 12,05 10,93 11,71 10,74
2 11,50 11,72 11,15 13,00 11,28 11,52 12,69 13,62
3 13,59 12,55 12,17 14,07 12,27 11,20 14,63 16,08
4 13,78 11,82 14,65 14,54 13,24 14,39
5 12,10 15,66 13,11 14,61 12,97 15,63
6 19,00 14,15 16,12 19,00 13,36 16,85
7 17,73 16,95 19,08
8 18,00 16,53 16,50
9 23,00
F 2,10 5,07 3,51 0,61 * 4,96 8,35 4,49 14,78
sg 0,054 0,000 0,002 0,710 0,000 0,000 0,004 0,000

Sin embargo, las diferencias entre las
medias en el test y las pruebas de
conocimiento no son en todos los tipos
de ejercicios de igual magnitud encon-
trandose, incluso, diferencias no signi-
ficativas.

Con respecto a los resultados en el test
de aptitudes numéricas cruzados con
los resultados en los ejercicios de «om-
prension reglada» encontramos que las
diferencias entre las medias en el 5.°
curso no son significativas. La correla-
cién entre los resultados de los proble-
mas de cilculo con reglas y el test de
aptitudes en este mismo curso es la
mds baja encontrada (no significativa
estadisticamente). En otras palabras,
los alumnos de 5.° que solucionan
correctamente este tipo de problemas
pueden tener una puntuacién alta,
media o baja indistintamente en el test
de aptitudes numeéricas. De igual
modo, los alumnos que no resuelven
correctamente ejercicios de «compren-
sion reglada» pueden alcanzar en el test
cualquier puntuacién.

Tabla 5. Medias en el test de aptitudes numéricas segtin el resultado

obtenido en las pruebas de conocimiento

Sin embargo, estos resultados no se obtienen en 6.° curso
de Primaria. Ahora, la correlacién entre una y otra varia-
ble es alta y la diferencia de medias es significativa.
D CR G C ClL
Destrezas (D)
5.° Primaria 1,00
6.° Primaria 1 ,OO
C. reglado (CR)
5.° Primaria 0,1 48 1,00
6.° Primaria 0,36] 1 ,OO
Geometria (G)
5.° Primaria 0,249 0,266 1,00
6.° Primaria O,] 16 0,1 66 1,00
Célculo (C)
5.° Primaria 0,338 0,278 0,431 1,00
6.° Primaria 0,501 0,470 0,236 1,00
C. légica (CL)
5.° Primaria 0,229 0,147 0,280 0,251 1,00
4.° Primaria 0,417 0,277 0,111 0,397 ],OO
Tabla 6. Correlaciones entre tipos de ejercicios y destrezas basicas




Esta discrepancia en los resultados pudiera deberse a las
diferencias de las pruebas de conocimiento. Concreta-
mente, nos referimos al diferente grado de dificultad de
este tipo de ejercicios (consultar tabla 7). Si para la solu-
cion de un problema se requiere el conocimiento de una
determinada regla matemitica y se desconoce, poco
puede importar si se calcula con lentitud o rapidez o si se
tienen destrezas basicas mucho o nada desarrolladas. En
este sentido, los ejercicios de 5.° son de mayor dificultad
al estar implicados en su solucién correcta reglas mate-
maticas sin las cuales nada o poco se puede hacer; cosa
que no sucede con los ejercicios de 6.° curso, al menos
en la misma medida.

C. reglado Geometria Céleulo C. légico
O A E O A E O A E O . A E
5°) 46 41 13 27 58 15 39 50 11 2966 5
6°1 43 50 7 37 48 15 29 41 30 2672 2

Tabla 7. Dificultad de los ejercicios de las pruebas de conocimientos

(O = omisién; A = acierto; E = error]

Igual disparidad de resultados se obtiene al analizar los
gjercicios que hemos denominado «geométricos.. Al con-
siderar los resultados de 5.° de Primaria las diferencias de
las medias en el test de aptitudes agrupando los alumnos
por el nlimero de ejercicios resueltos correctamente son
significativos estadisticamente; dato que ademis queda
ratificado por la correlacién obtenida entre ambas varia-
bles (r = 0,25). Con lo cual podrfamos concluir que en 5.°
de Primaria los alumnos que obtienen buenos resultados
en el test de destrezas bésicas suelen acertar un ntimero
elevado de ejercicios de tipo geométrico y, por el contra-
rio, los alumnos con bajas puntuaciones en aptitudes
numeéricas suelen tener problemas en la solucién de cues-
tiones de geometria,

Resultado que, sin embargo, no se obtiene cuando anali-
zamos los obtenidos en 6.° de Primaria. Ahora, ni la dife-
rencia entre las medias ni la correlacién son significativas
estadisticamente hablando.

Como en el caso de los ejercicios de «ilculo con reglas»,
habrfa que buscar la posible explicacién de esta dispari-
dad en la propia naturaleza de las pruebas de conoci-
mientos mas que en factores aptitudinales o matematicos.
Concretamente, la dificultad de una y otra prueba podiia
ser, otra vez, un elemento importante para explicar dicha
discrepancia. En 5.° de Primaria el porcentaje de acierto
de los ejercicios de geometria se sitia alrededor del 60%;
en las pruebas de 6.°, ese mismo porcentaje baja hasta un
30% de aciertos. Con una tan diferente dificultad no es
fAcil realizar comparaciones, Por ello, dentro de lo arriesga-
do que es hacer una conjetura al respecto, podifamos esta-

Las correlaciones
encontradas nos
Dpermiten afirmar
que existe
una significativa
relacion
entre una prueba
de conocimientos
matematicos
Y ciertas
aptitudes basicas.

blecer como explicacién de esta discre-
pancia que, cuando los ejercicios de geo-
metifa son faciles, el factor aptitudinal es
importante (lo que discrimina realizar
bien las pruebas no son los conocimien-
tos en si, sino las destrezas basicas). Por
el contrario, cuando la dificultad de los
ejercicios geomeétricos es alta, no inter-
vienen como elementos de éxito la pose-
sién de buenas destrezas de calculo.

Por ltimo, los resultados obtenidos en
los ejercicios de «cdleulo director permi-
ten afirmar que existe una importante
relacion entre dichos tipos de ejercicios
de cilculo directo y las destrezas basi-
cas para las Matemdticas. Las diferen-
cias de medias en los dos cursos v las
correlaciones entre ambos factores son
significativas (a medida que aumentan
las puntuaciones en el test, aumenta el
rendimiento en ejercicios de «cilculo
director v viceversa).

Encontramos, también, una correlacion
importante y significativa entre las des-
trezas basicas y los problemas que he-
mos denominado de «comprensién 16-
gica» mucho mas elevada en los alum-
nos mayores

Conclusiones

Las correlaciones encontradas nos per-
miten afirmar que existe una significati-
va relacién entre una prueba de cono-
cimientos matemdticos y ciertas aptitu-
des basicas. Ademds, la mayor o menor
importancia de las aptitudes para el cal-
culo elemental en el aprovechamiento
en Matemdticas dependerd del peso
que tengan en la asignatura aspectos
tan diferentes como la Geometria, el
dominio de reglas para la solucién de
problemas, el énfasis en el plantea-
miento y solucién de problemas légicos
o la importancia del ¢dlculo.

Aunque existen algunas diferencias por
la edad, podemos establecer como
regla general que los alumnos con bajas
aptitudes para el cilculo elemental o
con pocas destrezas por falta de ejerci-
tacion en dichas operaciones tendrin
un menor aprovechamiento en Mate-
maticas, mucho més acusado si el pro-



grama escolar se sustenta en problemas
con operaciones, algo menor si estos
problemas se fundamentan en el cono-
cimiento de reglas, acusado si existe
una parte importante de problemas con
solucién logica y casi inapreciable
cuando se trate de un programa con
contenidos geométricos.

En todo caso, la importancia de estas
aptitudes para el cdlculo como factor de
rendimiento matemdtico crece significa-
tivamente con la edad.

Discusién general

Los datos que hemos obtenido en el
presente trabajo permitirfan enunciar
un principio general que venimos repi-
tiendo desde el comienzo: nuestros
alumnos operan ahora con mayor difi-
cultad que hace unos aflos y esto, a su
vez, pudiera estar influyendo negativa-
mente en el aprovechamiento escolar
en Matemiticas. La correlacién obteni-
da en algtin grupo de edad, los de 12
aflos concretamente, nos permitirfa
concluir, incluso, que una cuarta parte
al menos de lo que sucede con el apro-
vechamiento en una clase de Matema-
ticas estd determinado por la rapidez o
la lentitud con la que operan los alum-
nos y alumnas. Los efectos de esta
merma en las aptitudes bisicas serin
mas o menos acusados en el trabajo de
aula en la medida en que en las pro-
gramaciones exista una mayor o menor
presencia de ejercicios de célculo.

En situacion bien distinta se encontrarfan
las aptitudes espaciales. Su aumento con
respecto a aflos atrds es tan espectacular
como el descenso de las destrezas del
cilculo. Sin embargo, el peso que este
factor tiene en el aprovechamiento esco-
lar en Matematicas es menor, debido,
seguramente, a la menor presencia de
todo lo espacial y geométrico en los pro-
gramas de los cursos estudiados.

Ante estos dos hechos se nos ocurren
dos direcciones en las que trabajar. En
una, los curriculos de Primaria deberian
adaptarse a los cambios que parece se
estan produciendo en el perfil aptitudi-

Su aumento
[las aptitudes
espaciales]
con respecto
a anios atras es
tan espectacular
como el descenso
de las destrezas
del calculo.

Santiago Hidalgo
Ana Maroto
Andrés Palacios
Escuela de Magisterio
de Segovia.

Universidad de Valladolid

nal de los alumnos. Concretamente, seria necesario poten-
ciar todo lo «espacial» de las Matemiticas. Y en la otra
direccién, serfa interesante incluir en la programacién
did4ctica un tiempo y un espacio en el que el alumno, sin
ningln instrumento de cilculo, pudiera ejercitarse en
estas destrezas para el cilculo elemental de forma cons-
tante y continuada.

Hacia estas dos direcciones se encaminan actualmente
nuestras investigaciones convencidos plenamente de que
la ejercitacidn en estas operaciones matematicas elemen-
tales junto a esa «geometrizaciéon de la aritmética» nos
acercan a elementos determinantes de la comprension y
asimilacién ‘de las Matematicas en Primaria.
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INFORMACION SOBRE EDUMAT

EDUMAT es una lista de distribucién dirigida a los profesionales de la ensefianza de las mateméticas de todos los niveles educativos (infan-
til, primaria, secundaria, universidad,...).

Algunos objetivos de la lista en relacion con la educacién matematica son:

a)
b)

o)
d)

e)

Servir de foro de debate y colaboracién de los ensefiantes de las matemdticas en torno a las ideas y planteamientos sobre la educacion
matemdtica. ‘

Ser un centro difusor de informaciones de cardcter general y especifico sobre la ensefianza y aprendizaje de las matemdticas (congre-
sos, conferencias, seminarios, jornadas, publicaciones en papel o electrénicas,...).

Lugar de discusién sobre trabajos de investigacién en diddctica de las mateméticas.

Ser un centro de infercambio de experiencias e innovaciones educativas en el campo de las mateméticas, prestando un especial interés
a la introduccién de la informética e Internet en el aula de matemdticas.

Ser, en resumidas cuentas, un espacio abierto de comunicacién entre todas las personas interesadas en la continua mejora y progreso
de la ensefianza y aprendizaje de las mateméticas en todos los niveles educativos.

Cualquier tema relacionado con la educacién matemética tiene cabida en esta lista. La matemética recreativa, la historia de las mateméti-
cas y su uso en la ensefianza, la filosofia de las matemdticas y de la educacién matemdtica, la popularizacion y divulgacién de las mate-
méticas, la etnomatemdtica,... tienen también su sitio en la liska EDUMAT.

¢

El émbito de la lista es internacional y la lengua preferente el castellano y cualquier otro idioma latino (catalén, gallego, portugués, italiano y
francés). Se aceptardn sin problemas textos escritos en euskera e inglés, siempre que vayan acompafiados de su correspondiente traduccién.

Para suscribirse a Edumat sélo se debe enviar la orden:
Orden: suscribe EDUMAT Nombre Apellidos
Ejemplo:

To: LISTSERV@LISTSERV.REDIRIS.ES
Subject: :
suscribe EDUMAT Nombre Apellidos

En Subject no hay que escribir nada. A partir de aqui hay que responder a un mensaje de confirmacién que envia el administrador de Rediris.

Direccion de la pagina web: http://www.rediris.es/list/info/edumat.html
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Aproximaciones de bajo rango
de una mairiz

Angela Rojas Matas

Manvuel Torralbo Rodriguez

En este trabajo se presenta
la descomposicién en valores
singulares de una matriz y
dos de sus aplicaciones més
interesantes, siguiendo la
experiencia realizada con
alumnos de primer curso de
la Escuela de Ingenieria
Técnica Industrial. Teniendo
en cuenta el poco tiempo de
que se dispone para la
asignatura de Algebra Lineal
{un cuatrimestre s6lo a cuairo
horas por semanal, se
pretende una breve
introduccién tedrica a este
tema, resaltando
principalmente las
aplicaciones précticas y
procurando despertar el
interés de los alumnos.
Esta descomposicion
matricial permite expresar
cualquier matriz como una
suma finita de matrices de
rango unidad. A partir de
ella se pueden obtener
matrices aproximadas a una
dada pero con rango inferior
a la original. También se
puede aplicar en la
resolucién eficiente de un
sistema por el método de los
minimos cuadrados.

ESCOMPOSICION en valores singulares

Consideremos una matriz real A de dimensiones mxn.
Construimos las matrices (ATA) y (AAT). Ambas son simé-
tricas y, por lo tanto, diagonalizables por medio de una
base ortonormal de vectores propios. Se pueden demos-
trar facilmente las siguientes cuestiones:

D Si ve M, esun vector propio de (ATA) asociado a
un autovalor A, entonces u = Av es un vector propio de
(AAT) asociado al mismo autovalor A.

2) Si v es un vector propio unitario asociado a A # 0 de
la matriz (ATA), entonces

u:—l——AV

VA
es un vector propio unitario de (AAT) asociado también a A.

3) Los autovalores no nulos de (ATA) son necesariamente
positivos (consecuencia del apartado anterior), y coinci-
den con los autovalores no nulos de (AAD. El niimero de
autovalores no nulos coincide con el rango de A.

Supongamos que consideramos la matriz
11
A=|2 2
2 2

En este caso tendriamos que la matriz

99
9 9

ATA =
los autovalores son 7»1 =18 7»2 =0 y una base ortonormal
de vectores propios setia:

1 1 1 1

22 )2t 2



Por otro lado

2
AAT =] 4
4

0 00
[oe RN NN

sus autovalores son A, = 18, A, =0, A, = 0. Entonces:

1

1 1 V2
U =—=—=Av| =—A =
T T T s L

V2

Wl wnw| =

es un vector propio de AA, asociado al autovalor 18,
Completamos con dos vectores propios unitarios y orto-
gonales asociados al autovalor doble cero y tendremos
una base ortonormal de vectores propios:

63 )} v )

Con los resultados anteriormente obtenidos es ficil com-
probar que se puede escribir la siguiente descomposicién
matricial de la matriz original:

NiT)

U‘t‘l%i’kw
N N
—
[ee]
o O O
Rp

SR

0
0

1

W Wl wf—
o

&1

5

Las columnas de V se llaman vectores singulares por la
derecha de la matriz A y las columnas de U son los vec-
tores singulares por la izquierda. Los elementos situados
en la diagonal de la matriz S son los valores singulares de
A, en este caso \/Ey 0. Este ejemplo nos sirve para enten-
der el siguiente teorema:

:U.S.VT

Una imagen
digital
1o es mas que
una matriz

Teorema de la descomposicién en valores singulares
de una matriz :

Cualquier matriz real A de dimensiones mxn se puede
descomponer de la forma: A = U-S-V", donde U es una
matriz mxm ortogonal, S es una matriz mxn diagonal
y V es una matriz nxn también ortogonal.

de niimeros
donde
cada ntimero
indica

El nimero de valores singulares no nulos nos dari el
rango de la matriz original.

|

un nivel de gris.

Aproximaciones de una
matriz

Una consecuencia inmediata de la des-
composicion anterior nos permite escri-
bir cualquier matriz A de dimensiones
mXn como una suma finita de matrices
de rango unidad de la siguiente forma:

A= is1 5,0, + ...+ 5K

k

siendo

_ T
Ri=u;v,

donde k = min(m,n), siendo

§,28,2..28>0=s,,=..=5

suponiendo que el rango de A es 7,y
que hemos ordenado de forma decre-
ciente los valores singulares no nulos.
Las matrices Ri son de rango unidad y
la suma de los cuadrados de todos sus
elementos da como resultado 1.

De esta forma, la matriz original A de
rango r queda descompuesta en una
suma de r matrices de rango unidad.
Resulta légico pensar que la suma
anterior se podrd cortar cuando los
valores singulares sean suficientemente
pequefios.

Supongamos que construimos
= s8R,

=sR +s,1,

A = is] ts,0,+ . +sR

T
Entonces se puede demostrar (Noble,
1989) que la matriz de rango 1 mis
parecida a la original es precisamente la
matriz A, que la matriz de rango 2 mis
parecida a la original es A, , y asi suce-
sivamente. Logicamente, A coincide
con A.

Vamos a visualizar las sucesivas aproxi-
maciones de una matriz. Para ello
vamos a considerar la imagen A de la
figura 1. Una imagen digital no es mds
que una matriz de niimeros donde cada
nimero indica un nivel de gris. Habi-
tualmente la escala de grises varia de 0,
que equivale al negro, a 255, que equi-
vale al blanco. El tamafio de la imagen
original es 112x122. En este caso se



trata de una imagen binaria. La recons-
truccion con sdlo los 5 primeros valores
singulares es A; y con los 10 primeros
es A,

En la figura 2 se muestra una imagen B
que se ha obtenido escaneando la por-
tada del libro de Algebra Lineal de
Noble (1989). El tamafio es 222x166.
En este caso, se muestran las aproxima-
ciones B, y B

Por dltimo, se presenta una imagen real
(una fotografia  digitalizada) de una
mujer C en la figura 3. En este caso el
tamafo de la imagen es 512x512. Pre-
sentamos las aproximaciones C,; y Gy

En todos los casos se puede observar
¢émo aproximaciones de bajo rango
proporcionan reproducciones bastante
buenas de las imdgenes originales y
cémo al aumentar el ntmero de térmi-
nos en la suma se van obteniendo ima-
genes cada vez mds parecidas a las ori-
ginales.

Una imagen digital como C requiere
512x512 = 262.144 posiciones de me-
moria para ser almacenadas en un
disco. Para poder reconstruir, por ejem-
plo C, es necesario almacenar los 50
primeros valores singulares junto con
los 50 primeros vectores singulares por
la izquierda y los 50 primeros vectores
singulares por la derecha. Es necesario,
por lo tanto, un total de:

50 + 50x(512+512) = 51250

datos. La reduccién es bastante signifi-
cativa y justifica su uso en el procesa-
miento de iméagenes digitales (Pratt,
199D).

Resumiendo, hemos podido «wer cémo
matrices de rango a inferior a una dada
nos pueden proporcionar reproduccio-
nes bastante parecidas a las originales.
La informacién importante de una
matriz se encuentra en los primeros tér-
minos de la descomposicién y va aso-
ciada a los valores singulares mis gran-
des. Existe mucho software disponible
que permite obtener la descomposicion
en valores singulares de una matriz
con sélo proporcionar de entrada la
matriz original (Mathematica, Matlab,

A As | Ao
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Cantata de Khoros, NAG, etc.). También se puede encon-
trar el cédigo para efectuar esta descomposicién en C,
Basic y Fortran (Press, 1992).




Condicionamiento de una matriz

La omision de pequefios valores singulares puede resultar
también 1til en otras situaciones. Supongamos que tene-
mos el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

7 10 9)(x 26
5 7 8l|lyl|=]|20 [1]
4 6 1)iz 11

la solucién exacta (es un sistema de Cramer) resulta ser:
x =1,y =1; z = 1. Mientras que el sistema:

7,01 9,95 9 X 26
501 6,99 8 |{y|=] 20 [2]
4 6 1,01)|z 10,9

también de Cramer, tiene como solucién exacta:
x = 92,18; y = =59,02; z = -3,66.

Resulta sorprendente que cambios tan pequefios en los
coeficientes o términos independientes del sistema pue-
dan provocar cambios tan grandes en la solucién. Sis-
temas de este tipo se llaman sistemas mal condicionados.
Vamos a intentar entender por qué ocurre esto.

Si tenemos una matriz A cuadrada y regular, en nuestro
caso 3X3, a través de la descomposicion en valores singu-
lares A = U-S'VT, podremos descomponerla de la forma:

A=sR +sR + 5;R,
Es inmediato comprobar que: A7 = V-$1.UT, y por lo
tanto:

-1 _ ApT, ~1pT, ~1pT
A =5 R1+SZR2+83R3

Si tenemos un sistema de Cramer A-X=B, como en nues-
tro caso, la Ginica solucién del sistema planteado se obten-
dria como:

— A-ln _ —1pT -5 T ~1n T
X=ATB=s'R{B+s;'R}B+s;'R]B 3]

Pues bien, se demuestra que el resultado anterior se
puede generalizar a cualquier matriz. Si tenemos un siste-
ma del tipo AX=B, donde la matriz A (que no tiene que
ser cuadrada) es de rango 7, entonces la solucién de
norma minima, por el método de los minimos cuadrados,
del sistema anterior resulta ser una adaptacién de la fér-
mula [3], ya que es la siguiente:

X =s]'R{B+s;'R}B+s;'R1B [4]

es decir, que se incluyen en la suma exactamente r
sumandos. El nimero de sumandos coincide con el rango
de la matriz, o lo que es lo mismo, con el nimero de
valores singulares no nulos de la matriz de los coeficien-
tes del sistema.

Resulta
sorprendente
que cambios
tan pequerios

en los coeficientes
0 términos
independientes
del sistema
puedan provocar
cambios
tan grandes
en la solucion.

La matriz del sistema [1] tiene como
valores singulares: §,=20,18,5,= 3,71y
s, = 0,01 y la matriz del sistema [2]
s, = 20,16, s, = 371 y s, = 0,0005.
Entonces, ambas matrices estrictamente
pueden considerarse regulares y, por lo
tanto, se puede encontrar la solucién
exacta aplicando [3], obteniendo los
resultados anteriormente citados.

Sin embargo, estd claro que el tercer
valor singular estd muy préximo a cero,
es decir, que las matrices son «casi» de
rango 2. Si tratamos estas matrices
como matrices de rango 2 y aplicamos
(4] con sélo dos sumandos resulta que
la solucién del sistema [1] es: x = 0,80;
y = 1,13; z = 1,01, mientras que la solu-
cién del sistema [2] es: x = 0,79; v = 1,12;
z = 1,03. Los resultados no son ahora
tan sorprendentes.

Vamos a exponer a continuacién los
pasos a seguir si usamos el software
Mathematica (Wolfram, 1996) concre-
tamente para el primer sistema (andlo-
gamente serfa para el segundo).
Obtenemos la descomposicién en valo-
res singulares mediante el comando
SingularValues:

In:= A={{ 7,10, 95,7, 8Ll 4, 6, 1)}
B={ 26, 20, 11);
{ UTRAS, S, VIRAS)=SingularValues[N[A]] ;

La salida que se obtiene al ejecutar la
entrada anterior son tres matrices que
hemos llamado UTRAS (traspuesta de
W), S (un vector con los valores singu-
lares) y VTRAS (traspuesta de V).
Podemos comprobar la descomposi-
cién:

In:= Transpose[UTRAS]. DiagonalMatrix[S]. VTRAS
el resultado proporcionado coincide
con la matriz A original.

Extraemos los vectores singulares por la
derecha (columnas de V) que notare-
mos por vl, v2 y v3; también los vec-
tores singulares por la izquierda ul, u2
y u3 ( columnas de U). Construimos las
tres matrices de rango unidad siguien-
tes:
In:= Rl1=ul. Transpose[v1];

R2=u2. Transpose[v2],

R3=u3. Transpose[v3];



1a solucion del sistema tratando la
matriz A como una matriz de rango 3 se
obtiene aplicando la férmula [3] de la
siguiente forma:

Tine= (1/8l[1ID*(Transpose[R1].B) +
(1/Sl21*(Transpose[R2].B) +
(1/8[13])*(TransposelR3].B)

la salida es: {1, 1, 1}.

Mientras que la solucién del sistema
tratando la matriz A como una matriz
de rango 2 se obtiene de la siguiente
forma:

Ine= (1/SI[11)*(TransposelR11.B) +
(1/8l(2]D*(Transpose[R2].B)

la salida es: {0,80, 1,13, 1,01}.

Conclusiones

La descomposicidén en valores singula-
res proporciona una informacién muy
atil sobre una matriz cualquiera. Nos
permite:

e Asignar un rango «azonable»
dependiendo de sus valores singu-

lares.

e  Obtener matrices de rango inferior
pero muy parecidas a la original.

e Resolver de forma adaptativa un
sistema de ecuaciones lineales por
el método de los minimos cuadra-

Angela Rojas
Manuel Torralbo
Departamento de Matemdticas
Universidad de Cérdoba
Sociedad Andaluza
de Educacion Matemdtica
«Tho|es»

dos. Ademis, la solucién proporcionada por la for-
mula [4] de un sistema A-X=B, por el método de los
minimos cuadrados, es m4s fiable que la obtenida por
el método mds cldsico de resolver este otro sistema:
AT-A-X=AT'B (mis inestable numéricamente).

Por Gltimo, queremos observar que hemos abordado el
tema desde un punto de vista prictico, pensando exclu-
sivamente en €l tipo de alumnos al que va dirigido. No
hemos mencionado de forma consciente algunos con-
ceptos que se hubieran necesitado para dar rigor a algu-
nas de las cuestiones planteadas. Asi, por ejemplo,
hemos hablado de matriz «parecida» a una dada; hubiera
sido mds correcto hablar de que la diferencia en norma
sea lo mds pequefa posible. Sin embargo, esto requiere
introducir el concepto de norma matricial, y, como ya
comentamos al comienzo de este trabajo, el escaso tiem-
po de docencia lo impide.

Para terminar, queremos observar como la mayoria de los
libros actualmente en el mercado de Algebra Lineal no
abordan esta interesante descomposicién matricial.
Creemos que no es tan conocida como realmente se
merece.
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Una nueva mirada
a «la prueba del 9»

La tradicional «prueba del
9», aunque pasada de moda
para verificar la correccion
de resultados de célculos
numéricos, ofrece una
situacién problemética
interesante sobre teoria de
ndmeros.

En este arficulo se recordara
en qué consiste la prueba del
9y se abordaran las
siguientes cuestiones: squé
prueba la prueba del 92;
spor qué el 9 y no ofro
nimero como el 7 o el 112;
ssirve el 9 para sistemas de
numeracion distintos de 102;
por iltimo 3qué hacer con la
prueba del 9: abandonarla
como prueba o buscarle otra
utilidad didéctica?

Maria Luz Callejo de la Vega

E ENTRE los viejos libros de textos de Matemdticas que
como testigos de la historia de la educacion estdn guar-
dados en armarios del Instituto donde trabajo, han caido
en mis manos dos que hacen alusién a la famosa «prueba
del 9»: uno es la Aritmética de Segundo grado de la Edi-
torial Luis Vives, publicado en Zaragoza en 1949; el otro
lleva por titulo Aritmética y Algebra, es del Curso Preuni-
versitario, sus autores son A. Alcaide y N. Nofuentes y esti
publicado en Madrid el afio 1959. El de Segundo grado
dedica un apartado a la prueba de la multiplicacién en el
que describe cémo se hace la «prueba del 9 y advierte
que esta prueba es falsa con frecuencia indicando algunos
casos en que un error en los calculos no se refleja en la
prueba; el de Preuniversitario tiene un apartado denomi-
nado Justificacion de la «Prueba del 9» para comprobar la
suma, la multiplicacion y la division como aplicacién de
las congruencias.

Esto me ha hecho reflexionar sobre esta prueba que, aun-
que pasada de moda para verificar la correccién de resul-
tados de cdlculos numéricos, ofrece una situacién proble-
mdtica interesante sobre teoria de nimeros.

¢En qué consiste la prueba del 9?

La prueba del 9 es un caso de aplicacion de la aritmética
modular a la deteccion de errores aritméticos. Esta prue-
ba consiste simplemente en hacer cdlculos médulo 9.
Reducir un ntmero médulo 9 es hallar el resto de la divi-
sién de dicho ntmero entre 9; el valor de este resto se
puede obtener sin necesidad de dividir, basta con sumar
los digitos del nimero y si supera a 9 volver a sumar los
digitos del resultado obtenido y asi sucesivamente hasta
obtener un nimero menor que 9.



PRUEBA DE LA MULTIPLICACION

93, Para comprobar si una multiplicacién estd bien hecha, se repite
la operacién invirtiendo el orden de los factores. Si los productos resul-
tan iguales, es casi seguro que la operacién estd bien.

Decimos casi seguro, porque es posible que ambas operaciones sean falsas 'y
contengan el mismo error. Si, por ejemplo, a algin producto parcial o total
He las dos operaciones, les aumentamos o disminuimos en un mismo niimero,
las dos operaciones serdn falsas, aunque sus resultados sean iguales,

‘94, Una prucba muy prdctica es la llamada prueba del 9.

Para explicar el modo de hacerla mos serviremos de la operacién siguiente,

advirtiendo que cuando las sumas pasan de 9, se suman sus cifras, y que los 9
no se cuentan nunca:

Se traza un aspa y se escriben las cifras se-

- gin indican las flechas.
8347/\4 Multiplicando: 8 y 8, 11; 1y 1, 2; y 4 6;
X 653 y7,18; 1y 8, 4

1yo0, 1;y1, 2 .
La operacién est4 bien hecha, porque los
nmimeros de la derecha y de la izquierda del
aspa son iguales,
Nota, — Esta prueba es falsa con frecuencia. Asf sucede cuando las cifras se
cambian de lugar; cuando se afiade o suprime algin nueve; cuando se afiaden
o quitan cifras cuya suma es 9, etc.

’ 252 Multiplicador: 6 y 5, 11; 1y 1, 2; y 8, 5.

2 50 41 Se multiplican: 4x5, 20; 2 y 0, 2. Se es-
41735 . cribe a izquierda.

50 082 Producto: 5 y 4, 9; se anula; 5 y §, 10;

;ATENCION! ;
Simplicio Céndido ha he- | :
cho esa operacién, y asegura é 'J 04

que estd bien hecha, porque
le sale bien la prueba del 9. |
En cambio, Juan Picaro, , 0
su amigo burlén, se rie de él
y le asegura que la operacién
‘es completamente falsa,
¢Quién tiene razén?
Explicar por qué.

— 50 —

Figura 1. Aritmética. Segundo Grado, Luis Vives, Zaragoza, 1949

La prueba del 9 aplicada al caso de la multiplicacién
8.347 x 653
que presenta el primero de los libros antes citados (figu-
ra 1) se realiza de la siguiente forma:
a) se hace la reduccién moédulo 9 del multiplicando y
del multiplicador
multiplicando: ~ 8+3+4+7 = 22; 2+2 = 4
multiplicador: 6+5+3 = 14, 1+4 = 5
b) se multiplican estos nimeros y se hace la reduccién
médulo 9 del resultado:
4X5=20
2+0=2

c) se hace al reduccién moédulo 9 del
producto obtenido en la operacion,
que es 5.450.591:

S5+4+5+0+5+9+1 = 29;
2+9 =11,
1+1 =2

d) se comparan los resultados de (b)
y de (0); si coinciden es probable
que la operacién esté bien hecha,
si no coinciden y hemos aplicado

bien la prueba del 9, la multiplica-
cién estd mal hecha.

La disposicion en forma de aspa (figura
1) es una manera de ir anotando los
resultados del proceso anterior.

Célculos médulo 9

Veamos en qué se fundamenta esta
prueba. Si @y b son dos enteros y su
diferencia a - b es divisible por 9, deci-
mos que «4 es congruente con b, moédu-
lo 9» v lo expresamos escribiendo:

a =b (méd 9)
Por tanto:
a — b = 9k, siendo k entero

Sia=b (mod 9 yc=dméd 9, se
deduce ficilmente que:

a+c=b+d@moéd9
a—c= b—-d@moéd 9)
bd (mod 9)

Ya se trate de sumar nuimeros, de res-
tarlos, de multiplicarlos y en general de
cualquier cilculo consistente en una
sucesion finita de sumas, restas y multi-
plicaciones, los cilculos médulo 9 con-
sisten:

ac

e bien en realizar el cilculo y reducir
el resultado modulo 9;

e Dbien en reducir médulo 9 los
nlmeros que entran en juego en
dicho calculo para efectuar des-
pués las operaciones con los ni-
meros reducidos y, si fuese necesa-
rio, reducir otra vez médulo 9.

Con esta notacidn el ejemplo anterior
se expresa asi:



8347=4(m6d 9 — 4
X653=5(méd 9 — x5

20 =2 (mbéd 9

5.450.591 = 2 (mdd 9)

Podemos tener una imagen de la arit-
mética médulo 9 con una esfera de

 reloj de 9 horas donde 0 equivale a 9

(Lauber, 1990):

Figura 2

La suma se representa mediante la rota-
cién en el sentido de giro de las agujas
del reloj; asi para calcular 4 + 7 modu-
lo 9 se comienza en el 4 y se avanzan»
7 horas, teniendo como resultado 2; la
resta se hace invirtiendo el sentido de
giro. Las tablas de multiplicacion se
obtienen uniendo los puntos de 1 en 1,
de 2 en 2, de 3 en 3, etc., comenzando
por el 0 y dando las vueltas necesarias
hasta volver a éste. Por ejemplo la mul-
tiplicacion por 2 se representa en la cir-
cunferencia como un poligono estrella-
do de 9 lados:

Figura 3

Las tablas de multiplicacién médulo 9 son las siguientes:

o 1 2 3 4 5 6 7 8
10 1 2 3 4 5 6 7 8
2,0 2 4 6 8 1 3 5 7
3/0 3 6 0 3 6 0 3 6
4|0 4 8 3 7 2 6 1 5
5/0 5 1 6 2 7 3 8 4
6/ 0 6 3 0 6 3 0 6 3
70 7 5 3 1 8 6 4 2
8|0 8 7 6 5 4 3 2 1

...las pruebas
del O solamente | ¢Prueba algo la prueba del 9?

nos indican
St existe o no
congruencia
entre el resultado
obtenido
en el calculo
y el resultado
correcto,
suponiendo
que se baya
realizado bien
la prueba del 9.

Anteriormente hemos dicho que si coincide la reduccion
moédulo 9 del producto de la multiplicacién con la del
producto del multiplicando y del multiplicador ya reduci-
dos moédulo 9, es probable que la operacién esté bien
hecha y que si no coinciden y hemos aplicado bien la
prueba del 9, es seguro que la multiplicacién estd mal
hecha. Por tanto, hemos dejado entrever que la prueba
del 9 no es una demostracién matemdtica. Pero nos pre-
guntamos, jprueba algo la prueba del 9?

Supongamos que el cilculo que se desea efectuar es a * b
y el resultado encontrado c¢:

axb=c
Tendrfamos que:
a(moéd 9) * b(mdéd 9) = c(mdd 9

Pero el reciproco no es cierto porque podemos encontrar
un valor 4 distinto de ¢ pero congruente con ¢ modulo 9
tal que:

akbzd

como muestra la ilustracién, no muy edificante por cier-
to, del libro de Aritmética antes mencionado (figura 1).

Por tanto, las pruebas del 9 solamente nos indican si exis-
te 0 no congruencia entre el resultado obtenido en el cil-
culo y el resultado correcto, suponiendo que se haya rea-
lizado bien la prueba del 9. Por ello no se trata de un
razonamiento demostrativo sino de una condicién nece-
saria que nos da indicios de que hay posibilidades de que
la operacién esté bien hecha.

En cambio es una «prueba psicolégica» en el sentido
siguiente: si tenemos que multiplicar dos nimeros gran-
des, debemos efectuar un gran ntmero de operaciones
elementales cuya correccion depende de la habilidad y de
los conocimientos de quien las realiza, pero si se hace la
prueba del 9 de esta multiplicacién, hay que hacer un
nimero mis pequefio de operaciones elementales y pen-



samos que «es mas probable equivocarse en el célculo de
a X b que en el de la cuatro cantidades: a(mdd 9), b(mod 9),
a X b (moéd 9), almod 9 x bmdd 9»; luego si los dos alti-
mos nimeros no coinciden es que probablemente hemos
cometido un error en el cilculo Jargo», 0 sea el de a X by
si, por el contrario, los dos Gltimos niimeros son los mis-
mos, es decir, si la prueba del 9 funciona, se piensa que
hay pocas posibilidades de haberse equivocado.

Lo que es cierto es que si los cdlculos médulo 9 no coin-
ciden (supuesto que se han hecho bien), la operacidén
larga estd mal hecha.

Al adentrarnos en la vertiente matematica de la «prueban,
constatamos que ésta no es un razonamiento demostrati-
vo, pero ello nos permite contemplar otros aspectos que
forman parte de la experiencia matematica como la veri-
ficacién de una condicién necesaria pero no suficiente
con su correspondiente carga psicologica y el interés
didactico de un uso extendido en las matemadticas escola-
res de otros tiempos (Bruckheimer y otros, 1995).

Durante mucho tiempo se ensefid a los escolares a incluir
en los cilculos la «prueba del 9»; en manuales antiguos,
como el de Aritmética que se menciond al comienzo, se
encuentra la disposicién en aspa para ir colocando las
congruencias moédulo 9.

¢Por qué el 9?

Esta claro que en lo dicho hasta ahora el 9 no juega nin-
gtn papel especial y podria reemplazarse por cualquier
otro ndimero natural m y hablarfamos entonces de célcu-
los médulo m. Entonces, ¢por qué elegir la congruencia
moédulo 9? Hay diversas razones relacionadas con la faci-
lidad de los célculos y con la fiabilidad de la prueba.

Facilidad de los célculos

Aunque el creador de la teoria de las congruencias es el
matematico alemdn Gauss, que publicé su trabajo sobre
teorfa de nimeros en su obra Disquisitiones Aritbmeticae,
aparecida en 1801 cuando sélo contaba 24 afios, hay tra-
zas del uso de las congruencias siglos antes de Gauss en
las reglas antiguas de comprobacién de célculos como la
prueba del 9. Oystein Ore (1967) ofrece una posible
explicacién del nacimiento de esta prueba retrocediendo
al tiempo del uso del dbaco para realizar célculos.

En el dbaco un ntimero ABCD se representa usando
A + B + C + D cuentas. Si este nimero se quiere sumar
con otro, por ejemplo EFGHI es necesario afiadir E + F +
G + H + I cuentas en las barras correspondientes a los dis-
tintos 6rdenes de unidades. Pero en cada barra del abaco
hay 9 cuentas; la suma de los dos nlimeros exige reem-

plazar 10 cuentas de una barra por una
cuenta en la barra siguiente, tantas
veces como sea necesario. Por tanto,
cada vez que hacemos este cambio dis-
minuye en 9 el nimero de cuentas,
luego el ntmero de cuentas en el resul-
tado final debe diferir del ntimero de
cuentas total al inicio (A+B+C+D+E+F
+G+H+D) en un ntmero multiplo de 9.
Esta comprobacién no es otra cosa que
la «prueba del 9» para la suma y se
apoya en que nuestro sistema de nume-
racién es de base 10 y por ello los cilcu-
los modulo 9 son faciles y rapidos.

Figura 4
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El nimero ABCD tiene como desarrollo
decimal:

1000A + 100B + 10C + D

y como las potencias de 10 mddulo 9
son todas congruentes con 1, tenemos:
ABCD (méd 9D =A+B+C+D

Por tanto no hay necesidad de hacer
divisiones para calcular congruencias
moédulo 9 sino que pueden realizarse
mentalmente; pero si la base del siste-
ma de numeracién fuese distinta de 10,
el 9 no jugaria ningtn papel especial en
los calculos. Como decia Pascal dos
caracteres de divisibilidad de los ntime-
ros deducidos de la suma de sus digitos
descansan a la vez sobre la naturaleza
intima de los nimeros y sobre su repre-
sentacién en el sistema de numeracion
decimal» (citado en Paquelier, 1983).

Nuestro sistema de numeracién tiene
también otros nimeros para los que la
reduccion de un ndmero cualquiera
moédulo m es tan ficil como con el 9;
son el 2, el 5, el 10, el 11, el 20, el 25,
el 50, el 100... Pruebas ficiles de reali-
zar son las del 2 y las del 5, pero son



_ poco fiables porque cualquier error en

cualquier digito del producto que no
sea el de las unidades no los detecta la
prueba; también es facil la del 11, que
detecta errores como el desplazar un
lugar un producto parcial de una multi-
plicacién. La reduccion de un ntmero
médulo 11 se puede hacer agrupando
sus digitos de dos en dos, de izquierda
2 derecha, sumando luego estos nime-
ros de dos digitos y repitiendo este pro-
cedimiento hasta obtener un ndmero
pequeiio cuyo resto al dividir entre 11
se calcule facilmente.

Por ejemplo si el nimero que hay que
reducir fuese 7.345.651 se escribe
7 34 56 51
y se calcula
7+34+56+ 51 = 149; 1 + 49 = 50
y
50 =6 (moéd 1),
La raz6n de que funcione esta regla es
10 = 1 (méd 11).

Fiabilidad

Sin embargo, no todo el mundo se
inclina por una economia de cilculos.
El francés Nicolas Chuquet (1484) con-
sideraba la prueba del 7 mis fiable que
la del 9: Prefiero la prueba del 7 ya que
7 tiene menos familiaridad con los
nimeros que 9». Chuquet cita tres tipos
de errores que la prueba del 9 no
detecta y la del 7 si: la adicion o supre-
sién de un 9 o del 0, la permutacién de
digitos o el cambio de un digito por
otros que sumen lo mismo (citado en
Bruckheimer y otros, 1995).

Desde el punto de vista diddctico lo
mds importante es identificar los tipos
de errores sistemiticos que se suelen
cometer con las operaciones aritméticas
y cudles de ellos los detecta la prueba
del 9 o la del 7 o cualquier otra. Asi, si
un producto parcial de una multiplica-
ciéon se desplaza un lugar, la prueba del
11 detecta el error.

Como ya hemos indicado, las pruebas
por 9 o por cualquier otro ntmero
entero m solamente nos informan de la
congruencia 0 no moédulo m entre el

Solo cuando
los alummnos esten
en edad
de comprender el
alcance
y la limitacion de
la denominada
prueba» podran
utilizarla
sabiendo
su cardcter
de instrumento
que da indicios,
pero no certeza,
sobre
la correccion
de la operacion
realizada.

resultado obtenido en el cilculo largo y el resultado
correcto (si la prueba estd bien hecha). Nos planteamos
pues disminuir la probabilidad de que la coincidencia se
deba al azar, considerando que los errores son equipro-
bables, lo cual sabemos que no es cierto.

Sea P_ la probabilidad de que el resultado obtenido en el
cdlculo largo y el resultado correcto (si la prueba esta bien
hecha) sean congruentes moédulo 72 esta probabilidad
disminuye a medida que 7 aumenta pues un cilculo
modulo 9 tiene sélo nueve posibles respuestas, luego la
posibilidad de que un céalculo incorrecto no se detecte es
1/9. Nos planteamos pues si hay otros niimeros que pre-
sentan mis ventajas que el 9.

Por un lado los cilculos médulo mayor que 11 no pue-
den hacerse siempre mentalmente en el caso de la multi-
plicacién, luego los eliminamos; por otro lado, los cdlcu-
los médulo menor que 7 presentan una probabilidad P
mayor que P, luego tampoco nos interesan; no nos
queda pues mas que 10 y 11. El cdlculo de un nGmero
modulo 10 es muy comodo pero no tiene en cuenta mas
que las cifras de las unidades; el cilculo de un ntmero
moédulo 11 es menos rapido que para 9 y la diferencia
entre P, y P, es pequefa.

Luego si no hacemos mas que una prueba nos interesa
mads la del 9, pero si hiciéramos ademas la prueba del 11,
la probabilidad de que la coincidencia sea debida al azar
es muy pequefia: su cilculo se reduce a un producto de
probabilidades ya que éstas son independientes.

Conclusidn

¢Qué hacer con la prueba del 9: abandonarla o buscarle
otra utilizacién didactica?

Como prueba aritmética la del 9 es una causa perdida
puesto que tenemos calculadoras que nos permiten cono-
cer con facilidad y rapidez la correccién de un resultado.
Si bien las pruebas del 9 suponen un ejercicio interesan-
te de utilizacion de cilculos médulo 9 o de operaciones
en Z,, donde Z, representa las clases de equivalencia
moédulo 9, asi como de homomorfismos de anillos entre
2y 29, no debemos atribuirle valor de demostracion
matemitica. S6lo cuando los alumnos estén en edad de
comprender el alcance y la limitacion de la denominada
«prueba» podran utilizarla sabiendo su cardcter de instru-
mento que da indicios, pero no certeza, sobre la correc-
cion de la operacion realizada. )

Sin embargo, la prueba del 9 tiene interés como situacion
para indagar el juego de nimeros» que subyace en sus cal- ;
culos, pues da pie a profundizar en su significado;’ oatra-
bajar los aspectos de la teorfa de nimeros que se he
zado anteriormente: divisibilidad; calculos mo«




exploracién de las propiedades de los niimeros relaciona-
das con los sistemas de numeracién. También se presta la
prueba del 9 a proponer problemas relacionados con la
generalizacion: ;qué pasaria si cambidsemos el 9 por otro
namero?, ;y si trabajisemos en otra base, por ejemplo 2, 11?

Mas alld de la prueba del 9, los cilculos médulo 9 nos
proporcionan situaciones didacticas interesantes como las
siguientes:

— A partir de la representacién de la multiplicacién por 2
en una circunferencia con 9 puntos (figura 3) podemos
plantearnos «saltar» ninguno o varios puntos cada vez y
tratar de responder a las siguientes cuestiones (cf. Banwell
y otros 1974, p. 46):

e ;Se vuelve siempre al punto de partida?: en qué casos
si y en qué casos no.

e En qué casos se vuelve al punto de partida después de
dar una vuelta? ;Cudntas vueltas se dan en los otros
€asos?

e ;Qué poligonos se forman? jCuiles son estrellados?

» Se obtienen las mismas figuras si se invierte el sentido
del recorrido?

e Como se relacionan los distintos poligonos que se for-
man con las tablas de multiplicacién médulo 9?

Para una divisién de la circunferencia en 9 partes que se unen
de 7 en n, empezando en cualquier punto, se obtienen p
poligonos de g lados, seglin se indica en la tabla adjunta.

La generalizacién nos empuja a considerar circunferencias
con k puntos espaciados regularmente, a considerar las cues-
tiones anteriores y a hacer observaciones en la tabla dada.

— Las congruencias modulo 9 dan lugar a algunas recrea-
ciones aritméticas como las siguientes (Rouse Ball y
Coxeter, 1987):

e Se elige un ntmero cualquiera de tres digitos que no
sea capicda, se invierte el orden de sus cifras y se le
resta al mayor el menor. Si se conoce la Gltima cifra del
resultado de esta operacién, se puede adivinar éste.
Por ejemplo, si la dltima cifra es 3 el resultado es 693,
pues la cifra de las centenas es 9 menos la cifra de las
unidades y la cifra de las decenas es siempre 9.

e Se elige un namero, se cambia el orden de sus cifras,
se resta el menor del mayor, se multiplica la diferencia
por cualquier nimero y se tacha uno de sus digitos dis-
tinto de cero. Si se conoce el ntimero que se obtiene se
puede adivinar el nGmero que se ha tachado. Por ejem-
plo si el nimero obtenido es 23.420, el nimero tacha-
do es 7 porque 7 es la diferencia entre 18, que es el
multiplo de 9 mis proximo a 11 (11=2+3+4+2+0), y 11:

79.213 - 31.729 = 47.484
47.484 x 5 = 237.420
Se tacha 7 y se tiene 23.420
7 = 18 — (2+3+4+2+0)

n P | q
1 1 9
2 1 9
3 3 3
4 1 9
5 1 9
6 | 3 3
7 1 9
8 1 9
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En ambos casos, al cambiar el orden de
las cifras se tiene otro nGmero con-
gruente con el anterior médulo 9, luego
la diferencia entre ambos médulo 9 es
0. Por tanto, en el primer ejemplo,
como el nimero central es siempre 9,
el primero debe ser lo que le falta al
Gltimo para llegar a 9. En el segundo
ejemplo, al multiplicar esta diferencia
por cualquier ntmero, el producto
sigue siendo congruente con 0 moédulo
9, luego el ntmero tachado es lo que le
falta a la suma de los digitos para ser
un multiplo de 9.

— Otro posible uso didactico es aplicar
las congruencias a problemas de astro-
nomia y cronologia que encierran perio-
dicidad, a la preparacién de calendarios
de torneos de competicién en los que
participan un niimero impar de equipos
o para saber si un nimero muy grande
es primo o compuesto (Ore, 1967).

Resumiendo, la vieja «prueba del 9» es
una causa perdida como modo de veri-
ficar la correccién de los cilculos, pero
es un buen punto de partida para pro-
fundizar en el significado de los niime-
ros, para plantear generalizaciones
como las esbozadas anteriormente o
para explorar las aplicaciones de las
congruencias,
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Una introduccion
a las fracciones continuas

Manuel Benito Muhoz

Jose Javier Escribano Benito

Se presenta el tema de las
fracciones continuas de
forma genérica, tratando de
mostrar diferentes campos de
investigacién didéctica
relacionados con conceptos
bésicos de las matematicas:
nimero real, aproximacién
racional, sucesiones, limites
de sucesiones, recursividad y
ofros, que sin ser
fundamentales en la
ensefianza media, permiten
desarrollar el razonamiento
de nuestros alumnos:
fracciones continuas,
sucesiones de Brocot,
sucesiones de Farey,
sucesion de Fibonacci...

3

OMO es bien sabido, el conjunto de los nimeros racio-
nales es denso en R vy, por consiguiente, todo nimero
real puede ser aproximado tanto como se desee por
ntmeros racionales. En este sentido, la generalizacién en
el siglo XVI del uso de las fracciones decimales represen-
t6 una importante innovacion aritmética ya que la utiliza-
cién de la expresion decimal de los nimeros ofrece la
ventaja de homogeneizar los cilculos, pues todas las ope-
raciones se efectGan de forma aniloga a las realizadas con
nGmeros enteros, al tiempo que permite acotar facilmen-
te los errores de redondeo.

En cambio las fracciones continuas, otra innovacién del
siglo XVI, permiten expresar los nimeros reales por
medio de las fracciones mas simples posibles sus aproxi-
maciones optimas'.

Comparando, por ejemplo, el desarrollo decimal de V2 =
1,4142136...

14
10’

1414
310007

141
100

dozl; dl 2=

)

con los valores de las primeras reducidas de su desarro-
llo en fraccién continua: V2 = [1 ; 2]

Po_y, Pr_3d_ys5 P2_7_y, P3_17_4 4166,
qs 12

N
fa]
[8Y

se observa que estas Gltimas proporcionan mejor aproxi-
macién con fracciones de términos mas pequefios. Estd
propiedad, ademis de su innegable interés tedrico, per-
mite numerosas aplicaciones practicas que van desde el
cilculo de engranajes hasta la informitica pues el empleo
de aproximaciones 6ptimas se traduce en computacion en
una menor ocupacién de memoria y una disminucién del
tiempo de célculo. La importancia de esta Gltima aplica-



cién ha conseguido que un buen nimero de matemati-
cos vuelvan a interesarse? por las fracciones continuas y
otros temas conexos como las sucesiones de Farey y las
sucesiones de Stern-Brocot tan frecuentes en las publica-
ciones de principios de siglo y que, sin embargo, por el
vaivén de las modas habian sido casi olvidados en las
investigaciones y en la propia formacién de matematicos
y técnicos durante los Gltimos cuarenta afios. Del mismo
modo, en los planes de estudios de BUP y FP actualmen-
te a extinguir sélo se contempla, aunque raramente se
imparte, el estudio de las fracciones continuas en las
ramas técnicas de 4.° FP con un enfoque clisico en la
misma linea que sigue, por ejemplo, Rey Pastor (1981).
Los disefios curriculares LOGSE de Matemdticas tampoco
abordan estos temas pero pensamos que pueden incluirse
en los diferentes Talleres de Matemdticas cuyos curriculos
tienen un cardcter abierto, siempre y cuando se presenten
de un modo menos formal y m4s intuitivo. En este traba-
jo reproducimos de forma muy esquemitica una expe-
riencia que hemos realizado en la asignatura de
Informatica de 3.° de BUP como ejemplo de programa-
cién de procedimientos recursivos en LOGO. Pensamos
que puede servir igualmente para habituar a los alumnos
con los conceptos de nimero real, aproximaciones racio-
nales y, de una forma mds concreta, para introducir las
fracciones continuas mediante las sucesiones de Brocot
extendidas al intervalo [0, +oo).

Mediacion de fracciones

Si sumamos término a término el numerador y el deno-
minador de dos fracciones no negativas a/b y c¢/d se
obtiene una nueva fraccién

a+c
b+d

comprendida entre ambas llamada mediacion. Asi la
mediacién de 2/3 y 4/5 es 6/8 = 3/4.

Esta propiedad, que ya era conocida por Arquimedes, fue
utilizada por Nicolds Chuquet® en 1484 para calcular las
aproximaciones sucesivas de ¥n con n < 14. Su método,
aplicado al cilculo de V6, era similar al siguiente:

D) La rafz cuadrada de 6 estd comprendida entre 2 y 3, por
ello se toma, como primera aproximacion de V6

donde 5/2 es la mediacion de 2/1 y 3/1.
i) Como af = 25/4 es mayor que 6, la segunda aproxima-

ciébn es

ay="_
S

1

Una fraccién irreducible a/b
se llama aproximacién éptima
de primera especie de un
nimero real x, si no es posible
lograr mayor precision con
fracciones de denominador
més pequefio. es decir, si se
verifica que:

a

c
X——| > |x——|
b

d

para toda fraccién ¢/d # a/b
con denominador d < b.

Véanse, por ejemplo, las
ponencias presentadas en las
Gltimas Journées Arithmétiques
celebradas en Limoges en sep-
tiembre de 1997.

En un texto manuscrito,
Triparty en la sciencia des
nombres, que no fue impreso
hasta el siglo XIX. Véase
Dickson (1952, p. 350)

donde 7/3
de 2/1y 5/2.

se obtiene por mediacién

it) a2 < 6, la tercera aproximacioén es,
por tanto,

Ao t5_12
7342 5

Prosiguiendo de esta forma Chuquet
obtuvo para V6, las aproximaciones:

5.7 12 17 22 27 49
27 3) 5! 7’ 97 111 20!
71120 169 218 267 485
207 49’ 69 89 109 198"

Un proceso anilogo puede seguirse
para calcular aproximaciones racionales
Optimas de cualquier niimero real.

Construccion de engranajes

Consideremos un engranaje formado
por un par de ruedas dentadas. Si
designamos con z, y n, el ntmero de
dientes y la velocidad angular de la
rueda conductora, y con z, y n, los res-
pectivos de la rueda conducida, se veri-
fica la relacion

2y =z,
donde z, y z, son dos nimeros enteros

y, por tanto, la relacién de transmision

Figura 1. Dos ruedas dentadas acopladas



En general, para calcular la relacion de
transmisién de un tren de engranajes
formado por dos o mds engranajes dis-
puestos en serie, se utiliza la siguiente
férmula

Z{+Z3...
==L 3

22'24...

Figura 2. Engranajes

Camus (1699-1768) en su Cours de Ma-

thématique (1752) proponia el siguien-

te ejemplo’:
Hallar el nimero de dientes y lémi-
nas de las ruedas y pifiones de una
mdquina que, siendo accionada por
un pifién colocado en la rueda hora-
ria, haga que una rueda describa
una revolucién completa en un afio

normal que se supone consta de
365 dias, 5 horas y 49 minutos.

La relacién de transmision es:

- 1260 _ 720
365-24-60+5-60+ 49 525949

La solucién exacta del problema pasa-
ria bien por construir un engranaje sim-
ple con 720 dientes en la rueda con-
ductora vy 525949 en la conducida, lo
que no parece factible, o bien por
construir un tren de engranajes lo que
no es posible ya que al ser primo el
denominador, la fraccién no puede
expresarse como producto de otras
fracciones.

4 Véase Merritt (1950, p. 121).

5 No es necesario establecer un
nimero minimo ya que siempre
es posible encontrar una frac-
cién equivalente multiplicando
el numerador y el denomina-
dor por un mismo nimero.

Habra que buscar, por tanto, una aproximacion de la frac-
cion anterior cuyo numerador y denominador sean, por
razones técnicas, menores que 100 (engranaje simple) o
bien pueda expresarse como producto de fracciones que
cumplan esta condicién (tren de engranajes). Aplicando el
método de Chuquet encontramos las 756 fracciones
siguientes:

11 o2z 3 5 7
2" 3’ 7317 1461 2191 3652° 5113’
9 11 13 15 17 19

6574' 8035’ 9496° 10957 12418° 13879

21 23 25 27 29 31
15340 168017 18262 ° 19723  21184' 22645’

33 64 97 130 163
24106 467517 70857 94963 119069’

196 229 262 491 720
143175 167281 ° 191387 358668 ° 525949

Si prescindimos de los primeros valores que ofrecen una
aproximacién muy pequefia no es posible resolver el pro-
blema con un engranaje simple. Para construir un tren de
engranajes debemos desechar aquellas fracciones cuyo
numerador (denominador) sea un nimero primo o algu-
no de sus factores sea mayor que 100. La lista anterior nos
queda reducida ahora a tres fracciones:

21 3.7
15340 2%.5.13.59

130 _ 2.5.13
94963 11-89-97

196  2%.7°
143175 3.52.23.83

La primera no nos sirve y de las diferentes opciones que
ofrecen las otras dos, la mejor por razones técnicas y de
aproximacion (el error cometido es menor de 10719) es:

196 4 7 7

Esta es justamente la solucién propuesta por Camus tras
diez piginas de laboriosos calculos.



Sucesiones de Brocot

Para facilitar estos calculos el relojero Archille Brocot
publicd en 1862 un folleto: Calcul des rouages par apro-
ximation, nouvelle méthode, par Brocot, horloger que
inclufa una tabla® que comenzaba de un modo similar a
la siguiente:

0
BO:T
Blzg l

1 1
BZ:Q l l

1 2 1
BS:_(.)_ ,1_ l E l é

1 3 2 3 1 2
B, 0 1 1 2 13 2 3 1 4 3 5
Y1 435 25 3 41 3 2 3

Donde cada fila se obtiene copiando la anterior e inter-
calando, entre cada dos fracciones consecutivas, su
mediacion.

A cada una de estas filas’ se le denomina sucesiones de
Brocot de orden n'y estd formada por 2™+1 fracciones irre-
ducibles ordenadas de forma creciente, de modo que si

!
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Figura 3. Puntos de B, B,
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6 Este tipo de tablas, acompafia-

das de los desarrollos decima-
les de sus términos, han sido
vfilizadas durante muchos
afios por los técnicos para
seleccionar los engranajes
mas adecuados sin necesidad
de repetir el proceso de
mediacién en cada caso con-
crefo. Véase, por ejemplo, las
tablas que aparecen en Merritt
(1950).

Se trata, como puede obser-
varse, de una generalizacion
de las sucesiones de Farey. En
general, se conoce como suce-
sién de Farey de orden n al
conjunto de las fracciones
comprendidas en el intervalo
[0, 1] con denominador menor
o igual que n, ordenadas de
forma creciente. Esta defini-
cién puede extenderse al
intervalo [0, +e), tal y como
nosotros hemos hecho con las
sucesiones de Brocot por razo-
nes didécficas.

Véase Benito {1998).

Se conoce como sucesién de
Fibonacci a la sucesién: 1; 1;
2;3;5; 8; 13; 21;... definida
del siguiente modo: u, = 1, u
=1,u,=u_, +U,_, paratodo
nx?2,

2/

a/b, a’/b’ son dos fracciones consecuti-
vas de Brocot, entonces
a’b—ab’ =

y si a/b, a’/b’, a”/b” son tres fracciones
consecutivas de Brocot, se tiene

a' a+a"

b' b+b"
La comprobacion, e incluso la demos-

bl

tracion formal de estas propiedades, es
muy sencilla® como también lo es el

estudio de sus simetrias:

Si 0 <a/b <1, se tiene:

a b
bak=1y & by =
a b-a

bn,kzg And bn,Z“‘l——kz b

También resulta interesante comprobar
que el valor maximo de los denomina-
dores (numeradores) de la sucesiéon de
orden 7 coincide con el término n-
ésimo de la sucesién de Fibonacci?,

Fracciones continuas

Como hemos visto, el método de
Chuquet nos permite asociar a cada
namero real x > 0 una sucesién de
aproximaciones Optimas partiendo de
un intervalo inicial que contenga a x,
sea éste [0, +e0), que convenimos en
designar del modo [0/1, 1/0).
Ejemplos:

* Al nimero 5/3 le asociamos la

sucesion de aproximaciones:

1; 2 3/2; 5/3.
* Al nimero 17/21 le asignamos:

1, 1/2; 2/3; 3/4; 4/5; 5/6; 9/11;
13/16; 17/21.

e A5 le asignamos:
1, 2, 3; 4; 5.
e A 1/5 le asignamos:
1, 1/2; 1/3; 1/4; 1/5.
o A6 le asignamos:

1 2; 35 5/2; 7/3; 12/5; 17/7; 22/9;
27/11;...



Ias sucesivas aproximaciones pueden
obtenerse por mediacién o directamen-
te de las tablas de Brocot partiendo del
valor 1/1 de B, y «avanzando» a derecha
o izquierda seglin proceda en cada
caso (figura 4).

S en lugar de fijarnos en los valores
 alcanzados almacenamos el «procesor
seguido, obtenemos una sucesién de
ceros y unos —sucesion de signos—

w(x) = {w,(0}

definida del siguiente modo:

0 si xe 9,l
11

. 11
1 si xe|=,—
1°0

Si después de 7 pasos x pertenece al
intervalo [a/b, a’/b”), entonces,

, a a-+a'
0 si xe|—,——
[b b+bJ

. a+a' a'
1 si x€|——,—
[b+b'bJ

La sucesion correspondiente a un
ndmero racional, a/b > 0, tendra, a par-
tir de un cierto término, todas sus cifras
iguales a 0 y, normalmente, omitiremos
su escritura.

W )=

W ()=

Ejemplos

w(éj =1011
3

w e = 011110001
21

w(5)=11111
W(lj = 00001
5

W(\/g) =11001111001111001111... =

=11001111

Si la sucesion de signos asociada a la
fraccién a/b > 0 es

el (i)

0
B, T
0
B.: =
Yoo
0
B, T
0 1
B.: = =
3 N /3
0 1 1
B = - =
“oa /4 3
B.: 9 l _1_
115 4

10 El desarrollo formal de la teo-
ria de fracciones continuas
puede encontrarse en cual-
quier libro de Teoria de
Nomeros. Por ejemplo, en los
citados en la bibliografia:
Cillervelo (1992), Rey Pastor
(1981), Hardy (1938) y
Beskin ({1987). Este oOltimo,
muy intuitivo, resulta especial-
mente adecvado para los
alumnos de  ensefianzas
medias.
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Figura 4. Sucesién de aproximaciones

se tiene que a/b aparece por primera vez en la tabla de
Brocot en la fila m y en la columna % donde kes valor de
la expresion anterior tomada como nimero escrito en
base 2.

Ejemplos

El nGmero 5/3 aparece por primera vez en la filam = 4y
en la columna k = 1011, =1+ 2 + 8 =11

Podemos, por ltimo, resumir atiin mas la informacién indi-
cando tan sélo el nimero de unos y de ceros que, en este
orden, se van sucediendo alternativamente. Es decir, si la
sucesion de signos asociada al nGmero racional a/b > 0 es

expresion que coincide con el desarrollo en fraccion con-
tinual® del nimero.
Ejemplos

5
==[1;1,2]
3

Y 101,431
21

5=1[5]

1
—=[0;4,1]
5

V6 =12:2,4,2,4] ={2;f4]




El proceso inverso, es decir, calcular el niimero definido

por la fraccién continua [aj; a,, a,, ..., a ], puede hacerse

de forma recurrente
Py =14, P, =P, * 1, P, =3P, + P, n22

Q=19 =3,9,,=3,9,,+q,, n22

donde las fracciones

a
P&—[ao] =20
do 1
P1 1 3031"‘1
7——*[30,31]* ao +
q1 a a3

reciben el nombre de reducidas o convergentes.

Conclusién

Como se ha indicado en la introduccién, hemos presen-
tado el tema de forma genérica tratando tan sélo de mos-
trar diferentes campos de investigacion didéctica relacio-
nados con conceptos basicos de las matematicas: nimero
real, aproximacién racional, sucesiones, limites de suce-
siones, recursividad y otros, que sin ser fundamentales en
la ensenanza media, permiten desarrollar el razonamien-
to de nuestros alumnos: fracciones continuas, sucesiones
de Brocot, sucesiones de Farey, sucesion de Fibonacci...

Corresponde a cada profesor el determinar qué aspectos
y con qué profundidad deben ser abordados de acuerdo
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con el interés y la capacidad de los
alumnos a que estén dirigidos.
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Fiayaz en la clase

de matematicas: ambiente
de resolucion de problemas
en un auvla multicultural*

Noria Planas i Raig
Xavier Vilella i Miré

Nuria Gorgorié i Sola
Montse Fontdevila i Marti

La multiculturalidad en
aumento en nuestras aulas es
una realidad que exige
investigar en bisqueda de un
curriculo integrador y de un
modelo metodolégico
adecuado para todos.
Cualquier alumno, sea cual
sea su procedencia cultural,
posee en pofencia recursos y
esirategias para enfrentarse
a problemas y situaciones
matemdticas. La legitimacién
del conocimiento matematico
de origen no escolar
favorece la interpretacién de
las matematicas como
producto cultural. Por otro
lado, la aceptacion de
valores y expectativas
asociados a las mateméticas
y un enfoque
«enculturizador» en el aula
repercuten positivamente en
todos los alumnos
independientemente del
grupo cultural al que
pertenecen.

Esta experiencia ha sido beca-
da en las | Jornadas estatales
de Experiencias Educativas
{(Universitat  Autdnoma  de
Barcelona, 8-10 de septiembre
de 1998).

Profesora: Vamos a resolver el problema en la
pizarra. Mohamed, squieres hacerlo 142

Alumno T: jMohamed nol No ha hecho nadg,
ni ha empezado.

Alumno 2: Déjalo, nunca hace nada. No se
entera de nada. Este es tonto.

[]

En nuestras aulas no es facil detectar los conocimientos
matematicos de los alumnos magrebies. Tampoco resulta
facil detectar los recursos y las estrategias matemdticas de
los alumnos paquistanies. Con los alumnos de aqui, ocu-
rre algo parecido. Nuestros alumnos, unos y otros, mane-
jan con éxito practicas matematicas fuera de clase vy, sin
embargo, no es ficil integrar dichas practicas en el con-
texto escolar.

La experiencia que presentamos responde a una actua-
cién en el aula de matemadticas llevada a cabo en el TES
Miquel Tarradell. Este centro, con apenas dos afios de
vida, estd situado en pleno barrio de El Raval de
Barcelona y da por primera. vez servicio a una poblaciéon
que mayoritariamente no tenia acceso a estudios secun-
darios. La experiencia se ha desarrollado con un grupo
clase de 18 alumnos de 4.° curso de ESO durante el afio
académico 97-98, en el marco de un crédito variable.

El grupo clase se caracteriza, por una parte, por la hete-
rogeneidad lingtiistica y cultural y, por otra, por la gran
diversidad de historias escolares de los alumnos. La hete-
rogeneidad lingtiistica y cultural es debida a la presencia
de diferentes minorias étnicas de primera generacion, 4
alumnos magrebies, 1 dominicano, 5 paquistanies, 1 fili-



pino y 1 peruano, junto a 2 catalano-hablantes y 4 caste-
llano-hablantes, entre ellos un gitano.

Esta experiencia forma parte de un proyecto mis global
Multiculturalitat | Matematigues, cuyo objetivo es pro-
fundizar en el conocimiento de los procesos de ensefian-
za y aprendizaje que tienen lugar en aulas de matemati-
cas multiculturales. Dicho proyecto estd siendo patrocina-
do por el Departament d"Ensenyament de la Generalitat
de Catalunya y la fundacién Fundacié Propedagogic.

Justificacion de la experiencia

Esta propuesta aparece con el fin de abordar la educacion
matematica de alumnos culturalmente diversos y es fruto
de algunas constataciones fundamentales:

o Es necesario asumir los retos de la creciente
diversidad cultural en nuestras aulas

Profesor 1: El tema estd de moda, ahora todo
el mundo se apunta a ser infercultural, a pesar
de que el porcentaje de inmigracién no llega ni
a un 2% de la poblacién. jNo hay para tantol

Profesor 2: Pues yo creo que si, te invito un dia
a visitar mi clase. No hay ningin apellido que
cueste pronunciar, pero qué diferentes son
todos! Para Albert, un libro es necesariamente
un libro de texto, de sociales, de matemdticas.
Para Jordi, en cambio, un libro es lo que impi-
de cada sdbado por la tarde que su padre jue-
gue con él.

La multiculturalidad en aumento en nuestras aulas es una
realidad que exige investigar en bisqueda de un curricu-
lo integrador y de un modelo metodolégico adecuado
para todos. Entre un gran grupo de alumnos pertenecien-
tes a una cultura mayoritaria, encontramos alumnos suje-
tos a varios procesos paralelos de desculturacion, separa-
dos de su cultura de origen y pertenecientes, en su mayo-
ria, a una cultura excluida del sistema escolar. ‘

Desde nuestro punto de vista, los alumnos inmigrantes se
encuentran en algin punto entre su cultura de origen,
que no es uniforme, y la cultura que los acoge, que tam-
poco lo es. Por lo tanto, su educacién deberia contribuir
a la construccion de sus identidades sociales y psicol6gi-
cas con el fin de establecer un continuo entre ambas cul-
turas. Ademds estos alumnos acumulan, a menudo y en
diferente grado, distintos handicaps: déficit lingiiistico,
dificultades de aprendizaje, situacién de riesgo social...

Esta realidad ha puesto de manifiesto la falta de adecua-
cién del sistema educativo, en general, y de la ensefanza

La
multiculturalidad
en aumento
en nuestras aulas
es una realidad
que exige
investigar
en buisqueda
de un curriculo
integrador
Y de un modelo
metodologico
adecuado
para todos.

de las matemadticas, en particular, a una
situacién que varia de multicultural a
altamente multicultural segin las zonas.
Por otra parte, entendemos que cual-
quier proceso favorecedor de «encultu-
rizar» el aula de matemiticas revierte
positivamente en todos los alumnos,
independientemente de si éstos perte-
necen al grupo cultural mayoritario o
minoritario.
e Es necesario reconocer y reba-
bilitar el conocimiento matemd-
tico asociado a toda cultura

[Se le ensefian dos fotografias a
Mourad, una con un hombre ves-
tido a la manera occidental, otra
con un hombre musulmén)

Entrevistadora: 3Cuél sabe més
matematicas, Mourad?

Mourad: Este (sefiala al hombre
occidentall.

Entrevistadora: sPor qué?

Mourad: Este hombre es de un
pais rico.

[.]

La aculturalidad del conocimiento
matemdtico resulta ya insostenible. La
dimensién cultural de la prictica mate-
matica aparece en numMerosas ocasiones
en las que se ponen de manifiesto dife-
rencias culturales en los conocimientos
matematicos concretos y también en las
destrezas cognitivas bdsicas: percep-
cién, abstraccion, generalizacion, de-
duccién, conclusién, razonamiento y
resolucién de problemas, imaginacion,
intuicién y otras.

Si se aceptan las matematicas como una
ciencia que emana de la sociedad, y se
reconoce la parte que estd modelada
por las raices culturales e historicas de
esa sociedad, se amplian los significa-
dos de las ideas matematicas. La educa-
cion que tiene en cuenta que el proce-
so de elaboracion del conocimiento
matematico tiene lugar en la cultura se
entiende como enculturacién matemati-
ca y exige un desarrollo curricular acor-



de con la génesis cultural de las ideas
matemdticas (Bishop, 1988). La acepta-
cion de la naturaleza cultural de las
matemdticas tiene claras implicaciones
educativas, en particular, reconocer las
matemdticas como un producto cultural
es un primer paso para aprovechar la
diversidad cultural de los alumnos
como fuente de riqueza para el apren-
dizaje de las matemdticas escolares.

La creencia en la aculturalidad del
conocimiento matemético ha llevado
a que los educadores matematicos no
sientan la necesidad de considerar la
diversidad, diversidad en relacién a
contenido, destrezas y estrategias
cognitivas. Sin embargo, la relacién
entre, por una parte, cultura y mate-
maticas y, por otra parte, cultura y
cognicion, corrobora la posibilidad de
identificar diferentes potencialidades
y estrategias matematicas segin las
diferentes culturas y/o civilizaciones
(Saxe, 1990). En nuestra experiencia
hemos observado que los alumnos
con escolarizacién irregular, proce-
dentes en general de otras culturas,
disponen de un cierto bagaje de
recursos y estrategias para enfrentarse
a problemas de matematicas, bagaje
que ponen de manifiesto siempre que
se les permita hacerlo.

Por otra parte, la afirmacion de la aini-
versalidad» de las matematicas se ha
asociado a la afirmacién de la «eutra-
lidad» de las matemdticas escolares. Las
matemdticas han sido consideradas
durante demasiado tiempo como una
materia desligada de los valores socia-
les y culturales. Sin embargo, en la
actualidad son ya demasiado numero-
sos los estudios y ejemplos para que la
comunidad educativa pueda seguir
ignorando la importancia de los valores
sociales y culturales en el aula de mate-
‘miticas. Estudios y ejemplos que
ponen de manifiesto no Gnicamente
que los valores y expectativas de los
alumnos interfieren en su aprendizaje
matemadtico, sino también que el acto
de ensefiar matemiticas es un acto de
transmision de valores ademds de
conocimiento.

... reconocer
las matemdticas
como un producto
cultural
es un primer paso
para aprovechar
la diversidad
cultural
de los alummnos
como fuente
de riqueza para
el aprendizaje de
las matemdticas
escolares.

¢

e Es necesario favorecer la entrada de conoci-
mientos y procedimientos matemdticos de fuera
de la escuela

[.]

Entrevistadora: 3De qué trabaja tu padre,
Anna?

Anna: Tenemos un bar aqui cerca, todos traba-
jamos en el bar. Yo ayudo cuando puedo.

Entrevistadora: sTe encargas algunas veces de
cobrar, de dar el cambio a los clientes, de
hacer cuentas, Anna?

Anna: iSil ;Yo aprendi antes a sumar en el bar
[SAL| P
que en la escuelal

El conocimiento matematico no es exclusivo del dmbito
escolar, aunque es cierto que la escuela debe incidir sobre
ély en algunos casos concretos introducirlo. La escuela es
uno mis de los muchos contextos donde se produce
aprendizaje y para muchos grupos culturales no necesa-
riamente el mdas decisivo (Lave, 1988). El conocimiento
matemdtico procedente de fuera de la escuela no debe
considerarse como un estadio pre-cientifico que debe ser
erradicado, sino un punto de partida y un complemento
al conocimiento matematico que encontramos dentro de
la escuela.

Segln las teorfas de la cognicién situada, se aprende y se
conoce en una cultura, pero ademds se actla segin el
entorno concreto mas inmediato. El conocimiento mate-
matico y las diferentes capacidades cognitivas se desen-
cadenan segin el momento y el lugar donde se haga
necesario resolver una determinada situacion matematica.
Asi, en la matemitica de la vida diaria el alumno activa
unas estrategias distintas que en la matemdtica escolar,
aunque hay mecanismos didacticos para aproximar unas
estrategias a las otras.

Actualmente uno de los problemas importantes de la ense-
hanza-aprendizaje de las matemiticas es el del desarrollo
de significados de las ideas matematicas junto con el de la
necesaria introduccién del elemento humano. Una vez
aceptado el hecho que el conocimiento humano forma
parte de la cultura donde se desarrolla, si se persigue Ia sig-
nificatividad del aprendizaje, hace falta aceptar que es
necesario introducir en el aula el conocimiento matemati-
co no escolar usado por la persona o grupo humano.
Desde este punto de vista, es importante legitimar la prac-
tica matematica de fuera de la escuela, sus estrategias de
€xito y sus procedimientos. La practica matematica, lejos de
ser patrimonio de unos pocos, estd en el uso cotidiano de
todos, y esto es algo que la escuela no puede ignorar.

Por todo ello, en nuestra experiencia, con todas las limi-
taciones del contexto escolar, hemos intentado permitir la



entrada de practicas matemdticas no escolares usadas por
los alumnos. A lo largo de este curso, hemos observado
que los alumnos con escolarizacion irregular, procedentes
en general de otras culturas, disponen de un cierto baga-
je de recursos y estrategias para enfrentarse a problemas
de matemdticas. Dichos alumnos tienen mayor tendencia
a contextualizar capacidades, habilidades y contenidos,
aportando conocimientos de fuera de la escuela siempre
que el contexto sea receptivo a sus aportaciones. Los
alumnos que han recibido una escolarizacién continuada
muestran una mayor tendencia a separar las pricticas
escolares aprendidas de las pricticas no escolares.
Entendemos pues que la matemdtica escolar no siempre
estd preparada para aprovechar el conocimiento matema-
tico no formalizado académicamente.

Partimos, en primer lugar, de la necesidad de favorecer la
entrada en el aula de conocimientos matematicos de fuera
de la escuela y, en segundo lugar, de la necesidad de su
legitimacién y su integracién en el contexto escolar para
su formalizacién. Esta apertura al conocimiento de fuera
de la escuela facilitard no Gnicamente la comprensién del
conocimiento matemdtico como un producto cultural,
sino también la explicitacion de los valores y expectativas
que los alumnos asocian a su aprendizaje.

Caracteristicas y desarrollo de la expe-
riencia

El objetivo principal de la experiencia es concebir el aula
de matemdticas no como un lugar donde se hacen mate-
mdticas, sino como un lugar donde los participantes se
comunican y discuten significados matemdticos. Bajo este
objetivo, el bloque de actividades se estructura en dos
partes diferenciadas, todas organizadas por trabajo en gru-
pos de 3 o 4 alumnos. El alumno trabaja activamente en
su grupo pequeflo y a su vez en el grupo clase. Para la
formacién de los grupos se han seguido criterios de
homogeneidad lingiiistica debido a la presencia en el
grupo clase de alumnos de incorporacién tardia sin domi-
nio de la lengua vehicular de aprendizaje. Dichos alum-
nos necesitaban que en su grupo hubiera un companero
que les hiciera el papel de traductor.

Introduccién al bloque de actividades

Al inicio de las actividades queremos explicitar la dindmi-
ca social que regird el resto de sesiones. En un contexto
multicultural de aprendizaje es importante que todos los
participantes conozcan las normas de funcionamiento. La
clase de matemdticas existe dentro de una institucion, ins-
titucién que es parte de una sociedad, a su vez inmersa
en una cultura. De ahi que los comportamientos en el

Cuando
en un aula
de.matemdticas
bhay miembros
de diferentes
grupos culturales
con diferentes
referentes,
la norma social
no se entiende
por defecto
y debe ser
aclarada.

aula de matemadticas no estén libres de
valores ni permanezcan aislados de la
cultura en que ocurren, sino que refle-
jan el comportamiento del marco social
en que se inscriben.

El comportamiento de los alumnos estd
modelado por valores, costumbres y
normas (Abreu, 1995). Ciertos compor-
tamientos son esperados y tolerados,
mientras que otros no. Las interaccio-
nes y el rol que cada uno espera del
otro, la relacién con la norma social,
afectan directamente los procesos de
aprendizaje. Cuando en un aula de
matematicas hay miembros de diferen-
tes grupos culturales con diferentes
referentes, la norma social no se entien-
de por defecto y debe ser aclarada.
Aparece la necesidad urgente de, por
un lado, explicitar la norma social en el
aula de matemdticas y, por otro lado,
negociar las bases que la rigen.

Entrevistadora: Tu profesora me
ha dicho que no te gusta mucho
ir a clase, Saijid.

Sajid: Si me gusta

Entrevistadora: Pero no fe gusta
mucho estudiar.

Sajid:  ...Paquistdn  pegar.
Paquistan estudiar. Aqui no
pegar...

Por todo ello, en primer lugar y con la
finalidad de explicitar la norma social
del aula, dedicamos una sesién a ela-
borar un mural-decdlogo, fruto de la
negociacion, de aquello que estard per-
mitido hacer en clase. En ninglin caso
se dan por sobreentendidas estas not-
mas, se asume que deben ser minimi-
zados los implicitos en los comporta-
mientos y en la dindmica de actuacién
de todos los participantes en el crédito.

En este mural, presentamos 10 puntos
negociados que tratan 4 aspectos fun-
damentales:

e la relacién de los miembros de la
clase de matematicas con el cono-
cimiento (los significados construi-
dos por cada alumno y por el con-
junto de la clase).



El papel del profesor en el aula
(control, toma de decisiones,
apoyo, mediacion...).

La relacién alumno-profesor (las
decisiones, e incluso parte de la
evaluacidén, estin repartidas, el
profesor acta orientando, y puede
adaptar secuencias programadas a
las necesidades de los alumnos).

El papel del alumno en el aula de
matemiticas (trabaja activamente
con otros alumnos y con el profe-
S01).

Normas del aula de Matematicas

e Este mural no se puede arrancar.

e En esta clase fodos hemos usado antes matemdticas.

 En esta clase todos participamos activamente.

e En esta clase todos podemos hacer preguntas.

» En esta clase todos podemos opinar.

e En esta clase todos podemos tomar decisiones.
¢ En esta clase la profesora facilitard tu trabaijo.

e En esta clase t0 eres miembro de un grupo.

® la profesora también es miembro de este grupo.

e En esta clase todos evaluamos.

Otro de los objetivos de las primeras
sesiones es facilitar la explicitacién de
valores asociados a las matematicas.
Para ello, ambientamos el aula con
fotografias donde aparecen diferentes
actividades humanas a fin de iniciar
una discusidén sobre la presencia de
aspectos matematicos en las actividades
de fuera de la escuela.

Entre las fotografias que presentamos
hay la de una mujer ante un ordenador,
la de unos obreros de la construccién,
la de un carpintero en su taller y la de
un cocinero preparando su receta. Las
fotografias van acompafiadas de un lis-
tado de las actividades matemdticas
presentes en toda cultura: contar,
medir, explicar, disefiar, jugar y locali-
zar (Bishop, 1988). Los alumnos traba-
jan en grupo, y tienen una tabla en la
que deben indicar la presencia de acti-
vidades matemadticas con una o mds

cruces. La intervencion de la profesora consiste en orien-
tar la discusion, ofreciendo sugerencias a los alumnos
para que descubran aspectos matematicos no evidentes
para ellos. Como conclusion de la sesidon se elabora una
tabla conjunta a partir de la puesta en comin de los dis-
tintos grupos.

Durante la sesién, los alumnos manifiestan una actitud de
disponibilidad para ampliar el campo de aquello que tra-
dicionalmente se considera conocimiento matematico. Sin
caer en el extremo de la omnipresencia de las matemati-
cas, descubren multitud de aspectos matematicos en
nuestras acciones cotidianas: estimacién, razonamiento
proporcional, visualizacién... Ademads, la observacion de
las discusiones en grupo nos permite conocer alguno de
los valores que los alumnos asocian a «aber matemiticas»
y, en algunos casos, descubrir las expectativas de los
alumnos en relacién a su aprendizaje.

Las actividades de las sesiones iniciales, la elaboracion del
mural y la discusion alrededor de las fotografias, generan
en la clase un ambiente de motivacion e interés, causado
en parte por los elementos de novedad y extrafieza. Este
ambiente resulta muy positivo para establecer un primer
contacto con algunos de los alumnos que «ban a un cré-
dito de matematicas» y tenfan pocas expectativas de
«pasarlo biens.

Nucleo del bloque de actividades

Nuestro planteamiento responde a la intencién de ense-
fiar las matematicas en un ambiente de resolucién de pro-
blemas (Schliemann, 1984).

La pauta de las sesiones tiene cinco tiempos. Se inicia la
sesion con el planteamiento de un problema por parte de
la profesora. A continuacién, el alumno debe hacer una
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breve reflexién individual, para trabajar después en peque-
fio grupo. Posteriormente los resultados se comparten en
una puesta en comin general. La actividad termina con la
recopilacion de la sesién, dirigida por la profesora, en la
que los alumnos toman sus notas (¢<Qué he aprendido).
La duracién de cada tiempo es muy variable segin sea la
reaccion de los alumnos al problema propuesto.

Al introducir el problema, la profesora responde las pre-
guntas de los alumnos aclarando aquellos aspectos que
se le piden, eiritando, sin embargo, dar instrucciones que
puedan encasillar la resolucién. Mientras los grupos tra-
bajan, la profesora interviene cuando es estrictamente
necesario para hacer alguna aportacioén o para dinamizar
algiin grupo. A lo largo de la experiencia hemos obser-
vado que los miembros de cada grupo, en un primer
momento, hablan entre ellos pero no de contenidos
matematicos (lIa salida que hardn la proxima semana, el
partido de fatbol...); sin embargo, a medida que el pro-
blema va tomando forma en su imaginario van sustitu-
yendo el motivo de las interacciones por cuestiones rela-
tivas al problema.

A lo largo de la puesta en comin de las diferentes estra-
tegias usadas por parte de los grupos, éstos se relacionan
entre ellos y hay lugar para el debate y el intercambio. La
descontextualizacion del problema se hace con cautela y
en cada caso acorde al grado de dificultad que conlleva.
La profesora interviene buscando diferentes aportaciones
individuales, valorando las diferentes resoluciones,
abriendo preguntas y aportando sugerencias, introducien-
do la discusion cientifica y resaltando la capacidad cient-
fica del propio alumno. También interviene cuando que-
dan aspectos esenciales sin tratar y provoca la generaliza-
cidén de la situacién propuesta cuando sea conveniente,
Ademds, la profesora, como facilitadora y animadora de la
actividad del grupo, toma parte para legitimar diversos
enfoques en el tratamiento de los problemas matematicos,
estimulando la correccién el error, cuando lo haya, y, a su
vez, integrandolo en el proceso mismo de resolucién.

Considerando la socializacién como generadora de apren-
dizaje hemos querido destacar el papel socializador de la
clase de matemiticas. De ahi que el modelo didactico
escogido esté centrado en la interaccion social fomentan-
do la capacidad de trabajo en grupo mediante la resolu-
cién de problemas. Por otra parte, el modelo curricular
escogido es bidsicamente de integracién en el entorno.
Planteamos la experiencia utilizando el entorno como fac-
tor motivador. El profesor tiene el papel de mostrar pro-
blemas y ayudar a resolverlos, y los alumnos de explorar
el entorno y resolver los problemas. Al principio, los
alumnos, en su mayorfa, piden un modelo directivo con
una mayor presencia del profesor, pero a medida que van
avanzando las sesiones se sienten mas cémodos y van
aceptando la norma de dindmica social establecida, van

ricos
para el alumno,
para el profesor y
para la deteccion
de informacion
sobre valores,
‘creencias
Y naturaleza de
las matemditicas.
Se trata
de problemas
de contexto
que fomentan
el uso
de estrategias
diversas
Y que no generan
el uso mecdmnico
de un algoritmo.

...problemas ricos:

entendiendo que las clases deben ser
muy participativas y que ellos son los
protagonistas.

La secuencia de problemas que hemos
escogido la hemos definido como una
secuencia de problemas ricos: ricos
para el alumno, para el profesor y para
la deteccion de informacién sobre valo-
res, creencias y naturaleza de las mate-
mdticas. Se trata de problemas de con-
texto que fomentan el uso de estrate-
gias diversas y que no generan el uso
mecanico de un algoritmo. Hemos
intentado que sean problemas proyecti-
vos en el sentido de facilitar en su reso-
lucién la exteriorizacion de la cultura
del alumno, y su bagaje de conoci-
mientos. También hemos querido que
sean problemas donde el principal
objetivo perseguido no sea necesaria-
mente el del academicismo sino el de la
eficacia. Algunos de estos problemas
ricos son cldsicos, otros han sido crea-
dos por nosotros mismos. Destacamos
que en un momento avanzado del blo-
que de actividades proponemos que
sean los propios alumnos los que creen
un problema rico y lo planteen a sus
companeros.

Un problema es un problema rico no
s6lo por si mismo sino por el trato que
se le da y por como es planteado ante
el grupo de alumnos. Sin embargo,
cuando un problema promueve deter-
minados requisitos el terreno ya estd
preparado para que sea un problema
rico. Conseguir integrar en un proble-
ma varias de las caracteristicas citadas a
continuacidn es un enorme logro.
Aunque somos conscientes de la casi
imposibilidad de englobarlas todas,
intentarlo resulta un reto que nos
hemos propuesto.

Un problema rico serd aquél que:
e Genera buenas preguntas.
e Fomenta la toma de decisiones.

e Integra el contexto escolar y el
familiar o local.

e Seadecua a lo que el alumno sabe.

e Conecta diferentes tipos de conoci-
mientos matematicos.



Incluye puntos concretos del curricu-
lo intencional.

Puede relacionarse con otras dreas
de conocimiento.

Activa la curiosidad y creatividad
del alumno.

Es accesible a todos los alumnos.

Posibilita una gradacidén seglin
diferentes ritmos de aprendizaje.
Permite incorporar los conocimien-

tos matemdticos de fuera de la
escuela.

Deja aflorar los valores culturales
del alumno.

Amplia la imagen de las ideas ma-
temdticas y desarrolla significados.

Ejemplo de problema rico

Un granjero muere y deja sus
animales, 17, a sus tres hijos. A
su hijo mayor le deja la mitad de
sus animales, a su segundo hijo
una fercera parte y a su hijo
menor und novena parfe.

2Cémo se repartirén los 17 ani-
males los tres hijos del granjero?

A continuacién presentamos el desarro-
llo de la sesién basada en este problema.

En primer lugar, el problema se escribe
en la pizarra. Dejamos que los alumnos
escojan el referente de las 17 unidades.
Tras la intervencion de un alumno,
todos los grupos parecen estar de
acuerdo en que los animales van a ser
vacas, ya que en los demis casos pro-
puestos el problema carece de sentido
real. Se produce una breve discusion
sobre el reparto de la herencia; unos
alumnos parecen estar de acuerdo en
que los tres hijos reciban partes desi-
guales, mientras que otros alumnos
parecen disgustarse por el trato discri-
minatorio que recibe el hijo menor del
granjero. Este breve debate provocado
por la profesora permite que todo el
grupo se apropie de la situacién, que
cada alumno incorpore sus referentes
culturales a través de apreciaciones

Con el objetivo de
no entrometerse
en exceso

en la tarea °
de los grupos,
la profesora
va escuchando
las conversaciones
que tienen lugar
y solo hace
algunas
aclaraciones
concretas. ..

personales, y que se establezca una primera relacion
vivencial con la situacién matemdtica planteada.

La profesora atiende los diferentes grupos, haciendo acla-
raciones puntuales y animando el trabajo. Con el objetivo
de no entrometerse en exceso en la tarea de los grupos,
la profesora va escuchando las conversaciones que tienen
lugar y s6lo hace algunas aclaraciones concretas: todas las
vacas deben ser repartidas sin que sobre ninguna, es pre-
ferible no matar ninguna vaca al repartirlas, el problema
si tiene solucién... Todos los grupos parecen estar de
acuerdo en que una simple divisién es una solucién poco
vilida en este contexto.

Tras unos veinte minutos de trabajo en pequefios grupos
se abre el debate al grupo entero; la profesora anima a
que algln grupo muestre sus dificultades y dé una apro-
ximacion a una posible solucién. Esmilde, habla repre-
sentando a su grupo y dice que hay que dividir y, ante la
aparicién de decimales, quedarse con el nimero entero
que mejor aproxime al decimal. Desde otro grupo, Fiayaz
no parece estar muy de acuerdo. Transcribimos parte de
su protocolo de resolucioén:

Profesora: Fiayaz, scémo lo harias?

Fiayaz: ...3Alguna vaca embarazada?
Profesora: 3Por qué lo preguntas?

Fiayaz: Si hay vaca embarazada, 18 vacas y
facil.

Profesora: Lo siento, Fiayaz, no hay ninguna
vaca embarazada.

Fiayaz: sHay més vacas en el pueblo?
Profesora: Si, supongo que si.

Fiayaz: Ya estd, el pueblo ayuda al padre,
chora el pueblo tiene 18 vacas y fécil.
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No todos estan de acuerdo con la propuesta de resolucion
de Fiayaz; para la mayorfa de alumnos hay recursos poco
matematicos. Fiayaz no s6lo no recurre a la divisién de una
manera clara sino que necesita mas informacién para poder
resolver con éxito el problema. Aqui interviene la profeso-
ra para legitimar la aportacién de Fiayaz y para provocar
una mayor discusién. El principal inconveniente segtn la
mayorfa de la clase es la vaca que se pide, puesto que si
se pide hay que devolverla. Esto no supone ningln con-
traiempo para Fiayaz, no siente ninguna necesidad de
devolverla pero, ante la insistencia de la profesora, y del
resto de la clase, incluso de los miembros de su grupo,
Fiayaz consigue devolver la vaca 18, usando una estrategia
de éxito que sorprende a la profesora. Sin embargo, Fiayaz
es incapaz de justificar matematicamente el éxito de su
estrategia y s6lo con la ayuda de la profesora llega a enten-
der que esto es debido a que la suma de las fracciones no
es la unidad. A pesar de la argumentacion Fiayaz, legitima-
da por la profesora, algunos de los alumnos creen que su
resolucién no tiene cardcter matematico.

Por tltimo, la profesora pide a los alumnos que escriban
en su dossier la resolucién de Fiayaz. En este caso ha
habido una tnica resolucion consensuada, pero no en
todos los problemas ocurrird. Se comenta con los alumnos
la variedad de aspectos curriculares que se han tratado,
hablando de los contenidos que han aparecido, no Gnica-
mente de contenidos conceptuales sino también, y muy
especialmente, de contenidos referentes a actitudes mate-
mdticas. Entre los contenidos conceptuales tratados en
este problema aparecen razonamiento proporcional, frac-
ciones y decimales, estimacion y aproximacién, la nocion
de unidad y su desarrollo en suma de fracciones.

Las estrategias no esperadas usadas por los alumnos con-
firman nuestra hipétesis: cuando se permite a los alumnos
introducir en el aula el conocimiento de fuera de la escue-
la, aparecen capacidades y potencialidades no esperadas.
Ademds el proceso de legitimacién de las diversas apor-
taciones favorece el desarrollo de nuevos conocimientos.

Otros ejemplos de problemas ricos’

Tenemos una receta de cocina para & perso-
nas, pero nosotros debemos cocinar para 20
personas. Hay que decidir las cantidades que
se necesitan de cada ingrediente para ir a com-
prarlas.

En este problema la profesora no da la receta, sino que
en la sesién anterior ha pedido que alguien pregunte en
su casa alguna receta. Sobre la receta traida, pastel de
carne para 6 personas, se construye el problema. Hay gru-
pos que usan para su resolucién decimales, indices de
proporcionalidad y otras complicaciones parecidas. Otros

...cuando
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en el aula
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de fuera
de la escuela,
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1 la idea de estos problemas

surge de la lectura de masingi-

la, Davidenko 'y Prus-
Wisniowska (1996)

grupos se implican mds en el problema
y ven en €l una situacion real donde la
eficacia y Jla economia son factores
importantes. Un alumno propone hacer
la receta para 24 personas y dividir lo
que sobre entre los 20 platos. Otro
alumno propone comprar en la tienda
los ingredientes necesarios aproxima-
damente, haciendo una estimacién
superior teniendo en cuenta que nada
de lo que sobre serd desperdiciado.

A medida que el problema va avanzan-
do y los grupos van tomando decisio-
nes, aparecen timidamente algunas
caracteristicas de la prictica matematica
de fuera de la escuela que contrastan
con las caracteristicas esenciales del
aprendizaje escolar. Asi observamos
que se utilizan conocimientos no estric-
tamente matematicos, se acepta que la
préctica acostumbra a ser casi siempre
correcta y exitosa, se busca fundamen-
talmente la eficacia y los procedimien-
tos se van inventando seglin se van
necesitando. La cognicién individual, el
razonamiento puro o la manipulacién
simboélica dejan de ser los Gnicos recur-
sos para la resolucién del problema
considerados como legitimos por los
alumnos,

Este es un caso donde se aceptan como
vélidas diferentes resoluciones por ser
todas ellas razonables tras las explica-
ciones de los grupos que las defienden.
La diferencia basica entre las dos gran-
des categorias de procesos de resolu-
cién recogidos surgen de la considera-
cién del problema como un objetivo
por si mismo o como parte de un obje-
tivo mucho mis amplio.

El responsable de un restaurante
tiene que encargar la carne que
necesitar& en una semana.

En el congelador cabe una can-
tidad determinada de carne y
cada vez que el repartidor llega
con carne hay que pagarle el
vidgje.

Se frata de disponer de la mayor
cantidad de carne posible
pagando el minimo por su trans-
porte.



Este problema es un problema de res-
tricciones y de optimizacion. Hay mu-
chas variables a tener en cuenta y los
‘élumnos pronto lo advierten: restriccio-
nes de espacio para almacenar la carne,
él coste de la distribucién y la eficacia
en el pedido de carne ya que no debe
i pedirse mdés carne de la que se usara.

El problema se va concretando con la
ayuda de uno de los alumnos de la
clase que ayuda siempre que puede en
el bar que regenta su familia. Pregunta
en su casa, y al dia siguiente nos da
 informacién relacionada con el contex-
' to del problema. Sus aportaciones con-

ribuyen a que al concretar el problema
no nos alejemos excesivamente de una
posible situacion veridica. En particular,
nos hace observar que se puede pedir
mds carne de la que cabe en el conge-
lador debido a que para su descongela-
cién se almacena en el frigorifico,
hecho que no habfa sido tenido en
cuenta por ningin alumno.

La resolucion de este problema requie-
re de una sesion extensa y de bastante
ayuda por parte de la profesora. La
mayorfa de los alumnos lo abordan con-
feccionando un calendario con los dias
de la semana para ir haciendo pruebas
y simulando diferentes resoluciones.
Queremos hacer notar que inicialmente
la resolucién de este problema es real-
mente dificil para nuestros alumnos,
tanto desde el punto de vista matemati-
co como desde del punto de vista préc-
tico. Por una parte, en el nivel en que
trabajamos no disponen todavia de los
instrumentos matematicos necesarios
para resolverlo, Por otra, en la practica
cotidiana corresponde a una situacion
real que solo los expertos pueden
resolver a partir de su experiencia.

Sin embargo, todos los grupos llegan a
una respuesta razonable, y lo que es
més importante, el proceso de resolu-
cién es un proceso rico. El problema
genera buenas preguntas y pone en
movimiento los conocimientos de los
alumnos, ampliando la imagen de las
ideas matemdticas y desarrollando sig-
nificados. El problema es apropiado
ripidamente por los alumnos, ya que
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del blogue
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despierta su curiosidad y permite incorporar conocimien-
tos de fuera de la escuela.

Los alumnos crean problemas ricos

En un momento avanzado del bloque de actividades, pro-
ponemos que sean los propios alumnos los que creen un
problema rico y lo planteen a sus compafieros. El proble-
ma rico creado por cada grupo sirve de punto de partida
para que la profesora comente los avances producidos y
se produzca intercambio entre los grupos.

Se dedica una sesi6n a que cada grupo solucione el pro-
blema de otro grupo. En esta situacion, la ayuda debe
provenir del grupo que ha creado el problema y debe ser
graduada. En ningln momento el grupo resolutor puede
contar con la ayuda de la profesora.

He aqui uno de los problemas creado por un grupo:

El granjero que se murié también tenia un terre-
no rectangular, ademas de las 17 vacas. Si a
cada hijo le deja la misma parte de terreno que
de vacas, dibuja la parte de terreno que le toca
a cada hijo.

En este problema se ve la interseccion de dos problemas
ricos realizados previamente. El problema que hemos
presentado «de las 17 vacas» y otro problema, mucho mas
visual, cuyo objetivo era dividir un trapecio en las partes
proporcionales fijadas. De la unién de los dos problemas,
este grupo crea un problema nuevo.

En general, todos los grupos se inspiraron en algin pro-
blema presentado en clase en alguna sesion anterior, Este
hecho, si bien pone de manifiesto que los alumnos se
sienten todavia inseguros en su creatividad, pone en evi-
dencia que han comprendido en que consiste un proble-
ma rico, y han seguido los procesos de resolucion con-
sensuados en clase.

Evaluacién

La evaluacion es evaluacién del proceso y del progreso v,
en todo momento, es coherente con el planteamiento
didictico desarrollado. Nuestro objetivo primordial es
integrar en el sistema de evaluacidn no sélo los conteni-
dos matematicos sino también los métodos y los valores.
En la primera parte del bloque de actividades, la profeso-
ra ha comunicado a los alumnos los valores que se quie-



ren transmitir y cudles son los objetivos: la participacién
del alumno, sus aportaciones, su productividad matemati-
ca... La explicitacién de los criterios de evaluacién es fun-
damental en las primeras sesiones.

Todas las sesiones de trabajo finalizan con una sintesis, en
la que cada alumno debe resumir la evolucién de sus
ideas en el marco de un grupo. Se trata de unas notas, en
forma de diario personal, que incluyen brevemente las
ideas que se les ocurrieron en su reflexién individual pri-
merd, las que aparecieron en la interaccién en el peque-
No grupo, las mis interesantes de la puesta en comin
final y, por altimo, las resoluciones aceptadas como vili-
das al final de cada sesion. Ademss, los alumnos, de
forma voluntaria e individual, han tenido la posibilidad de
llevarse problemas para pensar los fines de semana, «el
problema del fin de semana», de modo que la profesora
cuenta con un elemento mas para evaluar,

La evaluacion del proceso se lleva a cabo a través de unas
plantillas de observacion sistematica de los distintos pro-
ductos del alumno, ya sean escritos, hablados, o dibuja-
dos, y de observacion de sus actitudes. En estas plantillas
la profesora toma en consideracién aquellos aspectos que
cree que le dan la informacién necesaria para el segui-
miento de sus alumnos, sin olvidar que la operatividad
exige que los aspectos considerados no sean excesivos,
Algunos de los aspectos observados son la utilizacién de
los propios conocimientos, la exactitud del razonamiento,
la flexibilidad y capacidad de contextualizar el problema
y el grado de participacion mostrado,

Simultdneamente, se lleva a cabo una evaluacién de pro-
greso partiendo de la comparacién de datos recogidos
desde el inicio hasta el final del bloque de actividades. En
la evaluacion del progreso se consideran tres aspectos:

* Los contenidos matematicos y su uso con eficacia.

° Los valores y creencias, y las actitudes positivas hacia
el conocimiento matemitico.

° Eltrabajo en grupo, y la capacidad de cohesién y par-
ticipacién.

El alumno también participa en los procesos de evalua-
cién a cuatro niveles: autoevaluaciéon inicial, evaluacion
de la clase, evaluacion del funcionamiento del grupo
pequerio, y evaluacién del profesor. Los alumnos dan su
valoracién por escrito, teniendo libertad para tratar los
cuatro aspectos, centrindose en aspectos a mejorar y
cosas a cambiar, dificultades personales y logros.

[...] Un dia cuando soné el timbre del recreo ni
lo of, no habia manera de repartir la leche en
esas jarras. Pero la profesora me dijo que con-
tinuara el problema en mi casa.

Me ha gustado mucho més este crédito que si
hubiera sido de matemdticas.

...la profesora
ha comunicado
a los alummnos
los valores que se
quieren transmitir
Y cudles son
los objetivos:
las participacion
del alummno,
Sus aportaciones,
su productividad
matemdatica...

Necesidad de una genera-
lizacién

Aunque todas las aulas son diferentes,
las dificultades y problemas a los que
nos enfrentamos como profesores de
matematicas tienen muchos puntos en
comun. Este hecho nos lleva a pensar
que es posible, e incluso necesario,
analizar las experiencias desarrolladas
en un contexto particular con el fin de
obtener implicaciones que sean vilidas
en un contexto mas general. Desde esta
perspectiva, justificamos a continuacién
la necesidad de intentar generalizar
nuestra experiencia.

En primer lugar, consideramos urgente
educar la sensibilidad de la comunidad
docente sobre la situacion multicultural,
para cambiar su percepcion de la dife-
rencia, con el fin de que ésta pueda ser
entendida como fuente de riqueza edu-
cativa para todos los alumnos. Por otra
parte, deberfa reconocerse la importan-
cia de la dindmica social del aula en
situaciones multiculturales y cémo la
explicitacién y negociacion de las nor-
mas que la rigen puede favorecer el
aprendizaje de todos los alumnos.

Creemos que cualquier accién educati-
va destinada a mejorar la educacién
matematica de los alumnos desde la
perspectiva de la enculturacién debe
ser el resultado de diversas acciones,
coordinadas a distintos niveles, que
promuevan cambios, entre otros:

e En el curriculo.
e En la gestién del aula.
e En la gestién de contenidos.

e En la dindmica de las relaciones
interpersonales.

Si bien una lectura positiva del curricu-
lo intencional permite y favorece la
enculturaciébn matemdtica, es todavia
necesario que se produzcan cambios a
nivel del curriculo implementado.
Entendemos que en el desarrollo del
curriculo atin falta encontrar un equili-
brio entre los conocimientos proceden-
tes de fuera de la escuela y los conoci-
mientos escolares. Esta permeabilidad a



* [o§ conocimientos no escolares puede
yerse favorecida por cambios en la ges-
tion de aula que potencien la coopera-
¢ion v el trabajo en pequefios grupos,
cambios en la gestiébn de contenidos
que contemplen la interdisciplinariedad
y la conexion de conocimientos y cam-
bios en las relaciones interpersonales
que faciliten las aportaciones de todos
 los alumnos.

Ta reforma nos abre la posibilidad de
plantear experiencias que nos acerquen
a este equilibrio sin caer en una reduc-
cién del curriculo ni por un extremo ni
por el otro. Nuestra propuesta es un
intento de ir hacia este equilibrio en un
contexto donde la urgencia de adecuar
la accién educativa es, si cabe, mas pro-
nunciada. No hay nada nuevo en nues-
tra propuesta, excepto la insistencia por
dotar de un amplio significado las ideas
matemdticas més cotidianas a través de
problemas reales. Por suerte, en un
aula multicultural hay suficiente con-
traste para dar diferentes dimensiones a
una misma idea matemdtica, y para
recurrir a diferentes aproximaciones de
resolucion.

Finalmente, queremos insistir en que
entendemos nuestras propuestas como
vilidas no UGnicamente para las mate-
maticas, sino para la escuela en gene-
ral, y dirigidas a favorecer no unica-
mente el aprendizaje de los alumnos
inmigrantes, sino el de todos los alum-
nos. Al fin y al cabo, toda aula es mul-
ticultural en diferentes grados y desde
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diferentes perspectivas. De lo que se trata ahora es de que
toda educacién sea multicultural.
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El «contexto natural»,
Influencia de la lengua natural
en las respuestas a las pruebas
de matematicas*

Bruno D’/Amore

Berta Martini

En este trabajo se estudia la
influencia y el papel de un
aspecto del contexto exterior
producido por elecciones de
tipo lingiiistico. Cuando el
lenguaje escogido es de tipo
coloquidl, las primeras
preguntas son informales,
sobre aspectos
extraescolares, y la discusién
numérica atafie a N,
hablamos de contexto
natural, Este confexto parece
inducir, en el sujeto sometido
a la prueba, la conviccién
implicita de que deberia
contestar segin modelos
intuitivos, que dependen de
la competencia que adquirié
en los primeros niveles de
escolarizacion o de modelos
ingenuos. También
examinamos el problema de
la conciencia de los alumnos
en sifuaciones de dificultad.

* Trabajo realizado con la sub-
vencién del C.N.R. (Consejo
Nacional de la Investigacion)
{contrato ndmero 96.00216.
CTo1).

Traduccién: Francisco Vecino Rubio

SO de la lengua natural en Mateméticas

En un trabajo nuestro anterior (D’Amore y Martini, 1997),
que recomendamos leer como introduccidén a éste, se
alude al problema del uso de la lengua natural en el ambi-
to matemadtico.

No se trata ciertamente de un argumento despreciable:
investigaciones de los Ultimos 15 afos sobre el uso de la
lengua natural en el aula, en las clases de matemdticas,
nos inducen a pensar que las modalidades lingiiisticas,
conforme a las que se desarrolla la comunicacién, son de
fundamental importancia en el andlisis de los comporta-
mientos y de las respuestas de los alumnos. (Como refe-
rencias bibliograficas sefialamos: Laborde, 1982; Maier,
1993; D’Amore, 1994 y Laborde, 1995, pero la literatura al
respecto es vastisima)?.

Aqui nos ocuparemos especificamente, sin embargo, sblo
del uso de la lengua natural en un caso particular, es decir
en la elaboracién de pruebas y en la consiguiente tipolo-
gia de las respuestas que los alumnos proporcionan, intro-
duciendo como variables de cardcter redaccional y
ambiental justamente el lenguaje usado y el ambiente crea-
do, a propésito, con preguntas de diversa indole (mate-
mdtica y extramatematica).

El contexto natural

Con frecuencia, cuando se habla de «contexto», se hace eni
el sentido que le da Lester (1980), en el dmbito del pro-
blem solving, y ello se refiere a las condiciones ambienta-
les en las que se encuentra actuando el potencial resolu-
tor: ambiente fisico, psicologico y social. Se trata, pues,
tanto de factores externos como de factores inherentes a
la tarea.



Estudios posteriores de Lesh (1981 y 1985) y Cobb (1988)
han aportado mayor claridad a este delicado argumento,
evidenciando cada vez mis lo que debe entenderse por
«contexto interno» y qué relaciones hay entre las dos for-
mas, mas bien mezcladas, de contexto (interno Y externo),

D'Amore y Zan (1996) proponen un esquema, obtenido
sintetizando a Kilpatrick (1975) y Lester (1980), en el que
se evidencian los factores y las relaciones entre factores,
en la actividad de problem solving:

Tarea

Procesos
» | Productos

b i |

Entre los diversos factores que determinan el funciona-
miento de los distintos aspectos de ese «ridngulo» a la
izquierda del esquema, los de caricter lingtifstico de nin-
gin modo han sido olvidados o infravalorados por la
investigacion internacional; sin embargo, nos parece poco
analizada la cuestion que delineamos ahora mismo, de
forma ripida, pero que retomaremos detalladamente en
el curso de este trabajo. Nos cuestionamos la relacién que
existe entre:

e Ellenguaje usado en la redaccién de una prueba (por
tanto, dentro de la «tarea»).

* El contexto que se produce (influencia de la «area y
del «ambiente» —creado a propésito por quien escribe
la prueba- sobre el «sujeto»).

° El ambiente cognitivo en el que el resolutor piensa
buscar la respuesta (influencia del ambiente cogniti-
vo en que el resolutor busca las respuestas» sobre el
«sujeton).

* La respuesta producida (que implica el wsujetos, los
«procesos» y, por tanto, el «producton).

Los problemas que hemos estudiado explicitamente
(D’Amore y Martini, 1997), son el clasico de Schoenfeld
de «el autobus y los soldados» y el nuestro sobre «coches
y ninos», que son estructuralmente semejantes aunque
ambos se expresan en un lenguaje muy simple, natural,
muy cercano al coloquial?,

Desde ese punto de vista, no deberfan surgir diferencias
importantes inducidas por registros diversos o por distin-
tas modalidades lingUisticas.

Sin embargo, el hecho de que se hable de objetos mas
cercanos a las costumbres de los sujetos examinados
(coches —y no autobuses del ejercito—, nifios —y no solda-

... Juega un papel
esencidal,
en la tipologia del
comportamiento
del resolutor
en el momento de
dar la respuesta
(escrita en la
prueba, oral en
las entrevistas),
algo que
describiremos
a continuacion
Y que llamaremos
contexto natural,
inducido
por los términos
y por los objetos
evocados.

1 Revisten un interés especifico,

en este campo, los estudios
sobre los distintos registros
representativos, ya que éstos
no sélo proporcionan diversos
significantes de un mismo sig-
nificado sino que, de hecho,
vehiculan toda una serie de
informaciones y de modalida-
des interpretativas de extraor-
dinaria relevancia; véase
Duval (1993) y D’Amore
(1997).

2 Para comodidad del lector,

aportamos aqui los textos de
los problemas a que nos referi-
mos. Problema de Schoenfeld
del autobis y los soldados:
«Un autobs del ejército trans-
porta 36 soldados. Si se tiene
que fransportar a 1.128 sol-
dados al campo de instruc-
cién, scudntos autobuses se
necesitang». Problema de los
coches y de los nifios: «Un
automévil transporta 4 nifios.
Si se debe llevar a 6 nifios a la
escuela, scudntos coches se
necesitan®».

dos—, escuela ~y no campo de instruc-
cién-), influye sobre el hecho de que el
contexto evocado por el segundo pro-
blema haga el mismo lenguaje descrip-
tivo mucho mds cercano al natural, y no
s6lo por los nimeros menores que se
emplean en ese segundo problema (en
efecto se ha evidenciado explicitamen-
te este hecho, una vez tras otra, en las
respuestas de los sujetos entrevistados,
como han demostrado D'Amore y
Martini =1997-): el alumno sometido a
esa prueba declara que imagina mejor
la escena (los motivos se describen en
el articulo citado) y que «no tiene nece-
sidad de hacer operaciones».

Para nosotros, juega un papel esencial,
en la tipologia del comportamiento del
tesolutor en el momento de dar la res-
puesta (escrita en la prueba, oral en las
entrevistas), algo que describiremos a
continuacién y que llamaremos contex-
to natural, inducido por los términos y
por los objetos evocados.

Sobre el papel del contexto natural no
habfamos realizado pruebas especificas
con ocasibn de la proposicién del
doble problema: autobts y soldados
contra coches y nifios, Y, por tanto,
hemos decidido hacerlas ahora.

De forma preliminar, describiremos de
forma explicita el concepto que propo-
nemos: el de contexto natural. El uso
de la lengua comiin, con preguntas que
incumben a hechos aritméticos en que
intervienen solo nimeros naturales y
hechos extra-escolares, sobre argumen-
tos agradables y bien conocidos por
nuestros sujetos, crea un contexto de
espera (y por tanto de respuesta) que
llamaremos contexto natural, una espe-
cie de ambiente mental de referencia,
en que se coloca el resolutor al buscar
las respuestas a las preguntas de la
prueba,

Opinamos que, para construir una
prueba capaz de crear un contexto
natural, se deben elegir de forma cui-
dadosa y oportuna las primeras pre-
guntas y adoptar también un lenguaje
de tipo coloquial en las preguntas si-
guientes, incluso si hacen referencia a
cuestiones matemdticas. Y viceversa, se



puede evitar esto planteando, desde las
k primeras preguntas, problemas sobre
hechos matemdticos que no tengan en
cuenta hechos extra-matemiticos o
- exclusivamente los nlimeros naturales,
k y que en cambio evoquen un ambito de
respuesta, tipicamente escolar.

Primera hipétesis de la
investigacion

En nuestra opinién, la creacion de un
contexto natural y el empujon (implici-
_to) consiguiente para responder a las
_ preguntas de una prueba, en tal contex-
to, rebaja el nivel del umbral critico y el
de referencia cognitiva, en la que aquel
que debe responder a las preguntas
busca argumentos para su respuesta.

El sujeto busca, entonces, las respuestas
apropiadas en ambientes cognitivos
ingenuos, en modelos matematicos de
la realidad de bajo pérfil cognitivo,
inducidos eventualmente por sus expe-
riencias cognitivas (en matematicas)
adquiridas en los primeros afios de
escolaridad.

Por ejemplo, en lo referente a los siste-
mas numéricos, dentro del contexto
_ natural prevalecen y se usan los mode-
los intuitivos de nimero natural y de las

operaciones que implican sélo ntme-

ros naturales y prevalecen, también,
referencias a interpretaciones ingenuas
de la realidad en términos de nimeros
naturales, incluso alli donde serfan mas
significativos y oportunos otros siste-
mis numéricos.

Pero, sexiste 0 no ese contexto natural?
Nuestra hipotesis es que existe; discuti-

remos més adelante la pertinencia de

esta hipdtesis,

Una primera prueba para
verificar la incidencia del
contexto natural en las
respuestas

Se trataba, pues, de crear una prueba
con preguntas relativas a hechos extra-

Por ejemplo,
en lo referente
a los sistemas

nUMeEricos,
dentro del
contexto natural
prevalecen y se
usan los modelos
intuitivos de
niimero natural yy
de las operaciones
que implican
solo niimeros
naturales
y prevalecen,
también,
referencias a
interpretaciones
ingenuas
de la realidad
en terminos
de ntimeros
naturales. ..

3 La contribucién de muchos pro-

fesores de la escuela media
superior ha sido deferminante
para la buena aplicacién de la
experiencia. les agradecemos
su colaboracién, antes de la
bibliografia.

Y

matemdticos (sobre argumentos conocidos y agradables
para el alumno) y nlmeros naturales, en lenguaje colo-
quial (incluso a costa de no ser rigurosos desde un punto
de vista formal).

Con tal proposito, y después de algunas pruebas prelimi-
nares, hemos elegido la siguiente bateria de 3 preguntas,
en este orden:

e P1. Escribe la suma de los nlimeros que forman tu
fecha de nacimiento.

[Por ejemplo si naciste el 28 de septiembre de 1978,
la suma es 2+8+0+9+1+9+7+8=44].

e P2, Escribe el titulo de la Gltima pelicula que has visto
(en el cine o en la TV).

e P3. Escribe el nombre de tu cantante preferido.

En ese punto, incluimos una pregunta, no rigurosa for-
malmente, pero que se expresaba en lengua coloquial y
que reclamaba, pues, por su propia forma linglistica, el
contexto natural inducido implicitamente, segin nuestra
opinién, por las tres primeras preguntas:

e P4 ,Cudl es el nimero mas pequefio del mundo?

La pregunta P4 se da ciertamente con una formulacion
ambigua; pero nuestro objetivo era precisamente evaluar
la modalidad de la respuesta y sus distintos géneros.

(En lo que sigue, llamaremos prueba T1 a la constituida
por las cuatro preguntas, P1-P4).

Como explicaremos mejor, a continuacion, esa prueba
escrita iba seguida de entrevistas.

En pruebas preliminares y mds bien informales hechas a
estudiantes de distintos niveles (media inferior, primer
afio de Institutos Profesionales, V de Liceo Clisico
Experimental, en Italia)®, a profesores (elementales, en
Italia; de Instituto Profesional, en Suiza), a estudiantes
universitarios del IV curso de la licenciatura en Mate-
mdticas (en Salénica, Grecia), habiamos obtenido muchas
respuestas «Cero». Queriamos verificar la incidencia real
de esa respuesta y sus causas, pero en un contexto de
investigacion empirica.

Tras esas pruebas preliminares, muy Gtiles para poner a punto
las preguntas de las pruebas, y a las que no nos referiremos
aqui, pasamos a las pruebas propiamente dichas, con el test
T1. Nos ha parecido ttil hacer tales pruebas a estudiantes de
la superior, vistos el sentido de las preguntas y las hipotesis
que se hacian en él. Por tanto se llevd a cabo la experiencia
en dos clases de II superior, en Bologna [una en un Instituto
de Arte y la otra en un Itc (Instituto Técnico Comercial, escue-
la para contables)] y en dos clases de V superior, en S. Lazzaro
di Savena (Bologna) [una de Itis (Instituto Técnico Industrial
Estatal, escuela para jefes técnicos) y 1a otra de Itc].

Mas adelante describiremos las modalidades y resultados
de esta prueba sobre T1 (incluidas las entrevistas).



Mas alla de la indagacion, tal como se ha delineado, pare-
cia ademds muy interesante, en este caso especifico, ver
qué tipo de respuesta se darfa a la pregunta P4, siempre
que no se tratase de «Ceron. Veremos que ello es efecti-
vamente interesante. Puede resultar curioso sefalar que
la respuesta a la pregunta P4, en las pruebas preliminares
con estudiantes universitarios y del Gltimo afio de la supe-
rior, ha sido, con una cierta preponderancia en las escue-
las con mayores contenidos de caricter matematico, el
«qimero» «—oon, Por tanto, este «objetor se considera como
un nimero entero propiamente dicho®, Respuestas como
“no existe» o similares han sido mds bien escasas en las
pruebas preliminares.

Asimismo hablaremos de las modalidades aplicadas y
proporcionaremos los resultados (obtenidos por escrito o
a través de entrevistas) de esta indagacion.

Naturalmente era necesario hacer una contraprueba obvia.

La pregunta que, en efecto, surge espontinea es: es cier-
to que una eventual respuesta «Cero» esti ligada al con-
texto natural creado con las tres primeras preguntas del
test? ¢}No existirin otros motivos?

Se trataba, pues, de idear otra prueba en que las primeras
preguntas creasen un ambiente, por asf decirlo, no-natural,
es decir que no implicase s6lo nimeros naturales y hechos
extra-matematicos, de forma que la pregunta (ex P4) sobre
«l nimero més pequeno del mundo» se expresase en len-
guaje més formal, adecuindose a las competencias mate-
mdticas del alumno, propias de la escuela secundaria.

Concebimos entonces el test siguiente (que llamaremos a
continuacién T2):

° P5. Encuentra tres ejemplos de ntiimeros reales que

satisfagan esta desigualdad:
—é<x<+3
2 3

e P6. Resuelve la siguiente ecuacién en R:
x2—4x+4=0

* P7.4Cudl es el ntimero «, tal que x es menor que ¥,
para cada j?

en el que P5 y P6 sélo persiguen el objetivo de contex-
tualizar el test, en ambiente tipicamente disciplinar, y P7
s una traduccién un poco mas formal de la P4 en un len-
guaje no coloquial.

Una segunda prueba para verificar la
incidencia del contexto natural en las
respuestas

Muchas de las respuestas a T1, dadas por escrito o en las
entrevistas, hacfan intervenir el infinito, de manera mis o
menos explicita. No s6lo: surgfan a menudo, incluso sin

Se trataba, pues,
de idear otra
prueba en que
las primeras
preguntas creasen
un ambiente,
por ast decirlo,
no-natural,
es decir que
no implicase
solo niimeros
naturales
¥ hechos
extra-
matematicos. ..

4 Sobre tal interpretacién con-
cuerdan ademés Shama y
Movshovitz-Hadar {1994).

darse cuenta, las dos posiciones filoso-
ficas clasicas a propésito del infinito:
potencial y actual (Arrigo y D'Amore,
1993).

Nos preguntamos entonces si las res-
puestas a P4 se vefan condicionadas
por el dmbito muy particular en que
nos habiamos colocado. Es decir, si no
era el contexto natural el causante de
las respuestas o si, en todo €aso, no era
el tnico.

Habia que hacer otra prueba, sobre un
argumento que no implicase esta dificil
nocion. Y también debia hacerse doble:
una vez creando el contexto natural y
otra vez no credndolo.

Elegimos entonces la siguiente bateria
de preguntas (que llamaremos de ahora
en adelante T3), de las cuales las tres
primeras podian, en nuestra opinién,
crear un contexto natural para la cuarta:

e P1, P2, P3 (las mismas de T1).

° P8 (Existe un nimero cuyo cua-
drado sea 5?

Seleccionamos a continuacién la si-
guiente baterfa de preguntas (que lla-
maremos T4), con el criterio acostum-
brado: no se crea un contexto natural
con las primeras (es mas, se introduce
desde el inicio en un contexto tipica-
mente disciplinar) y la Gltima ha de ser
la misma P8 del test T3 (contexto natu-
ral), pero formulada en un lenguaje (un
poco) mis formal:

* P5, P6 (las mismas usadas anterior-
mente en T2).

* P9. ;Existe un nimero x tal que
x%=5?

Mis abajo hablaremos de las modalida-

des seguidas y daremos los resultados

de esta prueba.

La gestién de las situacio-
nes incoherentes. Segun-
da hipétesis de la investi-
gacién

Al realizar la prueba T1, hemos exami-
nado una variante. Supongamos que a
las preguntas P1-P4, en contexto natu-



_ral, siga una pregunta P10 en que se
 considere la existencia de nGmeros
negativos, por ejemplo:

e P10. ¢Es mayor -3 o +2?

Notese que P10 también se expresa en
una forma lingliistica coloquial y que
por ello surgen dudas sobre su impeca-
bilidad... Sin embargo, en ella se prue-
ba la competencia del estudiante sobre
el hecho de la existencia de los niime-
ros negativos (y entonces la respuesta
«Cero» no constituye la respuesta perti-
nente a la pregunta sobre el ntmero
mas pequefio del mundo...).

Si un estudiante, de acuerdo con el
contexto natural, ha respondido «Cero»
a P4, ;qué hara cuando tenga que res-
ponder a P10, recordando la existencia
de los nimeros negativos?

Con mayor precision, nos preguntiba-
mos:

1. Si a la pregunta P4 el estudiante
responde «Cero» y a la P10 res-
ponde «+2», svolverd a la P4 para
corregir la respuesta «Cero»? En
qué modo? ;O bien deja «Cero»
como respuesta a P4 y «+2» a P10?
¢Se da cuenta o no de la contradic-
cion? (En qué medida influye en
ello el contexto natural y en qué
medida la coherencia dentro del
test?

Si se intercambian el orden de P10
y P4, ;el sujeto seguird respondien-
do «Cero» a la P4 o dard otras res-
puestas? Es decir, si las preguntas
P1, P2 y P3 crean un contexto
natural, ;la precedencia de la P10
sobre la P4 lo destruye?

Es necesario precisar que otras investi-
_ gaciones, consideradas ya cldsicas, han
sacado a la luz el hecho de que los
- estudiantes deshechan la capacidad de
. poner de manifiesto elementos conflic-
tuales y reconocerios contempordnea-
mente como tales (véase Stavy, y
- Berkovitz, 1980 y Hart, 1981).

- Otras investigaciones han probado que
la percepcién de muchos elementos en
: ‘conﬂicto no se vive como una situacion
- problematica por parte del estudiante,

... mientras
en matematicas
la coberencia
del sistema es
un hecho central
Y Se es consciente
de su papel
determinante,
eso no vale
para la situacion
didactica;
en el caso
particular
del infinito. ..

e

sino como una situacién completamente aceptable. Es
decir: las incoherencias no determinan ilicitud; véase
Schoenfeld (1985) y Tirosh (1990).

Es mas, mientras en matemditicas la coherencia del sistema
es un hecho central y se es consciente de su papel deter-
minante, €so no vale para la situacién diddctica; en el caso
particular del infinito; véase Tsamir y Tirosh (1997).

Nuestra hipétesis es que se confirmarin los resultados de
las investigaciones antes citadas, incluso en un caso tan
explicito y evidente como el que hemos propuesto. Ello
nos parece ligado al hecho de que los estudiantes no
estdn suficientemente interesados en la gestion de la cobe-
rencia (ni local, ni global) del sistema y del lenguaje que
estin aprendiendo a manejar.

Como atenuante parcial de la gravedad de esta conclusién
eventual, si se llega a probar, puede actuar quizds una
clausula implicita del contrato didactico que podria no
consentir o no empujar a la revision de las respuestas pro-
pias, una vez dadas; es decir que llevaria a ihterpretar las
respuestas aisladas como si fuesen independientes entre s
y no pertenecientes a una situacién global.

Mids tarde hablaremos de las modalidades de aplicacién,
daremos los resultados de la prueba y discutiremos sobre
la validez de nuestra hipotesis.

Para comodidad del lector, recogemos en el siguiente cua-
dro los test en que se basan las pruebas:

P1.  Escribe la suma de los nmeros que forman tu fecha de
nacimiento. [Por ejemplo si naciste el 28 de septiem-
bre de 1978, la suma es 2+8+0+9+1+9+7+8=44].

P2.  Escribe el fitulo de la Gltima pelicula que has visto {en
el cine o en la TV).

P3.  Escribe el nombre de tu cantante preferido.
P4.  3Cudl es el nomero més pequeiio del mundo?

PS. . Encuentra tres ejemplos de nomeros reales que satisfa-
gan esta desigualdad: ~5/2 < x < +2/3.

Pé. . Resuelve la siguiente ecuacion en R: x2— 4x + 4 =0

P7. 3Cudl es el nimero x, tal que x es menor que y, para
cada y?

P8.  3Existe un niimero cuyo cuadrado sea 52
P9.  sExiste un nimero x tal que x2=52
P10. 3Es mayor -3 o +22

T1: P1-P2-P3-P4

T2: P5-P6-P7
T3: P1-P2-P3-P8
T4:  P5-P6-P9

T1% P1-P2-P3P4-P10
T12: P1-P2-P3-P10-P4




Moddlidades y resultados de las pruebas

Modalidades y resultados de la prueba T1
(con entrevistas)

Hemos aplicado la prueba T1 en dos clases de II (una de
un Instituto de Arte; otra de Itc) y en dos clases de V (una
de Itis; otra de Itc)®.

A cada alumno se le daba un cuadernillo de 4 folios, for-
mato A4, grapados en la parte superior izquierda; en cada
folio se reflejaba una sola pregunta (por orden: P1-P2-P3-
P4), con un cuadro grande vacio. Pediamos a los estu-
diantes que no hojeasen los folios, que escribiesen su
nombre (sin apellido) en el primer folio, que trabajasen
en silencio, que no se intercambiasen informaciones, que
respondiesen con absoluta tranquilidad y sinceridad, ase-
gurdndoles que el resultado de la prueba no se pasaifa a
sus profesores (los cuales nos dejaron solos con los estu-
diantes, como prueba de lo anterior).

Cuando dijimos «podéis empezarh, los estudiantes res-
pondieron por escrito a la pregunta P1 en el primer folio.
Pasados uno o dos minutos, sélo cuando lo ordenamos
pudieron responder a la P2. Y asi sucesivamente hasta lle-
gar a la P4. Al finalizar recogimos el cuadernillo. Por lo
que la totalidad de la prueba escrita duraba de 5 a 8 minu-
tos. El profesor volvia a entrar, nosotros mirdbamos inme-
diatamente s6lo las respuestas a P4 y elegiamos los estu-
diantes para las entrevistas. Los alumnos elegidos, uno
cada vez, venfan a un aula cercana en la que se desarro-
llaba la entrevista individual. Se pedia al profesor que
vigilase para que no se diese un cambio de informaciones
entre los que volvian de la entrevista y los que salian para
realizarla.

En este apartado, nos interesa ver cudntos estudiantes res-
pondian a la pregunta P4, de forma que hubiese interve-
nido el contexto natural; obviamente no examinamos las
respuestas a P1-P2-P3 que, recordamos, servian solo para
crear, en nuestra opinioén, tal contexto natural.

Aun siendo casi siempre «Cero» la respuesta obtenida por
escrito, se dio una gran variedad de respuestas si consi-
deramos también las entrevistas; solo poquisimos estu-
diantes responden de forma impecable, por ejemplo:
«Para cada nlmero pequeflo, existe siempre otro mds
pequefior (se trata de un estudiante de II Ist. de Arte, que
firma con pseudénimo). Pero sobre la tipologia de las res-
puestas, volveremos mis adelante, con una gran riqueza
de contestaciones particulares.

Antes de seguir, nos interesa evidenciar que hubo casos
de respuestas ingenuas que, si bien no eran «Cero» (res-
puesta tomada por nosotros como prototipo de quien
entra sin saberlo en el contexto natural), parecen ligadas
justamente a tal contexto, confirmando su existencia. Se

...interesa
evidenciar que
ha babido casos
de respuestas
ingenuas que,
si bien no eran
«Cero» (respuesta
tomada por
10SOtros COMmo
prototipo de quien
entra sin saberlo
en el contexto
natural), parecen
ligadas justamente
a tal contexto,
confirmando
Su existencia.

5 Recordamos que en ltalia los
estudiantes de | superior tienen
(normalmente) una edad de
14-15 afios, los de Il 15-16

afios y asi sucesivamente.

trata por ejemplo de las respuestas «1»
(en las entrevistas: «porque cero no es
un nmero», y €50 aparece varias veces)
y respuestas que revelan modalidades
de medida. Como ejemplo, tenemos la
respuesta «0,1» de Carlotta que, por
escrito, no dice casi nada (incluso por-
que podria interpretarse como dos res-
puestas distinta, «0» y «I», separadas por
una coma); y en la entrevista, la estu-
diante la justifica como: da medida mas
pequefia posible».

Por tanto, sea la respuesta «O» como la
«1» o la «0,1», u otras analogas, se pue-
den adscribir, creemos, a la influencia
del contexto natural.

Sin embargo, por correccion, dejaremos
en adelante separadas las dos tipologias
de respuesta.

Indicaremos, a continuacién, con ¢ el
porcentaje de las respuestas «Cero» y
con c¢.n. el porcentaje de respuestas
que parece se deban al contexto natu-
ral, segin lo dicho anteriormente.
Obviamente, c.n, = ¢, dada la inclusién
de las respuestas «Cero» entre las debi-
das al ingreso en el contexto natural.
(Se sobreentiende que redondearemos
siempre los resultados hasta la unidad
mas préxima).

He aqui una tabla con los resultados en
porcentajes:

Il Inst. de Arte 50 70

HiTc 34 34
VTS 40 40
Vic 37 37

Se nota enseguida que una respuesta
distinta de «Cero», pero igualmente liga-
da al contexto natural, se da sélo en el
Instituto de Arte; la mayor familiaridad
con las mateméticas en los otros
Institutos permite menos... divagacio-
nes. Como veremos, cuando analice-
mos detalladamente la tipologia de las
respuestas, en las clases de V, sobre
todo, se difunde la respuesta prevista
POI NOSOLOS:«—oon,



. Examinemos ahora las entrevistas para
dar algln detalle mis.

k IT de Instituto de Arte

Casi todos los estudiantes entrevistados
confiesan que la primera respuesta
intuitiva que les viene a la mente, de
forma espontdnea, es «Ceror; de ellos
algunos escriben efectivamente «Cero» o
«» (Ilaria explica que su «» es la tra-
duccién matemitica de la respuesta
«Nada» que se le ha ocurrido); otros
escriben respuestas distintas como «1» o
«1», pero la explicacion nos la propor-
cionan Angelo, Fabrizio y Matteo que
explican que no podian escribir «Cero»
porque «qo se trata de un ntmero». El
~1 se piensa como «algo muy pequefio»
y no como una unidad negativa.

Todo ello parece confirmar el ingreso
en un contexto natural.

II Itc

Muchos estudiantes declaran haber
pensado enseguida y espontineamente
en «Cero»; pero han reflexionado y han
[tenemos un
«nimero infinito» (el « es un signo de
negativor) tenemos un «—0» (idem),
alglin «No sé»,...]J.

escrito cosas diversas

V Itis

Aqui la casuistica es muy simple ya que
la clase se divide en dos respuestas: el
40% escribe «Cero» y el 60% escribe
«oon, De los estudiantes que dan la
segunda respuesta, hay muchos que
admiten a —eo como « un nimero», COMo
«l nimero mas pequefo», etc.

Algunas entrevistas, sin embargo, per-
miten descubrir el contraste
entre Ja primera respuesta que se me
ha ocurrido» y la sucesiva reflexion
dentro del conocimiento matematico.

interno

Otras entrevistas muestran, con clari-
dad, la basqueda de nimeros que se
explican teniendo en cuenta el contex-
to natural. Por ejemplo, Giacomo dice:
«He pensado en el nimero que vale
menos». Por tanto, esta respuesta que se
da cerca del 60% de los alumnos y que
parece ser, para ellos, matematicamen-
te impecable, es a menudo el fruto de
una reflexion critica... que, tal vez,

Algunas
entrevistas
permiten
descubrir
el contraste
interno entre
da primera
respuesta que
me ha venido
a la mente»
Y la sucesiva
reflexion
dentro
del cognitivo
matematico.
Otras entrevistas
muestran,
con claridad,
la buisqueda
de niimeros
que se explican
teniendo
en cuenta el
contexto natural.

puede incluso considerarse a la inversa. Por ejemplo,
Davide escribe «—eo» pero confesando a viva voz que no esti
muy convencido porque «quizds era més apropiado decir
algo cercano al cero. No sé. También Ermanno y otros con-
fiesan haber pensado en cero y haber escrito después la otra
respuesta. Para concluir, entre las justificaciones de la res-
puesta «Cero» he aqui la de Giampiero: Pensé en cero por-
que no es nada y no hay nada menos de nada.

Nos parece que, en este caso también, el contexto natu-
ral juega un papel esencial y notable, més alld de lo que
parece por las respuestas escritas a las que hemos hecho
referencia en la tabla anterior.

V Itc

Aqui hay estudiantes que no responden (hecho mis bien
raro, en general). Lo podemos tomar como una sefial de
dificultad, como veremos en breve. Uno s6lo responde
«—oon; s frata evidentemente de una respuesta sacada de
no se sabe dénde, ni de qué otras fuentes de conoci-
miento o de comunicacién. Muchos estudiantes confiesan,
incluso los que no han respondido «Cero», haber pensado,
en primera instancia, en cero. Tenemos ademds a un estu-
diante que declara haber pensado en los Submdltiplos
del ceror, a una estudiante en «Submiltiplos de 1»
(Stefania), otra en «Algo no tangible» (Michela, que en el
escrito lo habfa dejado en blanco porque no sabia qué
responden); un estudiante declara: ¢He pensado en algo
tan pequefio que no se puede escribir y después se me
ha pasado el tiempo. Si hubiese tenido tiempo habria
escrito: un nimero infinitesimal» (Carlo, que lo habia deja-
do en blanco).

También, en este caso, nos parece que la influencia del
contexto natural es manifiesta. Se nota siempre una espe-
cie de lucha entre la primera respuesta que acude a la
mente (Ia mayor parte de las veces «Nada» o «Cero»), justi-
ficada, seglin nuestra opinién, por la hipotesis del con-
texto natural, y lo que después la competencia obliga a
reelaborar o escribir.

Modalidades y resultados de la prueba T2

La prueba T2 se ha realizado solo en un Itis, con dos cla-
ses de II y dos de V.

En las II, la respuesta de tipo c¢.7. (que comprende tanto
la respuesta «Cero», como cualquier otra «dngenua», asimi-
lable a cero) se obtiene en un 25% de los casos. En la
tabla del apartado anterior, tenfamos al contrario un 70%
(Instituto de Arte) v un 34% (II Itc).

En las V, la respuesta de tipo c¢.n. se da en un 0% de los
casos, ante los precedentes 40% (Vde Itis) y 37% (Vde Itc).

Parece que se puede afirmar que la respuesta a P4, plan-
teada en contexto natural, lleva a muchos de los alumnos
a dar respuestas cuya motivacién reside en el dmbito
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natural (lengua coloquial y ntmeros naturales). Ello es
tanto mas evidente cuanto mayor es el nivel de las clases,
como las de V de Ttis, en las cuales se han tratado conte-
nidos matematicos fuertes.

Modalidades y resultados de las pruebas
T3y T4

Las pruebas T3 y T4 se efectuaron también solo en un Itis,
en dos clases de I1 y en dos de V.

En la prueba T3 (contexto natural), el 57% de los estu-
diantes de II responde no a P8 (lenguaje coloquial) (pen-
sando por lo tanto, s6lo en los niimeros naturales) mien-
tras en la prueba T4 (contexto disciplinar no natural),
nada menos que el 83% de II responde si a la P9 (lenguaje
disciplinar).

En la prueba T3, el 29% de los estudiantes de V responde
no a la P8 (pensando por lo tanto, sélo en los nimeros
naturales) mientras el 88% responde sf a la pregunta P9.

Parece que se puede afirmar que es justamente la idea de
contexto natural la que conduce hacia respuestas como
las vistas, incluso cuando no estdn implicadas cuestiones
concernientes al infinito matemdtico.

Modalidades y resultados de la (contra)
prueba T1' (P4-P10) y T12 (P10-P4) (con
entrevistas)

Describiremos en este apartado las modalidades de eje-
cucién de la (contra)prueba, cuyo objetivo se aclard ya, y
sus resultados.

Recordamos que:

e Eltest T1 esta formado por las cuatro preguntas que
habfamos llamado P1-P2-P3-P4 (en que las tres pri-
meras tienen solo el objetivo de crear un contexto
natural).

* La P4 se refiere al smiimero mas pequefio del mundos.

* La P10 es la que compara —3 y +2, siempre escrita en
lenguaje natural, muy cercano al coloquial.

Recordemos que hemos indicado con:

e T1' el test T1 seguido de la pregunta P10 (por tanto
T1' es el test formado con el orden P1-P2-P3-P4-P10).

e T1? el obtenido de T1! intercambiando P4 y P10, por
tanto formado por P1-P2-P3-P10-P4, en ese orden,

Las modalidades de ejecucion de la prueba fueron las ya
descritas, sélo-que ahora los folios A4 dados a cada alum-
no eran obviamente 5 y no 4.

La prueba se efectud en Itc (tres ID y Liceo Cientifico (dos
Iy dos V).

Parece que
se puede afirmar
que es justamente
la idea de
contexto natural
la que empuja
hacia respuestas
como las vistas,
incluso cuando
no estan
implicadas
cuestiones
concernientes
al infinito
matematico.

Veamos de forma ripida los resultados
en el Itc.

Ite, clases de I

En el test T1!, las respuestas de tipo
c.n. a la P4 fueron el 70%; en el T12
descienden hasta el 42%. De las entre-
vistas se obtiene que, especialmente en
el T1!, los estudiantes admiten que la
respuesta que acude, de forma inme-
diata, a la mente es «Cero» 0, més rara-
mente, «I»,

Hacemos notar que sélo un estudiante,
después de haber leido la P10, regresa
a la P4 y borra la primera respuesta
(«Cero») para sustituirla con «—oe», Frente
a esto son muchos los estudiantes que
admiten haber relacionado las dos pre-
guntas, pero no haber pensado retornar
sobre los propios pasos para modificar
la respuesta a P4 después de la exigen-
cia planteada por P10. Lo dice muy
explicitamente Elisa: «.. pero he decidi-
do dejarlo ash. Sobre este punto, ligado
sobre todo a la coherencia, volveremos
mas tarde.

Respecto a las pruebas efectuadas en
las clases de I y V de Liceo Cientifico,
hay muchisimas respuestas del tipo:
«oo (sobre todo en V), <0 exister 0
similares (sobre todo en V), mientras
raramente se encuentran las respuestas
«Cero» o «I» (sobre todo en ID).

Sin embargo, en las entrevistas, hay
muchos estudiantes que, sobre todo en el
caso de T1', admiten haber pensado jus-
tamente en «Ceror, en «by, en «algo muy
cercano a cero» (una de las respuestas
por escrito es, desde ese punto de vista,
ejemplar: «0,01», es decir: el cero despues
de la coma se considera periédico).

Sobre la influencia de P10 sobre P4 en
T1', algin estudiante confiesa haber
relacionado las dos preguntas pero no
haber sentido la necesidad de volver
sobre sus pasos.

Sobre la influencia de P10 sobre P4 en
T1%, pocos admiten haber tenido la ins-
piracién de responder a P4 a partir de
P10, como si eso sucediese de forma
implicita.




Sobre los temas estudiados en este
apartado, podemos aprovechar también
los resultados de algunas pruebas y
algunas entrevistas hechas de una
manera menos formal en un II del
Instituto de Arte, en un II de Itc, en un
V de Itis y en dos V de Itc,

IT de Instituto de Arte

Solo Carlotta y Sante admiten que han
pensado en una posible relacién entre P4
y P10, pero al final Carlotta (T1%) ha pre-
ferido dejar las cosas como estaban y ha
dejado «Cerov; mientras tanto Sante (T1%),
en el momento de responder a P4, se ha
dado cuenta de la existencia de nimeros
negativos y ha respondido «0» (el signo
quiere decir «menos»), respuesta ya
encontrada antes y no tan rara. Todos los
demds admiten no haber pensado en el
enlace entre las dos preguntas,

II de Itc

Ninguno de los entrevistados declara
haber relacionado P4 y P10.

Vde Itis

En las entrevistas, aun considerando todas
las variantes de la respuesta, que veremos
mds abajo, parece que muchos estudian-
tes se han visto influenciados, en T12, por
la pregunta P10 para responder a la P4.
Pero casi ninguno lo admite; a la pregun-
ta explicita del entrevistador, responden
no haber relacionado las dos cosas. Es
como si muchos no fuesen conscientes de
ese hecho (probado por via empirica,
como muestran los resultados). Ello con-
firma lo ya dicho anteriormente,

Vde Iic

Las respuestas «Cero» a la P4 en T1? dis-
minuyen notablemente, mientras los
casos de respuestas distintas de «Cero»
pero, en cualquier caso ingenuas y liga-
das, en nuestra opinién, al contexto natu-
ral, incluso crecen. Por las entrevistas,
resulta que no muchos estudiantes admi-

_ten haber sido influenciados en la res-

puesta a P4 por la precedente P10, pero
resulta obvio, por las tentativas de expli-
cacién de sus respuestas (distintas de
«Ceron) a P4, que se-da un evidente esta-
do de confusién... Mientras los alumnos
de Itis superan tal estado con sus com-

Por las pruebas
efectuadas,
por los resultados
expuestos,
sobre todo gracias
a las entrevistas
que se han
revelado muy
significativas
(gracias al clima
de confianza que
se ha instaurado
siempre entre
entrevistadores
Y alumnos),
pensamos
que podemos
confirmar
la bipétesis hecha
acerca del
contexto natural,

petencias, respondiendo entonces «—eo», los de Itc no parecen

tener a la mano, con la misma desenvoltura, un objeto mate-

matico... similar que resuelva el problema; es por ello que se

lanzan a enrevesadas respuestas, interesantes y de una inge-

nuidad que confirma, una vez més, el conflicto entre:

e El contexto natural creado.

e Las competencias matematicas.

e El conocimiento del hecho de que, existiendo los
nimeros negativos, la respuesta «Cero» no se puede dar.

Se dan respuestas como «0,0...» (Stefania), «s un ntimero
neutro y el mas cercano a cero es 1» (Federico), ain ntime-
ro comprendido quizds entre -3 y +2» (Elisa) (con evi-
dente influencia de la P10 sobre la P4), y otras.

¢Qué responden los estudiantes a P4,
cuando no responden «Cero»?

A esta pregunta ya hemos dado muchos tipos de res-
puesta; si bien en las respuestas escritas se detecta una
amplia gama, es en las entrevistas personales donde se
obtiene la mixima variedad de respuestas posibles.

Mas alld de «Ceros, «—oon y «1», que son con diferencia las
respuestas mis frecuentes, hay otras recordadas: «0», «1»,
bajo cero», «ubmltiplos de 1», «ubmultiplos de ceron,
«—100000000000», «0,1», «0,01», etc.

Ello nos inclina a pensar que, incluso en alumnos de V
superior, por tanto muy cerca de la selectividad y a pocos
meses de la eleccion de una facultad universitaria en que
proseguir sus estudios, hay una gran confusién sobre el
significado de‘los nimeros y de su escritura.

La respuesta «—oo» la dan, por escrito, muchos estudiantes
de los Institutos con un contenido matematico fuerte;
pero tal signo se considera a menudo como un nimero
entero propiamente dicho, confirmando lo encontrado
por Shama y Movshovitz-Hadar (1994). No sabemos lo
que piensan los profesores que usan este simbolo, pero
nos parece una actitud mis bien peligrosa la asuncién (o
la aceptacién de la misma) de una idea como esa.

El punto esbozado aqui no forma parte de los objetivos de
nuestra investigacién (ya suficientemente vasta como para
no necesitar afiadir otros argumentos) y por tanto nos
hemos limitado a citar el problema en esas pocas lineas.

Discusion de los resultados, respuestas
a las preguntas y verificacion de nues-
tras hipétesis

éExiste o no el contexto natural?

Por las pruebas efectuadas, por los resultados expuestos,
sobre todo gracias a las entrevistas que se han revelado




muy significativas (gracias al clima de confianza que se ha
instaurado siempre entre entrevistadores y alumnos), pen-
samos que podemos confirmar la hipotesis hecha acerca
del contexto natural. El hecho de formular las primeras
preguntas de un test en lenguaje coloquial, de forma que
impliquen cuestiones extraescolares con las que se plan-
teen simples problemas con ntmeros naturales solamen-
te, parece remitir a un contexto formado por el par: len-
guaje coloquial/ntimeros naturales; ello hace que el 4mbi-
to al que se van a buscar las respuestas, incluso repetida-
mente, sea el de los modelos intuitivos ingenuos de los
primeros afios de escolaridad. Eso parece ser cierto en
niveles de escolaridad mds bien elevados y con fuerte
contenido matematico.

Probablemente, dado el interés de la cuestién sugerida
aqui, se deberan realizar otras pruebas, en el futuro, para
establecer la importancia real de este fenémeno, sus varia-
bles y sus limites. Nos parece que constituye un campo de
un cierto interés, en el sentido ya apuntado.

Gestion de las situaciones de incoherencia

Nos habfamos planteado algunas preguntas que podemos
responder ahora.

Como habfamos visto, sobre todo gracias a las entrevistas,
el estudiante sometido a una serie de cuestiones tiene un
comportamiento resolutivo docal» y

® 1o estd preparado para
® 1o se siente autorizado a
° no piensa tener que

retornar sobre sus pasos y modificar una respuesta ya
dada, de acuerdo con observaciones e informaciones
sucesivas.

Es mas, esas informaciones parecen ser un hecho implici-
to, inconsciente; en efecto el cambio entre P4 y P10 ha
ejercido un fuerte peso sobre el tipo de respuesta a P4,
pero el estudiante no parece ser consciente de ello.

Pero retornemos al titulo de este apartado.

No podemos sino confirmar las investigaciones de Stavy vy
Berkovitz (1980) y Hart (1981) sobre la incapacidad de los
alumnos de notar situaciones conflictivas y de vivirlas
como tales. Confirmamos ademds las investigaciones de
Schoenfeld (1985) y Tirosh (1990) sobre el hecho de que
las incoherencias no constituyen para el estudiante situa-
ciones ilicitas. La investigacion de Tsamir y Tirosh (1997)
se habia centrado en una situacién de inconsciencia de la
incoherencia, en un caso especifico sobre el infinito;
nosotros pensamos haberlo extendido a otra situacién,
con otro caso también concerniente al infinito. Se debe
hacer notar, por honestidad, que nos parece que los ejem-
plos en este campo de indagacién sobre cuestiones que

...quizds nuestros

alummnos
terminan por
saber gestionar
una matemdtica
muy sofisticada
pero,

Jse desinteresan
de que haya
una explicita
contradiccion

entre dos
respuestas suyas?

conciernen al infinito se deben mirar
siempre con cuidado porque las res-
puestas contradictorias por parte de los
estudiantes se hacen dificilmente impu-
tables a algo preciso... Habrfa pues que
proponer ejemplos en campos de
investigacion de ese género, pero en
sectores matematicos diversos,

Lo mds interesante, para nosotros, no
son las respuestas escritas; hemos podi-
do constatar que, a menudo, la res-
puesta escrita a un test se da de forma
répida y tal vez un poco superficial
(con las entrevistas se instauran posibi-
lidades de anilisis mas profundas).
Hemos tenido la fortuna de encontrar
muchisimos alumnos con ganas de
hablar en la entrevista y con una gran
sinceridad. Ha sido en la entrevista
cuando hemos tenido la clara demos-
tracion de que la respuesta «Cero» a la
pregunta P4 y la respuesta «+2» a la P10
se consideran contradictorias (ya que
en la primera se olvida la existencia de
los ntimeros negativos, recordados en la
segunda) solo después que el entrevista-
dor lo bace notar, pero ni atin entonces
parece notarse ninguna clase de moles-
tia, sorpresa y mucho menos deseos de
rectificar, modificando una de las res-
puestas, a fin de hacer coherente la pro-
pia posicidn personal global. Efectiva-
mente, como habia ya dicho certera-
mente Tirosh (1990), estas situaciones
de contradiccién parecen no sorpren-
der, desagradar o requerir intervencio-
nes correctoras.

Se trata de una llamada de atencién sobre
una grave laguna de la diddctica de las
matematicas; quizds nuestros alumnos
terminan por saber gestionar una mate-
matica muy sofisticada pero, jse desinte-
resan de que haya una contradiccién
explicita entre dos de sus respuestas?

Nuestra hipétesis nos parece en cual-
quier caso confirmada. Sobre todo a
través de las entrevistas, confirmamos
no solo el que los estudiantes parecen
del todo indiferentes al encontrarse
frente a una contradicién explicita, sino
que nos parece confirmado también el
hecho de que no se trata (o, mejor, se
trate no s6lo) de desinterés, ya que



ademds parece intervenir una especie
de clausula del contrato didactico que
parece no consentir 0 no empujar a la
revision de las respuestas propias,
una vez dadas; es decir, que las res-
puestas simples se interpretan como
si fuesen cada una independiente de
las demis y no pertenecientes a una
situacion global.

Ciertamente esto trae a colacién la
metacognicién y la capacidad de con-
trol y ello explica por qué hemos liga-
do, desde el inicio, este trabajo al nues-
tro precedente (D'Amore-Martini, 1997),
al que remitimos para detalles mayores
sobre este punto especifico.
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Geometria en la ciudad:
un recorrido matemdtico
por Zaragoza

José Maria Sorando Muzas

En esta experiencia,
realizada con escolares de
3.% ESO, se les ha propuesto
identificar cuerpos y disefios
geométricos presentes en el
paisaje urbano, clasificarlos
y resolver problemas a partir
de ellos, conocer hechos y
anécdotas vinculados a cada
lugar, asf como practicar la
fotografia, todo ello
trabajando en equipo; en
suma, un aprendizaje
interdisciplinar donde el aula
es la ciudad. Los buenos
resultados obtenidos alientan
para su repeticién en nuevos
recorridos matemdticos.

i A PRACTICA docente mdas habitual en las clases de

Matematicas en ESO consiste en el desarrollo lineal de los
temas previstos para cada curso siguiendo, casi siempre,
esta secuencia: Aritmética, Algebra, Geometria, Funciones,
Estadistica y Azar (si se llega..). No es ésta la Gnica
opcién didactica posible (me remito a los articulos publi-
cados en SUMA), v no entraré en considerar si es la mis
aconsejable, pero desde luego es la mis extendida.

Se justifica comenzar con Aritmética y Algebra conside-
rando que serdn necesarias para los cilculos, plantea-
mientos y desarrollos que surgirdn en los temas posterio-
res. Su ensefianza y aprendizaje rara vez se apoyan en
otros recursos metodolégicos que los tradicionales: expli-
caciones en pizarra y libro, tomas de apuntes y ejercicios
en la pizarra y el cuaderno. A veces se plantean proble-
mas, que ofrecen la posibilidad de una verdadera bus-
queda, no ya la simple repeticion, pero su resolucién se
desenvuelve en el mismo circuito: pizarra y cuaderno.

Aunque los enunciados de esos ejercicios y problemas se
refieran a hechos de la vida cotidiana, para muchos alum-
nos no dejan de ser abstracciones que, por ser planteadas
y resueltas siempre en el dmbito académico, dificilmente
relacionan con su mundo. En tal caso, cuando se aproxi-
ma la primera evaluacion se desvanecen los buenos pro-
positos del comienzo de curso v los deseos de aprender
ceden ante las estrategias de supervivencia escolar.

Nuevas oportunidades con la Geometria

En el 2.° trimestre, antes o después,
Geometria y con ella se nos ofrecen nuevas posibilidades.
Es posible la manipulacién de materiales didacticos: espe-
jos, centicubos, mosaicos, construcciones poliédricas, etc.

suele aparecer la



Y también es posible el aprendizaje con objetos y en con-
textos «weales»: simetrfas en logotipos publicitarios, propie-
dades de las formas y optimizacién en los envases, seme-
janza en los planos de nuestra casa o del instituto, trigo-
nometria en el paisaje y edificios de nuestro barrio, etc.

Hacer uso de estas posibilidades en cierto modo aompe»
con la ortodoxia o rutina académica anterior. Los propios
profesores saludan con ironfa al profesor de Matemdticas
que, en ausencia de un aula-materia, recorre los pasillos
cargado de poliedros, cartulinas y otros cachivaches inu-
suales o que despliega a sus alumnos por el patio para
que midan dngulos y distancias. Y también algunos alum-
nos acogen estas novedades como algo anecdético (hasta
que comprueban que también son objeto de evaluacion).

Pero el principal cambio se produce en la percepcién de
los alumnos hacia la asignatura. Dirfase que se les ha cam-
biado el terreno de juego y ahora algunos que anterior-
mente se desenvolvian con desgana se sienten més moti-
vados y, en consecuencia, mis habiles, También se da en
algln caso la situacion inversa (el desconcierto del alum-
no aplicado» ante las novedades) pero la aceptacién es
rdpida. La clase se revitaliza.

Si tras la manipulacion y la experimentacion se realiza la
reflexion, individual y en grupo, sobre lo aprendido asi
como su abstraccién y formalizacién, se integraran los
nuevos conocimientos con aquellas Matemdaticas mas «ri-
das» del comienzo de curso. Es tarea del profesor condu-
cir este proceso para que los alumnos no perciban partes
totalmente separadas dentro de la misma asignatura y
tampoco asocien importancia con seriedad, banalidad con
diversion.

Estos planteamientos pueden ser desarrollados y afianza-
dos en los siguientes temas (Funciones, Azar y Estadistica)
que ofrecen buenas posibilidades para compaginar la
experimentacion y la manipulacion con el cilculo y la
abstraccion.

Como surgiéd la idea

Entre logros y tropiezos, asi se iban desarrollando mis cla-
ses en 3.° ESO cuando llegd al instituto la convocatoria
del «Concurso de fotografia matematica Andaldn» que es
convocado cada afo por el IES Andaldn de Zaragoza y va
dirigido a los estudiantes de Secundaria de la Comunidad
Auténoma de Aragén,

Informé del concurso a mis alumnos, animandoles a par-
ticipar. Su reaccién fué de sorpresa: «Fotografias matema-
ticas? ¢Qué es esob. Tuve que mostratles algunas fotos
realizadas por mi, para que vieran que era posible esa
extrafia combinacién. Tras lo cual les pregunté: Conocéis
algtin lugar de la ciudad donde sea posible realizar algu-

Si tras
la manipulacion
© yla

experimentacion
se realiza
la reflexion,
individual
Y en grupo,
sobre lo aprendido
asi como
su abstraccion
y formalizacion,
Se integraran
los nuevos
conocimientos
con aquellas
Matematicas
mas «aridas». . .

na fotografia matematica?... nuevo en-
cogimiento de hombros.

Habifa que ponérselo atin més facil, con
un ejemplo: ¢En qué lugar de Zaragoza
habéis visto, juntas, una esfera y tres
piramides de gran tamafiod... ni idea.
Esto ya era demasiado, pues tal lugar es
muy transitado, casi a la puerta de unos
grandes almacenes de todos conocidos.
Conclusion: estos chicos no conocen su
ciudad o la miran sin ver. Asf que, atan-
do todos los cabos anteriores, urdi las
actividades que a continuacién se des-
criben,

Planteamiento de las acti-
vidades

Se entregd a los alumnos Ja hoja adjun-
ta («Geometria en tu ciudad») en la que
se les informaba sobre el sentido, el
contenido y las condiciones de realiza-
cion de las actividades. Cuando, tras su
lectura, un grupo de alumnos solicitaba
participar, se les entregaba otras cuatro
hojas (también se adjuntan) en las que
se les planteaban los objetivos que
habia que localizar y las pruebas en
cada uno de ellos. Ahadiré algunos co-
mentarios a las mismas:

° Se plantean diez objetivos o luga-
res que hay que visitar, situados en
cuatro plazas muy conocidas de la
ciudad, ficilmente accesibles desde
el barrio donde viven los alumnos,
a pie o con transporte publico. Se
renuncié a otros objetivos posibles
que, aunque interesantes, estaban
peor comunicados.

e La presentacion de cada objetivo
mediante un sencillo acertijo no
afiade apenas dificultad, pero si un
pequeno matiz investigador vy
aventurero.

e Las pruebas que se deben realizar
en cada objetivo incluyen siempre:
hacer una fotografia, que constitu-
ye la prueba de que el objetivo fue
alcanzado, una cuestién sobre
conocimiento de la ciudad y un
problema matemdtico. Son pruebas



accesibles para todos los grupos
aunque, segln se vio, no para todos
los alumnos. Se pretende proponer
un trabajo que estimule a la partici-
pacién porque se perciba como
posible y sea realizable, contando
con las aportaciones de cada uno.

En esta ocasion apenas se incidié en
tratar con los alumnos algunos as-
pectos de la fotografia como técnica
y como medio de expresion y crea-
cién. Es una ampliacién pendiente.

Las cuestiones sobre la ciudad tra-
tan desde su gran historia hasta lo
anecddtico y obligan a leer rétulos,
a consultar la biblioteca o a veces
simplemente a preguntar, en un
intento por dar significado a cada

La realizacion
de las actividades
en grup
se establece como
un estimutlo
para alumnos
poco decididos.

Los problemas tratan sobre: clasificacién de cuerpos
geométricos, comprobacion de sus propiedades, esti-
maciéon de medidas, cilculo de costes y relaciones,
técnicas de recuento, vision espacial y calculo de
superficies y volimenes.

El caracter voluntario y extraescolar de esta expe-
riencia viene dado por su dificultad de organizaciéon
colectiva en horario escolar: desplazamientos, hora-
rios, control de los grupos; pero también es un
requisito necesario para que los alumnos «descu-
bran» los objetivos por si mismos, sin ir conducidos
por el profesor, y resuelvan las pruebas sin imitar a
otros companeros.

La realizacion de las actividades en grupo se estable-
ce como un estimulo para alumnos poco decididos.
Se wtrata asi de un tiempo de trabajo por la calle con
amigos, lo cual llega a parecerse bastante a un tiem-

lugar y asi conocer mejor Zaragoza. f po de ocio.
(C) J.M? SORANDO

AREA:MATEMATICAS CURSO 3°ES.O.

TEMA:GEOMETRIA SERIE: Convocatoria

U. DIDACTICA: Geomeria en la ciudad HOJA: 1

GEOMETRIA EN TU CIUDAD

(Un recorrido matematico por Zaragoza)

Li que libremente puedes
ase ni en la evaluacion,

seguir
Sifa reali influird 1’)0\1[ amente en ambas,
* Se desarrolla en el dia o
lugares de la ciudad y sin acon:
coméntalo con tus padres y hi;
® Se realiza en grupos, de tres alumnos cada uno, que podéis formar como que-
riis.

que elijas, fuera del horario escolar, en diversos
iento del profesor. Por ello, antes de decidirte,
solo si cuentas con su conformidlad.

* /Qué se pretende?...

— Que te divierias, a la vez que aprendes.

— Que canozeas i poco i cindad en que vives: localizando lugares y
aprendiendo cosas ntevas s os.
— Quie descubras algunos aspectos matemdticos de los edificios y de los monu-
meinios,

— Quee resuelvas pequenos problemas sobre los lugares que visilas.

— Que practiques la fotografia.

— Qute trabajes en equipo.
* ;Qué hay que hacer?

- Ponte de acuerdo con olros das compaieros para formar un grupo.
Ce id una camara f Afica Geon carrete!).

~— Presentaos al profesor como griupo y él os dard las bojas con las pistas y las
pruebas a realizar.

— Las pistas os van a enviar a cuatro lugares de la ciudad facilmente accesibles
(anrclanco o en bus): Pza. de Europa, Pza. del Pilar, Pza. de Paraiso, Estadio de
La Romareda. En cada uuo de esos lugares deberdis localizar varios objetos (edi-
Jicios o monumentos; diez en total) a través de sencillos acertijos.

— Como prueba de que babéis alcanzado cada objetivo, deberéis bacerle una
Jotografia. Esto os obliga a ir a una hora en que baya suficiente luz natural.
— En cada uno de los objetivos, ademds se os planieardn otras dos prucbas:

— buscar alguna informacion sobre él
— resolver algiin sencillo problema matemdtico relacionaclo con él

— Una vez cubiertos iodos los objetivos que baydis podido alcanzar, elabordis un
informe en el quee se fnchiyan las fotos y las respuestas a las pr uebas.

— Al acabar la actividad, los comparieros de clase conoceran los resultados de
vuestro trabajo y de los demds grupos.

* Hasta cudndo se puede hacer?: hasta el 27 de Marzo (tenéis cinco semanas
para hacerlo), pero...

— Si hacéis ésas u otras fotos que deciddais presentar al Concurso de Folografia
Matemdtica “Andaldn’, el plazo termina el dia 11 de Marzo.

iAnimate a recorrer Zaragoza con “ojos matenmdticos™!




(C} J.M? SORANDO

AREAMATEMATICAS CURSO 3°ES.O.
TEMA:GEOMETRIA SERIE: Prusba
U. DIDACTICA: Geomelria en la ciudad HOJA: 1

En la Plaza de Europa

Objetivo 1: Doce pequerias estrellas al gran obelisco. Cuatro
grandes estrellas dan luz a toda la plaza.

Pruebas:

1.a. Fotografiad cualquiera de estas estrellas.

1.b. ;Por qué son doce las estrellas en el centro de la plaza?

1.c. Este cuerpo geométiico se llama Stella Octdnguila.
~ ¢Es un poliedro?
— ¢Sus caras son poligonos regulares? ;Cuantas tiene?
— ¢Cudntos vértices tiene? ;Cudntas aristas?
—¢Se cumple la relacién “caras + aristas = vértices + 2"?
— ¢Es un poliedro regular?

Objetivo 2: Tias el fondo Sur del estadio, estd el que llaman “El
Cubo de Urbanismo”.

En La Romareda

Pruebas:
2.a. Fotografiaclo.

2.b. jPero realmente se trata de un cubo? Fijios en las
fachadas y razonad...

2.c. En las inmadiaciones de este lugar, en los ultimos
veinte anos, han sucedido varios acontecimientos tele-
visados a toda Espafia y a otros pafses (jno son los
partidos del Real Zaragoza!). ;Cuiles han sido?

{C} J.M® SORANDO

AREA:MATEMATICAS CURSO 3°ES.O.
TEMA:GEOMETRIA SERIE: Prusba
U. DIDACTICA: Geometria en a ciudad HOlA: 2

En la Plaza del Pilar

Objetivo 3: En el extremo Este de la plaza, un edificio recubier-
to con placas de un curioso mineral de color entreverado (es
Gnice, traido de Irdn)

Pruebas:
3.a, Fotografiadlo.

3.b. En su interior, una escalera desciende al subsuelo de
la plaza. ;Qué se encuentra alli debajo? ;Qué impor-
tancia tuvo este lugar hace 2000 anos?

3.c. También a este edificio se le llama a veces “El Cubo”.
Pronto veréis que no lo es. ¢(De qué cuerpo geométri-
co se trata? ;Cudnto costé el material para su recubri-
miento, sabiendo que cada placa de 6nice valia
200.000 ptas.? ;Con cudntas pesetas contribuyd tu fami-
lia a ese gasto (a través del presupuesto municipal?

Objetivo 4: Este negro edificio si es un cubo.
Pruebas:

4.a. Fotografiadlo,

4.b. ;Qué uso se da a este edificio?

4.c. Calculad de forma aproximada, pero razonada, cudl
es su volumen.

Objetivo 5: Sitiiate en la Delegacion del Gobierno y verds, junto
al negro cubo el blanco cilindro.

Pruebas:
5.a. Fotografiadlo.

5.b. Calculad de forma aproximada, pero razonada, cudl
es su volumen

5.c. ;Ademds de la citada Delegacion del Gobierno, qué
otros organismos oficiales e instituciones residen en la
plaza?

(C} J.M? SORANDO

AREAMATEMATICAS CURSO 3°ES.O.
TEMA:GEOMETRIA | ——
U. DIDACTICA: Geomelria en la ciudad j HOJA: 3

En la Plaza del Pilar

Objetivo 6: La esfera del mundo, en hormigon.
Pruebas:
6.a. Fotografiadla.

6.b. ;En qué afo se realizé la Gltima remodelacion de esta
plaza? Cerca de aqui estd grabada la solucion,

6.c. Calculad de forma aproximada, pero razonada, el
volumen de esta esfera, Si los edificios de los objeti-
vos 4 y 5 anteriores fuesen también macizos y de hor-
migdn, para su construccion, ;cudntas veces se hubie-
ra necesitado en cada uno de ellos el material emple-
ado para esta esfera?

Objetivo 7: En el extremo Oeste de la plaza, ya fuera de ella, ui
gran rectangulo de cristal azul.

Pruebas:
7.a. Fotografiadlo.

7.b. Calculad de forma aproximada, pero razonada, cudn-
tos m? de cristal hay aqui.

N
P

Al otro ladlo, hacia la plaza, cae el agua por una rampa
quebrada, hasta un estanque peculiar. Fuente y estan-
que conforman una forma irregular. ;Qué representan
estas extrafas formas? (Lo veréis si os subis al banco
que hay junto al extremo inferior del estanque).

(C) 1.M2 SORANDO

AREAMATEMATICAS CURSO °ES.O.
TEMA:GEOMETRIA [ seree: Procba
U. DIDACTICA: Geometria en la ciudad IHOJA: 4

En la Plaza de Paraiso

Objetivo 8: Una fitente con dieciocho cubos en aparente equili-
brio, a la sombra de la gran Caja.

Pruebas:
8.a. Fotografiadlos.

8.b. Calculad de forma aproximada, pero razonada, cuén-
tas ventanas tiene este gran edificio.

8.c. Esta plaza estd dedicada a D, Basilio Parafso. ;Quién
fue ese hombre?

Objetivo 9: Tres altas piramides custodian una esfera.
Pruebas:
9.a. Fotografiadlas.

9.b. ;Qué significado tienen en este monumento estos
¢
cuerpos geométricos?

9.c. Ia forma de estas pirimides es algo diferente a las
pirdmicles de Egipto. ;De que tipo son estas pirimides?

Objetivo 10: Cuatro sabios custodian una puerta sobre la escali-
nata. Veinte metros a la derecha, sobre la fachada... un triangulo
Ytres cuadrados forman un esquema geométrico que debes conocer.

Pruebas:
10.a. Fotografiadlo.

10.b. ;Qué conocido resultado geométrico se representa
con este esquema?

10.c. (Quiénes son los cuatro sabios de la puerta? ;A qué se
dedico cada uno de ellos? Si estdn aqui es porque
algo tienen que ver con este edificio. Qué fue y qué
es en la actualidacl?




Los objetivos que hay que
localizar

Para quienes no conozcan nuestra ciu-
dad comento brevemente cada una de
las diez localizaciones (ver también las
fotos adjuntas).

Objetivo 1: En la Plaza de Europa las
grandes torres de iluminacion y las
pequenas farolas son columnas corona-
das en cada caso por una Stella Octan-
gula. El conjunto reproduce el disefio
de la bandera de la Comunidad Euro-
pea. Dicha estrella no es un cuerpo
geométrico que conocieran los alum-
nos previamente y debian razonar
sobre él a simple vista.

Objetivo 2: Junto al estadio de la
Romareda hay un edificio prismatico
rectangular, popularmente mal llamado
«cubo», Su apariencia engafa, jlas caras
no son cuadradas!

La Gltima remodelacion de la Plaza del
Pilar (1991) la sembrd de formas geo-
meétricas.

Objetivo 3: Un controvertido prisma
romboidal que da acceso a los restos
del Foro Romano de Caesaraugusta. Al
estar ubicado en una esquina de la
plaza y no ser visible su planta, surgen
las dudas: ses un rectingulo?, ses un
rombo?, ;hay lados iguales?, shay lados
paralelos?...

Objetivo 4: la Oficina Municipal de
Turismo es un hexaedro o cubo.

Objetivo 5: El acceso a un aparcamien-
to subterrdneo es un cilindro.

Objetivo 6: Una esfera terrestre con-
memora los viajes de Colon.

Objetivo 7. La Fuente de Hispanoa-
mérica, seglin el punto de observacién
que se tome, parece un falso prisma
triangular o es un bajorrelieve del mapa
americano.

En la Plaza de D. Basilio Paraiso encon-
tramos los restantes objetivos:

Objetivo 8: Una escultura con 18 cubos,
a la puerta de un enorme edificio con
més de mil ventanas, cuyo recuento se
ve favorecido por las simetrias.

Obsjetivo 2

Objetivo 9: El monumento a la Constitucién Espaniola de
1978, simbolizada por una esfera que es custodiada por
tres pirimides triangulares oblicuas que, a su vez, simbo-
lizan los tres poderes del Estado.

Objetivo 10: Por Gltimo, en la fachada de la antigua Fa-
cultad de Medicina y Ciencias, hoy edificio del Paraninfo
de la Universidad, encontramos la representacion gréfica
del Teorema de Pitigoras.

Objetivo 1
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Obijetivo 9

Resultados obtenidos

La experiencia fue propuesta a 62 estu-
diantes de 3.° ESO. La realizaron 30 (10
grupos), es decir, un 48% del total. Para
valorar esta participacion, se debe con-
siderar que estos muchachos viven en
un barrio alejado del centro y que
debieron dedicar dos tardes a las activi-
dades (en alglin caso mds, pues jse veld
el carretel). Y lo hicieron voluntaria-
mente, cuando durante el resto del
curso su voluntad ha sido bastante
escasa... También hay que comentar
que los alumnos que participaron no
fueron siempre los mds brillantes,
habiendo de todo un poco.

En muchos casos los alumnos no resistie-
ron la tentacién de incluirse a si mismos
en las fotos matematicas, cual cazadores
orgullosos ante la pieza capturada... y
como exponente del buen humor y sim-
patia que fueron la tonica dominante.

Se dedico
una clase
al comentario
de las pruebas
9y de sus
respuestas.

1 I

Obijetivo 10

Fue curioso observar cémo los grupos mantenian el secre-
to sobre sus avances y averiguaciones, guardidndolos a
salvo del «espionaje» de los demds grupos.

Los informes finales fueron presentados de forma primo-
rosa. En la divisiéon de tareas en cada grupo a que antes
aludia, cabe incluir la de escribano y la de técnico en edi-
cion informatica. '

El profesor evalud y puntudé en cada informe: la locali-
zacién de cada objetivo; la correccién, precision y argu-
mentacion de la respuesta a cada prueba; y también la
ortografia y la presentacion. La correccion de todos esos
aspectos concluyd en unas notas entre el 6,5 y el 9,5,
magnificas para unos alumnos que habitualmente obtie-
nen jun 50% de suspensos! (y no sélo en Matematicas).
Dichas notas fueron incorporadas por el profesor a la
evaluacién de los alumnos que habian realizado la
experiencia.

Se dedico una clase al comentario de las pruebas y de sus
respuestas. Fue significativo observar el interés de los
alumnos (poco acostumbrado) por las correcciones del
profesor, asi como la curiosidad de todos, participantes o
no, por conocer el trabajo de sus compafieros.



Conclusiones

Tras considerar los anteriores resultados parece que el
planteamiento general de las actividades resulté bien
aceptado y que su nivel de dificultad, aparentemente
bajo, era el adecuado para estos alumnos. Por ello se trata
de una experiencia que intentaré repetir de nuevo, aun-
que, al menos durante el préximo Curso, con otro reco-
rrido, para soslayar asi el «envejecimientor de una situa-
¢i6n didactica demasiado reciente.

Si alguno de los lectores considera que esta experiencia
puede ser aprovechable en su caso, no le resultard dificil
trazar alglin recorrido matematico en su ciudad. En aque-
llos lugares donde en la pasada década ha dejado su hue-
lla el llamado wrbanismo duro, abundan las formas geo-
métricas. En otros ambientes urbanos siempre es posible
un trabajo més centrado en los edificios, las distancias y
el plano. En cualquier caso, parece que 2.° y 3.° de ESO
son los niveles més aptos para realizarla, considerando no

José Maria Sorando
IES Elaios. Zaragoza
Sociedad Aragonesa

de Profesores de Matematicas
«Pedro Sanchez Ciruelos

solo el contenido matemitico, sino tam-
bién la necesidad de desplazamientos
de alumnos sin compaiifa adulta,

Esta experiencia ha sido bastante limi-
tada, tanto en su alcance como en sus
pretensiones. No representa a una pro-
puesta global, pero muestra que es
posible, y pienso que necesario, dar
cabida en la clase de Matematicas a los
enfoques experimental y ladico, en la
medida que cada situacién y nuestra
propia imaginacién lo permitan.

Las Matemadticas serdn atractivas para
los alumnos si éstos llegan a descubrir
que estan en su mundo y que pueden
ser una busqueda divertida. Nuestra
tarea como profesores consiste en abrir
Sus ojos a esa «mirada matemdtica»,
dentro y fuera del aula.
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El uso didactico del Cabri:
implicaciones

Liliana Sineriz

Raquel Santinelli

Se presentan algunas
actividades tratadas en el
aula con alumnos de
segundo afio de ensefianza
secundaria (14-15 afios)
utilizando el software CABRI
GEOMETRE, se describen los
procedimientos de resolucién
de los alumnos surgidos a
partir de las posibilidades
que brinda el programa, y se
muestra la forma de trabajo
utilizada no sélo para
aprovechar didécticamente
las bondades del software
sino incluso para sacar
partido de algunas de sus
limitaciones.

AMOS CUENTA aqui de algunas cuestiones diddcticas sur-
gidas en la implementacién de una secuencia de ense-
fianza, donde usamos el CABRI para introducir y trabajar
conceptos de geometifa elemental. La experiencia se rea-
lizd6 durante 7 meses, bajo la modalidad taller, con 20
alumnos de segundo afio (14-15 afos) de una escuela
secundaria de San Carlos de Bariloche, provincia de Rio
Negro, Argentina. El uso del CABRI permite plantear situa-
ciones que pueden ser ejemplificadas y modificadas dina-
micamente. Esta particularidad facilita la realizacion en la
ensefanza secundaria de algunas actividades propias del
método matemadtico: explorar, observar, comparar, anali-
zar, conjeturar, relacionar, verificar, generalizar, etc.

El objetivo principal de este taller fue iniciar a los alumnos
en la «actividad matemdtica» presentandoles situaciones que
les permitian tanto conjeturar definiciones y propiedades a
través de la observacion de caracteristicas invariantes de los
objetos geométricos, como hacer verificaciones y construc-
ciones sencillas donde se aplicaban los conceptos geomé-
tricos introducidos. El enfoque didéctico estuvo orientado
permanentemente a lograr que los alumnos llegaran a dis-
tinguir la diferencia entre construcciones aproximadas y
construcciones exactas, objetos «que cumplen aproximada-
mente» y objetos «que cumplen exactamente» con las carac-
teristicas planteadas en un problema.

Para lograr estos objetivos se diseid una secuencia de
actividades que permitid realizar simultineamente el
aprendizaje de los comandos bésicos del CABRI y su apli-
cacién inmediata al estudio de los conceptos geométricos
tratados: puntos, rectas, segmentos notables, propiedades
y construcciones de tridngulos y cuadrilateros, simetrias
(axial, central, composiciones). Los estudiantes habfan
visto en primer afio los primeros axiomas geomeétricos, los
conceptos de recta, “semirrecta, angulos, tridngulos,




mediatriz, bisectriz, altura, criterios de congruencia de
tridngulos, circunferencia, recta tangente a una circunfe-
rencia, circunferencias concéntricas, secantes, tangentes;
construcciones de dngulos congruentes y de tridngulos
usando los criterios de congruencia, circunferencia dado
el radio y rectas paralelas usando regla y escuadra.

Para la realizacion de las actividades los alumnos siempre
trabajaron en parejas con posterior discusién general y
puesta en comin de resultados.

Describiremos en lo que sigue algunas de las actividades
propuestas y la forma de trabajo utilizada no sélo para
aprovechar diddcticamente las bondades del software,
sino incluso para sacar partido de algunas de sus limita-
ciones. Durante el desarrollo del taller se registraron algu-
nas resoluciones realizadas en clase, lo que nos permite
reproducir los procedimientos enfocando las estrategias y
dificultades surgidas.

Construcciones aproximadas y cons-
trucciones exactas

La siguiente actividad fue planteada en la segunda clase,
después de haber visto los comandos basicos creacion de
punto, recta y circulo bisico, segmento, recta y circulo
por dos puntos, construccion de punto sobre objeto e
interseccién de objetos:

Hallar el centro del circulo bésico sin usar el coman-
do existente en el mend.

Algunos procedimientos de resolucién presentados por
los alumnos fueron:

Procedimiento 1: Se toma un circulo bésico y dos puntos
a'y b sobre objeto en el circulo. Se crea y mide el seg-
mento definido por los dos puntos (cuerda ab) y se des-
plaza uno de los puntos hasta obtener la cuerda maxima.
Luego se toma su punto medio.

Procedimiento 2: Se toma un circulo béasico y dos puntos
a'y b sobre objeto en el circulo. Se crea y mide el seg-
mento definido por los dos puntos (cuerda ab) y se des-
plaza uno de los puntos hasta obtener la cuerda maxima.
Se toma un punto x sobre objeto en la cuerda. Se crean y
miden los dos segmentos axy xb, y se desplaza x hasta
obtener igual medida en ambos segmentos. -

Procedimiento 3. Se toma un circulo bdsico y dos puntos
a'y b sobre objeto en el circulo. Se crea y mide el seg-
mento definido por los dos puntos (cuerda ab) y se des-
plaza uno de los puntos hasta obtener la cuerda maxima.
De la misma manera se repite este procedimiento con
otros dos puntos ¢y d del circulo, obteniéndose otra cuer-
da maxima cd. Se crea el punto interseccién de ambas
cuerdas (con el comando existente o por aproximacion).

...la forma
de trabajo
utilizada no soélo
para aprovechar
diddcticamente
las bondades
del software,
sino incluso para
sacar partido
de algunas
de sus
limitaciones.

Luego de la discusién de los distintos
procedimientos, se pidi6 a los alumnos
que verificaran la posicion del centro
obtenido usando el comando del mend
para observar la aproximacion lograda.

De la consideracién de los procedi-
mientos también surgié que fijando uno
de los extremos, la imprecisién de la
medida provista por el programa per-
mite obtener una familia de cuerdas
«maximas». Dependiendo del tamafio
del circulo, el dngulo entre dos cuerdas
«maximas» aby ab’ puede variar de 4°
a 30°. Esto fue utilizado para poner de
manifiesto que la diferencia entre cons-
truccién aproximada y construccién
exacta a veces puede ser notable,
dependiendo de la naturaleza del ins-
trumento de medicion usado. Se resca-
t6 entonces la idea de que sélo una
construccion exacta resuelve eficiente-
mente el problema, y se sefialé que su
realizacion seria retomada mis adelan-
te, cuando dispusieran de mas conoci-
mientos geométricos.

La siguiente actividad fue propuesta
después de trabajar con los comandos
de construcciéon de rectas paralelas y
perpendiculares, punto medio y simé-
trico de un punto:

Construir un cuadrado dado el

lado.

En general se utilizaron lados verticales
y horizontales (segmentos que apare-
cen en pantalla «in escalerasy) lo cual
de alguna manera asegura, segtn el
caso, perpendicularidad y paralelismo.
Esto motivd que luego se les planteara
la construccién de un cuadrado en
posicion oblicua. En la mayoria de los
casos, la congruencia de segmentos se
verificé midiendo los mismos.

Los siguientes son algunos procedi-
mientos de resolucién realizados por
distintas parejas de alumnos. El simbo-
lo [] junto a los segmentos y el arco
en los dngulos significa que han sido
medidos con la opcién correspondiente
del ment.

Procedimiento 1. Se dibuja un cuadrils-
tero cualquiera y se lo deforma hasta
lograr un aparente cuadrado de lados



verticales y horizontales. No se verificd

la medida de lados ni de angulos.

Figura 1

Cuando se les pidi6 un cuadrado en
posicion oblicua, aparecieron las alter-
nativas siguientes:

a) Repitieron el mismo procedimien-
to, sin medir lados ni 4ngulos.

b) No midieron los lados pero apa-
rentemente eran congruentes, y
midieron un par de dngulos opues-
tos modificindolos hasta lograr
que fueran rectos. No verificaron si
los 4ngulos restantes eran rectos.
En la discusion general, qued6
claro que asi lo infirieron.

ale

Figura 2

Procedimiento 2: Se dibuja un segmen-
to vertical, luego otro horizontal, y asi
sucesivamente hasta lograr un cuadrild-
tero que aparentemente es un cuadra-
do. Se miden los lados para asegurar
que sean congruentes. No se verifica

que los angulos sean rectos.

Figura 3

Cuando se les pidi6é un cuadrado en
posicién oblicua, dibujaron, a partir de
un lado oblicuo, un cuadrilatero con
los lados aproximadamente perpendi-
culares. Midieron los lados, pero no los

dngulos. (Dibujaron un rombo que aparentemente era un
cuadrado).

B

Figura 4

Procedimiento 3: Se dibuja un segmento vertical, luego, a
partir de cada extremo, se dibuja un segmento horizontal,
y por tltimo se unen los dos extremos que quedan libres.
Se miden los lados y los dngulos y se van modificando
hasta lograr el cuadrado.

Figura 5

Cuando se les pididé un cuadrado en posicidon oblicua,
repitieron el mismo procedimiento a partir de un primer
lado oblicuo.

Procedimiento 4. Se traza una recta A por dos puntos a 'y
b, tratando de que sea horizontal. Se traza una recta B
bésica también horizontal y se ubica un punto x sobre la
misma. Se traza una recta C por los puntos ay x, movien-
do x para que C quede vertical. Se traza por b una recta
D paralela a C. Por ltimo, se crea un punto d, intersec-
cién de B y D. No se miden lados ni dngulos.

a A b a A b a A b

B X B
a A b a A b a A b
C C D
X B X B X
Figura 6

Cuando se les pidié un cuadrado e
repitieron el mismo procedimiento
ra recta oblicua, y midieron e
angulo recto. ‘



Procedimiento 5. Se traza una recta R no horizontal por
los puntos @y b. Se traza una recta P paralela a R por un
punto exterior p. Se hallan los simétricos a’y b'de ay b
con respecto a P. Se definen y completan los lados del
rectingulo aa’bb’. Se mueve a hasta que ab sea con-
gruente con bb’,

a
e
a
L
-
P |
‘a
b

Figura 7

| Al realizar la discusion de los procedimientos se vio que
| la mayoria de las construcciones eran aproximadas, y que
{~ el procedimiento 5 a lo sumo llegaba a la construccién
exacta de un rectingulo Por eso se les planted /a cons-
{ truccion de un cuadrado de lado dado, de tal manera que
l‘ al mover cualquiera de los vértices, la figura cambiara de

tamario pero siguiera siendo un cuadrado. Con unas

pocas indicaciones, una pareja de alumnos que ya habia
| hecho la construccidén exacta del rectdngulo, logrd el
| siguiente procedimiento:

Procedimiento 6: Se traza una recta R horizontal por los
puntos @y b. Se toma como lado del cuadrado el seg-
mento ab. Por a se traza una recta P perpendicular a ab.
Se traza un circulo de centro a 'y radio ab. Se ubican las
intersecciones ¢, ey d del circulo con las rectas R y P. Se
traza el cuadrado beed.

i P
R R
a b a b a b
¢ ¢
e e
a b \a\ / b
d d

Figura 8

Se les hizo notar que el problema pedia la construcciéon
de un cuadrado de lado dado ab. Entonces lo resolvieron

hallando el simétrico a’ de a respecto
de la diagonal db obteniendo el cua-

drado aba’d.

Al abordar
el tema
«distancia de
un punto
a una reciar
pretendiamos
que los alummnos
conjeturaran
la definicion,
a partir del uso
del CABRI.

c

L IN
b a /b
a' d a'

Figura 9

Conjeturas de definiciones
y propiedades

Al abordar el tema «distancia de un
punto a una recta» pretendiamos que
los alumnos conjeturaran la definicidn,
a partir del uso del CABRI. En una pri-
mera instancia pensamos plantear a los
alumnos el siguiente problema:

Dados el punto p y la recta R, scudl
es la distancia del punto a la recta?

Nuestra hipétesis de trabajo era que los
alumnos trazarian varios segmentos
desde un punto dado p a distintos pun-
tos X,, X,, ..., X, de la recta y que medi-
rfan estos segmentos, o que trazarfan
un solo segmento px, con X punto
sobre objeto en la recta, obteniendo
distintas medidas para px al desplazar
X; pensamos que se verfan ante la nece-

sidad de seleccionar una de tales medi-
das, que el criterio més evidente seria
elegir la menor, y que, por ltimo,
observarian que la longitud minima
corresponde al segmento de perpendi-
cular entre el punto py la recta dada.

Sin embargo, las caracteristicas del soft-
ware hacen que no sea posible deter-
minar un Unico segmento de longitud
minima. En realidad se tiene una fami-
lia de segmentos de Jdongitud minima,
incluido el perpendicular, contenida en
un 4dngulo de vértice p de casi 5°. No se
puede por lo tanto concluir de aqui que
el segmento de longitud minima entre
el punto p y la recta R es necesaria-



mente el que se encuentra sobre la per-
pendicular a R que pasa por p. Esta difi-
cultad, que podia convertirse en un
obstaculo didéctico en el proceso de
aprendizaje, nos llevd a modificar el
disefio de clase y a motivar la defini-
cién de distancia a través de un ejem-
plo en la pizarra. La discusion con los
alumnos permitié que éstos conjetura-
ran que la distancia estd dada por la
medida del segmento de longitud mini-
ma entre el punto y la recta, y que
observaran que dicho segmento se
encuentra sobre la perpendicular. Una
vez enunciada la definicidn, se les plan-
ted el siguiente problema para resolver
usando CABRI:

Hallar un punto p que se encuentre
a una distancia igual a 6 cm de la
recta dada R. 3Es el Gnico punto
que estd a esa distancia? Ex-
plicarlo.

Los distintos procedimientos emplea-
dos para resolver la primera parte del
problema fueron los siguientes:

Procedimiento 1. (Este procedimiento
fue usado por la mayoria de los alum-
nos). Se traza una recta R horizontal y
un punto p fuera de ella. Luego se toma
un punto x sobre objeto en la recta (o
un punto x aproximadamente sobre la
recta) y se define el segmento xp. Se
modifica la posicién de x y de p hasta
que se consigue un segmento vertical
de 6 cm.

La discusion
con los alummnos
permitié que éstos
conjeturaran
que la distancia
estd dada
por la medida
del segmento de
longitud minima
entre el punto
¥ la recta,

Y que observaran
que dicho
segmento
se encuentra sobre
la perpendicular.

P P
R X
p
X R
Figura 10

La ausencia de «escaleras» en la recta R
y en el segmento xp asegura su per-
pendicularidad, pero esta condicién no
estd explicitada sino usada intuitiva-

101

mente. En una instancia posterior, cuando se les propuso
el mismo problema partiendo de una recta R oblicua, se
evidencié que la perpendicularidad no era considerada
como parte necesaria de la definicién, ya que en la mayo-
rfa de los procedimientos no aparecié ni el trazado de la
perpendicular usando el comando disponible en el ment
ni la medicién del dngulo.

Procedimiento 2 (Este procedimiento, que explicita la
perpendicularidad, fue presentado por una sola pareja de
alumnos). Se toma una recta R oblicua, por dos puntos a
y b. Se traza una perpendicular P a R por 4. Se toma un
punto p sobre la recta P. Se define y se mide el segmen-
to a_p y se mueve p hasta obtener la medida de 6 cm.

Figura 11

Procedimiento 3: (Esta construccidon que también explici-
ta la perpendicularidad, fue hecha por sélo una pareja
que primero habia reatizado el procedimiento 1). Se toma
una recta R oblicua por dos puntos a y b, y un punto p
fuera de ella. Se crea y mide el segmento ap. Se marca y
mide el dngulo bdp. Se mueve p hasta lograr la medida
de 6 cm v el dngulo bdp recto.

P p
b R b R
a, a
2 R
bR bR
a a
Figura 12

La segunda parte del problema fue respondida con las
siguientes expresiones: «hay infinitos puntos a la misma
distancia», «existen millones de puntos con la misma dis-
tancia respecto a la recta», <hay infinitos puntos que for-
man una recta paralela a la primera».

Conclusiones

El trabajo desarrollado en el taller nos ha mostrado que
es posible <hacer matemdtica» en el nivel secundario, y



| que el CABRI es una herramienta de gran potencial didac- nes de espacio no desarrollaremos aqui
o tico cuyo uso implica, sin embargo, un cuidadoso analisis otros ejemplos. S6lo mencionaremos
. de sus posibilidades. que esta dificultad también se puso de

L . . . . manifiesto al trabajar la composicién de
Si bien en algunos casos fue posible utilizar las impreci- . P ,
: o .simetrias axiales secantes y tratar de
siones de medida inherentes al programa, para resaltar la

Liliana Sifieriz conjeturar la relaciéon entre el dngulo de

necesidad de recurrir a las construcciones exactas, en Raquel Santinelli rotacion del movimiento resultante con
otros casos esta dificultad debi6 ser tenida en cuenta para | Departamento de Matemética. el angulo entre los ejes de simetria, En
no introducir un obsticulo didictico. No siempre la medi- Centro Regional este caso el margen de error imposibili-

Universltario Bariloche. - t6 que los alumnos dedujeran que el
Universidad Nacional qd ] q

del Comahue angulo de rotacién es el doble del
concepto de distancia de un punto a una recta. Por razo- Argentina ingulo formado por los ejes.
P o g g p ]

da sirve para conjeturar definiciones y propiedades, tal
como se puede observar en el ejemplo anterior sobre el
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Trazado de curvas ilustres.
Una propuesta con CABRI Ii

Agustin Carrillo de Albornoz Torres

Inmaculada Llamas Centeno

Después de una breve
introduccién donde se
exponen algunas ideas sobre
lo que han supuesto las
nuevas fecnologias en la
ensefianza y de cémo creen
los autores que deben
utilizarse en el aula, se
muestra una propuesta para
tratar distintos lugares
geométricos con ayuda del
ordenador.
Utilizando el programa
CABRI Il se propone el
estudio y la construccién de
ciertas curvas como son los
6valos de Cassini, el caracol
de Pascal, la nefroide y la
cicloide dibujadas a partir
de su definicién como
lugares geométricos que se
complefan con otros métodos
de consfruccién utilizando
envolventes.

Se infenta ofrecer una visién
de las posibilidades del
ordenador para facilitar su
incorporacién al aula, como
material a disposicién del
profesor y del alumno.

ESDE HACE ANOS se habla de la incorporacién de las
nuevas tecnologias al 4mbito educativo, sin que los resul-
tados obtenidos hayan estado en consonancia con la
importancia atribuida y con las expectativas que sobre el
papel ofrecian para modificar los procesos de ensefianza
y aprendizaje.

Calculadoras, video, ordenador y, ahora, también internet
y multimedia han entrado en el aula de forma muy diver-
sa y con planteamientos muy variados, encontrando exce-
sivas dificultades, s6lo superadas por las iniciativas de los
docentes y por el interés que en los alumnos despertaban.

Estos desencantos también han alcanzado a las matemati-
cas, drea que parecia estrechamente ligada con estas tec-
nologias, que en poco o en casi nada han modificado la
metodologia y los planteamientos empleados en el aula.

En la utilizacién de las denominadas nuevas tecnologias,
de las que la escuela no puede quedar al margen, pero de
las que tampoco podri esperar que sirvan para solucionar
los problemas que la Educacion plantea, se deberdn eva-
luar y aprovechar las ventajas y posibilidades que ofrecen,
considerandolas como un recurso mas a disposicion del
profesor y del alumno.

Capacidad grifica, realizacion de tareas mecanicas, rapi-
dez, facilidad para modificar y obtener nuevos resultados
son cualidades a tener en cuenta para fomentar su utili-
zacidn del ordenador como material de ayuda y de con-
sulta en el trabajo de clase.

Poco a poco han aparecido programas que pueden resul-
tar muy validos para tratar distintos elementos del curricu-
lo y con los que es conveniente familiarizar al alumnado
y al profesorado. Serd necesario adaptar los contenidos y
la metodologia para incorporar distintos programas como
los de calculo simbodlico, de estadistica o de construccio-



nes geomeétricas, entre otros, de la misma manera que en
otras ocasiones se utilizan geoplanos, mosaicos, poliedros
u otros materiales tan Gtiles en el aula como lo es el libro
de texto.

Las actividades, que exponemos a continuacién, estan
basadas en el empleo de un programa de trazado geo-
meétrico como recurso para el estudio y construccién de
varias curvas dlustres» como una actividad mds de ayuda
en el desarrollo de los contenidos de geometiia, aplica-
bles tanto en Educacion Secundaria Obligatoria como en
las matematicas del Bachillerato.

La utilizacién de un programa de este tipo permite abor-
dar la geometria a través de la experimentacién y la mani-
pulacién de distintos elementos, facilitando la realizacion
de construcciones geométricas para deducir resultados a
partir de la observacion directa frente a la deduccién abs-
tracta empleada en numerosas ocasiones.

Para realizar las siguientes actividades hemos utilizado
CABRI-GEOMETRE en su versién II, aunque, evidente-
mente, servird cualquier otro de caracteristicas similares.

La facilidad de aprendizaje y la sencillez para disefar y
construir ayudaran en la resolucién de las distintas activi-
dades planteadas que tan s6lo intentan mostrar algunas
de las posibilidades que ofrecen estos programas que, uti-
lizados de manera adecuada, seran muy ttiles tanto para
el profesor como para el alumno.

De cada una de las curvas estudiadas: ¢valos de Cassini,
caracol de Pascal, nefroide y cicloide, exponemos méto-
dos de construccion basados en la propia definicién de la
curva como lugar geométrico y, en ocasiones, también a
través de envolventes.

Aunque una vez conocida la expresion de una curva, bas-
tard con representarla con un programa adecuado como
DERIVE, MATHEMATICA, etc., estudiando a continuacién
sus propiedades, preferimos aprovechar las posibilidades
que CABRI ofrece para simular movimiento a través de la
opcion Animacién o para dibujar directamente el lugar
geométrico seleccionado la correspondiente opcién, apro-
ximando su construccion al método que, en su dia, gene-
16 su estudio y descubrimiento.

Deseamos recordar que algunas de las curvas expuestas
llevan el nombre o fueron estudiadas por Giovanni
Cassini y por Christian Huygens, en cuyo recuerdo se ha
bautizado la misién espacial que recientemente ha parti-
do hacia Saturno.

Ovalos de Cassini

Engloban un conjunto de curvas definidas como el lugar
geométrico de los puntos del plano, tales que el produc-

...algunas
de las curvas
expuestas llevan
el nombre o
Jueron estudiadas
por Giovanni
cassini
Y por Christian
Huygens,
en cuyo recuerdo
se ba bautizado
la mision espacial
que recientemente
ba partido bhacia
Saturno.

Figura 1

104

tos de las distancias a dos puntos fijos
llamados focos es una constante,

Si representamos la constante por &2, el
lugar geométrico se puede expresar
mediante la igualdad

PF - PF' = b?
en la que F y F' representan a los focos,
tales que FF' = 2a.

La relacion entre los valores a vy b deter-
mina el tipo de curva que se obtendri.

e Sib>a,lacurva serd un 6valo que
no se corta a si mismo.

e Sib =a, apareceri la lemniscata de
Bernoulli.

e Sib < a, representara dos 6valos
separados.

Algunos dvalos de esta familia aparecen
en la figura 1.

Ewrtlos de Cassini

Para calcular la ecuacién en coordena-
das cartesianas de esta familia de curvas
bastard con aplicar la expresion de la
distancia entre dos puntos en la defini-
cién de los 6valos, obtendremos

[(X—a>2 + YZH(XHL)Z + yz]: b

que, en coordenadas polares, serd

ttrat— 2% cos 20 = h*

Estas curvas fueron estudiadas en ‘1680
por el astrénomo y matematico francés
Jean Dominique Cassini (1625-1712),
del que cabe destacar su contribucién
en el descubrimiento de satélites de los
planetas Jupiter y Saturno, y al que en
1672 se le nombrd astrénomo real y pri-
mer director del Observatorio de Parfs.



Los trabajos de Cassini sobre los 6valos
que llevan su nombre se publicaron en
1749 por su hijo en el libro Elements
d'astronomie.

Para construir los évalos de Cassini uti-
lizando CABRI, se deben realizar los
pasos siguientes:

e« Dibujar una circunferencia cuyo
didmetro sea la distancia focal FF'.

e Una vez fijado el eje mayor AB,
sefialar un punto P en la circunfe-
rencia.

e Trazar desde el vértice A la semi-
rrecta que pasa por P y que cortard
a la circunferencia en el punto Q.

e Con centros en el foco Fy en F
dibujar dos circunferencias de
radios AQ y AP, respectivamente.

Los puntos de interseccién M y N
de estas dos circunferencias serdn
puntos de la curva.

Una vez activada la traza de los puntos
M y N, aplicamos movimiento al punto
P a través de la opcidn Animacion para
obtener la representacion de la curva,
que podemos observar en la figura 2.

Recordemos que, como alternativa a las
opciones Trazay Animacion, se podra
utilizar la opcién Lugar Geométrico
para obtener el lugar representado por
los puntos M y N cuando el punto P
recorre la circunferencia.

Cuando se utiliza esta Gltima opcidn,
una vez dibujada la curva, podremos
desplazar un foco sobre el eje para
obtener los distintos tipos de dvalos.

Caracol de Pascal

Se puede definir como el lugar geomé-
trico de los puntos del plano cuya dis-
tancia a los puntos de una circunferen-
cia es una constante, estando la distan-
cia medida en las cuerdas trazadas
desde un punto fijo de la propia cir-
cunferencia.

Al trazar una cuerda con origen en el
punto A de una circunferencia, la cor-
tard en otro punto que representamos

Archive Edicion Opciones Ayuda
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— Activar |a braza de los puntos My N
e Animar el punto P para que se
e desplace por la circunferencia.

Figura 2

El caracol recibe
su nombre
de Etienne Pascal
(1588-1651)
padre
de Blaise Pascal,
aungue también
Jfue estudiada por
Gilles Personne
de Roberval
(1602-1675).

por M. Los puntos P y Q de la semirrecta AM que cum-
plen la condicién

PM=QM=b
pertenecen al caracol de Pascal, siendo b la constante.

La expresion en coordenadas cartesianas de esta curva es
2.2 2 22,2
(x +y —Zax) =b (X +y )

siendo a el radio de la circunferencia y bla constante que
determina la distancia de los puntos.

En coordenadas polares el caracol se expresa por la
igualdad:

r=b+acosB

Al igual que ocurre con los dvalos de Cassini, las expre-
siones anteriores determinan una familia de curvas, ya
que segln la relacion existente entre los valores a y b
obtendremos distintas curvas, algunas con denominacion
propia.

Asi cuando b = 2a, aparece una cardioide y para b = a se
obtiene la curva denominada trisectriz.

El caracol recibe su nombre de Etienne Pascal (1588-
1651) padre de Blaise Pascal, aunque también fue estu-
diada por Gilles Personne de Roberval (1602-1675).

Para realizar la construccién, segln la propia definicion,
realizaremos las operaciones siguientes:




-
s
E

e Sobre una circunferencia fijar el punto A y un punto
M que se desplazari sobre ella,

e Trazar la semirrecta AM.

e Una vez fijado el valor de b, dibujar una circunferen-
cia con centro en M y radio b.

e Sefialar los puntos P y Q de interseccion de esta cir-
cunferencia con la semirrecta AM, que determinan el
caracol de Pascal,

Al activar la traza de los puntos P y Q representados en
la figura 3, y aplicar a continuacién animacién sobre el
punto M obtendremos la representacién de la curva.

CARACOL DE PASCAL

MP=MQ=h

Activar la traza de los puntos Py Q

Desplazar el punto M por la circunferencia

Figura 3

Otro procedimiento para obtener esta curva consiste en
fijar un punto A en el plano y un punto M en una cir-
cunferencia, trazar la circunferencia con centro en M y
radio AM y construir el lugar geométrico descrito por esta
circunferencia cuando M recorre la circunferencia inicial
(Figura 4).

Figura 4
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Cambiando la posicién del punto A,
observaremos los efectos que produce
en el lugar geométrico, obteniendo
como caso particular la cardioide cuan-
do el punto A estd en la circunferencia.

El caracol de Pascal también se puede
obtener como la curva podaria de una
circunferencia con respecto a un punto
del plano.

Partiendo de una situacién andloga a la
anterior, un punto M de una circunfe-
rencia y un punto exterior A, trazamos
la perpendicular por el punto A a la
recta tangente a la circunferencia en el
punto M. El punto P, interseccién de las
dos rectas, es un punto de la curva que
se completara al mover el punto M en
la circunferencia. (Figura 5).

PODARIAS

Lugar geométrico de los ples de las
perpendiculares (P) bazadas a desde
unpunto A a las tangentes a la curva.

Figura 5

Evidentemente, cuando el punto A tam-
bién es de la circunferencia, aparecera
la cardioide representada en la figura 6.

PODARIAS

Lugar geométrico de los pies de las
perpendiculares (P) razadas a desde
unpunto A a las tangentes a la curva

Figura 6



Nefroide

Definida como el lugar geométrico des-
crito por un punto fijo de una circunfe-
rencia de radio « (circunferencia gene-
ratriz) que se desplaza, sin resbalar,
sobre el exterior de una circunferencia
de radio 2a (circunferencia directriz).

La nefroide pertenece a una familia de
curvas denominada epicicloides, gene-
radas como los lugares geométricos
descritos cuando la circunferencias
generatriz y directriz tienen radios a 'y
b, respectivamente.

La cardioide, citada en el apartado ante-
rior, pertenece a esta familia ya que se
puede obtener cuando los radios de las
dos circunferencias son iguales.

Para representar en forma paramétrica
una nefroide, escribiremos

x = a(3cost — cos3t)

y

que en coordenadas cartesianas se

a(3sent — sen3t)

expresa por
(x% + y* — 4a%)? = 108ay?

El nombre de nefroide se lo dio en
1878 el matemadtico inglés Richard A.
Proctor (1837-1888), aunque, su estudio
se realiz6 en 1679 por Christian Huy-
gens (1629-1695), cientifico holandés
cuyos trabajos sobre lentes le sirvieron
para descubrir los anillos v un satélite
de Saturno. Inventd el reloj de péndulo
en 1656 y en 1673 publico las leyes del
péndulo y varios teoremas sobre la
fuerza centrifuga.

Para obtener su trazado realizamos los
siguientes pasos:

e Trazar una circunferencia ¢ y mar-
car un punto H en ¢

e Dibujar el segmento AB y un punto
S en él

e Definir utilizando Transferencia de
medidas, el punto M en la circun-
ferencia tal ge la distancia del arco
HM sea igual a la del segmento AS.

e Dibujar la circunferencia tangente a
la anterior en el punto M cuyo
radjo sea la mitad del radio de la
circunferencia c.

e Senalar en esta nueva circunferencia el punto P que
describird el lugar geométrico.

e  Activar la traza del punto P y animar el punto S que
se desplazara por el segmento.

Como alternativa al altimo paso, se podra utilizar la
opcidn Lugar Geométrico para obtener el lugar descrito
por el punto P cuando S recorre el segmento.

MNEFROIDE

Es el lugar descrito por ufi punto fijo P
de una cireunferencia de radior que
se desliza por el exterior de una
circunferencla de radio 2r.

S

x I 7Gem 5
Figura 7
También se puede obtener una nefroide como envolven-
te de un conjunto de circulos (¢, y ¢, en la figura 8) tan-
gentes al didmetro MN de una circunferencia.
R
NEFROIDE
Como ehvolvente de
clreunferencias
<2 '
. .. ¢l
e
:/p\ A
h o
<
. N
Figura 8
NEFROIDE
Como envolvente de
circunferencias
Figura 9
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Ademis; podra trazarse como envolvente de un didmetro

(AB en la figura 10), de una circunferencia que se desli-

za. sin resbalar, por el exterior de otra circunferencia de
b

igual radio.

NEFROIDE
como envolvents del
diamero 4B

Figura 11

Con similares construcciones dibujaremos circunferencias
de radios distintos para obtener nuevas curvas de la fami-
lia de epicicloides, asi como para determinar que lugar
geométrico se dibujard cuando una circunferencia se des-
plaza sobre el interior de otra circunferencia.

Cicloide

A esta curva se le llam6 la «Helena de los gedmetras» por las
continuas disputas que su estudio ocasion6 en el siglo XVIL.

Definida por Mersenne (1588-1648) en 1615, aunque
conocida anteriormente, como el lugar geométrico que
describe un punto fijo de una circunferencia (rueda) que
gira sobre una recta (suelo),

A esta curva
[cicloide]
se le llamo
" la «Helena
de los geometras»
por las continuas
disputas que
su estudio
ocasiono
en el siglo XVII.
Definida por
Mersenne
(1588-1648)
en 1615, aunqgue
conocida
anteriormente,
como el lugar
geomeétrico
que describe un
punto fijo de una
circunferencia
(rueda) que gira
sobre una recta
(suelo).

El interés por esta curva estd basado en
una paradoja de Aristételes: ¢Por qué
dos circunferencias concéntricas, reco-
rren una distancia igual si se les hace
girar seglin una circunferencia y reco-
rren distancias proporcionales cuando
se les hace girar separadas?

Si el radio de la circunferencia es a, las
ecuaciones paramétricas de la cicloide
se expresan por las igualdades

x = a(t — sent)
y = a(l — cost)

Denominada cicloide por Roberval, fue
estudiada por Galileo (1564-1642) que
intentd calcular el drea encerrada por
un arco de curva utilizando para ello
procedimientos mecénicos, obteniendo
una buena aproximacion del resultado
que establece que el 4rea encerrada
bajo un arco de curva es tres veces el
area del circulo que la genera.

Sin lugar a dudas, podemos afirmar que
esta curva despertd pasiones entre los
matematicos del siglo XVII, como lo
prueba que en su estudio, ademas de
los ya citados, intervinieron Torricelli
(1608-1647), Fermat (1601-1665), Des-
cartes (1629-1695), Huygens e, incluso,
Pascal (1623-1662), que llegd a propo-
ner un concurso sobre esta curva, plan-
teando una serie de cuestiones sobre
propiedades que él ya habia descubier-
to. El concurso se declard desierto y
Pascal public sus trabajos.

Para dibujar la cicloide y simular el
movimiento de la circunferencia sobre
una recta, realizaremos
siguientes:

los pasos

° Trazar una semirrecta cuyo origen
serd un punto A.

e Sea P un punto en la semirrecta.

e Fijado el radio r, trazar la circunfe-
rencia generatriz tangente en el
punto P a la semirrecta.

e Utilizar la opcién Transferencia de
medidas para obtener un punto M
en la circunferencia, tal que el arco
PM sea igual al segmento AP.

e Dibujar el punto N simétrico de M

con respecto a la perpendicular a
la semirrecta en P.



La cicloide, representada en la figura
12, es el lugar geométrico del punto N
cuando P recorre la semirrecta.

Indicaremos que el punto N es necesa-
rio ya que, por la forma en la que
CABRI realiza la transferencia de medi-
das, el punto M se genera midiendo a
la derecha de P, por lo que, si dibuja-
mos el lugar geométrico de M, obten-
driamos una cicloide invertida.

La cicloide puede considerarse dentro
‘de una familia de curvas a la que per-
tenecen la cicloide prolongada genera-
da por un punto de una circunferencia
concéntrica con la circunferencia gene-
ratriz v la cardioide acortada obtenida
cuando el punto pertenece a un circun-
ferencia concéntrica interior con la
generatriz,
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Mosaicos.

Movimientos en el plano

Antonio Bermejo Fuertes

En el arficulo se muesiran
unos materiales con los que
se invita al profesorado a
compartir, en el
deparfamento de
Mateméticas, el estudio y
resolucién de algunos
problemas concretos del
curriculo del 2.° ciclo de la
ESO, que hacen referencia a
formas poligonales y a
movimientos en el plano. Se
trata de aportar ideas
concretas que puedan ser de
inmediata aplicacién en la
practica. Ademds, el andlisis
de materiales, llevado a
cabo por un grupo de
profesores, es la mejor
garantia de investigacién y
de reflexion sobre su uso,
pudiendo servir, por una
parte, como referencia para
una posterior elaboracién
propia y, por otra, méas
importante, para posibilitar
una reflexién sobre la
practica diaria en el aula.

g N LA LOGSE se insiste una y otra vez en que disponemos
de un curriculo abierto; es decir, un proyecto, un plan de
accién en el que no todo estd decidido, sino que hay
muchas decisiones que deberdn ser tomadas por el equi-
po de profesores de cada centro, en primer lugar, y des-
pués y, como consecuencia de ello, por el profesor en
cada aula. Estas decisiones, como es légico, se iran vien-
do reflejadas en la practica diaria; de lo que se deriva la
importancia de organizarla coherentemente y, en conse-
cuencia, también los materiales que vayamos a utilizar.

Los profesores tenemos que ser conscientes de que esta-
blecer la labor diaria del aula (lo que quiere decir, deter-
minar claramente qué queremos que nuestros alumnos
aprendan y mediante qué actividades intentaremos que se
consiga este aprendizaje) no se puede dejar a la intuicion
ni a la simple imitacién del libro de texto; y aunque el uso
de este material sigue siendo prioritario en las aulas, es
importante que no sea el Gnico referente curricular.

Por materiales curriculares podemos entender todos aque-
llos recursos que ayudan al profesorado a adoptar deci-
siones en el proceso de ensefianza/aprendizaje. Su utili-
zacion, como ya se ha indicado anteriormenté, necesita
de unos acuerdos previos, primero en el claustro, y des-
pués en el seminario o departamento, que permitan dar
coherencia a la actividad educativa del centro. Su funcién
no es, por tanto, definir para el profesorado las intencio-
nes educativas (ya que éstas tienen que fijarse previa-
mente mediante los Proyectos del Centro), sino ayudarle
a llevarlas a la practica. Por este motivo no se deberfan
aplicar sin mas materiales ya elaborados por otras perso-
nas, siendo fundamental que, previamente a su utiliza-
cién, los profesores de cada centro reflexionen sobre la
posible validez de cara a su centro y a sus alumnos, estu-
dien los fundamentos de cada propuesta, los valoren vy,



posteriormente, decidan sobre su uso inmediato o posible
modificacién.

Ademads de los libros de texto, es conveniente contar con
materiales diversos, de distintas caracteristicas (guias
didacticas, ejemplos de programaciones, ejemplos de acti-
vidades, trabajos elaborados por alumnos, libros de con-
sulta, cuadernos de trabajo, etc.) que, utilizados de una
forma flexible, permitan adecuarse al contexto, a las carac-
teristicas de los alumnos, a los objetivos, a los contenidos
y al enfoque metodolc’)gico que el centro haya adoptado.

Un tema muy actual en los medios educativos es distinguir entre
lo que es util de aprender y lo que es deseable de ensefiar,...
lo extraordinariamente indtil es aquello no adecuado ni al nivel
ni a la capacidad del que aprende (Claudi Alsina, 1987).

En este proceso es importante una autoformacién del pro-
fesor, centrada, prioritariamente, en la reflexién sobre la
propia practica educativa, buscando la forma de que los
alumnos estén mds motivados y trabajen con mayor entu-
stasmo. Esto sélo se consigue ensayando, planteando
situaciones de aprendizaje distintas, buscando respuestas
nuevas a los problemas cotidianos que se presentan en el
aula., Ademds, este proceso es mucho mds fértil cuando se
realiza con los demds companeros del centro, a través de
un trabajo en equipo, lo que propicia un enriquecimien-
to mutuo mediante un trabajo compartido en el que se
pueden discutir y coordinar acciones, planificando la
practica educativa en comtn y siendo capaces de llegar a
tomar decisiones que respondan a criterios consensuados.

El material que se presenta a continuacién se encuadra en
el Bloque 3.° (Representacién y organizacion en el espa-
cio» de la Educacién Secundaria Obligatoria. Estd pensa-
do para el 2.° ciclo, y puede ser Gtil como un primer paso
para entrar en el estudio de la Geometrfa. Es un tema que
puede considerarse muy motivador para los alumnos ya
que los conceptos geométricos aqui elaborados son acce-
sibles para cualquier alumno del ciclo 14 a 16 afios; ade-
mds para empezar a trabajar se necesita muy poca infor-
macion y no es dificil ir encontrando resultados parciales,
en los que cada alumno, de acuerdo con sus posibilida-
des, interviene con mayor o menor profundidad.

Los objetivos que se deben conseguir, su concrecién en
el aula (objetivos didacticos), asi como los contenidos que
hay que ensefiar para alcanzar dichos objetivos, se expli-
citan en el cuadro 1.

En el cuadro 2 se presenta un mapa conceptual con con-
tenidos conceptuales. Estos mapas son modelos que sir-
ven para representar conceptos y las relaciones que se
dan entre ellos. Su elaboracién potencia el pensamiento
reflexivo, la creatividad v el espiritu critico. Asimismo,
favorecen el pensamiento divergente al permitir interro-
garnos sobre las propiedades de un concepto: qué es,

para qué sirve, como funciona, dénde
estd... Cuando son discutidos y cons-
truidos en grupo ayudan a compartir
significados.

Su uso, aunque presenta en un princi-
pio ciertas dificultades y son precisas
clertas técnicas para su elaboracion,
permiten, en compensacién, estructurar

de manera clara y precisa todos los con-

Objetivos

Resolver problemas de clasificacién, trazado o combinacién de for-
mas poligonales.

Saber trazar y clasificar mosaicos y decoraciones del plano.
Apreciar las cualidades estéticas, creativas y geométricas inherentes a
las decoraciones artisticas del plano basadas en repeticiones.
Utilizar las isometrias, analizando su potencial generador en las for-
mas. geométricas.

€
Objetivos didécticos

Desarrollar estrategias de busqueda de figuras que rellenen el plano.
Utilizar correctamente el libro de espejos en la obtencion de mosaicos.
Describir la obtencién de «mosaicos especiales».

Obtener transformaciones de figuras planas a partir de disefios o crea-
ciones arfisticas.

Identificar las isometrias o movimientos del plano, sabiendo ufilizarlos
y comprendiendo sus propiedades fundamentales.

Confiar en las propias capacidades para percibir las construcciones planas.

Contenidos conceptuales

Mosaicos. Mosaicos regulares.

Reticulas regulares que rellenan el plano: triangular, cuadrada y
hexagonal.

La reficula rémbica.

Mosuaicos semirregulares.

Mosaicos semirregulares congruentes. Los ocho modelos.

Isometrias bésicas: simetrias, traslaciones y rotaciones o giros.
Composicion de isometrias bésicas.

Conl'enidbs procedimentales

Manejo de figuras planas para la comprobacién de conjeturas,

Uso del libro de espejos para la obtencién de mosaicos.

Confeccion de la red triangular, cuadrada y hexagonal.
Construccion de figuras planas a partir de una dada ufilizando los
movimientos:

Comprobacion de propiedades que caracterizan los mosaicos utili-
zando movimientos.

Contenidos actitudinales

Apreciar la belleza derivada de la repeticién ritmica geoméiricamen-
te de motivos planos.

Valoracién de las cualidades artisticas de los mosaicos y de su uso rei-
terado a lo largo de la historia del arte. :
Curiosidad e interés por investigar sobre configuraciones y formas
generadas dindmicamente.

Flexibilidad para enfrentarse a situaciones geométricas desde distintos
puntos de vista.

Valoracion del trabajo coperativo en equipo.

Cuadro 1

m i
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tenidos, de ahi el que puedan considerarse como instru-
mentos muy efectivos para presentar relaciones que de
otro modo serfa complicado explicitar.

Como actividad prictica se propone al lector hacer un
mapa conceptual con los contenidos procedimentales y
actitudinales del cuadro 1, y relacionarlos con los corres-
pondientes contenidos conceptuales del cuadro 2.

En cuanto a las orientaciones didacticas, la dindmica que
se propone es la de realizar las distintas partes de la acti-
vidad (acciones) de una forma personal, que después dé
lugar a una discusién y trabajo en grupo, y a una poste-
rior puesta en comiin de conclusiones de toda la clase;
esto Ultimo con el fin de propiciar un didlogo participati-
vo de todos los alumnos, que permita completar las accio-
nes y profundizar en aquellos aspectos que el profesor
estime mas oportunos.

Finalmente, es preciso recordar que las actividades no son
procedimientos (estos son contenidos, algo que hay que
aprender), sino un vehiculo para que se aprendan esos y
otros contenidos. En las que siguen, en primer lugar apa-
rece una breve introduccién para proponerse a continua-
cién el desarrollo de una accién concreta. Dichas accio-
nes cumplen alguna de las premisas siguientes, donde se
intentan recoger las caracteristicas mds importantes que
deberian cumplir todo tipo de actividades:

1. Deben posibilitar descubrir propiedades: se da una
informacién por dibujos y el alumno tiene que
encontrar las figuras o transformaciones objeto de
estudio. Por ejemplo, la accion 1.

2. Han de potenciar el pensamiento creativo: cualquier
situacién problemitica es preciso abordarla haciendo
uso de todas las técnicas disponibles (medir, construir,
dibujar...), mostrando disposicion a interrogarse ante
cualquier situacién, formulando hipotesis y compro-
bandolas experimentalmente. Por ejemplo, la accién 3.

3. Deben propiciar que se generen aplicaciones: se trata
de realizar dibujos 0 esquemas a partir de un mode-
lo abierto y flexible dado, con el fin de generar algo
nuevo relacionado con el tema objeto de estudio. Por
ejemplo, la accién 4.

4. Han de permitir resolver situaciones problemdticas
- planteadas: en este sentido, es importante tener en
cuenta que toda actividad ha de generar en primer
lugar desequilibrio, y después asimilacién y acomo-
dacién de los nuevos conceptos. Por ejemplo, la
accién 2.

Mosaicos

N.P.P. (Nota para el profesor).- Deseamos encontrar los mosaicos
regulares y la condicién que han de cumplir los dngulos interio-

...la dinamica
de trabajo que
se propone es
la del profesor
Jacilitador,
cooperador
con el alumno,
que interviene
solo cuando
es necesario,
estimulando
la colaboracion
¥ la discusion
entre
sus alumnos.

res de los poligonos regulares que los defer-
minan. La forma en que se presentan estas
primeras actividades es abierta; el profesor
no indica la solucién correcta, sino que
ayuda a sus alumnos a analizar las solucio-
nes intermedias, a que adopten criterios de
clasificacion, a que desarrollen su capaci-
dad de iniciativa e investigacién. De esta
forma la dindmica de trabajo que se propo-
ne es la del profesor facilitador, cooperador
con el alumno, que interviene sélo cuando
es necesario, estimulando la colaboracién y
la discusién entre sus alumnos.

Accidén 1

Los suelos y paredes de muchos edifi-
cios poseen formas decorativas forma-
das por combinaciones geométricas
que solemos llamar mosaicos. Aqui tie-
nes un ejemplo.

Figura 1

Puedes ver que las piezas no dejan
huecos ni se superponen unas sobre
otras.

Si el mosaico estd formado por poligo-
nos regulares, todos del mismo tamafio,
se denomina regular.

Contesta a la siguiente pregunta valién-
dote s6lo de dibujos: ¢Se puede embal-
dosar el plano s6lo con cuadrados?
Supdn, para ello, que el plano no tiene
limites ni formas fijas, que los cuadra-
dos son todos iguales y que el embal-
dosado se realiza haciendo coincidir los
lados completos.

N.PP- En esta accién se pretende que el
alumno trabaje Gnicamente con la vista. Es
decir, no puede utilizar ninguna herramien-



ta, ni siquiera lapiz y papel. La técnica que
hay que emplear consiste en observar defe-
nidamente un cuadrado, imaginar qué ocu-
rriré si colocamos a su lado ofros cuadra-
dos, yuxtapuestos unos a ofros y, si de esta
forma, seriamos capaces de rellenar el
plano. En realidad muy probablemente la
solucién al ejercicio se encuentre a nuestros
pies, en el svelo del aula que ocupamos,
que estard formada, muy posiblemente, por
baldosas cuadradas todas iguales. En este
sentido hay que destacar que la manipula-
cién de objetos y la visualizacién de image-
nes ayuda a comprender enormemente cier-
tas situaciones; mas aon, el grado de visuali-
zacién que puede alcanzar un alumno
depende, en gran medida, de dicha manipu-
lacién y de la construccién de formas. Poste-
riormente a este primer momento, en el que el
alumno investiga a través de la experimenta-
cién y la observacién, vendrd un segundo
paso de formalizacién, estableciéndose las
propiedades esenciales que verifican los
mosaicos regulares. Asi para Pérez Gomez
(1995) «la visudlizacién juega un papel
importante en el proceso de aprendizaje del
alumno... La creacién de imdgenes mentales
es irreemplazable en fodo pensamiento, ya
que constituyen el recurso para promover la
actividad intelectual que sirve de intermedia-
rio entre la memoria permanente del alumno
y la experiencia directa, es decir, entre el
mundo real y el mundo interior».

Accién 2

En las condiciones anteriores: ;se
puede embaldosar el plano con sélo
tridngulos equilateros? Y con pentigo-
nos regulares? ;Y con hexdgonos regu-

lares?

Recorta varios poligonos iguales, y
compruébalo. En el caso del cuadrado
podrds verificar ahora si la respuesta
que has dado en la actividad anterior es
la adecuada.

Accién 3

La accién 1 también la puedes resolver
de una forma muy sencilla utilizando el
libro de espejos scomo?

Este libro es muy sencillo de construir.
Basta tomar dos espejos de 10 X 10 cm

El libro
de espejos es
una berramienta
muwy 1itil para
el estudio
de los poligonos,
de sus elementos
mdas
caracteristicos;
asi como
para el estudio
de sus medidas.
Asimismo también
nos puede servir
para
el tratamiento
manipulativo
del concepto
de simetria yy para
identificar
regularidade
en figuras
geométricas,
formas
de la naturaleza,
dibujos...

¢

y unirlos por uno de sus bordes con cinta adhesiva, de
manera que las superficies reflectantes queden hacia el
interior.

[

7N

Figura 2

Si colocamos las dos hojas del libro sobre dos lados con-
secutivos del cuadrado ¢qué ocurre? Repite esta operacidon
para el resto de poligonos de la accidon 2.

N.P.P- En estas primeras acciones hemos fratado de desarrollar
estrategias de busqueda de figuras que rellenen el plano. El libro
de espejos es una herramienta muy 0til para el estudio de los
poligonos, de sus elementos més caracteristicos; asi como para
el estudio de sus medidas. Asimismo también nos puede servir
para el fratamiento manipulativo del concepto de simetria y para
identificar regularidades en figuras geométricas, formas de la
naturaleza, dibujos...

Accién 4

Ya sabemos que el cuadrado rellena el plano, siendo
necesario cuatro de ellos para dar una vuelta completa
alrededor de un punto.

En la figura 3 aparece dibujado el d4ngulo interior del cua-
drado. (Cudl es su valor? ;Qué relacion existe con el giro
completo? Vamos a comprobar que esta misma relacion
también la ha de cumplir cualquier poligono regular que
rellene el plano. De entrada verificalo para los poligonos
solucién que hayas obtenido en la accion 2,

RN EnE

Figura 3

N.PP- Tras la primera fase manipu
acciones, en ésta se pretende que
lizar la construccion de los mos
averiguar por qué unos poligo
cién pedida y ofros no. Todo el
sores de 360 que son a
regulares; posteriorment

cepto.de giro, en



ra de los vértices del poligono y girando una amplitud igual a su
ngulo interior un nimero exacto de veces, podemos volver al
punto de partida.

Accién 5

En las acciones anteriores has comprobado que entre los
poligonos regulares de 3 a 6 lados, hay varios que relle-
nan el plano. Se trata ahora de buscar entre el resto de
poligonos regulares. En primer lugar, por triangulacion
buscamos una férmula que nos permita calcular el valor
del dngulo interior de cualquier poligono regular.

N.° de N.° de Suma dngulos | Valor de cada
Poligono lados trigngulos interiores dngulo interior
Trigngulo 3 1 1x180 180/3 = 60°
Cuadrado 4 2 2x 180 360/4 = 90°
Pentdgono 5
Hex&gono 6
Poligono de
n lados n

Completa la tabla y contesta: ¢(Qué poligono regular tiene
el dngulo interior méds pequefio? ;Cuil es su valor? ;Y cual
tiene el mis grande y qué valor tiene?

N.P.P- El proceso de triangulacién, consiste en descomponer el
poligono de partida en el menor nomero posible de triangulos;

Observa la secuencia de la figura 4;
todos los sumandos del resultado son
divisores de 360. ;Por qué? ;Cudntos son?

Una forma cémoda de obtenerlos se con-
sigue colocandolos adecuadamente en
esta tabla. Complétala y obtén los 24 divi-
sores. De acuerdo con lo indicado ante-
riormente, sélo cuatro pueden ser dngu-
los de poligonos regulares. ;Por qué?

Comprueba después si, ademas, esos
cuatro valores corresponden al dngulo
interior de un poligono regular (utiliza
la tabla de la accién 5) y verifica que
sélo tres lo hacen.

Accidn 7

El rombo no es un poligono regular, sin
embargo es un modelo muy empleado
en pavimentos de mosaicos. Comprue-
ba que rellena el plano,

Juega con el rombo, construye varios
iguales y comprueba después que colo-
cados convenientemente dan la impre-
si6n de una red de cubos escalonados.

N.PP- En esta actividad el alumno puede
diferenciar entre moverse en el plano [obser-

para ello basta trazar diagonales desde un vértice. En el caso de ... reconocer

relaciones
y regularidades,
asi como saber
generar ejemplos

vando hexagonos), o hacerlo en el espacio
{viendo cubos apilados). En este sentido la
Geometria ofrece numerosas posibilidades

n lados es preciso utilizar el lenguaje algebraico; se trata de
hacer una conjetura y después comprobar si la propiedad es

vélida para todos los casos. En este sentido, reconocer relacio- para desarrollar la percepcién e infuicién

nes y regularidades, asi como saber generar ejemplos para espacial. El estudio de formas y tamafio de

poner a prueba una conjetura, son estrategias muy interesantes obijetos en el espacio, de su direccién, orien-

para realizar generalizaciones.

para poner facién y perspectiva, son aspectos que permi-
a pru eba ten desarrollar la capacidad de observacion,
Accién 6 . la comprensién de relaciones espaciales y la
una conjetura, representacién de objetos en el espacio
Vamos a calcular los divisores de 360; después compro- son estrategias P ! pacto.
baremos si son dngulos interiores de poligonos regulares muy interesantes ..
y asi podremos encontrar los poligonos regulares que “ p Accion 8
| . ara realizar
rellenan el plano. p i } Comprueba que un hexdgono regular
5‘ En primer lugar descomponemos 360 en factores primos. generaiizaciones. puede descomponerse en tres rombos;
¢Cudntos divisores tiene? por ello, el rombo es un submdltiplo de
la red hexagonal. Pero a la vez es un
(14242%4+2%).(1 +3+3%)(1 + 5) miltiplo de la red triangular jpor qué?
1 2 2> 28 ) .
; Mosaicos semirregulares
32 Accién 9
5 Los mosaicos semirregulares se obtie-

Figura 4 nen empleando varias clases de poligo-




nos regulares, con la condicion de que
sean del mismo tamafio los de cada
clase y que unos y otros tengan los
lados de igual longitud.

Por ejemplo, con octdégonos y cuadra-
dos se puede construir uno de ellos.
Este mosaico también puede obtenerse
a partir de un octégono y el libro de
espejos. ;CoOmo?

Accién 10

Uniendo hexdgonos por un vértice de

forma horizontal, y por un lado, de

forma vertical, y rellenando los <hue-
cos» con tridngulos, tenemos otro
mosaico semirregular. Recorta hexdgo-
nos y tridngulos equildteros, con lados
de igual longitud, e intenta obtenerlo.

Accién 11

Hay numerosos mosaicos semirregula-
res, pero en cambio son muy pocos los
que cumplen la condicién de que en
todos los vértices del mosaico se
encuentren los mismos poligonos y en
el mismo orden (mosaicos congruen-
tes). Asi, el mosaico de la accién 9 es
congruente; sin embargo, el de la
accién anterior no. ;Por qué?

Accion 12

Recorta poligonos regulares de 3, 4, 5, 6,
8y 12 lados, de tal modo que todos ten-
gan el mismo lado. Construye con ellos
mosaicos semirregulares. ¢Cudles son
congruentes? Intenta encontrar los ocho
mosaicos semirregulares congruentes.

N.P.P- Tras una primera fase de bisqueda
mds o menos aleatoria (semejante a la rec-

Figura 5

Hay numerosos
mosaicos
semirregulares,
pero en cambio
SON My Pocos
los que cumplen
la condicion
de que en todos
los vértices
del mosaico
se encuentren
los mismos
poligonos
) en el mismo
orden
(mosaicos
congruentes).

lizada para los regulares), se pasard o un estudio sistemdtico,

para lo cual se podrén seguir los pasos que se indican a conti-
nuacién. Ahora bien, esta primera fase se considera bésica ya
que, entre ofras cosas, permitird que el alumno reflexione sobre
la dificultad del problema planteado, al mismo tiempo que podré
investigar sobre aspectos muy concretos que después le orienta-
ran hacia la solucién de una forma més répida, como por ejem-
plo lo son, el nmero minimo y méximo de poligonos regulares
que pueden concurrir en un vértice cualquiera del mosaico, o
sobre la clase de poligonos que pueden ser éstos.

Paso 1.° Teniendo en cuenta la tabla de la accién 5, estudiar
todos los posibles mosaicos cuando son tres los poligonos que
confluyen por vérfice. A este estudio se le puede dar un trata-
miento algebraico a través de las siguientes ecuaciones:

al 2X+Y=360 o X+Y+Z=2360; siendo X, Y, Z angulos
interiores de poligonos regulares. Asi en la primera se van
dando valores a X {60, 90, 108...) y se va calculando Y
(teniendo en cuenta que basta estudiar los casos en que
Y > X}. gPor qué?

b) En el caso de que las incognitas sean el nimero de lados,
las ecuaciones a resolver serian: 1/X+ 1/X+ 1/Y=1/2
o V/X+1/Y+1/Z=1/2. sPor qué?

Nota.- Si uno de los tres poligonos tiene un nimero impar de
lados, esto obliga a que los poligonos que le rodean no sean dis-
tintos en lados consecutivos, lo que simplifica bastante la bos-
queda, ya que sélo es preciso hacerlo entre los poligonos con un
ndmero par de lados.

Paso 2.° Hacer lo mismo para cuatro o cinco poligenos por vér-
tice. 3Por qué no es preciso hacerlo para seis o mas?

Nota.- En el caso de cuatro poligonos, una de las ecuaciones es
2X+2Y =360 conY >X; aqui se abren muchos interrogan-
tes, como por ejemplo 3qué representan las incégnitas?; spor
qué sblo hay dos?; gpor qué Y > X2... E incluso simplificando y
dando valores a X se obtiene rapidamente un mosaico semirre-
gular formado por dos trigngulos y dos hexégonos en cada vér-
tice, que colocados adecuadamente hacen que el mosaico sea
congruente. En el caso de cinco poligonos, al ser un nimero
impar, ocurre como en el caso de tres, por lo que se simplifica
bastante la bosqueda.

Movimientos en el plano

En las acciones anteriores hemos intentado llegar a saber
trazar y clasificar mosaicos y decoraciones del plano a
partir de figuras planas. Nos centramos ahora en los movi-
mientos en el plano.

Si tomamos los mosaicos regulares, al ser todas las piezas
iguales, podemos suponer que una pieza genera otra vecina
mediante distintos tipos de movimientos. En la figura 6 apa-
rece un mosaico regular formado por tridngulos equilateros.




El paso del tridngulo 1 al 2, le llamamos traslacion;
mediante este movimiento conseguimos que los tridngu-
los se recubran a si mismos de forma que el ornamento
de partida, el mosaico regular, no haya cambiado.

A
3
r ] 2
4

Figura 6

Lo mismo ocurre con otros dos movimientos més: asi el
paso del tridngulo 1 al 3, lo logramos al girar el 1.° alre-
dedor del punto A, un anglo de 60° le llamamos rota-
cion; el punto A se llama centro del giro. Finalmente, el
paso del 1 al 4, le llamamos reflexion sobre la linea r, que
se denomina eje de simetria. Traslacién, rotacion y refle-
xién son tres movimientos mediante los cuales puede
hacerse coincidir una figura consigo misma.

Accién 13

El mosaico de la figura 7 estd formado a partir de un
modulo plano: «l hueso» (poligono nazari muy usual en
la Alhambra de Granada). Tiene como poligono base un
cuadrado, y se ha obtenido a partir de dicho poligono
mediante el principio que rige en los médulos planos
(variar la forma manteniendo su superficie). Se trata de
investigar sobre el menor motivo, es decir, la menor por-
cion del disefio, que mediante traslaciones da lugar a todo
el conjunto.

Figura 7

N.P.P- Aparte de las caracteristicas puramente mateméticas de
este poligono nazarf (p.e. es un poligono céncavo, tiene cuatro
dngulos interiores rectos...), posee la «propiedad» de crear
belleza. Los matemdticos del Islam fueron maestros en este
campo, asi en sus trabajos en la Alhambra podemos observar

Figura 8

que no se limitaron a llenar el plano con sim-
ples poligonos, sino que, a partir de disefios
basicos, fueron capaces de conseguir com-
posiciones de gran atractivo y armonia.

Si nos olvidamos de sus colores (es decir,
fijagndonos solamente en el fondo y en el
disefio en sf) estos mosaicos (Alhambra,
Mezquita de Cérdoba...) son un material
muy airactivo y Otil para estudiar las isome-
trias en el plano y sus composiciones.

Accién 14

Observa los mosaicos de la figura 8 (se
deben al artista holandés Escher).
Buscar motivos minimos que generen
todo el conjunto por traslaciones. Si se
utilizan ademds otros movimientos o
una composicién de los mismos ;pue-
den reducirse dichos médulos basicos?

N.P.P- El propio Escher fue un gran estu-
dioso de la Alhambra, La diferencia de sus
mosaicos con respecto a los de aquella, resi-



de en que Escher los doté de vida propia a
través de animales y plantas; aunque esta
incorporacion de seres vivos le obligd a uti-
lizar, en algunos casos, geometrias no
euclideas.

Por ofro lado las posibilidades que ofrece
cada mosaico son mdltiples. Asi, partiendo
de que los giros o rotaciones quedan deter-
minados al conocer el centro del giro y el
angulo (teniendo en cuenta que su sentido
positivo es el contrario a las agujas del reloj)
y observando de nuevo un mosaico cual-
quiera, como por ejemplo el de la accion
13, surgen moltiples preguntas: tomando
uno cualquiera de los «huesos», determinar
el angulo y el centro que genera a cada uno
de los huesos adyacentes. En alguno de
estos casos, bien porque cambie el valor del
4ngulo, bien porque varie el centro del giro
zes posible mds de una solucion?

La visualizacién juega de nuevo un papel
determinante en el proceso de trabajo
con los alumnos. Si tomamos un dnico
«hueso» y colocamos un. espejo sobre
una linea de puntos que lo divida justa-
mente por la mitad, surge de forma natu-
ral la idea de reflexién como movimiento
del plano que deja invariante la figura.
Ahora bien, este hecho es valido sélo en
sentido euclideo {se conservan las distan-
cias y los dngulos, aunque para éstos se
inviertan sus sentidos), ya que aunque la
figura obtenida parezca la misma que la
de partida, sus puntos inferiores ocupan
ahora una posicién diferente y los dnicos
puntos que no modifican su posicién son
los que se encuentran sobre el propio eje.
En el caso de la rotacion (movimiento del
plano que conserva las distancias y los
angulos) el Onico punto invariante es el
centro del giro.

Accién 15

Observa la figura 9 (también son dos
mosaicos de Escher). ;Qué transforma-
ciones necesitas para componer todo el
mosaico? Busca en cada caso el motivo
minimo. (Es posible, sin tener en cuen-
ta la diferencia de colores, obtener todo
el mosaico a partir de un solo elemen-
to bésico: qinete y caballo», u, chombre-
cillow, respectivamente?

...los mosaicos
permiten acercar
la matemdtica
al mundo real,
los alummnos,
partiendo de
un planteamiento
experimental
e intuitivo,

Y a través de
la visualizacion,
representacion y
experimentacion,
pueden analizar
2y resolver
situaciones
artisticas. ..

N.P.P- De nuevo se pueden plantear mltiples preguntas, inclu-

so en un sentido inverso, por ejemplo «indica dos hombrecillos
de forma que se pueda llevar uno sobre ofro haciendo primero
un giro y después una traslaciéns.

Alguna composicién de movimientos como por ejemplo «la sime-
tria con deslizamiento», que es poco intuitiva y, en consecuencia,
dificil de asimilar, podemos observarla mas facilmente en el
mosaico de los jinetes. En este caso, un caballero blanco, tiene
que moverse en la tercera dimensién para poder cubrir a uno
negro; es decir, ha de dejar el plano, ser colocado al revés y a
continuacién ser deslizado para poder cubrir a uno negro.

Finalmente es preciso comentar que el frabajo en el aula se
puede ampliar hasta intentar objetivos mas ambiciosos, por
ejemplo reconocer que la composicién de isometrias lleva siem-
pre a una de las cuatro isometrias distintas: reflexién o simetria,
rotacién o giro, fraslacién y deslizamiento (simetria con trasla-
cién); o bien, comprobar que el conjunto de movimientos que
aplican una figura en si misma es un grupo con la composicion
de movimientos.

En definitiva, los mosaicos permiten acercar la matemati-
ca al mundo real, los alumnos, partiendo de un plantea-
miento experimental e intuitivo, y a través de la visualiza-
cién, representacion y experimentacién, pueden analizar
y resolver situaciones artisticas, en las que se realza, mas
que las figuras geométricas que las determinan, el con-



cepto de transformacion geométrica y su composicion. Se
puede relacionar asi Arte y Geometrfa. Y todo ello,
pudiendo poner en prictica la tan traida frase de que «El
aspecto formativo cobra fuerza frente al informativo. Los
procesos de pensamiento son tan importantes como los

productos finales del mismo.
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La mar de silencio

Miquel Alberti Palmer

Tras relatar la experiencia
vivida al pasearme por las
dunas del desierto marrogui
siento la imposibilidad de
contar cantidades finitas de
granos de arena. Me doy
cuenta de que en este dmbito
s6lo vale el dicho: o fodo o
nada. Para contar me bastan
los cifras 0, 1, «. 3Cémo
definir pues una suma y un
producto en este conjunto
que sean coherentes tanto
con la suma y producto
corrientes como con las
ideas de nulidad, finitud e
infinitud que sugieren los
simbolos 0, 1 e =2 Al
intentarlo veo que la
coherencia estd refiida con
la légica usual: he aqui el
trampolin para indagar.

NOCHE no me sentia nada bien. Justo después de cenar,
y a pesar de la juerga que se estaba montando, decidi
acostarme. Si me hubiese quedado tampoco hubiera par-
ticipado en la diversion, tan solo les habrfa aguado la fies-
ta. Por suerte las cosas cambian y también acaba lo que
parece interminable. Los malos acompafantes de estos
Gltimos dias han huido: ya no me duelen ni el estdbmago
ni la cabeza y la diarrea ha desaparecido. Hice bien en
comer poco. Ahora, a punto de clarear pero bien espabi-
lado, jlo nunca visto!, me siento como nuevo, Y el paisa-
je que contemplan mis ojos hace que todo me parezca
¢idilico?, ¢utdpico?, ficticio?, srreal?, ¢onirico?, ;mentira?
No, no es mentira. La realidad vuelve a superar a la fic-
cién que la imaginacion sugiere, pero si a menudo es eso
lo que nos hace dudar de que lo vivido sea real, ahora es
precisamente esto lo que me permite asegurar que no
suefio. Tampoco puedo ser la victima de un espejismo
porque es imposible que el mar quieto y silencioso de
dunas rosadas que se extiende hasta el horizonte, mire
donde mire, lo sea. Uno puede padecerlos en el desierto:
charcos de agua cristalina, bosques de palmeras que cobi-
jan un oasis, montones de terrones que anuncian un
poblado, y muchos otros. jPero el desierto entero no
puede ser un espejismo de si mismo!

Antes de que todos se levanten me voy a dar una vuel-
ta por las dunas. Quiero pasearme solo por la arena. En
seguida me sorprende su finura. Es mucho mds blanda
de lo que me habia imaginado y caminar sobre ella no
resulta cosa ficil: me hundo hasta las rodillas. El color
rosado que ahora tiene no serd el mismo dentro de un
rato. A lo largo del dia pasard por una infinidad de tona-
lidades. Leyendo el tiempo en cada uno de sus croma-
tismos los tuareg convierten su mar en un inmenso reloj
de color, no de arena.



Me habré alejado unos doscientos metros de las jaimas,
pero ain no he perdido de vista sus estandartes. Unos
pasos mds y me quedaré completamente solo enmedio de
las olas. ¢Sabré nadar?

Sentado en tierra cojo un punado de arena. Fina y fria
como un liquido, forma una pequena cascada cuando se
me escuste entre los dedos. Pero no fluye toda, muchos
granos se me quedan pegados en la mano, alojados entre
las dunas de mis huellas dactilares: transformados alli en
rocas gigantescas.

Imposible contarlos. Demasiados y demasiado pequenos.
Entonces si no puedo contar los que se me han quedado
pegados, scudntos habia cogido?, ;cudntos veo de un vis-
tazo?, ;cudntos forman una duna?, ;cudntos hay en todo el
desierto? No s6lo es imposible contarlos, sino nombrarlos,
¢qué nimero se necesita pronunciar?, ;diez millones?, sun
millén de millones?, sinfinito? Quiza si, pero sé que aun-
que son muchos los que hay tampoco son infinitos por-
que el desierto es limitado. Cierto es que ocupa un espa-
cio enorme y que cada uno de los granos que lo llenan
s microscopico, diminuto, muy poca cosa, pero al fin y
al cabo alguna cosa es. Por tanto, a pesar de ser muchisi-
mos, serdn finitos. Un nimero brutal e inimaginable.

El vocablo desierto sugiere a la vez ideas contrarias como
nada e inmensidad, vacio y plenitud, nulidad e infini-
dad. ;Estoy seguro de que son contrarias? ;Qué se puede
contar en el desierto? Me refiero a los desiertos de arena
como éste, no aquellos en que uno puede ver un cactus
aqui, una piedra alli, unos matorrales mds alld. No, en el
desierto-desierto uno tiene pronto la impresion de que si
quiere contar alguna cosa los niimeros no le servirdn de
gran ayuda o, dicho de otra manera, con pocos tendri
suficiente. Sin drboles ni piedras ni animales que contar,
solo arena, el sol y, de vez en cuando, la luna, uno se da
cuenta de que hay bastante con utilizar tres cardinales. Se
puede contar ningiin grano, un grano, muchos granos,
como hacia la gente de la prehistoria. Y si cambias de
tema puedes decir un sol, una luna, un cielo, o bien: nin-
guna luna, ningtin sol. De la Gnica cosa que hay muchos
es de granos de arena y son tantos que sélo puedes
hablar de ninguno, de uno o de todos, la infinidad. Hace
falta una paciencia casi infinita para contar una cantidad
finita. No hay término medio. Luego para contar me bas-
tan las cifras 0, 1 y e. ¢Cémo puedo calcular con ellas?
¢Qué representa cada una? Si interpreto 0 como la nada;
1 como lo finito; y e, como lo infinito, entonces para
sumar puedo pensar que:

nada + nada = nada
finito + finito = finito
infinito + infinito = infinito

finito + infinito = infinito

Imposible
contarlos.
Demasiados
Y demasiado
pequerios.
Entonces si
no puedo contar
los que se me han
quedado pegados,
JCUAntos
habia cogido?,
Jcuantos veo
de un vistazo?,
Jcuantos forman
una duna?,
Jcudantos hay en
todo el desierto?
No solo
es imposible
contarlos,
sino nombrarios. ..
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para construir la tabla de sumar:

O] 1o
01|
T11 1]

y, de la misma forma, la de multiplicar:
nada - nada = nada
finito - finito = finito
finito - nada = nada
infinito - infinito = infinito

infinito - finito = infinito

i

infinito - nada = ?

¢Como definir el Gltimo producto? Este
es uno de los casos de indeterminacion
del dlgebra de limites. Tal vez no ven-
dria mal decir:

infinito - nada = finito

01|
00|01
1101w
BORE

Ahora bien, ¢hasta qué punto son cohe-
rentes estas tablas? ;Se comportan como
la suma y el producto corrientes? La
suma asi definida es asociativa, conmu-
tativa y tiene elemento neutro: el 0,
PEro no nos permite restar porque ni 1
ni eo tienen simétrico. Si queremos que
funcione como la suma de numeros
enteros habrd que afiadir los simétricos
de 1y de ee: — 1 y —eo. Entonces tendre-
mos mds problemas. ;Qué serd oo — oo
Veamos qué pasa diciendo oo — oo =

F e =110 1] e

Todo elemento tiene simétrico, hay
neutro y se cumple la propiedad con-



mutativa (como puede apreciarse en la
simetrfa diagonal de la tabla), pero esta
suma tampoco funciona como la de los
nGmeros enteros porque no es asociativa:

1+(o—o)=1+0=1
(1+oo)—oo=oo—oo=0

Quizds el problema es que se han de
cambiar algunas operaciones. (Quién
sabe si diciendo e — eo = 1 se arreglaria
todo? Esttdiense varias opciones y tam-
bién qué pasaria con el producto en
caso de afiadir a su tabla los elementos
—1y —oeo.

Curiosamente desaparecen los proble-
mas al alejarnos de lo que antes nos
parecia lo mas razonable:

+ [ 0|1 ]

O 1| e
1110
oo | o0 | O] 1

O] 1 |e
010|010
1101 |e
oo | O] e | ]

Estas tablas, aunque se nos antojen ilo-
gicas, funcionan porque se comportan
como la suma y el producto ordinarios:
el conjunto {0, 1, e} con la suma y pro-
ducto definidos en ellas tiene estructu-
ra de cuerpo conmutativo: ambas ope-
raciones son asociativas, conmutativas,

JSon logicas estas
operaciones?
[..]

JEs que a veces
algo ilogico
resulta razonable?
[.]

A quién
se le ocurre
pensar en estas
tonterias?

Miquel Alberti
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tienen elemento neutro (0) y elemento unidad (1), todo
elemento admite simétrico y, si es diferente de cero,

inverso. Bajo un punto de vista estructural funcionan por-
que han heredado los rasgos del gran cuerpo (R, +, 9,
pero por otra parte son absurdas:

infinito + finito = nada !l
infinito + infinito = finito !!
finito + finito = infinito !l
infinito + infinito = finito !!

¢;Son logicas estas operaciones? Si, y prueba de ello es que
se ajustan a una estructura logica, pero no nos lo parecen
porque nuestra logica, aquella a la que estamos acostum-
brados, es otra. ;Son razonables por el hecho de ajustarse
a un determinado tipo de estructura? ;Es que a veces algo
ilégico resulta razonable? ;No eran [dgico y razonable
conceptos sindnimos? ;A quién se le ocurrirfa sumar y
multiplicar siguiendo estas leyes? ;No es la bisqueda de

¢ .
coherencia estructural la que ahora nos ha llevado a un

absurdo? (No es esto contradictorio? ;A quién se le ocurre
pensar en estas tonterfas?

Habia pensado llevarme una botella llena de arena rosa-
da, un puniado de desierto que me hiciera revivir y creer-
me que de verdad me habia paseado por sus olas de
polvo, pero si lo hubiera hecho asi siempre me habria
preguntado cudntos granos contenia. Por eso decidi lle-
varme s6lo uno. Un Gnico grano de todos los que forman
el desierto. ;Se puede elegir s6lo uno de entre tantos?
Tarea dificil. Lo mio me costdé tomartlo entre los que el
sudor habia pegado a mis huellas dactilares y esconderlo
en un pliegue de papel. Después de ducharme limpié la
ropa y los zapatos, suelas incluidas, de cualquier polvare-
da. No queria llevarme ningun otro.

Ahora lo tengo aqui, en casa. Es mi grano de arena de
recuerdo al'y del Sahara, Sin par a pesar de sus lejanos e
incontables compafieros. Casi un punto matematico. Mio.
Unico. Chiquitin.



EL CAZADOR DE DRAGONES

(Relacionado con el Editorial)

Habia una vez, hace muchos afios, en un pais remoto, un ciudadano que después de una profunda reflexion
decidié dedicarse profesionalmente a cazador de dragones.

Para ello, se preparé concienzudamente. Buscé toda la bibliografia existente sobre el tema, la estudié en pro-
fundidad, construyé las armas y artefactos que en ella se describian y después de tres o cuatro afios pensd
que ya estaba suficientemente capacitado para cazar dragones y se dedicé a buscarlos por todos los sitios
para poder cazarlos.

Y aqui le surgi6 el problema: no encontré dragones por ninguna parte, con lo que pensé que habia malgas-
tado tiempo y esfuerzo y entré en un estado depresivo bastante agudo. Hasta que encontrd a un amigo suyo,
que casualmente era matemdtico, y le conté toda la historia, a lo que éste le respondié:

~ Esto que te ocurre no es ningn problema. Tienes una solucién muy facil: jPon una academia y ensefia a

matar dragones!
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Imre Lakatos
Pruebas y refutaciones

No es Pruebas y Refutaciones [P y R} un texto facil. Lakatos es un escritor duro, matiza hasta el
extremo, y los temas sobre los que escribe no son precisamente triviales. El libro deja huella, pro-
voca y fuerza el pensamiento de quien lo lee y es muy dificil de abarcar en su totalidad. A pesar
de ser un texto de historia y filosofia internas de las matemdticas, resulta interdisciplinar (con-
ceptual, metodolégica y culturalmente) en su interinidad. Esta interdisciplinariedad choca con el
corto positivismo que impregné nuestras matemdticas universitarias; el libro resulta asf un vendo-
val de aire fresco que requiere calma y tiempo para ser controlado infeligentemente. Me fiaré,
pues, de la memoria como guia de mis comentarios, en lugar de recurrir a una somera revisién
apresurada del libro. Lo que seleccione serd lo que de momento me ha sido finalmente Gil, y en
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cualquier caso serd representativo de mi particular lectura, nece-
. s o
sariamente provisional, de Pruebas y refutaciones’.

Estamos ante una obra refinada y exquisita. El primer acerca-
miento produce una sensacién de plenitud cultural, de entusias-
mo ante la poderosa demostracién del amplio bagaie intelectual
del autor. Un bagaje matematico, filossfico, histérico, politico y
sociolégico. Cualquier libro aporta pistas sobre la personalidad
del escritor: P y R descubre un Lakatos riguroso, polemista infati-
gable, acido, irrespetuoso e irénico. No me resisto a incluir algu-
nos (deliciosos) parrafos que justifiquen los fres dltimos adjefivos:

* Uno se pregunta cuando «El autor confiesa su ignorancia
en el dominio x» sustituira al eufemismo «el autor da por
supuesta la familiaridad con el dominio x»: sin duda tan sélo
cuando se reconozca que el conocimiento carece de funda-
mentos. (nota n.° 63)

* Gamma: 3Entonces, es un contraejemplo una critica?

Maestro: Ciertamente. Las conjeturas ignoran desagrados y
sospechas pero no pueden ignorar los contraejemplos.

Zefa [aparte]: Obviamente, las conjeturas son muy distintas
de quienes las representan. (pag. 27)

® Matthiessen posee una notable confianza en su método de
convertir contraejemplos revolucionarios en burgueses ejem-
plos eulerianos bien ajustados. (nota n.° 48)

Esta fercera cita muestra el empleo irénico de una terminologia poli-
fica izquierdista que se puede encontrar en ofros pasaies del libro:

Esta formulacién matizada recibe en el segundo articulo un
curioso giro imperialista. (nota n.° &}
Pero la ironfa es sélo aparente. La acusacién de imperialista al
deductivismo es coherente con el pensamiento del autor y el final
de la nofa n.° 68 indica que Lakatos utiliza de forma ingeniosa,
productiva, provocadora y muy atractiva las analogias entre el
campo de la politica y el campo de la ciencia:
La analogia entre ideologfas politicas y teorias cientificas es,
por tanto, mucho mas estrecha de lo que normalmente se
cree: las ideologias politicas, que pueden comenzar discu-
fiéndose (y quizé acepténdose tan sélo bajo presién), pueden
convertirse en- conocimiento -bésico incuestionable en una
sola generacién: los criticos se olvidan (quizé se ejecutan)
hasta que una revolucién vindica sus objeciones.
Me extiendo en aspectos secundarios porque motivaron mi curio-
sidad por las circunstancias personales del autor. No resulta fcil
encontrar datos biogrédficos sobre Lakatos {1922-1974) (los libros
sobre filosofia de la ciencia suelen ser publicaciones extremada-
mente serias). Recojo algunos de los que aportan Davis y Hersh2:

Licenciado en fisica, matemdticas y filosofia. Su madre y su
abuela murieron en Auschwitz. Después de la guerra fue comu-
nista activo, llegando a ocupar un alto cargo en el Ministerio de
educacion de su pafs (Hungria). Defenido en 1950 cumplié tres
afios de carcel. Tras la sublevacion de 1956 huyé a Inglaterra
donde bajo la influencia de Popper y Polya desarrollé su obra.

Cualquier libro
aporia pistas sobre
la personalidad
del escritor:
Pruebas y
Refutaciones

, descubre
un Lakatos
riguroso,
polemista
infatigable,
dcido,
irrespetioso
e ironico.

1 Una divulgacion clara de la
aportacién de Pruebas y refu-
taciones a la forma de enten-
der las matemdticas puede
verse en Davis y Hersh: Expe-
riencia matemdtica, MEC y
Labor, 1988.

2 Obra citada.

3 Thomas S. Kuhn: «Notas sobre
Lakatos». Recogido en Imre La-
katos: Historia de la Ciencia y
sus reconstrucciones raciona-
les, Tecnos, 1974, 1982,
1987 y 1993

Pruebas y refutaciones es un libro sobre his-
toria de las matemdticas. Una historia ex-
clusivamente interna que pretende una
reconstruccion racional del proceso de con-
jeturas, pruebas y refutaciones que a lo
largo del siglo XIX discute la validez de la
inicial conjetura ingenua de Euler sobre Ia
relacion entre vértices, caras y aristas de un
poliedro, lo que nos permite asistir al cruce
de ideas que esté en los origenes de la
Topologia. Pero la historia de Lakatos no es
una narracién ni un andlisis estructural sino
una obra de teatro, representada en este
caso por un profesor y sus alumnos {una
clase més bien aventajada, como reconoce
el propio Lakatos) que son quienes escenifi-
can en un tiempo limitado la discusién.

Se ha criticado duramente a Lakatos por su
modelo de historia de la ciencia como
reconstruccién racional del pasado. Desde
lvego que cualquier obra histérica, de cual-
quier escuela, lo es en la medida en que es
un producto intelectual, pero Lakatos parece
optar por ordenar y encorsetar el pasado en
la rigidez de un desarrollo argumental al ser-
vicio de su modelo explicativo de la génesis
del conocimiento matemdtico. La <historia
real» (esa que ya no existe) «resuenas», como
dice Lakatos, en las notas a pie de pégina,
aportando al espectador o espectadora infor-
macién adicional {asi descubrimos, por ejem-
plo, en la interesante nota n.° 1, que
Descartes ya habia intuido la conjetura de
Euler) o recordéndole que no estd ante una
simple obra de ficcién, que los argumentos
de los actores lo fueron en su momento de
Cauchy, Hessen, Lhuilier o Gergonne.

Una novela o una obra de teatro histéricas
reinventan el pasado, pero ello no impide
su aceptacién por la critica. Se da por
supuesto que el género, por su propia natu-
raleza, tiene derecho a recurrir a estas
licencias. Ocurre que la historia y la filoso-
fia de la ciencia tienen pretensiones dog-
mdticas: intenfan en sus frabajos definir el
camino de las futuras investigaciones. La
critica (los criticos a la postre prefenden lo
mismo) se hace entonces més dura. Recojo
aqui una interesante objecién de Kuhn3:

«La historia ha de ser reconstruida sin vio-
lentar los datos disponibles por causa de la



seleccion e interprefacion. Sélo si se emplean

estos y ofros criterios internos del oficio de
historiador, las conclusiones de la investiga-
cién histérica podrén contradecir y cambiar
la posicién filoséfica con la que el historia-
dor empezara. Lo que me inquieta del ensa-
yo de Lakatos es que excluye todos estos cri-
terios, privando asi a la historia de toda fun-
cion filoséficas.

Los manuales més divulgados de historia de
las matemdticas presentan la creacion
matemdtica como producto de mentes
geniales aparentemente desconectadas del
resto de los mortales. Si una determinada
época resulta especialmente fructifera en
este tipo de genios, se habla enfonces del
espiritu de dicha colectividad o de la socie-
dad en que viven. El espiritu de los pueblos
se llega a convertir en ocasiones en el dato
objetivo desde el que se justifica la evolu-
cién de la historia. Es raro encontrar enfo-
ques mds progresistas como el que desarro-
lla en algunos pérrafos de su sencillo pero
profundo librito Lucio Lombardo Radice?,
una bonita sintesis de historia interna y
externa, donde sin llegar a establecer
conexiones fuertes, de tipo determinista,
entre la evolucién de la sociedad y la de las
matemdticas resalta el paralelismo de los
caminos seguidos por las dos en los siglos
posteriores al Renacimiento.

Aceptar que una historia social esté necesa-
riamente ligada al externalismo supone ob-
viar opciones tan enriquecedoras como la
de Py R. Me atreveria a interpretar esta
obra como un ejemplo de historia social in-
terna. Crelle, Matthiessen, Jonquiéres, Poin-
sot, Lhuilier, Gergonne, Baltzer, Grunert,
Bérard, Hessel, Heis, Eschweiler, Becker,
etc., me resultaban totalmente desconocidos
antes de P y R. Lakatos estd citando, sin
duda, a matemdticos del XIX de nivel alto
pero no habituales en los textos de historia.
No tuvieron la intuicién original del teorema
ni han quedado como autores de algin final
transitorio, pero sus aportaciones, sus
dudas, sus conjeturas y contraejemplos, sus
conservadurismos o sus cambios de enfo-
que, fueron etapas claves en el proceso. Al
enfrentar sus lineas de pensamiento, Lakatos
estd mostrando la historia como una crea-

cién colectiva,

Pruebas
Y refutaciones
es un libro
sobre filosofia
de la ciencia (de
las matematicas)
cuya finalidad,
declarada en
la introduccion,
es desarrollar
un fuerte ataque
al formalismo,
«el 1ltimo eslabon
de una larga
cadena
de filosofias
dogmadticas
de las
matematicas».

4 la matemética de Pitdgoras a

Newton, Ed. Laia, Barcelona,
1983.

Me pregunto Ultimamente si no
hay algo patolégico en todo
esto. Escuchemos a Bertrand
Russell: «Necesitaba la certi-
dumbre en idéntica forma en
que la gente necesita la fe reli-
giosa» (citado por Davis y
Hersh en Experiencia matemé-
tica).

«Regresién infinita y funda-
mentos de la matematica.
Recogido en Imre Lakatos:
Matemdticas, ciencia y episte-
mologia, Alianza Universidad,
1981y 1987.

Pregunto cémo pudimos por-
que era claro que el cuerpo no
lo aceptaba. Sin duda debio
funcionar una especie de subli-
macién, una forma de contra-
rrestar un cierto complejo de
inferioridad. Me refiero a los
mortales, claro. Porque bour-
bakistas convencidos, haber-
los, los habia y desde luego
«haylos».
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Desde la consiruccién axiomdtica de Euclides, las matematicas (més
bien habria que decir la geometria) gozaron de una consideracién
especial dentro de las ciencias. Ni siquiera el ataque del empirismo
a las pretensiones de cerfeza de la ciencia llegd a poner en cuestién
este baluarte Gltimo de seguridad. Los resultados de Los Elementos
seguirian siendo vélidos, se ha afirmado en infinidad de ocasiones,
aunque el mundo fuera de ofra manera. Asi hasta el XIX, en que la
aparicién de las geometrias no euclideas {un final inesperado para
lo que inicialmente era sélo un pequefio ajuste motfivado por esa
vieja prefensién de perfeccionismo a uliranza (se buscaba, se busca,
satisfaccién, seguridad, conviccién plena)) provoca una crisis aguda
de inseguridad (se dice crisis de fundamentos) que desemboca en el
cambio de siglo en el formalismo y el logicismo. Puesto que la geo-
metria no era fiable se recurrié sucesivamente a la aritmética y a la
teorfa de conjuntos, pero los perseguidores de certezas infalibles®
continuaron implacables su labor critica. Asi, paradoja tras parado-
ja hasta llegar al terreno seguro de un mero juego simbdlico vacio
de contenido y sostenido por las reglas de la Légica. Como bien
advierte Lakatos (el alumno Kapa en Py R} «si quiere usted que las
matemdticas tengan sentido, ha de abandonar usted la certeza. Si
quiere usted certeza elimine el significado». O también®: «La Logica
tal vez explique la matematica, pero no puede probarlax.

La deshumanizacion de las Matemdticas. Al igual que en Arte, el
paradigma matemdtico del siglo XX ha estado guiado por la abs-
traccién.  (En nuesiro caso, la abstraccién como programa en el
reino de la abstraccién. Es decir, la abstraccién de la abstraccién).
Pero mientras algunos artistas sostuvieron que este era el camino
para una comunicacién mds intensa, las matemdticas se encerra-
ron en el elitismo de la forma que se justifica a si misma. 3Cémo
pudimos llegar a aceptarlo en nuestros afios de Universidad?” En
cualquier caso no fuimos los Gnicos. Todavia hoy muchas personas
piensan las matemdticas como el dnico reducto de cerfeza absolu-
ta, aunque para ello deba ser inevitablemente vacio.

v

Pruebas y refutaciones es un libro sobre filosofia de la ciencia {de
las matemdticas) cuya finalidad, declarada en la introduccién, es
desarrollar un fuerte ataque al formalismo, «el Gltimo eslabén de
una larga cadena de filosofias dogmdticas de las matemdticas».
Para Lakatos, las matemdticas «no se desarrollan mediante un
mondfono aumento del nimero de teoremas indubitablemente
establecidos, sino mediante la incesante mejora de las conjetu-
ras, gracias a la especulacién y a la critica, siguiendo la légica
de pruebas y refutaciones», y como ejemplo de la validez de su
planteamiento escenifica el desarrollo de la conjetura:-de Euler. Es
cierto que en la historia real las cosas no suceden linealmente,
como en el teatro de Lakatos, pero ello no es un dato en contra.
Lo que interesa es que «la incesante mejora de las conjeturas, la
especulacion y la crifica» ocurrieron y ocurren realmente.

Sin dnimo de ser exhaustivo resaltaré algunas sorpresas y algu-
nos conceptos Utiles recogidos a lo largo del apasionante pro-
ceso que se describe en el libro.
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® Prueba. Para mi era equivalente a demostracién. Es cierto que
esta segunda palabra es més contundente pero la expresidn
«queda probado el teorema» se emplea habitualmente en el sen-
tido de que ya no quedan dudas sobre su validez. Para Lakatos,
«prueba» es «un experimento mental (o “cuasi-experimento”) que
sugiere una descomposicién de la conjetura inicial en subconje-
turas o lemas, incorporandola asi a un cuerpo de conocimiento
tal vez muy lejano».

Veamos como ejemplo tres de los posibles enfoques para probar
el teorema de Pitgoras: mediante puzzles diversos, a partir del
teorema del cateto, o a partir de las propiedades de las opera-
ciones de los vectores libres del plano o del espacio. En los dos
Gltimos casos estamos incorporando la conjetura sobre la rela-
cion entre los lados de un trigngulo rectangulo o cuerpos de
conocimiento cada vez mas lejanos del inicial en que fue for-
mulada. 3Tenemos entonces tres demostraciones del teorema?
No, tenemos fres pruebas.

e Anélisis de la prueba. Proceso creativo necesario para encon-
trar caminos que permitan superar las dificultades planteadas
por los contraejemplos. La ofra opcidn (entran ganas de escribir
«la Gnica que nos vendieron», pero no esté claro que vendieran
siquiera esfo] es la modificacién ingenua de la conjetura. Las
pruebas, enorme sorpresa, no siempre prueban lo que pretendian
probar. No es grave que una prueba sea refutada.

La descomposicién de la conjetura mediante la prueba supone la
aceptacion implicita del «entorno ambiental» (el cuerpo de cono-
cimiento) en que se despliega la conjetura, pero este puede ser
discutido por la critica por inadecuado, obsoleto, restrictivo o
excesivamente amplio. sReconocemos a Pitagoras en el teorema
del coseno o en la expresidon ds? = du? + 2 cosw du dv + dv?
para la distancia entre dos puntos opuestos de una célula de una
reticula de Chébyshev? Si, ciertamente al generalizar en este
caso hemos cambiado de nombre el teorema después de haber
establecido zonas de seguridad inapelables, pero zinvalida esto
el hecho de la revisién permanente como sistema de avance,
como metodologia para la construccién del conocimiento mate-
mdtico? 3Qué impulsa a Tabit ibn Qurra a generalizar el mismo
teorema de Pitdgoras en ofra direccién sino ese afan de revision
del contexto en el que se encajaba la conjetura inicial?

ABZ + BC? =AC.(AD + FC)
si los éngulos

/&E\C, EB\A, BFC son iguales

Lakatos
parece reducir
la motivacion
del avance
en la creacion
de conocimiento
matemdtico
al simple juego
intelectual
(aunque
el resultado
sea mucho mds
que eso).

Vi

Escribir es una excelente manera de pensar.
Entusiasmado por la lectura, acuciado por su
problemdtica, no infui entonces las conse-
cuencias de la propuesta de P y R. Lakatos
parece reducir la motivacién del avance en la
creacién de conocimiento matemdtico al sim-
ple juego infelectual (aunque el resultado sea
mucho méds que eso). Y en ocasiones puede
ser ast: probablemente ibn Qurra, traductor
de Los Elementos al arabe, fue motivado en su
generalizacién por la demostracién que
Euclides da del teorema de Pitagoras; la dis-
cusién sobre la conjetura de Euler puede
haber sido igualmente un tema incontaminado
de cuestiones practicas; pero las matemdticas
se ven cuestionadas en muchas ocasiones por
problemas practicos o experimentales y Py R
sugiere un proceso creativo desde la torre de
marfil. En este sentido falsea la historia.

Vil

Abrevio la particular seleccién de términos
que empecé hace dos apartados.

e Contraejemplos locales. Atacan a la prue-

ba, no a la conjetura.

e Contraejemplos globales. Atacan directa-
mente a la conjetura pero no a la prueba.
Curiosamente son mas faciles de solventar
que los locales. Los contraejemplos pueden
ser locales y no globales, globales y no loca-
les o las dos cosas a la vez.

e Conjeturar ingenuo. Probablemente el (inico
camino cuando no se sabe qué hacer. Estéril
a poco sutil que sea la situacién. A pesar de
ello es lamentable que los nifios y nifias no
sean educados desde Primaria en la sana cos-
tumbre de establecer conexiones en cuanto

dispongan de algunos datos para ello.

e Deduccién euclidea. Se sabe de antemano
lo que se va a demostrar. No produce cono-
cimiento nuevo. Es una forma de presentacién
de resultados, no un método de creacién. Los
libros estén llenos de simples comprobacio-
nes que pasan por demostraciones.

e Conjeturar deductivamente. Proceso de-
ductivo en el que el conocimiento que se
alcanza se obtiene al final. No es necesario
cerrar el circulo como cuando se parte de un
proceso inductivo. Ejemplo sencillo: la
expresion que aporta el nimero de cerillas
necesarias para completar n cuadrados en



hilera puede obtenerse por una induccién,
analizando una tabla de datos que relacio-
ne el nimero de cuadrados y el nimero de
cerillas, lo que obliga a andlizar posterior-
mente la estructura de la construccién para
tener garantias de no haber dado un salto
en falso (hasta aqui el manido modelo
induccién-deduccién), o directamente por
este andlisis {conjeturar deductivo).

e Exclusién de monstruos. Procedimiento habi-
tual, muy tosco, empleado en mltiples activi-
dades humanas. Es especialmente estéril. Un
ejemplo cercano que permite observar la exclu-
sién de monstruos como método conservador
de defensa ante lo desconocido es el bonito
juego sugerido por la original propuesta de
Fielker® para generalizar el concepto de poli-
gono al aceptar el refo de localizar un poligo-
no de 2,5 lados. Una reconstruccién racional
tipicamente lakatosiana, en este caso con una
finalidad didéctica y sin prefension historica.
Pero un poligono de 2,5 lados es un monstruo,
aunque termine apareciendo en escena la estre-
lla pitagérica, y algunas personas se ofenden
cuando se les plantea la propuesta de Fielker.

Vil

;Puede alguien seguir pensando después de
Py R que en matemdticas se crea encade-
nando mecénicamente definicionesteoremas-
corolarios? La sombra del formalismo y del
deductivismo es alargada®. 3Por qué son mds
divulgadas las citas de Russell aludiendo a la
naturaleza formalista de las matematicas que
aquellas en las que su fe entra en crisis? En
1955 ya se habian escrito opiniones como
las de Mostowski'©: «El resultado de Godel y
ofros resultados negativos confirman el aserto
de la filosofia materialista de que la matemé-
tica es, en Gltima instancia, una ciencia natu-
ral, que sus nociones y métodos tienen sus
raices en la experiencia y que los intentos de
establecer los fundamentos de la matemdtica
sin tener en cuenta su origen en las ciencias
naturales estén condenados al fracaso».

Por primera vez en 2500 afios se ha propues-
to una consideracion diferente para las mate-
mdticas. Ya no son el reducto siempre resisten-
te del deductivismo. Para Lakatos las matemé-
ticas son una ciencia cuasiempirica’: «a lo
sumo estd bien corroborada, pero es siempre
conjetural». Una de las consecuencias es la
falibilidad. Ni siquiera cuando el alumno que
en Py R hace suyo el programa euclideo,

JPuede alguien
seguir pensando
después
de Pruebas y
Refutaciones
que
en matemdticas
se crea
encadenando
mecanicamente
definiciones-
teoremas-
corolarios?

8 Véase el articulo «Parasoles»

en Rompiendo las cadenas de
Euclides, una hermosa recopi-
lacién editada por el MEC en
1987.

9 Incluso las notas de los edito-

res de P y R tienen en ocasio-
nes el aspecto de una repro-
bacién de las opiniones de
Lakatos.

10 Recogida en la obra citada en
la nota 6.

11 El término es complejo. Lla
interpretacién intuitiva primera
(son empiricas pero no tfanto,

s6lo un poco) es empobrece-

dora. Para las caracteristicas
que lakatos adjudica a una
ciencia cuasi-empirica, véase
el interesante articulo «Existe
un renacimiento del empirismo
en la reciente filosofia de la
matematica?», recegido en el
libro resefiado en la nota 6.

12 Citado por Lakatos en P y R
(pag. 17).

Epsilon, presenta su versién del teorema de Euler («Si los espacio

cireuito y los espacios circuito limitantes coinciden, el nimero de
dimensiones del espacio O-cadena menos el nimero de dimen-
siones del espacio 1-cadena mas el nimero de dimensiones del
espacio 2-cadena es igual a 2») se habla de demostracién sino
de prueba. 3Dénde queda la demostracion? Més bien habria que
hablar de permanente ajuste de pruebas en un proceso que sin
embargo no puede plantearse indefinido a corto plazo si se quie-
ren evitar riesgos como la esterilidad o la  superficialidad. La
demostracion quedaria como prueba indiscutida en recintos de
seguridad ya superados.

IX

Amin Maalouf hace decir a Omar Jayyam en su novela Samar-

canda: «3Sabes lo que me fascina de las ciencias? Que
encuentro en ellas la suprema poesia: con las mateméticas el
vértigo embriagador de los nimeros; con la astronomia, el
enigmatico susurro del Universo. Pero jpor favor, que no me
hablen de la verdad!l». Si se ha tenido ocasién de leer los
Rubaiyyat de Jayyam se comprenderd que Maalouf no ha trai-
cionado su pensamiento. Llegamos entonces a una perogrulla-
da: la personal concepcién que se tenga de las matemdticas es
resultado de la ideologia y de la psicologia de cada cual. Pero
precisamente este cardcter de perogrullada hace més incom-
prensible la pretensién dogmdatica mantenida imperturbable-
mente a lo largo de la Historia. 3Cémo ha sido posible, por
ejemplo, la continuidad de la ilusién del origen puramente inte-
lectual {un mero afan de perfeccionismo tedrico) del conjunto
de axiomas elegido por Euclides, al margen por completo de
las dificultades materiales derivadas del manejo de los inco-
modos compases griegos?

X

Lakatos comenta al final de Py R un Gltimo argumento defen-
sivo de los partidarios del estilo deductivista: la dificultad que
entrafaria una presentacién alternativa {de tipo heuristico,
centrada en la metodologia y no en la Légica) de los textos
de matemdticas. La contestacién es evidente: hay que inten-
tarlo. El dogmatismo de Dieudonné muestra hasta qué punto
puede haber ideologia subyacente en la toma de postura
sobre esta cuestion. Llega a hablar de «la absoluta necesidad
impuesta sobre todo matemético que se preocupe por la inte-
gridad intelectual» de presentar sus razonamientos en forma
axiomdtical?,

Vayamos a las fuentes y revisemos la demostracion que da
Euclides del teorema de Pitagoras. 3Algo que objetar a un pro-
ceso deductivo tan rigidamente estructurado? Depende de
lo que busquemos. sPor qué hace Euclides lo que hace?
aPor qué esa altaneria de no declarar expresamente la idea
heuristica que le ha permitido construir su encorsetada argu-
mentaciéng 3Por qué no nos dice que ésta ha sido posible
porque previamente habia intuido que los cuadrados AGFB
y ACKH tienen la misma superficie que los rectangulos
BQLD y QLEC?



Xi

Py R es un libro con unas implicaciones didécticas evidentes. Y
no sélo porque su desarrollo ocurra en una clase ideal sino tam-
bién por su confenido mismo. El deductivismo inspira el 90% de
las clases de matemdticas en todos los niveles educativos, si no
claramente en cuanto a que la exposicion de contenidos siga el
rigido modelo teorema-demostracién-corolario si en lo que
supone de mera transmisién de un saber ya establecido sin par-
ticipacion de sus receptores, y Py R lo critica severamente por
su inadecuacién como modelo explicative de la génesis del
conocimiento matemdtico pero también por sus consecuencias
didécticas:

El enfoque deductivista esconde la lucha y oculia la aventura.
[...]-el resultado: final se exalta al estado de-infalibilidad
sagrada. (pag. 166)

Aln no se ha constatado suficientemente que la educacién
matemdtica y cientifica actual es un semillero de aqutoritaris-
mo, siendo el peor enemigo del pensamiento critico e inde-
pendiente. Mientras que en matematicas este autoritarismo
sigue el pafrén deductivista, en la ciencia opera mediante el
patrén inductivista. [nota 39. pag. 166)

Un buen ejemplo de «clase lakatosiana» de Primaria o Secundaria
lo proporcionan los didlogos que recoge Fielker en sus articulos!?,

X

Las aportaciones de mayor interés que la didéctica puede
recibir de la historia de las matemdticas proceden de la his-
toria interna. El conocimiento de la génesis de los conceptos
es bésico para darles sentido més allé del oficial juego vacio
de contenido.

Es una verglenza de la presente educacién matemética que
los estudiantes puedan citar exactamente las diferentes defi-
niciones de las integrales de Cauchy, Riemann, Lebesgue,
etc., sin conocer cudles eran los problemas que trataban de
resolver o cudles eran los problemas en cuyo proceso de solu-
cién se descubrieron. (nota-203)

Pruebas
Y Refutaciones
es un libro
con unas.
implicaciones
diddcticas
evidentes.

13 Por ejemplo, en el delicioso
librito que edité la Generalitat
Valenciana: Usando las calcu-
ladoras con nifios de diez
afios.

14Véase el articulo «la responsa-
bilidad social de la ciencia»
en la obra citada en la nota 6.
Un texto complejo, que mere-
ce la pena ser leido defenida-
mente (la frase que he recogi-
do va seguida de ofra en la
que asigna a la sociedad la
tarea de controlar a la cien-
cia), en el que llega a justificar
sin traba alguna la investiga-
cién cientifica con fines milita-
res. Sus opiniones me parecen
explicables a la luz de su
experiencia politica.

Xin

La Resolucién de Problemas ofrece un cami-
no para la creatividad en clase de mate-
mdticas (por cierto que fue Polya quien
sugiri6 a Lakatos la conjetura de Euler
como tema para su investigacién). La lecty-
rade Py R permite mejorar la observacion
y el andlisis de los procesos mentales que
tienen lugar en el aula.

X

El mundo es afortunadamente complejo. Lo
que para mi es una concepcidn progresista y
refrescante de las matemdticas es sostenida
por un autor como Lakatos muy conservador
en su valoracion de las relaciones entre cien-
cia y sociedad. Para él, «la ciencia, como
tal, no tiene ninguna responsabilidad
social»'. Una defensa tan radical de la auto-
nomfa de la ciencia es probablemente cohe-
renfe con el internalismo de P y R, pero me
resisto a establecer una relacion determinis-
ta. Me gusta P y R y no veo por qué tiene que
estar necesariamente asociado su enFoque
con una ideologia conservadora.

Xv

Si puedo generalizar a partir de mi personal
evolucién, me afreveria a decir que Pruebas y
refufaciones ha sido un libro mitico para
muchas personas que estudiamos matemdti-
cas en los afios setenta. Un libro diferente que
se deseaba leer pero no se lefa. Por mi parte,
he necesitado un largo periodo de tiempo
antes de sentirme fuerte para atacar su lectu-
ra. Ha sido fundamental para ello el haber
tomado contacto con la Resolucién de
Problemas. P y R es un libro sobre la génesis
del conocimiento matematico, sobre la crea-
cién en matemdticas. Si no se ha tenido oca-
sion de hacer matemdticas (3nos ofrecieron
oportunidades en la Universidad? znos lo exi-
gierong) dificilmente se comprenderan los
procesos que describe. Por ofra parte, una
clase de Secundaria puede ser (deberia serlo)
un excelente lugar para observar cémo se
hacen matemadticas individual y colectivamen-
te. A partir de toda esta experiencia acumu-
lada empezé a ser posible la lectura de Py R.
Los problemas que lo hacian mitico eran mios
(nuestros). Primero habia que recuperarse del
estéril perfodo formalista universitario.

Angel Ramirez
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Desde 1983, y sin faltar a la cita ningdn
afio, la Sociedad de Profesores de Matemé-
ticas Puig Adam viene organizando un con-
curso de problemas en fres niveles, para
estudiantes de ensefianza secundaria, tanto
obligatoria como bachillerato. El concurso
comenzé restringiendo su ambito a la pro-
vincia de Madrid y limitrofes, pero desde
hace unos afios pueden participar estudian-
tes de todo el territorio nacional y en los lti-
mos afios ha adquirido proyeccién interna-
cional al poder participar sus ganadores
(hasta 2 por nivel) en la Olimpiada Interna-
cional de Rio de la Plata.

En este libro vienen resueltos con todo deta-
lle los 180 problemas aparecidos en las
quince ediciones que lleva el concurso. Los
profesores de secundaria que venimos pre-
parando estudiantes, tanto para este con-
curso como para la olimpiada de COU,
echdbamos en falta un libro como éste, fun-
damentalmente porque llena el hueco que
podria haber entre los ejercicios o incluso
problemas dirigidos a una gran cantidad de
estudiantes que pudieran aparecer en algu-
nos fextos de secundaria y los problemas
que aparecen en los libros mds conocidos
en nuestro mercado sobre olimpiadas inter-
nacionales que resultan ser tremendamente
dificiles para nuestros alumnos.

Las esfrategias utilizadas para la resolucién
de los problemas estan al alcance de nues-
tros actuales estudiantes de bachillerato, con
la posible excepcién del método de induc-
cién que utiliza alguna vez.

En las ¢ltimas paginas del libro, como
pequefio homenaje a los ganadores a lo
largo de las diversas ediciones del concur-
50, aparecen los nombres de. los cinco pri-
meros clasificados en cada nivel asi como el
instituto o colegio de donde procedian.
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Para terminar esta pequefia recensién, he aqui alguno de los pro-
blemas que aparecen:

Nivel 1.° {XIl edicion); Dado el cuadrado ABCD, construir un pen-
tagono en el cual los puntos A, B, C, D y F sean vértices consecu-
tivos y cuya drea sea 3/2 de la del cuadrado. 3Cuéntas solucio-
nes tiene este problema?

Nivel 2.° VIl edicién). Sea P un punto interior de un rectangulo
ABCD. Se conocen las distancias de P a fres vértices de dicho
rectangulo. Calcular la distancia de P al cuarfo vértice.
Aplicacién: PA = 5, PB = 10, PC = 14, hallar PD.

Nivel 3.° (Xlll edicién): Juan da a Pedro un nGmero escrito en un
sistema de numeracién de base menor que 9, en el que todas
las cifras son menores que 3, pero Pedro cree que se trata de un
n0mero escrito en el sistema de numeracién decimal, por lo que
comete un error. Sabiendo que este error es 15.861, scudl era
la base del sistema en que Juan escribié el nimero?

Joaquin Hernandez Gomez

VARIACIONES SOBRE UN MISMO TEMA
(Una cita con la creatividad

en clase de matematicas)

Angel Ramirez

Carlos Uson

Proyecto Sur

Granada, 1998

ISBN: 84-8254-119-6

289 paginas

El sistema educativo alcanza a la amplia mayorifa
de la poblacién en los paises como el nuestro {apro-
ximadamente el 30% de la poblacién asiste a cur-
sos reglados y casi el 2% somos profesores también de centros edu-
cativos, a los que hay que afiadir los familiares directos), lo que
hace que, como todo sistema social amplio, tenga unas grandes
inercias, que dificultan los cambios en profundidad. Hay mltiples
refoques, ligeras variaciones, cambios de planes, pero es compli-
cado un cambio generalizado de los paradigmas profundos.

Ha llegado a ser un lugar comin decir que, en estos tiempos difi-
ciles (y atinadamente recordaba Borges que a uno de sus per-
sonajes le habia tocado vivir, como a todo el mundo, tiempos
dificiles), con el desarrollo imparable de la cultura de la infor-
macién, la escuela tiene que afrontar nuevos retos. Ha dejado
de ser la fuente fundamental de informacién para los jévenes, y
por eso ya no es prioritario transmitir datos sino procurar que los
alumnos y alumnas ‘aprendan a aprender’ [y ya hemos caido en
la frase del millén y/o el tépico). Todo eso en mateméticas se
corporiza en que no se frata fanto de que los escolares memori-
cen resultados y algoritmos, sino que construyan, que generen,
que recreen las matemadticas; y que por medio de la préctica lle-
guen a interiorizar estrategias de pensamiento que les servirdn




para afrontar con més garantias los problemas que les depare la
vida. Pero aqui topamos {igual que Sancho Panza con la Iglesia)
con lo que sabemos (o creemos saber) hacer, con lo Gnico de lo
que tenemos experiencia. Ya se sabe que la ensefianza ‘tradicio-
nal’ de las matemdticas, el deductivismo, no es ni muy rentable ni
muy gratificante, pero sy las otras2 Con los inconvenientes que
tiene (o que se dice que tiene): es més lenta, no se puede evaluar
demasiado bien lo que se ha aprendido, no hay bibliografia al res-
pecto, uno (el profesor) tiene el riesgo de que te cojan sus alumnos
en algln renuncio,... Y tofal, hay que sobrevivir que son muchos
afios y muchas horas de clase, y ademés jno les interesa nadal

Ya se que estoy haciendo una caricatura, pero a poco que nos
apliquemos en las salas de profesores o en los departamentos de
matemdticas, no es dificil que oigamos comentarios de ese tipo.
Y bien es verdad que han mejorado sustancialmente las cosas,
fanto en la practica (cada vez es mayor el porcentaje del profe-
sorado que da pasos adelante en la tarea de posibilitar un apren-
dizaje mas creativo y més personal) como en la teorfa (incluso la
oficial, pues en la base de la llamada todavia reforma estd el
constructivismo). Pero quedan bolsas enormes de tradicionalismo
educativo amparadas en los lugares comunes citados més arriba.

Aunque también hay realidades gozosas de las posibilidades rea-
les de los resultados que logran nuestros adolescentes cuando se
les da cancha, se les abren perspectivas y hay unos profesores
dispuestos a avanzar con ellos en la aventura fascinante del des-
cubrimiento. Cuando como dice el entrenador de futbol Angel
Cappa y recogen en el capitulo ‘Ventana sobre el pensamiento
divergente’ del libro que resefiamos: «si queremos recuperar el
placer del juego deberemos devolverle al jugador el poder de
decisién, el protagonismo y la pasion que le robaron y le perte-
nece» [y él se refiere al fitbol, pero es obvio que se adapta a la
perfeccion al aprendizaje de cualquier materia y en concreto de
las matemdticas). Eso es lo que vienen haciendo Angel Ramirez y
Carlos Usén y de ello dan cuenta en este apasionante libro que
recoge su practica educativa, y los resultados que obtienen sus
alumnos. Este es un libro al que ha dado forma ellos dos, pero
que han escrito sobre todo sus alumnos, con nombres y apellidos
(Arturo San Juan y Marta Velasco, Fatima Ruiz o Héctor Reinares,
entre tantos), y lo han hecho de forma admirable.

Porque al leer el libro (aunque ya conocia parte del trabajo por
una versién resumida que hicieron cuando les concedieron con
toda justeza uno de los Premios Giner de los Rios de innovacién
educativa) uno siente una sana envidia de Carlos y de Angel por
los resultados que obtienen con sus alumnos, y que vemos repro-
ducidos en sus paginas. Pero todavia es mayor la envidia que
despiertan sus alumnos (porque tienen la vida por delante y todo
un universo mental por descubrir). Y es que como escribia Angel
Ramirez en un arficulo [y suscribo al 100%) «la felicidad no es
la ausencia de problemas sino el tener la suerte de poder resol-
ver algunos de los que se nos presentans, y los alumnos que apa-
recen en las paginas del libro han empezado con buen pie a
recorrer el camino de la felicidad, en el que, como en casi todo,
lo importante es el camino, no el final.

En cuanto al contenido del libro, recoge
variadas reflexiones sobre las posibilidades,
las dificultades, los retos que superar y las
alegrias que se alcanzan cuando se transita
por la creatividad, cuando se le echa ima-
ginacién a la vida académica, con variadas
facetas del quehacer de los alumnos, con
muestras bien explicitas de los trabajos de
los mismos; del avance que supone esta
forma de trabajo (como refutacion préctica
de que asi se va més lento) aun sabiendo
que el aprendizaje de una teoria supone su
reinvencién (la matemdtica recreativa, el
aprendizaje recreativo) y que eso requiere
tiempo (nada que valga la pena es sencillo
de adquirir). Un libro con variadas sugeren-
cias de lineas de trabajo, pero no sélo en
los ejemplo concretos (que hay muchos y
muy interesantes) sino sobre fodo en el espi-
ritv de indagacién, de busqueda, de descu-
brimiento. Un libro que estd enraizado en
corrientes pedagégicas progresistas y en el
que resuenan los ecos matemdticos y didac-
ticos de Lakatos, de Fielker, de Hernan [y no
son malos consejeros), que como todos los
resultados interesantes estd inserto en la cul-
tura global, de la que participan también de
ofros personaijes sélo tangencialmente rela-
cionados con las matemdticas (o al menos
eso parecerfa con una visién no muy abier-
ta). Y asi vemos aparecer por sus paginas,
entre ofros, a Tolstoi y a Kropotkin, a Ga-
leano, Valdano o Gore Vidal, y también al
‘principito’ de Saint Exupery .

Y sélo nos queda invitar a todos los profe-
sores a leer y pensar en/con el libro. Para
disfrutarlo e incluso para disentirlo; porque
es interesante que se sepan las posibilida-
des de ofras formas de ensefianza {aunque
no se suscriban se podréa objetar con mayor
conocimiento de causa). Y felicitar a los
autores (por el libro y por el Premio Giner de
los Rios), por las cosas tan interesantes que
cuentan y lo bien que las transmiten; por la
carga de animo y de moral que vehiculan;
por los caminos que abren y por las razones
que aportan para seguir con una ensefianza
creativa. E incluir en los parabienes a la edi-
torial Proyecto Sur que en su modestia esté
dando a la luz una serie de trabajos capita-
les para la mejora de la ensefianza de las
matemdticas.

Fernando Corbalan



Pruebas IX Olimpiada, @
Premios San Fernando-T hales,f‘

PROFMAT 98,...

Distancia

’x OLIMPIADA Matemaética Nacional (Pro-

blemas propuestos)
Prueba Individual

Problema 1

Una cuadrilla de pintores tenia que pintar dos paredes,
una de doble superficie que la otra. Toda la cuadrilla estu-
vo pintando en la pared grande durante medio dia. Por la
tarde la mitad de la cuadrilla pintd en la pared pequefia y
la otra mitad en la grande. Al finalizar el dia s6lo les quedd
un poco por pintar en la pared pequefia, para lo cual fue
necesario que pintara un solo pintor el dia siguiente com-
pleto. (Cudntas personas componian la cuadrilla?

Nota: La jornada laboral esta compuesta por 4 horas antes
del mediodia y 4 horas por la tarde. Todos los pintores
rinden el mismo trabajo y de forma uniforme.

Problema 2

Tenemos una mesa de billar con forma rectangular de lados
a 'y b ntmeros enteros. Golpeamos una bola desde una
esquina con dngulo de 45°. ;Cudntas veces rebotard en las
bandas antes de entrar en otra esquina? Se supone que la
bola no toma efecto y que puede rodar indefinidamente.

Problema 3

Las graficas de la figura corresponden al recorrido que
efectGan hasta la misma oficina cuatro personas que habi-
tan en un mismo edificio. Da una posible interpretacion.

Distancia Distancia Distancia

Tiempo
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Prueba por equipos (celebrada en la cen-
tral térmica de Endesa)

Problema 1

En una convencién del partido republicano de los estados

reunidos americanos de Ameérica habia cien politicos. cada

politico era o bien honesto, o bien deshonesto. Sabiendo que:

1. Al menos uno de los politicos era honesto.

2. Dado cualquier par de politicos, al menos uno de los
dos era deshonesto.

(Cudntos politicos deshonestos habia?

Problema 2

La sefiora Eustaquia Chindasvinta es pro-
pietaria de un terreno con la forma que se
ve en la figura. Esta forma posee la pro-
piedad siguiente: «si medimos su perime-
tro en Km y su drea en Km?, las dos medi-
das estin representadas por el mismo
nimero», ;Qué curioso, verdad? ;Cudl es,
en metros, la longitd del perimetro?

Problema 3

Diofanto (s. IV dc) fue uno de los matematicos que mis
fama dio a Alejandria. Un relato griego narra de forma
concisa su vida. Fue muchacho durante 1/6 de su vida,
durante un 1/12 se dedicé a viajar, se cas6é 1/7 después,
tuvo un hijo 5 afios més tarde, que vivié la mitad de la
edad de su padre, el cual murié 4 afios después. ;Cudntos
afios vivié Diofanto?

Problema 4

Andrés, que es un nifio inquieto, observa que cuando
cumple 14 aflos, su padre cumple 41, es decir, el nimero
14 con las cifras invertidas. Si Andrés y su padre vivieran
cien afios, ;jpodrias decir las veces que a lo largo de su
vida volverd a ocurrir este fendmeno?

Problema 5

¢En qué cifra acaba el nimero3%65

Problema 6
Los ntmeros del 1 al 51 31 8233 3435 36
esta'n escritos en f01'nla de 30 " ” 15 16 17
espiral. El 51 estd en la 4?
columna a la izquierda 20 | 12 3 4 5 18
del que inicia la serie y
dos filas por debajo. Si 28 1 2 1 6 19
continuamos la  serie,
¢dénde estard el 847, ;y el 27 10 9 8 7 | 20
3658?
51 26 25 24 23 22 21
50 49 48 47 46 45 44
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42
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Prueba por equipos (celebra-
da en el Parque de las
Ciencias de Granada)

Actividad 1

Se trata de hacer poligonos doblando y
cortando el papel de bordes irregulares.
Todos hemos hecho un cuadrado a par-
tir de una hoja rectangular. pero es
posible que no hayamos hecho un cua-
drado a partir de un papel que no tiene
los bordes rectos y paralelos.

La actividad consiste en:

e Doblando y cortando, haz un cua-
drado de papel, partiendo de una
hoja con los bordes irregulares.

e Haz un rombo en las mismas condi-
ciones anteriores.

e Haz todos los cuadrildteros de cada
tipo (rectangulo, trapecio isOsceles,
trapecio no rectdngulo ni isdsceles,
etc.) doblando y cortando un papel
que tiene los bordes irregulares.

Actividad 2

Construir todos los poligonos regulares
que poddis, doblando y cortando hojas
de papel de forma rectangular.

Actividad 3

Construir todos los poliedros diferentes
que podiis, doblando (no se puede
cortar) papeles de forma rectangular.

Actividad 4

A las losetas que cubren una superficie
plana y se ajustan bien entre si, sin
dejar huecos ni montarse unas encima
de otras se les llama teselas. Cuando
una superficie podemos cubritla per-
fectamente en todas las direcciones con
este tipo de teselas, decimos que
hemos realizado una teselacion.

Utilizando los poligonos regulares que
os proporcionan, investigad cudl o cui-
les de ellos pueden ponerse alrededor
de un vértice sin que dejen huecos ni
se monten unos encima de otros.

Combinando més de un poligono regu-
lar, construir distintas teselaciones.

[A los alumnos se les mostrd un ejem-
plo de teselaciéon construida con una
cruz griegal.



Actividad 5 Premios Thales-San Fernando

Alrededor de la piscina de
4 x 7 queremos colocar
césped artificial. Para ello
disponemos de piezas
que tienen la forma de
pentominds; en el manual
de instrucciones nos con- e
firman que con las mis-
mas podemos cubrir todo

El 9 de septiembre de 1997, dentro de las VIII Jornadas
para el Aprendizaje y Enseflanza de las Matemdticas y en la
ciudad de Salamanca, tuvo lugar la presentacion oficial de

i los Premios Internacionales de Investigacién y de Reno-
S vacién Pedagbgica en Educacién Matemdtica <Thales-San

Lot Fernando», por parte del alcalde de la ciudad de San
1

Fernando (Cédiz) y del director de la revista Epsilon de la
Sociedad Andaluza de Educacidon Matemdtica Thales.

el campo, sin cortar ni
superponer ninguna pie-
za. Por favor, ayudadnos
a colocar el césped.

Actividad 6

Construir en el geoplano todas las figu-
ras posibles formadas por 4 tridngulos
rectdngulos de igual superficie, unidos
por los catetos o la hipotenusa. Podéis
construir mas de 10 figuras diferentes.

Correcto iiNo es correctol!
L] o
° °
e ° ° L o

Actividad 7

Con el dominé de tridngulos equilate-
ros que os presentamos ya habréis teni-
do ocasion de jugar. tenéis que unir
siempre los lados que tengan expresio-
nes equivalentes.

Ambas entidades convocaban conjuntamente estos pre-
mios, que podian proceder de cualquier parte del mundo
siempre y cuando estuvieran escritos en espafiol o portu-
gués, como un medio més para promover la investigacion
educativa y la renovacién docente en matemiticas en el
ambito del 4rea cultural iberoamericana. El plazo de pre-
sentacion de trabajos expiraba el pasado 30 de junio.

Se presentaron, conforme a las bases, 38 trabajos, con la
siguiente distribucién geogrifica: 17 de Espafia, 5 de
Brasil, 5 de Argentina, 2 de Venezuela, 2 de Costa Rica, 2
de Uruguay, 2 de Bolivia, 1 de México, 1 de Chile y 1 de
Cuba. De ellos 11 participaban en la modalidad de In-
vestigacién y 27 en la modalidad de Renovacioén.

Los trabajos presentados se estudiaron, durante los meses
de julio y agosto del afio pasado y en reunién celebrada
el 4 de septiembre, el Jurado declaraba los cinco finalistas
de cada modalidad.

El ganador de la modalidad de Renovacién
Pedagégica, Antén Labrafia, con el alcalde de San
Fernando y el presidente de «Thales». Al fondo,
Claudi Alsina y José L. Pino.



En la ciudad de San Fernando tenia lugar, el 30 de octu-

bre por la mafana, una visita a la Biblioteca del Obser-

vatorio de San Fernando y una recepcion en el Ayunta-
miento. Por la tarde se celebrd un acto académico, con el
siguiente programa:

1) Acto de apertura, a cargo del alcalde de San Fer-
nando, Antonio Moreno Olmedo y del presidente de
la SAEM Thales, Antonio Pérez Jiménez.

2) Conferencia: ¢Matemdticas de hoy o de ayer para la
educacién de mafiana?, por Ubiratan D’Ambrosio.

3) Intervencion de los autores de los trabajos finalistas de
la modalidad de Investigacicn en Educacién Matemd-
tica, por orden alfabético del titulo de dichos trabajos.

4) Intervencion de los autores de los trabajos finalistas
de la modalidad de Renovacion Pedagégica en Edu-
cacion Matemdtica, por orden alfabético del titulo de
dichos trabajos,

5) Conferencia: «Utopias, renovaciones y clases de Mate-
mdticas», por Claudi Alsina.

6) Clausura del acto académico, a cargo del Director
General de Universidades e Investigaciéon de la Con-
sejerfa de Educacion y Ciencia de la Junta de Anda-
lucia, José Luis Pino Mejias, en representacién del
Consejero, del alcalde de la ciudad y del presidente
de la Sociedad Thales.

José Luis Pino, en su intervencién, anuncié la convocatoria
bianual de estos Premios «Thales-San Fernando», mediante
una iniciativa conjunta de la Consejeria de Educacion, el
Ayuntamiento de San Fernando y la Sociedad Thales.

Tras este cierre de las actividades académicas, hubo una
cena en honor de los finalistas, a la que asistieron 120 per-
sonas. Finalmente, a los postres, el jurado daba a conocer
la decisién del mismo:

1. Declarar finalistas del I Premio Internacional de Inves-
tigacion en Educacion Matematica «Thales-San Fernandor,
a los siguientes trabajos:

Clausura del acto académico

Vista parcial del salén donde tuvo lugar el acto
académico. En primer plano los miembros del Jurado,
de derecha a izquierda: Claudi Alsina, Ricardo Luengo,
Ceferino Ruiz, Ubiratan D’Ambrosio y Javier Pérez

e Creencias de un grupo-clase de 1.°
de FPI Administrativo sobre la reso-
lucion de problemas, de Carmen Nu-
fiez Panos, de Lugo.

® Resolver tipos de problemas matemd-
ticos: suna habilidad inbabilitante?,
de M* Verbnica Diaz Quezada y
Alvaro Poblete Letelier, de Osorno
(Chile).

o Autorregulacion de los alumnos de
su proceso de resolucion de proble-
mas, de M.* Carmen Pinilla Fernidn-
dez-Castandn de Ceuta.

¢ O que acontece 10 encontro sujeito-
matemdtica?, de Verilda Speridiao
Kluth, de Sao Paulo (BrasiD).

2. Declarar ganador del I Premio Inter-

nacional de Investigacién en Educacién

Matematica «Thales-San Fernando», al tra-

bajo:

* Pensamiento y lenguaje variacional
en la introduccion al andlisis, de
Ricardo Cantoral Uriza y Rosa M.?
Farfan Marquez, de México.

3. Declarar finalistas del I Premio

Internacional de Renovacién Pedago-

gica en Educacién Matemdtica «Thales-

San Fernandor, a los siguientes trabajos:

° Los juegos a la hora de aprender
matemdticas, de Adriana B. Berio y
Amalia M. Corso, de Buenos Aires
(Argentina).




Entrega de premios a los ganadores de la modalidad
de Investigacion Educativa. En primer plano Ricardo
Cantoral recibe el premio que le entrega José L. Pino

e Un asistente diddctico-matemdtico
para el estudio y representacion de
Jfunciones, de Ferrin Verdd Monllor
y Fco. Jests Garcia Garcia, de
Alicante.

o Aprendizaje de la multiplicacion en
un contexto significativo, de Ignacio
Linares Pérez y Tomas Macias Gil, de
Cadiz.

o Los ntimeros Z: puerta de acceso a
otra matemdtica, de Manuel Alcala
Herndndez, de Rincodn de la Victoria
(Malaga).

4. Declarar ganador del I Premio Inter-

nacional de Renovacién Pedagdgica en

Educacién Matemdtica «Thales-San Fer-

nando», al siguiente trabajo:

o JAzar o casualidad? una perspectiva
cultural desde la escuela, de Antdon
Labrafia Barrero, de Santiago de
Compostela.

El Secretario del Jurado fue llamando
uno por uno a todos los finalistas que,
junto con un obsequio conmemorativo,
recibieron un diploma acreditativo. Los
ganadores de cada modalidad recibie-
ron ademds un talén por medio millon
de pesetas.

Todos los trabajos finalistas, junto con un
informe del acto académico aparecerd
publicado proximamente como un nime-
ro monogrifico de la revista Bpsilon.

Javier Pérez

Director de Epsilon

Todos los trabajos
[finalistas, junto
con un informe
del acto académico
aparecerd
publicado
proximamente
como un nimero
monogrdfico
de la revista
FEpsilon.

PROFMAT-98

El pasado mes de noviembre entre los dias 11 y 14 se
celebr6 el ProfMat 98 en la ciudad de Guimaries, al norte
de Portugal. Esta es la cita anual de los profesores portu-
gueses, organizada por la Asociacién de Profesores de
Matematicas (APM). Alli trabajamos, aprendimos, inter-
cambiamos experiencias y convivimos cerca de 1.700 pro-
fesores originarios de diversos paises, desde EE.UU. y
Brasil, pasando por Mozambique, hasta Inglaterra, Fran-
cia, Holanda y, por supuesto, de la Peninsula Ibérica.

La ingente labor desarrollada durante esos dias viene
sefialada por los nimeros: 5 Conferencias Plenarias, 24
Conferencias no plenarias, 10 Mesas de Trabajo, 9 Grupos
de Discusion, 60 Talleres, 28 Comunicaciones y 10
Presentaciones de Proyectos. Todo ello complementado
con exposiciones y presentacion de materiales.

Las conferencias plenarias que se ofrecieron fueron:

e Probabilidades: fascinacion y temor, por José Paulo
Viana, de la Escola Secundaria Vergilio Ferreira.

e .«Autonomia, jpara qué’, por Jodo Barroso, de la
Universidad de Lisboa.

e La Formacién de los Profesores de Matemiticas», por
Jodo Pedro da Ponte, de la Universidad de Lisboa.

o (Después de “Matematica 2001", presentada por un
grupo de profesores encabezado por la actual presi-
denta de la APM Cristina Lourreiro.

La quinta conferencia plenaria con el titulo «Matematicas
en la vida diaria (de los alumnos)» corrié a cargo de nues-
tro colega Fernando Corbalin Yuste del IES Grande
Covidn de Zaragoza, que a pesar de no expresarse en por-
tugués no tuvo ninguna dificultad en hacer disfrutar a
todos los profesores presentes. En su conferencia se
plantearon ejemplos de relacion entre las matematicas del
aula y el entorno social de los alumnos, convergiendo en
aspectos de Etnomatemdtica. Ademds, el profesor Fer-
nando Corbaldn, presentd un interesente proyecto que se
estd llevando a cabo de forma experimental en Aragén
con el titulo Emprender en la Escuela. La intencion de este
proyecto es que el alumno, dentro del proceso educativo
adquiera «..creatividad, capacidad de iniciativa y de asun-
cion de riesgos, motivaciones y referencias claras sobre lo

" que significa el trabajo de empresario». Basicamente pre-

parar al alumno para afrontar una vida laboral en la que,
como ya se indicaba en el Informe Cocfcrokt, posible-
mente deba pasar por distintos trabajos, incluso por perio-
dos de desempleo o de autoempleo.

Como es tradicional en las jornadas portuguesas, los dos
dias anteriores al comienzo se han desarrollado una serie
de cursos (con la asistencia de unas 600 personas) que
complementan la formacién de los profesores que asisten
a este evento. Uno de esos cursos, asi como una de las
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conferencias del ProfMat, corri6 a cargo de nuestro com-
pafiero Juan Diaz Godino de la Universidad de Granada.

La temdtica desarrollada durante el Congreso ha sido de
lo mas variada, desde el estudio del potencial matematico
de los juegos tradicionales africanos, hasta la utilizacién
de programas informdticos como Sketchpad para el traba-
jo con Geometrfa. Pasando por la utilizacién del Arte para
ensefiar matematicas, la formacion del profesorado o la
utilizacién de la calculadora grafica.

Sin embargo, han existido dos temas especialmente desa-
rrollados que en nuestra opinién merece la pena resaltar.

Por un lado, la presentacién del proyecto Matematica

2001, que ha consistido en un estudio por todo Portugal

del estado actual de la ensefianza de la matemitica en los

niveles no universitarios (en la linea del Informe

Cockeroft). El estudio elaborado por la APM con el apoyo

del Instituto de Innovacién Educacional, se ha realizado

durante los altimos dos afios y medio (marzo de 1996 a

octubre de 1998). Incide en tres aspectos:

o las pricticas pedagbgicas en la ensefianza de la
Matematica;

* las necesidades de formacién y desarrollo profesional
de los profesores y,

* las condiciones de apoyo para el proceso de ensefian-
za y aprendizaje.

El documento Renovacién del Curriculo de Matemiticas»
editado por la APM en 1988 sirvi6 de guia de referencia
para este estudio. En el documento final que se ha editado
y que fue entregado a todos los participantes, se retinen
mas de una treintena de recomendaciones para el futuro,
desde aspectos de promocién profesional, o de formacién
del profesorado, hasta recomendaciones sobre utilizacién
de recursos o creacién de aulas-laboratorios en los centros.

Por otro lado, y dado que estamos en el afio de su cen-
tenario, se han presentado diversos talleres basados en la
obra de Maurice Cornelius Escher. Desde el estudio de sus
creaciones, hasta el trabajo con el programa Tesselmania
para elaborar mosaicos. Ademis, durante todas las jorna-
das estuvo montada en una sala cercana a la escuela y
abierta a la ciudad, la exposicién «M. C. Escher. Arte y
Matematica» elaborada por la APM. Esta exposicién inte-
ractiva se ha creado para ser itinerante y pasar por los
centros que la soliciten. Se compone de una serie de
paneles donde se explica la obra de Escher y una serie de
actividades para los alumnos, desde reproduccién de
mosaicos, estudio de simetrias sobre sus dibujos o ele-
mentos construidos sobre sus famosos cuadros, como por
ejemplo el tridngulo imposible o la escalera que siempre
sube, que mirdndolos desde un punto adecuado parecen
posibles de construir. Se complementa con una serie de
videos sobre la obra de Escher de la serie «Arte y mate-
maticas», de Michel Emmer, o una serie de programas de

...la presentacion
del proyecto
Matemdtica

2001,
que ha consistido
en un estudio
por todo Portugal
del estado actual
de la enserianza
de la matemdtica
en los niveles
no universitarios
(en la linea
del Informe
Cockcroft).
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ordenador entre los que esta Tessel-
mania, y un programa interactivo sobre
la obra del autor. La direccién de In-
ternet en la que se puede consultar
aspectos de esta exposicion es

hetp:\\alfarrabio.um.geira.pt/~escher

Esta no fue la Gnica exposicidén que se
pudo visitar durante las jornadas.
Ademis de las comerciales y de mate-
riales de la APM (junto a la que se situd
un pequefio stand de la SAEM Thales),
existian varias exposiciones de trabajos
realizados por alumnos, de recursos
para un laboratorio de matemiticas, e
incluso muestra de los materiales que
se pueden conseguir en préstamo en
los Centros de Recursos que la APM
suele tener en cada nicleo comarcal,
También habia exposiciones de fotos y
matemdticas (entre ellas la correspon-
diente al VII Concurso Provincial de
Fotografia y Matemiticas de la Sociedad
Thales en Sevilla), asf como aspectos de
etnomatemdtica que estudiaban las
matemdticas en los bordados (tipicos
de aquella zona de Portugal) o en la
carpinterfa. Por Gltimo, estaba la tradi-
cional exposicion titulada «Otras Artes»
en las que los profesores de matemati-
cas ofrecen muestras de sus otras afi-
ciones, como pintura, escultura, borda-
dos, coleccionismo, etc.

Junto con el material que se nos entre-
g0 a los participantes, se incluia las
actas de las jornadas, aunque en ella no
aparecen todas las actividades, sino
solo aquellas que habian llegado antes
de su elaboracién. Tambien se ha
hecho un CD-Rom de las Jornadas que
se entregd durante el desarrollo de las
mismas, en el que aparece toda la infor-
macion incluida en el programa, asi
como informaciones complementarias.

Como es tradicional en estos encuen-
tros de profesores, tambien se cuidaron
los aspectos lidicos y de convivencia,
con una seleccién de actuaciones musi-
cales y teatrales que se realizaron en
una tienda levantada en la propia
escuela. Para colmo, esos dias coinci-
dieron con un Festival de Jazz en la
ciudad, asi como con unas Jornadas
Gastrondmicas.
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Suponemos que lo anterior da una idea
de la importancia de estas Jornadas,
tanto por el nimero de participantes
como por la cantidad de actividades
organizadas. Baste decir que en uno de
los boletines diarios que se repartian
durante el Encuentro, se incluia una
carta de apoyo del Presidente de la
Republica Portuguesa, Jorge Sampaio, y
que la sesidn de cierre contd con la
presencia del Ministro de Educacion.

Para acabar, solo resta indicar que el
XV Encontro Nacional, ProftMat 99, se
celebrard el proximo noviembre en
Portimao, en el Algarve Portugués.

José Muifioz Santonja
Juan Antonio Hans Martin

SAEM Thales

Proyecto «Talento Mate-
méatico»

Desde octubre, los sdbados por la mafa-
na de 10 a 1, en el Instituto de
Matemdticas de la Universidad Complu-
tense, ha empezado un curso para chicas
y chicos de aproximadamente 12-13 afios,
que quieran profundizar de forma mis o
menos ladica en temas matematicos. El
proyecto estd dirigido por el Profesor
Miguel de Guzmin e implica la participa-
cién de varios docentes de la Facultad y
de unos veinticinco chicas y chicos que

Desde octubre,
los sabadlos por
la mariana
de 10 a 1,
en el Instituto de
Matemdticas
de la Universidad
Complutense,
ha empezado
UN CUrso para
chicas y chicos de
aproximadamente
12-13 arios,
que quieran
profundizar
de forma mdas o
menos lidica
en temas
matemaricos.

han sido seleccionados a través de una prueba y de una suce-
siva entrevista.

Tratindose de un experimento, la convocatoria no ha
tenido gran difusién y aparecié un solo dia en la prensa
y durante mis tiempo en Internet. Esta experiencia estd
muy vinculada a proyectos que desde hace bastante afios
se estan desarrollando en los Estados Unidos (en la John
Hopkins University de Baltimore, siguiendo la investiga-
cién del Profesor Stanley) y en Alemania, en Hamburgo,
bajo la direccién de los Profesores Kiesswetter y
Zimmermann.

Los dfas 20 y 21 de noviembre pasado fue presentado el
curso a profesores de las facultades de varias universida-
des del Estado y de las asociaciones de profesores de
matemdticas. Presentaron sus ponencias los profesores
William Durden de la John Hopkins y de la Sylvan
Accademy, Kiesswetter y Zimmermann de Hamburgo y
Jozsef Pelikan, de la Universidad de Budapest y uno de
los responsables de las olimpiadas matemadticas htiingaras,
que seleccionan al equipo de este pais, que cada afo se
clasifica entre los mejores del mundo.

El que firma este comentario estaba presente como «envia-
do» de la sociedad Castelnuovo, profesor de uno de los
alentos matematicos» y padre de una de las alumnas parti-
cipantes. Pido perdén por las muchas comillas, pero el nom-
bre del proyecto, y no sus contenidos, y las implicaciones
ideolégicas que conlleva, no me gustan demasiado.

Pido ademas disculpas si no puedo limitarme a una escue-
ta cronica del encuentro, pero, como he dicho, me
encuentro demasiado implicado para protegerme detras
de una neutralidad que, por otra parte, bien pocas veces
existe. Y, finalmente, lo confieso, no soy matemadtico, sino
bidlogo, v la idea de que un dia pueda ofrecerse un curso
para ovenes talentos bidlogos», ja saber lo que esto
puede significar!, me suena a doctor Frankestein.

Resumiendo, el profesor Pelikan se limitd a contarnos las
excelentes tradiciones de la extraordinaria habilidad con
que, desde hace afios, los jovenes hingaros asombran al
mundo, atribuyéndolas, con mucho humor, a razones
politicas, ya que el régimen no podia prohibir la especu-
lacién matemdtica como hacia con la politica; econdmi-
cas, ya que en un pais pobre la investigacién matematica
solo requeria basicamente lapiz y papel; y culturales, ya
que, para poner un ejemplo significativo, se cumple este
afio el siglo de vida de una revista de matemitica y fisica
dirigida a los estudiantes de bachillerato, que tiene amplia
difusién en todo el pais.

De la descripcién que el Profesor Pelikan daba, se llega-
ba a la conclusion de que la principal caracteristica de la
experiencia hingara de seleccién y preparacion de jove-
nes talentos matemdticos es la extrema competitividad.
Los mejores alumnos estin invitados a frecuentar un




Instituto que conn los afios ha adquirido fama y ofrece los
mejores profesores del pais.

Mas compleja es la historia del proyecto de la John
Hopkins University de Baltimore que, a partir de las
observaciones de un psicologo, el Profesor Stanley, sobre
la escasez de la oferta formativa que la escuela ofrece a
los alumnos mis dotados, obligdndoles a aburrirse apren-
diendo a un ritmo demasiado lento para ellos, ha organi-
zado unos cursos que conforman ahora un inmenso plan
llamado Sylvan Accademy. La fundacién que desarrolla el
proyecto estd dotada de extraordinarios medios y mantie-
ne contactos con las mis prestigiosas universidades pabli-
cas y privadas de EE.UU,, de manera que los cursos que
ofrece durante el verano liberan a los estudiantes de la

obligacién de frecuentar los cursos ordinarios de mate- Piddmosles
maticas y le proporcionan créditos para la universidad. La que compartan
caracteristica mds relevante de la experiencia americana .

B o . . ) reflexiones
parecia asi la aceéleracién del curriculo académico, evi- )
dentemente permitida por la ley. Y, materiales

Pero la experiencia que se estd empezando a desarrollar con los que

en Madrid tiene mis parecido con el trabajo que desde en las aulas
hace casi quince afos tiene lugar en Hamburgo y que se intentan
enfoca hacia el enriquecimiento, o sea en ofrecer a los desarrollar

alumnos mis capaces, indicados por las escuelas y selec-

. - o L las mismas
cionados a través de un test, un programa ladico y crea-

tivo de matematicas. El test que utilizan en Alemania es el habilidades en
mismo que se ha utilizado este ano en Madrid y las fina- todos los ozlumnos,
lidades y modalidades de desarrollo son muy parecidas. para demostrarles
Aunque el auditorio se ri6 y estuvo de acuerdo con el que tienen

Profesor Pelikan en que «cada aceleracién es un enrique- mas dalentor

cimiento y cada enriquecimiento es una aceleracion, (y del
€ L0 que creen

puede que cada actividad intelectual conlleve algo de

competitividad, en el mejor de los casos, respecto a uno Yy que
mismo), a mi me parece que no es secundaria la actitud las matemdticas
en la que se pone el acento para juzgar un proyecto. pue den ser
Asi, mientras los invitados iban contindonos sus expe- de verdad

riencias y contestaban a las preguntas del cualificadisimo

o . . una ocasion
auditorio, yo pensaba en la prictica cotidiana de la ense-

flanza y si tenia algo que ver con estos proyectos. No de libertad

dudo que la escuela hace muchas victimas entre los que yde igualdad,

no aguantan €l ritmo y los «genios», y que en ningtin pais, como Emma

que yo conozca, se ha logrado una instruccion de masa Castelnuovo
no masificada, para cada uno y no para todos, pero .

Y v afirma

¢cconocéis algiin socio de la <Emma Castelnuovor que no
esté de acuerdo con el andlisis que sigue y que no esté desde siempre.
intentando recorrer caminos distintos?:

«Se pone demasiado énfasis en el pensamiento 'lineal' y
demasiado poco en la construccién de procesos basado
en la conexién de ideas implicado en la resolucién de
problemas complejos y en las mds tipicas situaciones rea-
les asi como en los eventos matematicos. Los textos y los

materiales y métodos de ensefianza, y en particular los
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test de respuesta mdltiple, estdn dema-
siado orientados hacia el conocimiento
y los productos del pensamiento. El
todo no sélo es mas que la suma de sus
partes, sino que es algo diferente.
Nosotros ponemos énfasis en una mate-
midtica informal y en ideas matematicas
en lugar de estructuras abstractas; cree-
mos que la matemdtica es un proceso
abierto del pensamiento y no un univer-
so de productos determinados; subraya-
mos que las matemdticas pueden ser
consideradas un juego y también un
arte; los 'buenos matemiticos' no se
definen simplemente por no cometer
errores, sino por la calidad de sus ideas.»

Y, éa qué os suenan las habilidades que
el proyecto alemdn, y por consiguiente
el espafiol, pretenden medir y desarro-
llar?: «organizar el material; reconocer
modelos y normas; cambiar la repre-
sentacién de un problema y reconocer
modelos y normas en la nueva irea;
comprender estructuras complejas y
trabajar en estas estructuras; invertir
procedimientos; encontrar (construir)
problemas conexos.»

Las dos largas citas son del articulo,
proporcionado en el encuentro, de H.
Wagner y B. Zimmermann «dentifica-
cion and fostering of mathematically
gifted students» en Educational Studies
of Matbematics, 17 (1986): 243-259.

Si esto es el espiritu con que equipos de
docentes universitarios trabajan con chi-
cos y chicas de doce o trece afios que
encuentran divertido dedicar tres horas
de las mananas de los sibados a discu-
tir y resolver enigmas matematicos,
jQué se levanten las copas y canten los
corazones! Piddmosles que compartan
reflexiones y materiales con los que en
las aulas intentan desarrollar las mismas
habilidades en todos los alumnos, para
demostrarles que tienen mds «alento» de
lo que creen y que las matemiticas pue-
den ser de verdad una ocasién de liber-
tad y de igualdad, como Emma Cas-
telnuovo afirma desde siempre.

Guido Ramellini
Scuola Italiana di Madrid

SMPM «Emma Castelnuovon
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JORNADAS de Aprendizaje y Ensefian-
za de las Matematicas (JAEM)

La Federacién Espanola de Sociedades de Profesores de
Matematicas (FESPM) convoca para los dias 9, 10y 11 de
septiembre de 1999 las IX JAEM que serdn organizadas
por la Asociacién de Ensinantes de Ciencias de Galicia
(ENCIGA) vy se celebrarin en Lugo.

En estas jornadas se presentardn ponencias y comunica-
ciones sobre una serie de mesas temiticas ademdis de
otras actividades como exposiciones, conferencias plena-
rias, talleres, posters, presentacion de conclusiones de
seminarios de la Federacién y excursiones.

Avance de programa

Lugar de celebracion: Facultad de Veterinaria. Campus de
Lugo, Universidade de Santiago de Compostela.

Estructura general:

e  Conferencias plenarias.

e Conferencias en las mesas tematicas.
e Comunicaciones de los participantes.
o Paneles.

o Talleres.

e Exposiciones.

e  Excursiones.

" Mesas temdticas:

1. Tecnologias en la Ensefianza de la Matematica. Calcu-
ladoras grificas y ordenadores.

2. La enseflanza de la estadistica: un reto pendiente.



Talleres y optativas de Matematicas.

Matemdticas en la vida real y en relacién con otras
materias escolares.

Del pensamiento aritmético al pensamiento algebraico.

Bases del aprendizaje de las matemiticas en la edu-
cacién infantil y primaria.

Enseflanza de las matemadticas en la universidad,
Formacién del profesorado de Matemiticas.

Matemdticas en la ESO y el Bachillerato.

10. Matematicas recreativas.
Actividades de animacién matemdtica

* Exposicion en el Museo Provincial de Lugo sobre
Matemdticas y Ciencias en Galicia.

® Muestra de software y videos did4cticos.
° Exposicién de libros y material did4ctico.

* Concurso de Fotografia Matematica. Concurso de
Software para Matemiticas. Concurso de actividades
innovadoras con calculadoras. Bases en:

http://www.cesga.es/ cefocop_lugo/jaem

Con motivo del Xacobeo 99, estin programadas rutas por
el Camino de Santiago, incluyendo una visita a Santiago
de Compostela.

Presentacién de Comunicaciones y Paneles

La presentacién de comunicaciones y paneles deberd rea-
lizarse antes del dia 30 de marzo de 1999, enviando la
ficha correspondiente, debidamente cumplimentada,
junto con un breve resumen (10 lineas a doble espacio en
formato DIN A-4) de su contenido y estructura. Con obje-
to de poder agrupar los trabajos presentados de acuerdo
con su posible afinidad temitica, cada uno de ellos debe
acompanarse con las palabras clave que mejor lo identifi-
quen, a modo de ejemplo indicamos:

° Titlo de la comunicacién o panel.

* Objetivo general del trabajo (formacion inicial del
profesorado, formacién permanente, aprendizaje,
curriculo...).

*  Nivel educativo: primaria, secundaria, universidad. ..

* Temas especificos que aborda: trabajos practicos,
resolucion de problemas, evaluacién. ..

* Naturaleza de la aportacion: estudio tebrico, experi-
mental, revisién bibliografica. ..

El trabajo completo se debera remitir antes del 30 de abril
de 1999 y no debe ocupar méds de 5 DIN A4 a doble
espacio. Se recomienda enviarlo junto con un disquete
usando los procesadores de texto Microsoft Word o

IX JAEM
Lugo
Septiembre 1999

Organiza:
ENCIGA

Conwvoca:
FESPM

°

WordPerfect para PC.

Los grificos se deben enviar en forma-
to TIFF o EPS, indicando su colocacién
en el texto o bien ya insertado en el
mismo.

Cuotas de inscripcién

Antes del Después del
30-4-99 30-4-99
Socios de
la FESPM | 9.000 pts.  13.000 pts
No socios |16.000 pts.  21.000 pts.
Estudiantes | 4.000 pts. 6.000 pts.

Fecha limite: 30 de junio de 1999,
Asistencia limitada a 800 personas.

Anulaciones: Solo  serdn atendidas
aquellas solicitudes de reembolso de
inscripcion realizadas antes del 30 de
junio de 1999,

Inscripcién
Enviar talén nominativo o transferencia
bancaria a:

Federacion Espafiola de Sociedades de
Profesores de Matemiticas, IX JAEM

Caixa Galicia

¢/c 2091 0103 01 3040007246

Alojamiento

Pueden gestionarse directamente o a
través de

Hemisferios Viajes S.L. (Estacién de
Autobuses 2* planta. 27002 Lugo. Telf.
982 25 45 45. Fax: 982 23 13 07).

E-mail: hemisferios.viajes@teleline.es

Secretaria Técnica

CEFOCOP de Lugo

Att.: JAEM

Raa Dr. Yafez Rebolo, 31. 27004 Lugo
Telf. 982 25 10 68 / 982 25 09 12

Fax; 982 25 11 26

Correo electrénico:

cflugo@teleline.es



NORMAS DE PUBLICACION

1. Los articulos se remitirén por triplicado a la redaccién de SUMA (Revista SUMA, ICE de Universidad de Zaragoza, C./
Pedro Cerbuna 12, 50009 Zaragoza), impresos a doble espacio, por una sola cara, en formato Din A-4.

2. Los datos de identificacién del autor no deben figurar en el texto original ya que éste serd enviado a asesores para ser
referenciado. Estos en ningln caso serdn informados de la identidad del autor o autores del trabajo y aconsejarén la
conveniencia o no de la publicacién del trabajo, o recomendarén posibles modificaciones, efc.

3. los grdficos, diagramas y figuras se enviaran en hojas separadas {una para cada gréfico), en tinta negra sobre papel
blanco. Asi mismo, podran incluirse fotografias. En el texto debe figurar el lugar donde deben ser colocadas; de igual
forma, si tiene que llevar un pie de ilustracién, éste se resefiard en la hoja donde aparece la ilustracion.

4. Adjunto al artficulo se redactaré un resumen, de entre cinco y diez lineas, que no necesariamente tiene que coincidir
con la Introduccion al articulo. Debe ir escrito en hoja aparte. En ese mismo folio aparecerdn los datos de identifica-
cién del autor o autores: nombre y apellidos; direccion completa; lugar de trabajo; teléfono de contacto; sociedad fede-
rada a la que perfenecen [si procede).

5. Sise usa procesador de texto, agradeceremos que ademds se envie un disquette con el archivo de fexto que contenga
el articulo, asi como tantos archivos gréficos, como figuras elaboradas con el ordenador se quiera incluir. La etiqueta
del disquette debe identificarlo sin lugar a dudas. En cuanto al formato de los archivos de texto, se recomienda MS-
Word (hasta version 5.0) en Macintosh, o WordPerfect (hasta versién 5.1) en PC. Los archivos gréficos es preferible
que tengan formato EPS o TIFF,

6. En cualquier caso, tanto un ejemplar del texto como los gréficos, si proceden de impresoras, deben ser originales y no
fotocopias.

7. Los trabajos se enviaran completos, aunque por necesidades de edicién pudieran publicarse por partes.
Las notas a pie de pagina deben ir numeradas correlativamente, numeradas con superindices a lo largo del articulo.
9. La bibliografia se dispondré al final del arficulo, por orden alfabético de apellidos, indicando autor(es), afio, titulo del
articulo, titulo de la revista completo (en cursiva o subrayado), volumen y paginas del mismo. Por ejemplo:
TRIGO, V. {1995): «Generacién de nimeros aleatorios», Suma, n.° 20, 91-98.
En el caso de libros se indicard el autor(es), afio, fitulo completo (en cursiva o subrayado), editorial y lugar de edicién.
Por ejemplo:
GARDNER, M. (1988): Vigjes por el tiempo y otras perplejidades matemdticas, Labor, Barcelona.
En el caso de articulos que se encuentran en una obra colectiva se indicard el autor(es), afio, titulo del articulo (entre
comillas), fitulo del libro (en cursiva), editorial y lugar de edicion. Por ejemplo:
VILLARROYA, F. (1987): «Geometria: construir y explorars, en Aspectos didécticos de mateméticas, 2, ICE Universidad
de Zaragoza, Zaragoza.

10.  Dentro del texto, las referencias a la bibliografia se indicarén con el apellido del autor y el afio entre paréntesis. Por
ejemplo: ...supone un gran avance (Hernandez, 1992).

Si el autor aparece explicitamente en el texto tan sélo se pondré entre paréntesis el afio. Por ejemplo: ...segln Rico

(1993).

11, Posteriormente, se nofificard a los interesados la aceptacién o no del articulo, asi como —en caso afirmativo- la posi-
ble fecha de su publicacién. En ese momento los autores se comprometerdn a retirar el arficulo de otras publicaciones
a las que lo hayan remitido. No se mantendrd correspondencia sobre las causas de no aceptacién de un articulo.
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BANCO/CIO .+« e e et e e et e e
AGeNCIa N Lot Direccién: .. ... ... . ...
PoblaCiON: © v v Provincia: .. ...

Sefiores, les ruego afiendan, con cargo a mi cuenta/libreta y hasta nueva orden, los recibos que periddica-
mente les presentard la Federacion Espaiiola de Sociedades de Profesores de Matemdticas (FESPM) para el
pago de mi suscripcion a la revista SUMA.

Atentamente (Fecha y firmay:
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