Trazado de curvas ilustres.
Una propuesta con CABRI Ii

Agustin Carrillo de Albornoz Torres

Inmaculada Llamas Centeno

Después de una breve
introduccién donde se
exponen algunas ideas sobre
lo que han supuesto las
nuevas fecnologias en la
ensefianza y de cémo creen
los autores que deben
utilizarse en el aula, se
muestra una propuesta para
tratar distintos lugares
geométricos con ayuda del
ordenador.
Utilizando el programa
CABRI Il se propone el
estudio y la construccién de
ciertas curvas como son los
6valos de Cassini, el caracol
de Pascal, la nefroide y la
cicloide dibujadas a partir
de su definicién como
lugares geométricos que se
complefan con otros métodos
de consfruccién utilizando
envolventes.

Se infenta ofrecer una visién
de las posibilidades del
ordenador para facilitar su
incorporacién al aula, como
material a disposicién del
profesor y del alumno.

ESDE HACE ANOS se habla de la incorporacién de las
nuevas tecnologias al 4mbito educativo, sin que los resul-
tados obtenidos hayan estado en consonancia con la
importancia atribuida y con las expectativas que sobre el
papel ofrecian para modificar los procesos de ensefianza
y aprendizaje.

Calculadoras, video, ordenador y, ahora, también internet
y multimedia han entrado en el aula de forma muy diver-
sa y con planteamientos muy variados, encontrando exce-
sivas dificultades, s6lo superadas por las iniciativas de los
docentes y por el interés que en los alumnos despertaban.

Estos desencantos también han alcanzado a las matemati-
cas, drea que parecia estrechamente ligada con estas tec-
nologias, que en poco o en casi nada han modificado la
metodologia y los planteamientos empleados en el aula.

En la utilizacién de las denominadas nuevas tecnologias,
de las que la escuela no puede quedar al margen, pero de
las que tampoco podri esperar que sirvan para solucionar
los problemas que la Educacion plantea, se deberdn eva-
luar y aprovechar las ventajas y posibilidades que ofrecen,
considerandolas como un recurso mas a disposicion del
profesor y del alumno.

Capacidad grifica, realizacion de tareas mecanicas, rapi-
dez, facilidad para modificar y obtener nuevos resultados
son cualidades a tener en cuenta para fomentar su utili-
zacidn del ordenador como material de ayuda y de con-
sulta en el trabajo de clase.

Poco a poco han aparecido programas que pueden resul-
tar muy validos para tratar distintos elementos del curricu-
lo y con los que es conveniente familiarizar al alumnado
y al profesorado. Serd necesario adaptar los contenidos y
la metodologia para incorporar distintos programas como
los de calculo simbodlico, de estadistica o de construccio-



nes geomeétricas, entre otros, de la misma manera que en
otras ocasiones se utilizan geoplanos, mosaicos, poliedros
u otros materiales tan Gtiles en el aula como lo es el libro
de texto.

Las actividades, que exponemos a continuacién, estan
basadas en el empleo de un programa de trazado geo-
meétrico como recurso para el estudio y construccién de
varias curvas dlustres» como una actividad mds de ayuda
en el desarrollo de los contenidos de geometiia, aplica-
bles tanto en Educacion Secundaria Obligatoria como en
las matematicas del Bachillerato.

La utilizacién de un programa de este tipo permite abor-
dar la geometria a través de la experimentacién y la mani-
pulacién de distintos elementos, facilitando la realizacion
de construcciones geométricas para deducir resultados a
partir de la observacion directa frente a la deduccién abs-
tracta empleada en numerosas ocasiones.

Para realizar las siguientes actividades hemos utilizado
CABRI-GEOMETRE en su versién II, aunque, evidente-
mente, servird cualquier otro de caracteristicas similares.

La facilidad de aprendizaje y la sencillez para disefar y
construir ayudaran en la resolucién de las distintas activi-
dades planteadas que tan s6lo intentan mostrar algunas
de las posibilidades que ofrecen estos programas que, uti-
lizados de manera adecuada, seran muy ttiles tanto para
el profesor como para el alumno.

De cada una de las curvas estudiadas: ¢valos de Cassini,
caracol de Pascal, nefroide y cicloide, exponemos méto-
dos de construccion basados en la propia definicién de la
curva como lugar geométrico y, en ocasiones, también a
través de envolventes.

Aunque una vez conocida la expresion de una curva, bas-
tard con representarla con un programa adecuado como
DERIVE, MATHEMATICA, etc., estudiando a continuacién
sus propiedades, preferimos aprovechar las posibilidades
que CABRI ofrece para simular movimiento a través de la
opcion Animacién o para dibujar directamente el lugar
geométrico seleccionado la correspondiente opcién, apro-
ximando su construccion al método que, en su dia, gene-
16 su estudio y descubrimiento.

Deseamos recordar que algunas de las curvas expuestas
llevan el nombre o fueron estudiadas por Giovanni
Cassini y por Christian Huygens, en cuyo recuerdo se ha
bautizado la misién espacial que recientemente ha parti-
do hacia Saturno.

Ovalos de Cassini

Engloban un conjunto de curvas definidas como el lugar
geométrico de los puntos del plano, tales que el produc-

...algunas
de las curvas
expuestas llevan
el nombre o
Jueron estudiadas
por Giovanni
cassini
Y por Christian
Huygens,
en cuyo recuerdo
se ba bautizado
la mision espacial
que recientemente
ba partido bhacia
Saturno.

Figura 1
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tos de las distancias a dos puntos fijos
llamados focos es una constante,

Si representamos la constante por &2, el
lugar geométrico se puede expresar
mediante la igualdad

PF - PF' = b?
en la que F y F' representan a los focos,
tales que FF' = 2a.

La relacion entre los valores a vy b deter-
mina el tipo de curva que se obtendri.

e Sib>a,lacurva serd un 6valo que
no se corta a si mismo.

e Sib =a, apareceri la lemniscata de
Bernoulli.

e Sib < a, representara dos 6valos
separados.

Algunos dvalos de esta familia aparecen
en la figura 1.

Ewrtlos de Cassini

Para calcular la ecuacién en coordena-
das cartesianas de esta familia de curvas
bastard con aplicar la expresion de la
distancia entre dos puntos en la defini-
cién de los 6valos, obtendremos

[(X—a>2 + YZH(XHL)Z + yz]: b

que, en coordenadas polares, serd

ttrat— 2% cos 20 = h*

Estas curvas fueron estudiadas en ‘1680
por el astrénomo y matematico francés
Jean Dominique Cassini (1625-1712),
del que cabe destacar su contribucién
en el descubrimiento de satélites de los
planetas Jupiter y Saturno, y al que en
1672 se le nombrd astrénomo real y pri-
mer director del Observatorio de Parfs.



Los trabajos de Cassini sobre los 6valos
que llevan su nombre se publicaron en
1749 por su hijo en el libro Elements
d'astronomie.

Para construir los évalos de Cassini uti-
lizando CABRI, se deben realizar los
pasos siguientes:

e« Dibujar una circunferencia cuyo
didmetro sea la distancia focal FF'.

e Una vez fijado el eje mayor AB,
sefialar un punto P en la circunfe-
rencia.

e Trazar desde el vértice A la semi-
rrecta que pasa por P y que cortard
a la circunferencia en el punto Q.

e Con centros en el foco Fy en F
dibujar dos circunferencias de
radios AQ y AP, respectivamente.

Los puntos de interseccién M y N
de estas dos circunferencias serdn
puntos de la curva.

Una vez activada la traza de los puntos
M y N, aplicamos movimiento al punto
P a través de la opcidn Animacion para
obtener la representacion de la curva,
que podemos observar en la figura 2.

Recordemos que, como alternativa a las
opciones Trazay Animacion, se podra
utilizar la opcién Lugar Geométrico
para obtener el lugar representado por
los puntos M y N cuando el punto P
recorre la circunferencia.

Cuando se utiliza esta Gltima opcidn,
una vez dibujada la curva, podremos
desplazar un foco sobre el eje para
obtener los distintos tipos de dvalos.

Caracol de Pascal

Se puede definir como el lugar geomé-
trico de los puntos del plano cuya dis-
tancia a los puntos de una circunferen-
cia es una constante, estando la distan-
cia medida en las cuerdas trazadas
desde un punto fijo de la propia cir-
cunferencia.

Al trazar una cuerda con origen en el
punto A de una circunferencia, la cor-
tard en otro punto que representamos
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— Activar |a braza de los puntos My N
e Animar el punto P para que se
e desplace por la circunferencia.

Figura 2

El caracol recibe
su nombre
de Etienne Pascal
(1588-1651)
padre
de Blaise Pascal,
aungue también
Jfue estudiada por
Gilles Personne
de Roberval
(1602-1675).

por M. Los puntos P y Q de la semirrecta AM que cum-
plen la condicién

PM=QM=b
pertenecen al caracol de Pascal, siendo b la constante.

La expresion en coordenadas cartesianas de esta curva es
2.2 2 22,2
(x +y —Zax) =b (X +y )

siendo a el radio de la circunferencia y bla constante que
determina la distancia de los puntos.

En coordenadas polares el caracol se expresa por la
igualdad:

r=b+acosB

Al igual que ocurre con los dvalos de Cassini, las expre-
siones anteriores determinan una familia de curvas, ya
que segln la relacion existente entre los valores a y b
obtendremos distintas curvas, algunas con denominacion
propia.

Asi cuando b = 2a, aparece una cardioide y para b = a se
obtiene la curva denominada trisectriz.

El caracol recibe su nombre de Etienne Pascal (1588-
1651) padre de Blaise Pascal, aunque también fue estu-
diada por Gilles Personne de Roberval (1602-1675).

Para realizar la construccién, segln la propia definicion,
realizaremos las operaciones siguientes:




-
s
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e Sobre una circunferencia fijar el punto A y un punto
M que se desplazari sobre ella,

e Trazar la semirrecta AM.

e Una vez fijado el valor de b, dibujar una circunferen-
cia con centro en M y radio b.

e Sefialar los puntos P y Q de interseccion de esta cir-
cunferencia con la semirrecta AM, que determinan el
caracol de Pascal,

Al activar la traza de los puntos P y Q representados en
la figura 3, y aplicar a continuacién animacién sobre el
punto M obtendremos la representacién de la curva.

CARACOL DE PASCAL

MP=MQ=h

Activar la traza de los puntos Py Q

Desplazar el punto M por la circunferencia

Figura 3

Otro procedimiento para obtener esta curva consiste en
fijar un punto A en el plano y un punto M en una cir-
cunferencia, trazar la circunferencia con centro en M y
radio AM y construir el lugar geométrico descrito por esta
circunferencia cuando M recorre la circunferencia inicial
(Figura 4).

Figura 4
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Cambiando la posicién del punto A,
observaremos los efectos que produce
en el lugar geométrico, obteniendo
como caso particular la cardioide cuan-
do el punto A estd en la circunferencia.

El caracol de Pascal también se puede
obtener como la curva podaria de una
circunferencia con respecto a un punto
del plano.

Partiendo de una situacién andloga a la
anterior, un punto M de una circunfe-
rencia y un punto exterior A, trazamos
la perpendicular por el punto A a la
recta tangente a la circunferencia en el
punto M. El punto P, interseccién de las
dos rectas, es un punto de la curva que
se completara al mover el punto M en
la circunferencia. (Figura 5).

PODARIAS

Lugar geométrico de los ples de las
perpendiculares (P) bazadas a desde
unpunto A a las tangentes a la curva.

Figura 5

Evidentemente, cuando el punto A tam-
bién es de la circunferencia, aparecera
la cardioide representada en la figura 6.

PODARIAS

Lugar geométrico de los pies de las
perpendiculares (P) razadas a desde
unpunto A a las tangentes a la curva

Figura 6



Nefroide

Definida como el lugar geométrico des-
crito por un punto fijo de una circunfe-
rencia de radio « (circunferencia gene-
ratriz) que se desplaza, sin resbalar,
sobre el exterior de una circunferencia
de radio 2a (circunferencia directriz).

La nefroide pertenece a una familia de
curvas denominada epicicloides, gene-
radas como los lugares geométricos
descritos cuando la circunferencias
generatriz y directriz tienen radios a 'y
b, respectivamente.

La cardioide, citada en el apartado ante-
rior, pertenece a esta familia ya que se
puede obtener cuando los radios de las
dos circunferencias son iguales.

Para representar en forma paramétrica
una nefroide, escribiremos

x = a(3cost — cos3t)

y

que en coordenadas cartesianas se

a(3sent — sen3t)

expresa por
(x% + y* — 4a%)? = 108ay?

El nombre de nefroide se lo dio en
1878 el matemadtico inglés Richard A.
Proctor (1837-1888), aunque, su estudio
se realiz6 en 1679 por Christian Huy-
gens (1629-1695), cientifico holandés
cuyos trabajos sobre lentes le sirvieron
para descubrir los anillos v un satélite
de Saturno. Inventd el reloj de péndulo
en 1656 y en 1673 publico las leyes del
péndulo y varios teoremas sobre la
fuerza centrifuga.

Para obtener su trazado realizamos los
siguientes pasos:

e Trazar una circunferencia ¢ y mar-
car un punto H en ¢

e Dibujar el segmento AB y un punto
S en él

e Definir utilizando Transferencia de
medidas, el punto M en la circun-
ferencia tal ge la distancia del arco
HM sea igual a la del segmento AS.

e Dibujar la circunferencia tangente a
la anterior en el punto M cuyo
radjo sea la mitad del radio de la
circunferencia c.

e Senalar en esta nueva circunferencia el punto P que
describird el lugar geométrico.

e  Activar la traza del punto P y animar el punto S que
se desplazara por el segmento.

Como alternativa al altimo paso, se podra utilizar la
opcidn Lugar Geométrico para obtener el lugar descrito
por el punto P cuando S recorre el segmento.

MNEFROIDE

Es el lugar descrito por ufi punto fijo P
de una cireunferencia de radior que
se desliza por el exterior de una
circunferencla de radio 2r.

S

x I 7Gem 5
Figura 7
También se puede obtener una nefroide como envolven-
te de un conjunto de circulos (¢, y ¢, en la figura 8) tan-
gentes al didmetro MN de una circunferencia.
R
NEFROIDE
Como ehvolvente de
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Figura 8
NEFROIDE
Como envolvente de
circunferencias
Figura 9
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Ademis; podra trazarse como envolvente de un didmetro

(AB en la figura 10), de una circunferencia que se desli-

za. sin resbalar, por el exterior de otra circunferencia de
b

igual radio.

NEFROIDE
como envolvents del
diamero 4B

Figura 11

Con similares construcciones dibujaremos circunferencias
de radios distintos para obtener nuevas curvas de la fami-
lia de epicicloides, asi como para determinar que lugar
geométrico se dibujard cuando una circunferencia se des-
plaza sobre el interior de otra circunferencia.

Cicloide

A esta curva se le llam6 la «Helena de los gedmetras» por las
continuas disputas que su estudio ocasion6 en el siglo XVIL.

Definida por Mersenne (1588-1648) en 1615, aunque
conocida anteriormente, como el lugar geométrico que
describe un punto fijo de una circunferencia (rueda) que
gira sobre una recta (suelo),

A esta curva
[cicloide]
se le llamo
" la «Helena
de los geometras»
por las continuas
disputas que
su estudio
ocasiono
en el siglo XVII.
Definida por
Mersenne
(1588-1648)
en 1615, aunqgue
conocida
anteriormente,
como el lugar
geomeétrico
que describe un
punto fijo de una
circunferencia
(rueda) que gira
sobre una recta
(suelo).

El interés por esta curva estd basado en
una paradoja de Aristételes: ¢Por qué
dos circunferencias concéntricas, reco-
rren una distancia igual si se les hace
girar seglin una circunferencia y reco-
rren distancias proporcionales cuando
se les hace girar separadas?

Si el radio de la circunferencia es a, las
ecuaciones paramétricas de la cicloide
se expresan por las igualdades

x = a(t — sent)
y = a(l — cost)

Denominada cicloide por Roberval, fue
estudiada por Galileo (1564-1642) que
intentd calcular el drea encerrada por
un arco de curva utilizando para ello
procedimientos mecénicos, obteniendo
una buena aproximacion del resultado
que establece que el 4rea encerrada
bajo un arco de curva es tres veces el
area del circulo que la genera.

Sin lugar a dudas, podemos afirmar que
esta curva despertd pasiones entre los
matematicos del siglo XVII, como lo
prueba que en su estudio, ademas de
los ya citados, intervinieron Torricelli
(1608-1647), Fermat (1601-1665), Des-
cartes (1629-1695), Huygens e, incluso,
Pascal (1623-1662), que llegd a propo-
ner un concurso sobre esta curva, plan-
teando una serie de cuestiones sobre
propiedades que él ya habia descubier-
to. El concurso se declard desierto y
Pascal public sus trabajos.

Para dibujar la cicloide y simular el
movimiento de la circunferencia sobre
una recta, realizaremos
siguientes:

los pasos

° Trazar una semirrecta cuyo origen
serd un punto A.

e Sea P un punto en la semirrecta.

e Fijado el radio r, trazar la circunfe-
rencia generatriz tangente en el
punto P a la semirrecta.

e Utilizar la opcién Transferencia de
medidas para obtener un punto M
en la circunferencia, tal que el arco
PM sea igual al segmento AP.

e Dibujar el punto N simétrico de M

con respecto a la perpendicular a
la semirrecta en P.



La cicloide, representada en la figura
12, es el lugar geométrico del punto N
cuando P recorre la semirrecta.

Indicaremos que el punto N es necesa-
rio ya que, por la forma en la que
CABRI realiza la transferencia de medi-
das, el punto M se genera midiendo a
la derecha de P, por lo que, si dibuja-
mos el lugar geométrico de M, obten-
driamos una cicloide invertida.

La cicloide puede considerarse dentro
‘de una familia de curvas a la que per-
tenecen la cicloide prolongada genera-
da por un punto de una circunferencia
concéntrica con la circunferencia gene-
ratriz v la cardioide acortada obtenida
cuando el punto pertenece a un circun-
ferencia concéntrica interior con la
generatriz,
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Mosaicos.

Movimientos en el plano

Antonio Bermejo Fuertes

En el arficulo se muesiran
unos materiales con los que
se invita al profesorado a
compartir, en el
deparfamento de
Mateméticas, el estudio y
resolucién de algunos
problemas concretos del
curriculo del 2.° ciclo de la
ESO, que hacen referencia a
formas poligonales y a
movimientos en el plano. Se
trata de aportar ideas
concretas que puedan ser de
inmediata aplicacién en la
practica. Ademds, el andlisis
de materiales, llevado a
cabo por un grupo de
profesores, es la mejor
garantia de investigacién y
de reflexion sobre su uso,
pudiendo servir, por una
parte, como referencia para
una posterior elaboracién
propia y, por otra, méas
importante, para posibilitar
una reflexién sobre la
practica diaria en el aula.

g N LA LOGSE se insiste una y otra vez en que disponemos
de un curriculo abierto; es decir, un proyecto, un plan de
accién en el que no todo estd decidido, sino que hay
muchas decisiones que deberdn ser tomadas por el equi-
po de profesores de cada centro, en primer lugar, y des-
pués y, como consecuencia de ello, por el profesor en
cada aula. Estas decisiones, como es légico, se iran vien-
do reflejadas en la practica diaria; de lo que se deriva la
importancia de organizarla coherentemente y, en conse-
cuencia, también los materiales que vayamos a utilizar.

Los profesores tenemos que ser conscientes de que esta-
blecer la labor diaria del aula (lo que quiere decir, deter-
minar claramente qué queremos que nuestros alumnos
aprendan y mediante qué actividades intentaremos que se
consiga este aprendizaje) no se puede dejar a la intuicion
ni a la simple imitacién del libro de texto; y aunque el uso
de este material sigue siendo prioritario en las aulas, es
importante que no sea el Gnico referente curricular.

Por materiales curriculares podemos entender todos aque-
llos recursos que ayudan al profesorado a adoptar deci-
siones en el proceso de ensefianza/aprendizaje. Su utili-
zacion, como ya se ha indicado anteriormenté, necesita
de unos acuerdos previos, primero en el claustro, y des-
pués en el seminario o departamento, que permitan dar
coherencia a la actividad educativa del centro. Su funcién
no es, por tanto, definir para el profesorado las intencio-
nes educativas (ya que éstas tienen que fijarse previa-
mente mediante los Proyectos del Centro), sino ayudarle
a llevarlas a la practica. Por este motivo no se deberfan
aplicar sin mas materiales ya elaborados por otras perso-
nas, siendo fundamental que, previamente a su utiliza-
cién, los profesores de cada centro reflexionen sobre la
posible validez de cara a su centro y a sus alumnos, estu-
dien los fundamentos de cada propuesta, los valoren vy,



