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examinamos el problema de
la conciencia de los alumnos
en sifuaciones de dificultad.
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SO de la lengua natural en Mateméticas

En un trabajo nuestro anterior (D’Amore y Martini, 1997),
que recomendamos leer como introduccidén a éste, se
alude al problema del uso de la lengua natural en el ambi-
to matemadtico.

No se trata ciertamente de un argumento despreciable:
investigaciones de los Ultimos 15 afos sobre el uso de la
lengua natural en el aula, en las clases de matemdticas,
nos inducen a pensar que las modalidades lingiiisticas,
conforme a las que se desarrolla la comunicacién, son de
fundamental importancia en el andlisis de los comporta-
mientos y de las respuestas de los alumnos. (Como refe-
rencias bibliograficas sefialamos: Laborde, 1982; Maier,
1993; D’Amore, 1994 y Laborde, 1995, pero la literatura al
respecto es vastisima)?.

Aqui nos ocuparemos especificamente, sin embargo, sblo
del uso de la lengua natural en un caso particular, es decir
en la elaboracién de pruebas y en la consiguiente tipolo-
gia de las respuestas que los alumnos proporcionan, intro-
duciendo como variables de cardcter redaccional y
ambiental justamente el lenguaje usado y el ambiente crea-
do, a propésito, con preguntas de diversa indole (mate-
mdtica y extramatematica).

El contexto natural

Con frecuencia, cuando se habla de «contexto», se hace eni
el sentido que le da Lester (1980), en el dmbito del pro-
blem solving, y ello se refiere a las condiciones ambienta-
les en las que se encuentra actuando el potencial resolu-
tor: ambiente fisico, psicologico y social. Se trata, pues,
tanto de factores externos como de factores inherentes a
la tarea.



Estudios posteriores de Lesh (1981 y 1985) y Cobb (1988)
han aportado mayor claridad a este delicado argumento,
evidenciando cada vez mis lo que debe entenderse por
«contexto interno» y qué relaciones hay entre las dos for-
mas, mas bien mezcladas, de contexto (interno Y externo),

D'Amore y Zan (1996) proponen un esquema, obtenido
sintetizando a Kilpatrick (1975) y Lester (1980), en el que
se evidencian los factores y las relaciones entre factores,
en la actividad de problem solving:

Tarea

Procesos
» | Productos

b i |

Entre los diversos factores que determinan el funciona-
miento de los distintos aspectos de ese «ridngulo» a la
izquierda del esquema, los de caricter lingtifstico de nin-
gin modo han sido olvidados o infravalorados por la
investigacion internacional; sin embargo, nos parece poco
analizada la cuestion que delineamos ahora mismo, de
forma ripida, pero que retomaremos detalladamente en
el curso de este trabajo. Nos cuestionamos la relacién que
existe entre:

e Ellenguaje usado en la redaccién de una prueba (por
tanto, dentro de la «tarea»).

* El contexto que se produce (influencia de la «area y
del «ambiente» —creado a propésito por quien escribe
la prueba- sobre el «sujeto»).

° El ambiente cognitivo en el que el resolutor piensa
buscar la respuesta (influencia del ambiente cogniti-
vo en que el resolutor busca las respuestas» sobre el
«sujeton).

* La respuesta producida (que implica el wsujetos, los
«procesos» y, por tanto, el «producton).

Los problemas que hemos estudiado explicitamente
(D’Amore y Martini, 1997), son el clasico de Schoenfeld
de «el autobus y los soldados» y el nuestro sobre «coches
y ninos», que son estructuralmente semejantes aunque
ambos se expresan en un lenguaje muy simple, natural,
muy cercano al coloquial?,

Desde ese punto de vista, no deberfan surgir diferencias
importantes inducidas por registros diversos o por distin-
tas modalidades lingUisticas.

Sin embargo, el hecho de que se hable de objetos mas
cercanos a las costumbres de los sujetos examinados
(coches —y no autobuses del ejercito—, nifios —y no solda-

... Juega un papel
esencidal,
en la tipologia del
comportamiento
del resolutor
en el momento de
dar la respuesta
(escrita en la
prueba, oral en
las entrevistas),
algo que
describiremos
a continuacion
Y que llamaremos
contexto natural,
inducido
por los términos
y por los objetos
evocados.

1 Revisten un interés especifico,

en este campo, los estudios
sobre los distintos registros
representativos, ya que éstos
no sélo proporcionan diversos
significantes de un mismo sig-
nificado sino que, de hecho,
vehiculan toda una serie de
informaciones y de modalida-
des interpretativas de extraor-
dinaria relevancia; véase
Duval (1993) y D’Amore
(1997).

2 Para comodidad del lector,

aportamos aqui los textos de
los problemas a que nos referi-
mos. Problema de Schoenfeld
del autobis y los soldados:
«Un autobs del ejército trans-
porta 36 soldados. Si se tiene
que fransportar a 1.128 sol-
dados al campo de instruc-
cién, scudntos autobuses se
necesitang». Problema de los
coches y de los nifios: «Un
automévil transporta 4 nifios.
Si se debe llevar a 6 nifios a la
escuela, scudntos coches se
necesitan®».

dos—, escuela ~y no campo de instruc-
cién-), influye sobre el hecho de que el
contexto evocado por el segundo pro-
blema haga el mismo lenguaje descrip-
tivo mucho mds cercano al natural, y no
s6lo por los nimeros menores que se
emplean en ese segundo problema (en
efecto se ha evidenciado explicitamen-
te este hecho, una vez tras otra, en las
respuestas de los sujetos entrevistados,
como han demostrado D'Amore y
Martini =1997-): el alumno sometido a
esa prueba declara que imagina mejor
la escena (los motivos se describen en
el articulo citado) y que «no tiene nece-
sidad de hacer operaciones».

Para nosotros, juega un papel esencial,
en la tipologia del comportamiento del
tesolutor en el momento de dar la res-
puesta (escrita en la prueba, oral en las
entrevistas), algo que describiremos a
continuacién y que llamaremos contex-
to natural, inducido por los términos y
por los objetos evocados.

Sobre el papel del contexto natural no
habfamos realizado pruebas especificas
con ocasibn de la proposicién del
doble problema: autobts y soldados
contra coches y nifios, Y, por tanto,
hemos decidido hacerlas ahora.

De forma preliminar, describiremos de
forma explicita el concepto que propo-
nemos: el de contexto natural. El uso
de la lengua comiin, con preguntas que
incumben a hechos aritméticos en que
intervienen solo nimeros naturales y
hechos extra-escolares, sobre argumen-
tos agradables y bien conocidos por
nuestros sujetos, crea un contexto de
espera (y por tanto de respuesta) que
llamaremos contexto natural, una espe-
cie de ambiente mental de referencia,
en que se coloca el resolutor al buscar
las respuestas a las preguntas de la
prueba,

Opinamos que, para construir una
prueba capaz de crear un contexto
natural, se deben elegir de forma cui-
dadosa y oportuna las primeras pre-
guntas y adoptar también un lenguaje
de tipo coloquial en las preguntas si-
guientes, incluso si hacen referencia a
cuestiones matemdticas. Y viceversa, se



puede evitar esto planteando, desde las
k primeras preguntas, problemas sobre
hechos matemdticos que no tengan en
cuenta hechos extra-matemiticos o
- exclusivamente los nlimeros naturales,
k y que en cambio evoquen un ambito de
respuesta, tipicamente escolar.

Primera hipétesis de la
investigacion

En nuestra opinién, la creacion de un
contexto natural y el empujon (implici-
_to) consiguiente para responder a las
_ preguntas de una prueba, en tal contex-
to, rebaja el nivel del umbral critico y el
de referencia cognitiva, en la que aquel
que debe responder a las preguntas
busca argumentos para su respuesta.

El sujeto busca, entonces, las respuestas
apropiadas en ambientes cognitivos
ingenuos, en modelos matematicos de
la realidad de bajo pérfil cognitivo,
inducidos eventualmente por sus expe-
riencias cognitivas (en matematicas)
adquiridas en los primeros afios de
escolaridad.

Por ejemplo, en lo referente a los siste-
mas numéricos, dentro del contexto
_ natural prevalecen y se usan los mode-
los intuitivos de nimero natural y de las

operaciones que implican sélo ntme-

ros naturales y prevalecen, también,
referencias a interpretaciones ingenuas
de la realidad en términos de nimeros
naturales, incluso alli donde serfan mas
significativos y oportunos otros siste-
mis numéricos.

Pero, sexiste 0 no ese contexto natural?
Nuestra hipotesis es que existe; discuti-

remos més adelante la pertinencia de

esta hipdtesis,

Una primera prueba para
verificar la incidencia del
contexto natural en las
respuestas

Se trataba, pues, de crear una prueba
con preguntas relativas a hechos extra-

Por ejemplo,
en lo referente
a los sistemas

nUMeEricos,
dentro del
contexto natural
prevalecen y se
usan los modelos
intuitivos de
niimero natural yy
de las operaciones
que implican
solo niimeros
naturales
y prevalecen,
también,
referencias a
interpretaciones
ingenuas
de la realidad
en terminos
de ntimeros
naturales. ..

3 La contribucién de muchos pro-

fesores de la escuela media
superior ha sido deferminante
para la buena aplicacién de la
experiencia. les agradecemos
su colaboracién, antes de la
bibliografia.

Y

matemdticos (sobre argumentos conocidos y agradables
para el alumno) y nlmeros naturales, en lenguaje colo-
quial (incluso a costa de no ser rigurosos desde un punto
de vista formal).

Con tal proposito, y después de algunas pruebas prelimi-
nares, hemos elegido la siguiente bateria de 3 preguntas,
en este orden:

e P1. Escribe la suma de los nlimeros que forman tu
fecha de nacimiento.

[Por ejemplo si naciste el 28 de septiembre de 1978,
la suma es 2+8+0+9+1+9+7+8=44].

e P2, Escribe el titulo de la Gltima pelicula que has visto
(en el cine o en la TV).

e P3. Escribe el nombre de tu cantante preferido.

En ese punto, incluimos una pregunta, no rigurosa for-
malmente, pero que se expresaba en lengua coloquial y
que reclamaba, pues, por su propia forma linglistica, el
contexto natural inducido implicitamente, segin nuestra
opinién, por las tres primeras preguntas:

e P4 ,Cudl es el nimero mas pequefio del mundo?

La pregunta P4 se da ciertamente con una formulacion
ambigua; pero nuestro objetivo era precisamente evaluar
la modalidad de la respuesta y sus distintos géneros.

(En lo que sigue, llamaremos prueba T1 a la constituida
por las cuatro preguntas, P1-P4).

Como explicaremos mejor, a continuacion, esa prueba
escrita iba seguida de entrevistas.

En pruebas preliminares y mds bien informales hechas a
estudiantes de distintos niveles (media inferior, primer
afio de Institutos Profesionales, V de Liceo Clisico
Experimental, en Italia)®, a profesores (elementales, en
Italia; de Instituto Profesional, en Suiza), a estudiantes
universitarios del IV curso de la licenciatura en Mate-
mdticas (en Salénica, Grecia), habiamos obtenido muchas
respuestas «Cero». Queriamos verificar la incidencia real
de esa respuesta y sus causas, pero en un contexto de
investigacion empirica.

Tras esas pruebas preliminares, muy Gtiles para poner a punto
las preguntas de las pruebas, y a las que no nos referiremos
aqui, pasamos a las pruebas propiamente dichas, con el test
T1. Nos ha parecido ttil hacer tales pruebas a estudiantes de
la superior, vistos el sentido de las preguntas y las hipotesis
que se hacian en él. Por tanto se llevd a cabo la experiencia
en dos clases de II superior, en Bologna [una en un Instituto
de Arte y la otra en un Itc (Instituto Técnico Comercial, escue-
la para contables)] y en dos clases de V superior, en S. Lazzaro
di Savena (Bologna) [una de Itis (Instituto Técnico Industrial
Estatal, escuela para jefes técnicos) y 1a otra de Itc].

Mas adelante describiremos las modalidades y resultados
de esta prueba sobre T1 (incluidas las entrevistas).



Mas alla de la indagacion, tal como se ha delineado, pare-
cia ademds muy interesante, en este caso especifico, ver
qué tipo de respuesta se darfa a la pregunta P4, siempre
que no se tratase de «Ceron. Veremos que ello es efecti-
vamente interesante. Puede resultar curioso sefalar que
la respuesta a la pregunta P4, en las pruebas preliminares
con estudiantes universitarios y del Gltimo afio de la supe-
rior, ha sido, con una cierta preponderancia en las escue-
las con mayores contenidos de caricter matematico, el
«qimero» «—oon, Por tanto, este «objetor se considera como
un nimero entero propiamente dicho®, Respuestas como
“no existe» o similares han sido mds bien escasas en las
pruebas preliminares.

Asimismo hablaremos de las modalidades aplicadas y
proporcionaremos los resultados (obtenidos por escrito o
a través de entrevistas) de esta indagacion.

Naturalmente era necesario hacer una contraprueba obvia.

La pregunta que, en efecto, surge espontinea es: es cier-
to que una eventual respuesta «Cero» esti ligada al con-
texto natural creado con las tres primeras preguntas del
test? ¢}No existirin otros motivos?

Se trataba, pues, de idear otra prueba en que las primeras
preguntas creasen un ambiente, por asf decirlo, no-natural,
es decir que no implicase s6lo nimeros naturales y hechos
extra-matematicos, de forma que la pregunta (ex P4) sobre
«l nimero més pequeno del mundo» se expresase en len-
guaje més formal, adecuindose a las competencias mate-
mdticas del alumno, propias de la escuela secundaria.

Concebimos entonces el test siguiente (que llamaremos a
continuacién T2):

° P5. Encuentra tres ejemplos de ntiimeros reales que

satisfagan esta desigualdad:
—é<x<+3
2 3

e P6. Resuelve la siguiente ecuacién en R:
x2—4x+4=0

* P7.4Cudl es el ntimero «, tal que x es menor que ¥,
para cada j?

en el que P5 y P6 sélo persiguen el objetivo de contex-
tualizar el test, en ambiente tipicamente disciplinar, y P7
s una traduccién un poco mas formal de la P4 en un len-
guaje no coloquial.

Una segunda prueba para verificar la
incidencia del contexto natural en las
respuestas

Muchas de las respuestas a T1, dadas por escrito o en las
entrevistas, hacfan intervenir el infinito, de manera mis o
menos explicita. No s6lo: surgfan a menudo, incluso sin

Se trataba, pues,
de idear otra
prueba en que
las primeras
preguntas creasen
un ambiente,
por ast decirlo,
no-natural,
es decir que
no implicase
solo niimeros
naturales
¥ hechos
extra-
matematicos. ..

4 Sobre tal interpretacién con-
cuerdan ademés Shama y
Movshovitz-Hadar {1994).

darse cuenta, las dos posiciones filoso-
ficas clasicas a propésito del infinito:
potencial y actual (Arrigo y D'Amore,
1993).

Nos preguntamos entonces si las res-
puestas a P4 se vefan condicionadas
por el dmbito muy particular en que
nos habiamos colocado. Es decir, si no
era el contexto natural el causante de
las respuestas o si, en todo €aso, no era
el tnico.

Habia que hacer otra prueba, sobre un
argumento que no implicase esta dificil
nocion. Y también debia hacerse doble:
una vez creando el contexto natural y
otra vez no credndolo.

Elegimos entonces la siguiente bateria
de preguntas (que llamaremos de ahora
en adelante T3), de las cuales las tres
primeras podian, en nuestra opinién,
crear un contexto natural para la cuarta:

e P1, P2, P3 (las mismas de T1).

° P8 (Existe un nimero cuyo cua-
drado sea 5?

Seleccionamos a continuacién la si-
guiente baterfa de preguntas (que lla-
maremos T4), con el criterio acostum-
brado: no se crea un contexto natural
con las primeras (es mas, se introduce
desde el inicio en un contexto tipica-
mente disciplinar) y la Gltima ha de ser
la misma P8 del test T3 (contexto natu-
ral), pero formulada en un lenguaje (un
poco) mis formal:

* P5, P6 (las mismas usadas anterior-
mente en T2).

* P9. ;Existe un nimero x tal que
x%=5?

Mis abajo hablaremos de las modalida-

des seguidas y daremos los resultados

de esta prueba.

La gestién de las situacio-
nes incoherentes. Segun-
da hipétesis de la investi-
gacién

Al realizar la prueba T1, hemos exami-
nado una variante. Supongamos que a
las preguntas P1-P4, en contexto natu-



_ral, siga una pregunta P10 en que se
 considere la existencia de nGmeros
negativos, por ejemplo:

e P10. ¢Es mayor -3 o +2?

Notese que P10 también se expresa en
una forma lingliistica coloquial y que
por ello surgen dudas sobre su impeca-
bilidad... Sin embargo, en ella se prue-
ba la competencia del estudiante sobre
el hecho de la existencia de los niime-
ros negativos (y entonces la respuesta
«Cero» no constituye la respuesta perti-
nente a la pregunta sobre el ntmero
mas pequefio del mundo...).

Si un estudiante, de acuerdo con el
contexto natural, ha respondido «Cero»
a P4, ;qué hara cuando tenga que res-
ponder a P10, recordando la existencia
de los nimeros negativos?

Con mayor precision, nos preguntiba-
mos:

1. Si a la pregunta P4 el estudiante
responde «Cero» y a la P10 res-
ponde «+2», svolverd a la P4 para
corregir la respuesta «Cero»? En
qué modo? ;O bien deja «Cero»
como respuesta a P4 y «+2» a P10?
¢Se da cuenta o no de la contradic-
cion? (En qué medida influye en
ello el contexto natural y en qué
medida la coherencia dentro del
test?

Si se intercambian el orden de P10
y P4, ;el sujeto seguird respondien-
do «Cero» a la P4 o dard otras res-
puestas? Es decir, si las preguntas
P1, P2 y P3 crean un contexto
natural, ;la precedencia de la P10
sobre la P4 lo destruye?

Es necesario precisar que otras investi-
_ gaciones, consideradas ya cldsicas, han
sacado a la luz el hecho de que los
- estudiantes deshechan la capacidad de
. poner de manifiesto elementos conflic-
tuales y reconocerios contempordnea-
mente como tales (véase Stavy, y
- Berkovitz, 1980 y Hart, 1981).

- Otras investigaciones han probado que
la percepcién de muchos elementos en
: ‘conﬂicto no se vive como una situacion
- problematica por parte del estudiante,

... mientras
en matematicas
la coberencia
del sistema es
un hecho central
Y Se es consciente
de su papel
determinante,
eso no vale
para la situacion
didactica;
en el caso
particular
del infinito. ..

e

sino como una situacién completamente aceptable. Es
decir: las incoherencias no determinan ilicitud; véase
Schoenfeld (1985) y Tirosh (1990).

Es mas, mientras en matemditicas la coherencia del sistema
es un hecho central y se es consciente de su papel deter-
minante, €so no vale para la situacién diddctica; en el caso
particular del infinito; véase Tsamir y Tirosh (1997).

Nuestra hipétesis es que se confirmarin los resultados de
las investigaciones antes citadas, incluso en un caso tan
explicito y evidente como el que hemos propuesto. Ello
nos parece ligado al hecho de que los estudiantes no
estdn suficientemente interesados en la gestion de la cobe-
rencia (ni local, ni global) del sistema y del lenguaje que
estin aprendiendo a manejar.

Como atenuante parcial de la gravedad de esta conclusién
eventual, si se llega a probar, puede actuar quizds una
clausula implicita del contrato didactico que podria no
consentir o no empujar a la revision de las respuestas pro-
pias, una vez dadas; es decir que llevaria a ihterpretar las
respuestas aisladas como si fuesen independientes entre s
y no pertenecientes a una situacién global.

Mids tarde hablaremos de las modalidades de aplicacién,
daremos los resultados de la prueba y discutiremos sobre
la validez de nuestra hipotesis.

Para comodidad del lector, recogemos en el siguiente cua-
dro los test en que se basan las pruebas:

P1.  Escribe la suma de los nmeros que forman tu fecha de
nacimiento. [Por ejemplo si naciste el 28 de septiem-
bre de 1978, la suma es 2+8+0+9+1+9+7+8=44].

P2.  Escribe el fitulo de la Gltima pelicula que has visto {en
el cine o en la TV).

P3.  Escribe el nombre de tu cantante preferido.
P4.  3Cudl es el nomero més pequeiio del mundo?

PS. . Encuentra tres ejemplos de nomeros reales que satisfa-
gan esta desigualdad: ~5/2 < x < +2/3.

Pé. . Resuelve la siguiente ecuacion en R: x2— 4x + 4 =0

P7. 3Cudl es el nimero x, tal que x es menor que y, para
cada y?

P8.  3Existe un niimero cuyo cuadrado sea 52
P9.  sExiste un nimero x tal que x2=52
P10. 3Es mayor -3 o +22

T1: P1-P2-P3-P4

T2: P5-P6-P7
T3: P1-P2-P3-P8
T4:  P5-P6-P9

T1% P1-P2-P3P4-P10
T12: P1-P2-P3-P10-P4




Moddlidades y resultados de las pruebas

Modalidades y resultados de la prueba T1
(con entrevistas)

Hemos aplicado la prueba T1 en dos clases de II (una de
un Instituto de Arte; otra de Itc) y en dos clases de V (una
de Itis; otra de Itc)®.

A cada alumno se le daba un cuadernillo de 4 folios, for-
mato A4, grapados en la parte superior izquierda; en cada
folio se reflejaba una sola pregunta (por orden: P1-P2-P3-
P4), con un cuadro grande vacio. Pediamos a los estu-
diantes que no hojeasen los folios, que escribiesen su
nombre (sin apellido) en el primer folio, que trabajasen
en silencio, que no se intercambiasen informaciones, que
respondiesen con absoluta tranquilidad y sinceridad, ase-
gurdndoles que el resultado de la prueba no se pasaifa a
sus profesores (los cuales nos dejaron solos con los estu-
diantes, como prueba de lo anterior).

Cuando dijimos «podéis empezarh, los estudiantes res-
pondieron por escrito a la pregunta P1 en el primer folio.
Pasados uno o dos minutos, sélo cuando lo ordenamos
pudieron responder a la P2. Y asi sucesivamente hasta lle-
gar a la P4. Al finalizar recogimos el cuadernillo. Por lo
que la totalidad de la prueba escrita duraba de 5 a 8 minu-
tos. El profesor volvia a entrar, nosotros mirdbamos inme-
diatamente s6lo las respuestas a P4 y elegiamos los estu-
diantes para las entrevistas. Los alumnos elegidos, uno
cada vez, venfan a un aula cercana en la que se desarro-
llaba la entrevista individual. Se pedia al profesor que
vigilase para que no se diese un cambio de informaciones
entre los que volvian de la entrevista y los que salian para
realizarla.

En este apartado, nos interesa ver cudntos estudiantes res-
pondian a la pregunta P4, de forma que hubiese interve-
nido el contexto natural; obviamente no examinamos las
respuestas a P1-P2-P3 que, recordamos, servian solo para
crear, en nuestra opinioén, tal contexto natural.

Aun siendo casi siempre «Cero» la respuesta obtenida por
escrito, se dio una gran variedad de respuestas si consi-
deramos también las entrevistas; solo poquisimos estu-
diantes responden de forma impecable, por ejemplo:
«Para cada nlmero pequeflo, existe siempre otro mds
pequefior (se trata de un estudiante de II Ist. de Arte, que
firma con pseudénimo). Pero sobre la tipologia de las res-
puestas, volveremos mis adelante, con una gran riqueza
de contestaciones particulares.

Antes de seguir, nos interesa evidenciar que hubo casos
de respuestas ingenuas que, si bien no eran «Cero» (res-
puesta tomada por nosotros como prototipo de quien
entra sin saberlo en el contexto natural), parecen ligadas
justamente a tal contexto, confirmando su existencia. Se

...interesa
evidenciar que
ha babido casos
de respuestas
ingenuas que,
si bien no eran
«Cero» (respuesta
tomada por
10SOtros COMmo
prototipo de quien
entra sin saberlo
en el contexto
natural), parecen
ligadas justamente
a tal contexto,
confirmando
Su existencia.

5 Recordamos que en ltalia los
estudiantes de | superior tienen
(normalmente) una edad de
14-15 afios, los de Il 15-16

afios y asi sucesivamente.

trata por ejemplo de las respuestas «1»
(en las entrevistas: «porque cero no es
un nmero», y €50 aparece varias veces)
y respuestas que revelan modalidades
de medida. Como ejemplo, tenemos la
respuesta «0,1» de Carlotta que, por
escrito, no dice casi nada (incluso por-
que podria interpretarse como dos res-
puestas distinta, «0» y «I», separadas por
una coma); y en la entrevista, la estu-
diante la justifica como: da medida mas
pequefia posible».

Por tanto, sea la respuesta «O» como la
«1» o la «0,1», u otras analogas, se pue-
den adscribir, creemos, a la influencia
del contexto natural.

Sin embargo, por correccion, dejaremos
en adelante separadas las dos tipologias
de respuesta.

Indicaremos, a continuacién, con ¢ el
porcentaje de las respuestas «Cero» y
con c¢.n. el porcentaje de respuestas
que parece se deban al contexto natu-
ral, segin lo dicho anteriormente.
Obviamente, c.n, = ¢, dada la inclusién
de las respuestas «Cero» entre las debi-
das al ingreso en el contexto natural.
(Se sobreentiende que redondearemos
siempre los resultados hasta la unidad
mas préxima).

He aqui una tabla con los resultados en
porcentajes:

Il Inst. de Arte 50 70

HiTc 34 34
VTS 40 40
Vic 37 37

Se nota enseguida que una respuesta
distinta de «Cero», pero igualmente liga-
da al contexto natural, se da sélo en el
Instituto de Arte; la mayor familiaridad
con las mateméticas en los otros
Institutos permite menos... divagacio-
nes. Como veremos, cuando analice-
mos detalladamente la tipologia de las
respuestas, en las clases de V, sobre
todo, se difunde la respuesta prevista
POI NOSOLOS:«—oon,



. Examinemos ahora las entrevistas para
dar algln detalle mis.

k IT de Instituto de Arte

Casi todos los estudiantes entrevistados
confiesan que la primera respuesta
intuitiva que les viene a la mente, de
forma espontdnea, es «Ceror; de ellos
algunos escriben efectivamente «Cero» o
«» (Ilaria explica que su «» es la tra-
duccién matemitica de la respuesta
«Nada» que se le ha ocurrido); otros
escriben respuestas distintas como «1» o
«1», pero la explicacion nos la propor-
cionan Angelo, Fabrizio y Matteo que
explican que no podian escribir «Cero»
porque «qo se trata de un ntmero». El
~1 se piensa como «algo muy pequefio»
y no como una unidad negativa.

Todo ello parece confirmar el ingreso
en un contexto natural.

II Itc

Muchos estudiantes declaran haber
pensado enseguida y espontineamente
en «Cero»; pero han reflexionado y han
[tenemos un
«nimero infinito» (el « es un signo de
negativor) tenemos un «—0» (idem),
alglin «No sé»,...]J.

escrito cosas diversas

V Itis

Aqui la casuistica es muy simple ya que
la clase se divide en dos respuestas: el
40% escribe «Cero» y el 60% escribe
«oon, De los estudiantes que dan la
segunda respuesta, hay muchos que
admiten a —eo como « un nimero», COMo
«l nimero mas pequefo», etc.

Algunas entrevistas, sin embargo, per-
miten descubrir el contraste
entre Ja primera respuesta que se me
ha ocurrido» y la sucesiva reflexion
dentro del conocimiento matematico.

interno

Otras entrevistas muestran, con clari-
dad, la basqueda de nimeros que se
explican teniendo en cuenta el contex-
to natural. Por ejemplo, Giacomo dice:
«He pensado en el nimero que vale
menos». Por tanto, esta respuesta que se
da cerca del 60% de los alumnos y que
parece ser, para ellos, matematicamen-
te impecable, es a menudo el fruto de
una reflexion critica... que, tal vez,

Algunas
entrevistas
permiten
descubrir
el contraste
interno entre
da primera
respuesta que
me ha venido
a la mente»
Y la sucesiva
reflexion
dentro
del cognitivo
matematico.
Otras entrevistas
muestran,
con claridad,
la buisqueda
de niimeros
que se explican
teniendo
en cuenta el
contexto natural.

puede incluso considerarse a la inversa. Por ejemplo,
Davide escribe «—eo» pero confesando a viva voz que no esti
muy convencido porque «quizds era més apropiado decir
algo cercano al cero. No sé. También Ermanno y otros con-
fiesan haber pensado en cero y haber escrito después la otra
respuesta. Para concluir, entre las justificaciones de la res-
puesta «Cero» he aqui la de Giampiero: Pensé en cero por-
que no es nada y no hay nada menos de nada.

Nos parece que, en este caso también, el contexto natu-
ral juega un papel esencial y notable, més alld de lo que
parece por las respuestas escritas a las que hemos hecho
referencia en la tabla anterior.

V Itc

Aqui hay estudiantes que no responden (hecho mis bien
raro, en general). Lo podemos tomar como una sefial de
dificultad, como veremos en breve. Uno s6lo responde
«—oon; s frata evidentemente de una respuesta sacada de
no se sabe dénde, ni de qué otras fuentes de conoci-
miento o de comunicacién. Muchos estudiantes confiesan,
incluso los que no han respondido «Cero», haber pensado,
en primera instancia, en cero. Tenemos ademds a un estu-
diante que declara haber pensado en los Submdltiplos
del ceror, a una estudiante en «Submiltiplos de 1»
(Stefania), otra en «Algo no tangible» (Michela, que en el
escrito lo habfa dejado en blanco porque no sabia qué
responden); un estudiante declara: ¢He pensado en algo
tan pequefio que no se puede escribir y después se me
ha pasado el tiempo. Si hubiese tenido tiempo habria
escrito: un nimero infinitesimal» (Carlo, que lo habia deja-
do en blanco).

También, en este caso, nos parece que la influencia del
contexto natural es manifiesta. Se nota siempre una espe-
cie de lucha entre la primera respuesta que acude a la
mente (Ia mayor parte de las veces «Nada» o «Cero»), justi-
ficada, seglin nuestra opinién, por la hipotesis del con-
texto natural, y lo que después la competencia obliga a
reelaborar o escribir.

Modalidades y resultados de la prueba T2

La prueba T2 se ha realizado solo en un Itis, con dos cla-
ses de II y dos de V.

En las II, la respuesta de tipo c¢.7. (que comprende tanto
la respuesta «Cero», como cualquier otra «dngenua», asimi-
lable a cero) se obtiene en un 25% de los casos. En la
tabla del apartado anterior, tenfamos al contrario un 70%
(Instituto de Arte) v un 34% (II Itc).

En las V, la respuesta de tipo c¢.n. se da en un 0% de los
casos, ante los precedentes 40% (Vde Itis) y 37% (Vde Itc).

Parece que se puede afirmar que la respuesta a P4, plan-
teada en contexto natural, lleva a muchos de los alumnos
a dar respuestas cuya motivacién reside en el dmbito
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natural (lengua coloquial y ntmeros naturales). Ello es
tanto mas evidente cuanto mayor es el nivel de las clases,
como las de V de Ttis, en las cuales se han tratado conte-
nidos matematicos fuertes.

Modalidades y resultados de las pruebas
T3y T4

Las pruebas T3 y T4 se efectuaron también solo en un Itis,
en dos clases de I1 y en dos de V.

En la prueba T3 (contexto natural), el 57% de los estu-
diantes de II responde no a P8 (lenguaje coloquial) (pen-
sando por lo tanto, s6lo en los niimeros naturales) mien-
tras en la prueba T4 (contexto disciplinar no natural),
nada menos que el 83% de II responde si a la P9 (lenguaje
disciplinar).

En la prueba T3, el 29% de los estudiantes de V responde
no a la P8 (pensando por lo tanto, sélo en los nimeros
naturales) mientras el 88% responde sf a la pregunta P9.

Parece que se puede afirmar que es justamente la idea de
contexto natural la que conduce hacia respuestas como
las vistas, incluso cuando no estdn implicadas cuestiones
concernientes al infinito matemdtico.

Modalidades y resultados de la (contra)
prueba T1' (P4-P10) y T12 (P10-P4) (con
entrevistas)

Describiremos en este apartado las modalidades de eje-
cucién de la (contra)prueba, cuyo objetivo se aclard ya, y
sus resultados.

Recordamos que:

e Eltest T1 esta formado por las cuatro preguntas que
habfamos llamado P1-P2-P3-P4 (en que las tres pri-
meras tienen solo el objetivo de crear un contexto
natural).

* La P4 se refiere al smiimero mas pequefio del mundos.

* La P10 es la que compara —3 y +2, siempre escrita en
lenguaje natural, muy cercano al coloquial.

Recordemos que hemos indicado con:

e T1' el test T1 seguido de la pregunta P10 (por tanto
T1' es el test formado con el orden P1-P2-P3-P4-P10).

e T1? el obtenido de T1! intercambiando P4 y P10, por
tanto formado por P1-P2-P3-P10-P4, en ese orden,

Las modalidades de ejecucion de la prueba fueron las ya
descritas, sélo-que ahora los folios A4 dados a cada alum-
no eran obviamente 5 y no 4.

La prueba se efectud en Itc (tres ID y Liceo Cientifico (dos
Iy dos V).

Parece que
se puede afirmar
que es justamente
la idea de
contexto natural
la que empuja
hacia respuestas
como las vistas,
incluso cuando
no estan
implicadas
cuestiones
concernientes
al infinito
matematico.

Veamos de forma ripida los resultados
en el Itc.

Ite, clases de I

En el test T1!, las respuestas de tipo
c.n. a la P4 fueron el 70%; en el T12
descienden hasta el 42%. De las entre-
vistas se obtiene que, especialmente en
el T1!, los estudiantes admiten que la
respuesta que acude, de forma inme-
diata, a la mente es «Cero» 0, més rara-
mente, «I»,

Hacemos notar que sélo un estudiante,
después de haber leido la P10, regresa
a la P4 y borra la primera respuesta
(«Cero») para sustituirla con «—oe», Frente
a esto son muchos los estudiantes que
admiten haber relacionado las dos pre-
guntas, pero no haber pensado retornar
sobre los propios pasos para modificar
la respuesta a P4 después de la exigen-
cia planteada por P10. Lo dice muy
explicitamente Elisa: «.. pero he decidi-
do dejarlo ash. Sobre este punto, ligado
sobre todo a la coherencia, volveremos
mas tarde.

Respecto a las pruebas efectuadas en
las clases de I y V de Liceo Cientifico,
hay muchisimas respuestas del tipo:
«oo (sobre todo en V), <0 exister 0
similares (sobre todo en V), mientras
raramente se encuentran las respuestas
«Cero» o «I» (sobre todo en ID).

Sin embargo, en las entrevistas, hay
muchos estudiantes que, sobre todo en el
caso de T1', admiten haber pensado jus-
tamente en «Ceror, en «by, en «algo muy
cercano a cero» (una de las respuestas
por escrito es, desde ese punto de vista,
ejemplar: «0,01», es decir: el cero despues
de la coma se considera periédico).

Sobre la influencia de P10 sobre P4 en
T1', algin estudiante confiesa haber
relacionado las dos preguntas pero no
haber sentido la necesidad de volver
sobre sus pasos.

Sobre la influencia de P10 sobre P4 en
T1%, pocos admiten haber tenido la ins-
piracién de responder a P4 a partir de
P10, como si eso sucediese de forma
implicita.




Sobre los temas estudiados en este
apartado, podemos aprovechar también
los resultados de algunas pruebas y
algunas entrevistas hechas de una
manera menos formal en un II del
Instituto de Arte, en un II de Itc, en un
V de Itis y en dos V de Itc,

IT de Instituto de Arte

Solo Carlotta y Sante admiten que han
pensado en una posible relacién entre P4
y P10, pero al final Carlotta (T1%) ha pre-
ferido dejar las cosas como estaban y ha
dejado «Cerov; mientras tanto Sante (T1%),
en el momento de responder a P4, se ha
dado cuenta de la existencia de nimeros
negativos y ha respondido «0» (el signo
quiere decir «menos»), respuesta ya
encontrada antes y no tan rara. Todos los
demds admiten no haber pensado en el
enlace entre las dos preguntas,

II de Itc

Ninguno de los entrevistados declara
haber relacionado P4 y P10.

Vde Itis

En las entrevistas, aun considerando todas
las variantes de la respuesta, que veremos
mds abajo, parece que muchos estudian-
tes se han visto influenciados, en T12, por
la pregunta P10 para responder a la P4.
Pero casi ninguno lo admite; a la pregun-
ta explicita del entrevistador, responden
no haber relacionado las dos cosas. Es
como si muchos no fuesen conscientes de
ese hecho (probado por via empirica,
como muestran los resultados). Ello con-
firma lo ya dicho anteriormente,

Vde Iic

Las respuestas «Cero» a la P4 en T1? dis-
minuyen notablemente, mientras los
casos de respuestas distintas de «Cero»
pero, en cualquier caso ingenuas y liga-
das, en nuestra opinién, al contexto natu-
ral, incluso crecen. Por las entrevistas,
resulta que no muchos estudiantes admi-

_ten haber sido influenciados en la res-

puesta a P4 por la precedente P10, pero
resulta obvio, por las tentativas de expli-
cacién de sus respuestas (distintas de
«Ceron) a P4, que se-da un evidente esta-
do de confusién... Mientras los alumnos
de Itis superan tal estado con sus com-

Por las pruebas
efectuadas,
por los resultados
expuestos,
sobre todo gracias
a las entrevistas
que se han
revelado muy
significativas
(gracias al clima
de confianza que
se ha instaurado
siempre entre
entrevistadores
Y alumnos),
pensamos
que podemos
confirmar
la bipétesis hecha
acerca del
contexto natural,

petencias, respondiendo entonces «—eo», los de Itc no parecen

tener a la mano, con la misma desenvoltura, un objeto mate-

matico... similar que resuelva el problema; es por ello que se

lanzan a enrevesadas respuestas, interesantes y de una inge-

nuidad que confirma, una vez més, el conflicto entre:

e El contexto natural creado.

e Las competencias matematicas.

e El conocimiento del hecho de que, existiendo los
nimeros negativos, la respuesta «Cero» no se puede dar.

Se dan respuestas como «0,0...» (Stefania), «s un ntimero
neutro y el mas cercano a cero es 1» (Federico), ain ntime-
ro comprendido quizds entre -3 y +2» (Elisa) (con evi-
dente influencia de la P10 sobre la P4), y otras.

¢Qué responden los estudiantes a P4,
cuando no responden «Cero»?

A esta pregunta ya hemos dado muchos tipos de res-
puesta; si bien en las respuestas escritas se detecta una
amplia gama, es en las entrevistas personales donde se
obtiene la mixima variedad de respuestas posibles.

Mas alld de «Ceros, «—oon y «1», que son con diferencia las
respuestas mis frecuentes, hay otras recordadas: «0», «1»,
bajo cero», «ubmltiplos de 1», «ubmultiplos de ceron,
«—100000000000», «0,1», «0,01», etc.

Ello nos inclina a pensar que, incluso en alumnos de V
superior, por tanto muy cerca de la selectividad y a pocos
meses de la eleccion de una facultad universitaria en que
proseguir sus estudios, hay una gran confusién sobre el
significado de‘los nimeros y de su escritura.

La respuesta «—oo» la dan, por escrito, muchos estudiantes
de los Institutos con un contenido matematico fuerte;
pero tal signo se considera a menudo como un nimero
entero propiamente dicho, confirmando lo encontrado
por Shama y Movshovitz-Hadar (1994). No sabemos lo
que piensan los profesores que usan este simbolo, pero
nos parece una actitud mis bien peligrosa la asuncién (o
la aceptacién de la misma) de una idea como esa.

El punto esbozado aqui no forma parte de los objetivos de
nuestra investigacién (ya suficientemente vasta como para
no necesitar afiadir otros argumentos) y por tanto nos
hemos limitado a citar el problema en esas pocas lineas.

Discusion de los resultados, respuestas
a las preguntas y verificacion de nues-
tras hipétesis

éExiste o no el contexto natural?

Por las pruebas efectuadas, por los resultados expuestos,
sobre todo gracias a las entrevistas que se han revelado




muy significativas (gracias al clima de confianza que se ha
instaurado siempre entre entrevistadores y alumnos), pen-
samos que podemos confirmar la hipotesis hecha acerca
del contexto natural. El hecho de formular las primeras
preguntas de un test en lenguaje coloquial, de forma que
impliquen cuestiones extraescolares con las que se plan-
teen simples problemas con ntmeros naturales solamen-
te, parece remitir a un contexto formado por el par: len-
guaje coloquial/ntimeros naturales; ello hace que el 4mbi-
to al que se van a buscar las respuestas, incluso repetida-
mente, sea el de los modelos intuitivos ingenuos de los
primeros afios de escolaridad. Eso parece ser cierto en
niveles de escolaridad mds bien elevados y con fuerte
contenido matematico.

Probablemente, dado el interés de la cuestién sugerida
aqui, se deberan realizar otras pruebas, en el futuro, para
establecer la importancia real de este fenémeno, sus varia-
bles y sus limites. Nos parece que constituye un campo de
un cierto interés, en el sentido ya apuntado.

Gestion de las situaciones de incoherencia

Nos habfamos planteado algunas preguntas que podemos
responder ahora.

Como habfamos visto, sobre todo gracias a las entrevistas,
el estudiante sometido a una serie de cuestiones tiene un
comportamiento resolutivo docal» y

® 1o estd preparado para
® 1o se siente autorizado a
° no piensa tener que

retornar sobre sus pasos y modificar una respuesta ya
dada, de acuerdo con observaciones e informaciones
sucesivas.

Es mas, esas informaciones parecen ser un hecho implici-
to, inconsciente; en efecto el cambio entre P4 y P10 ha
ejercido un fuerte peso sobre el tipo de respuesta a P4,
pero el estudiante no parece ser consciente de ello.

Pero retornemos al titulo de este apartado.

No podemos sino confirmar las investigaciones de Stavy vy
Berkovitz (1980) y Hart (1981) sobre la incapacidad de los
alumnos de notar situaciones conflictivas y de vivirlas
como tales. Confirmamos ademds las investigaciones de
Schoenfeld (1985) y Tirosh (1990) sobre el hecho de que
las incoherencias no constituyen para el estudiante situa-
ciones ilicitas. La investigacion de Tsamir y Tirosh (1997)
se habia centrado en una situacién de inconsciencia de la
incoherencia, en un caso especifico sobre el infinito;
nosotros pensamos haberlo extendido a otra situacién,
con otro caso también concerniente al infinito. Se debe
hacer notar, por honestidad, que nos parece que los ejem-
plos en este campo de indagacién sobre cuestiones que

...quizds nuestros

alummnos
terminan por
saber gestionar
una matemdtica
muy sofisticada
pero,

Jse desinteresan
de que haya
una explicita
contradiccion

entre dos
respuestas suyas?

conciernen al infinito se deben mirar
siempre con cuidado porque las res-
puestas contradictorias por parte de los
estudiantes se hacen dificilmente impu-
tables a algo preciso... Habrfa pues que
proponer ejemplos en campos de
investigacion de ese género, pero en
sectores matematicos diversos,

Lo mds interesante, para nosotros, no
son las respuestas escritas; hemos podi-
do constatar que, a menudo, la res-
puesta escrita a un test se da de forma
répida y tal vez un poco superficial
(con las entrevistas se instauran posibi-
lidades de anilisis mas profundas).
Hemos tenido la fortuna de encontrar
muchisimos alumnos con ganas de
hablar en la entrevista y con una gran
sinceridad. Ha sido en la entrevista
cuando hemos tenido la clara demos-
tracion de que la respuesta «Cero» a la
pregunta P4 y la respuesta «+2» a la P10
se consideran contradictorias (ya que
en la primera se olvida la existencia de
los ntimeros negativos, recordados en la
segunda) solo después que el entrevista-
dor lo bace notar, pero ni atin entonces
parece notarse ninguna clase de moles-
tia, sorpresa y mucho menos deseos de
rectificar, modificando una de las res-
puestas, a fin de hacer coherente la pro-
pia posicidn personal global. Efectiva-
mente, como habia ya dicho certera-
mente Tirosh (1990), estas situaciones
de contradiccién parecen no sorpren-
der, desagradar o requerir intervencio-
nes correctoras.

Se trata de una llamada de atencién sobre
una grave laguna de la diddctica de las
matematicas; quizds nuestros alumnos
terminan por saber gestionar una mate-
matica muy sofisticada pero, jse desinte-
resan de que haya una contradiccién
explicita entre dos de sus respuestas?

Nuestra hipétesis nos parece en cual-
quier caso confirmada. Sobre todo a
través de las entrevistas, confirmamos
no solo el que los estudiantes parecen
del todo indiferentes al encontrarse
frente a una contradicién explicita, sino
que nos parece confirmado también el
hecho de que no se trata (o, mejor, se
trate no s6lo) de desinterés, ya que



ademds parece intervenir una especie
de clausula del contrato didactico que
parece no consentir 0 no empujar a la
revision de las respuestas propias,
una vez dadas; es decir, que las res-
puestas simples se interpretan como
si fuesen cada una independiente de
las demis y no pertenecientes a una
situacion global.

Ciertamente esto trae a colacién la
metacognicién y la capacidad de con-
trol y ello explica por qué hemos liga-
do, desde el inicio, este trabajo al nues-
tro precedente (D'Amore-Martini, 1997),
al que remitimos para detalles mayores
sobre este punto especifico.
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