Una nueva mirada
a «la prueba del 9»

La tradicional «prueba del
9», aunque pasada de moda
para verificar la correccion
de resultados de célculos
numéricos, ofrece una
situacién problemética
interesante sobre teoria de
ndmeros.

En este arficulo se recordara
en qué consiste la prueba del
9y se abordaran las
siguientes cuestiones: squé
prueba la prueba del 92;
spor qué el 9 y no ofro
nimero como el 7 o el 112;
ssirve el 9 para sistemas de
numeracion distintos de 102;
por iltimo 3qué hacer con la
prueba del 9: abandonarla
como prueba o buscarle otra
utilidad didéctica?

Maria Luz Callejo de la Vega

E ENTRE los viejos libros de textos de Matemdticas que
como testigos de la historia de la educacion estdn guar-
dados en armarios del Instituto donde trabajo, han caido
en mis manos dos que hacen alusién a la famosa «prueba
del 9»: uno es la Aritmética de Segundo grado de la Edi-
torial Luis Vives, publicado en Zaragoza en 1949; el otro
lleva por titulo Aritmética y Algebra, es del Curso Preuni-
versitario, sus autores son A. Alcaide y N. Nofuentes y esti
publicado en Madrid el afio 1959. El de Segundo grado
dedica un apartado a la prueba de la multiplicacién en el
que describe cémo se hace la «prueba del 9 y advierte
que esta prueba es falsa con frecuencia indicando algunos
casos en que un error en los calculos no se refleja en la
prueba; el de Preuniversitario tiene un apartado denomi-
nado Justificacion de la «Prueba del 9» para comprobar la
suma, la multiplicacion y la division como aplicacién de
las congruencias.

Esto me ha hecho reflexionar sobre esta prueba que, aun-
que pasada de moda para verificar la correccién de resul-
tados de cdlculos numéricos, ofrece una situacién proble-
mdtica interesante sobre teoria de nimeros.

¢En qué consiste la prueba del 9?

La prueba del 9 es un caso de aplicacion de la aritmética
modular a la deteccion de errores aritméticos. Esta prue-
ba consiste simplemente en hacer cdlculos médulo 9.
Reducir un ntmero médulo 9 es hallar el resto de la divi-
sién de dicho ntmero entre 9; el valor de este resto se
puede obtener sin necesidad de dividir, basta con sumar
los digitos del nimero y si supera a 9 volver a sumar los
digitos del resultado obtenido y asi sucesivamente hasta
obtener un nimero menor que 9.



PRUEBA DE LA MULTIPLICACION

93, Para comprobar si una multiplicacién estd bien hecha, se repite
la operacién invirtiendo el orden de los factores. Si los productos resul-
tan iguales, es casi seguro que la operacién estd bien.

Decimos casi seguro, porque es posible que ambas operaciones sean falsas 'y
contengan el mismo error. Si, por ejemplo, a algin producto parcial o total
He las dos operaciones, les aumentamos o disminuimos en un mismo niimero,
las dos operaciones serdn falsas, aunque sus resultados sean iguales,

‘94, Una prucba muy prdctica es la llamada prueba del 9.

Para explicar el modo de hacerla mos serviremos de la operacién siguiente,

advirtiendo que cuando las sumas pasan de 9, se suman sus cifras, y que los 9
no se cuentan nunca:

Se traza un aspa y se escriben las cifras se-

- gin indican las flechas.
8347/\4 Multiplicando: 8 y 8, 11; 1y 1, 2; y 4 6;
X 653 y7,18; 1y 8, 4

1yo0, 1;y1, 2 .
La operacién est4 bien hecha, porque los
nmimeros de la derecha y de la izquierda del
aspa son iguales,
Nota, — Esta prueba es falsa con frecuencia. Asf sucede cuando las cifras se
cambian de lugar; cuando se afiade o suprime algin nueve; cuando se afiaden
o quitan cifras cuya suma es 9, etc.

’ 252 Multiplicador: 6 y 5, 11; 1y 1, 2; y 8, 5.

2 50 41 Se multiplican: 4x5, 20; 2 y 0, 2. Se es-
41735 . cribe a izquierda.

50 082 Producto: 5 y 4, 9; se anula; 5 y §, 10;

;ATENCION! ;
Simplicio Céndido ha he- | :
cho esa operacién, y asegura é 'J 04

que estd bien hecha, porque
le sale bien la prueba del 9. |
En cambio, Juan Picaro, , 0
su amigo burlén, se rie de él
y le asegura que la operacién
‘es completamente falsa,
¢Quién tiene razén?
Explicar por qué.

— 50 —

Figura 1. Aritmética. Segundo Grado, Luis Vives, Zaragoza, 1949

La prueba del 9 aplicada al caso de la multiplicacién
8.347 x 653
que presenta el primero de los libros antes citados (figu-
ra 1) se realiza de la siguiente forma:
a) se hace la reduccién moédulo 9 del multiplicando y
del multiplicador
multiplicando: ~ 8+3+4+7 = 22; 2+2 = 4
multiplicador: 6+5+3 = 14, 1+4 = 5
b) se multiplican estos nimeros y se hace la reduccién
médulo 9 del resultado:
4X5=20
2+0=2

c) se hace al reduccién moédulo 9 del
producto obtenido en la operacion,
que es 5.450.591:

S5+4+5+0+5+9+1 = 29;
2+9 =11,
1+1 =2

d) se comparan los resultados de (b)
y de (0); si coinciden es probable
que la operacién esté bien hecha,
si no coinciden y hemos aplicado

bien la prueba del 9, la multiplica-
cién estd mal hecha.

La disposicion en forma de aspa (figura
1) es una manera de ir anotando los
resultados del proceso anterior.

Célculos médulo 9

Veamos en qué se fundamenta esta
prueba. Si @y b son dos enteros y su
diferencia a - b es divisible por 9, deci-
mos que «4 es congruente con b, moédu-
lo 9» v lo expresamos escribiendo:

a =b (méd 9)
Por tanto:
a — b = 9k, siendo k entero

Sia=b (mod 9 yc=dméd 9, se
deduce ficilmente que:

a+c=b+d@moéd9
a—c= b—-d@moéd 9)
bd (mod 9)

Ya se trate de sumar nuimeros, de res-
tarlos, de multiplicarlos y en general de
cualquier cilculo consistente en una
sucesion finita de sumas, restas y multi-
plicaciones, los cilculos médulo 9 con-
sisten:

ac

e bien en realizar el cilculo y reducir
el resultado modulo 9;

e Dbien en reducir médulo 9 los
nlmeros que entran en juego en
dicho calculo para efectuar des-
pués las operaciones con los ni-
meros reducidos y, si fuese necesa-
rio, reducir otra vez médulo 9.

Con esta notacidn el ejemplo anterior
se expresa asi:



8347=4(m6d 9 — 4
X653=5(méd 9 — x5

20 =2 (mbéd 9

5.450.591 = 2 (mdd 9)

Podemos tener una imagen de la arit-
mética médulo 9 con una esfera de

 reloj de 9 horas donde 0 equivale a 9

(Lauber, 1990):

Figura 2

La suma se representa mediante la rota-
cién en el sentido de giro de las agujas
del reloj; asi para calcular 4 + 7 modu-
lo 9 se comienza en el 4 y se avanzan»
7 horas, teniendo como resultado 2; la
resta se hace invirtiendo el sentido de
giro. Las tablas de multiplicacion se
obtienen uniendo los puntos de 1 en 1,
de 2 en 2, de 3 en 3, etc., comenzando
por el 0 y dando las vueltas necesarias
hasta volver a éste. Por ejemplo la mul-
tiplicacion por 2 se representa en la cir-
cunferencia como un poligono estrella-
do de 9 lados:

Figura 3

Las tablas de multiplicacién médulo 9 son las siguientes:

o 1 2 3 4 5 6 7 8
10 1 2 3 4 5 6 7 8
2,0 2 4 6 8 1 3 5 7
3/0 3 6 0 3 6 0 3 6
4|0 4 8 3 7 2 6 1 5
5/0 5 1 6 2 7 3 8 4
6/ 0 6 3 0 6 3 0 6 3
70 7 5 3 1 8 6 4 2
8|0 8 7 6 5 4 3 2 1

...las pruebas
del O solamente | ¢Prueba algo la prueba del 9?

nos indican
St existe o no
congruencia
entre el resultado
obtenido
en el calculo
y el resultado
correcto,
suponiendo
que se baya
realizado bien
la prueba del 9.

Anteriormente hemos dicho que si coincide la reduccion
moédulo 9 del producto de la multiplicacién con la del
producto del multiplicando y del multiplicador ya reduci-
dos moédulo 9, es probable que la operacién esté bien
hecha y que si no coinciden y hemos aplicado bien la
prueba del 9, es seguro que la multiplicacién estd mal
hecha. Por tanto, hemos dejado entrever que la prueba
del 9 no es una demostracién matemdtica. Pero nos pre-
guntamos, jprueba algo la prueba del 9?

Supongamos que el cilculo que se desea efectuar es a * b
y el resultado encontrado c¢:

axb=c
Tendrfamos que:
a(moéd 9) * b(mdéd 9) = c(mdd 9

Pero el reciproco no es cierto porque podemos encontrar
un valor 4 distinto de ¢ pero congruente con ¢ modulo 9
tal que:

akbzd

como muestra la ilustracién, no muy edificante por cier-
to, del libro de Aritmética antes mencionado (figura 1).

Por tanto, las pruebas del 9 solamente nos indican si exis-
te 0 no congruencia entre el resultado obtenido en el cil-
culo y el resultado correcto, suponiendo que se haya rea-
lizado bien la prueba del 9. Por ello no se trata de un
razonamiento demostrativo sino de una condicién nece-
saria que nos da indicios de que hay posibilidades de que
la operacién esté bien hecha.

En cambio es una «prueba psicolégica» en el sentido
siguiente: si tenemos que multiplicar dos nimeros gran-
des, debemos efectuar un gran ntmero de operaciones
elementales cuya correccion depende de la habilidad y de
los conocimientos de quien las realiza, pero si se hace la
prueba del 9 de esta multiplicacién, hay que hacer un
nimero mis pequefio de operaciones elementales y pen-



samos que «es mas probable equivocarse en el célculo de
a X b que en el de la cuatro cantidades: a(mdd 9), b(mod 9),
a X b (moéd 9), almod 9 x bmdd 9»; luego si los dos alti-
mos nimeros no coinciden es que probablemente hemos
cometido un error en el cilculo Jargo», 0 sea el de a X by
si, por el contrario, los dos Gltimos niimeros son los mis-
mos, es decir, si la prueba del 9 funciona, se piensa que
hay pocas posibilidades de haberse equivocado.

Lo que es cierto es que si los cdlculos médulo 9 no coin-
ciden (supuesto que se han hecho bien), la operacidén
larga estd mal hecha.

Al adentrarnos en la vertiente matematica de la «prueban,
constatamos que ésta no es un razonamiento demostrati-
vo, pero ello nos permite contemplar otros aspectos que
forman parte de la experiencia matematica como la veri-
ficacién de una condicién necesaria pero no suficiente
con su correspondiente carga psicologica y el interés
didactico de un uso extendido en las matemadticas escola-
res de otros tiempos (Bruckheimer y otros, 1995).

Durante mucho tiempo se ensefid a los escolares a incluir
en los cilculos la «prueba del 9»; en manuales antiguos,
como el de Aritmética que se menciond al comienzo, se
encuentra la disposicién en aspa para ir colocando las
congruencias moédulo 9.

¢Por qué el 9?

Esta claro que en lo dicho hasta ahora el 9 no juega nin-
gtn papel especial y podria reemplazarse por cualquier
otro ndimero natural m y hablarfamos entonces de célcu-
los médulo m. Entonces, ¢por qué elegir la congruencia
moédulo 9? Hay diversas razones relacionadas con la faci-
lidad de los célculos y con la fiabilidad de la prueba.

Facilidad de los célculos

Aunque el creador de la teoria de las congruencias es el
matematico alemdn Gauss, que publicé su trabajo sobre
teorfa de nimeros en su obra Disquisitiones Aritbmeticae,
aparecida en 1801 cuando sélo contaba 24 afios, hay tra-
zas del uso de las congruencias siglos antes de Gauss en
las reglas antiguas de comprobacién de célculos como la
prueba del 9. Oystein Ore (1967) ofrece una posible
explicacién del nacimiento de esta prueba retrocediendo
al tiempo del uso del dbaco para realizar célculos.

En el dbaco un ntimero ABCD se representa usando
A + B + C + D cuentas. Si este nimero se quiere sumar
con otro, por ejemplo EFGHI es necesario afiadir E + F +
G + H + I cuentas en las barras correspondientes a los dis-
tintos 6rdenes de unidades. Pero en cada barra del abaco
hay 9 cuentas; la suma de los dos nlimeros exige reem-

plazar 10 cuentas de una barra por una
cuenta en la barra siguiente, tantas
veces como sea necesario. Por tanto,
cada vez que hacemos este cambio dis-
minuye en 9 el nimero de cuentas,
luego el ntmero de cuentas en el resul-
tado final debe diferir del ntimero de
cuentas total al inicio (A+B+C+D+E+F
+G+H+D) en un ntmero multiplo de 9.
Esta comprobacién no es otra cosa que
la «prueba del 9» para la suma y se
apoya en que nuestro sistema de nume-
racién es de base 10 y por ello los cilcu-
los modulo 9 son faciles y rapidos.

Figura 4
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El nimero ABCD tiene como desarrollo
decimal:

1000A + 100B + 10C + D

y como las potencias de 10 mddulo 9
son todas congruentes con 1, tenemos:
ABCD (méd 9D =A+B+C+D

Por tanto no hay necesidad de hacer
divisiones para calcular congruencias
moédulo 9 sino que pueden realizarse
mentalmente; pero si la base del siste-
ma de numeracién fuese distinta de 10,
el 9 no jugaria ningtn papel especial en
los calculos. Como decia Pascal dos
caracteres de divisibilidad de los ntime-
ros deducidos de la suma de sus digitos
descansan a la vez sobre la naturaleza
intima de los nimeros y sobre su repre-
sentacién en el sistema de numeracion
decimal» (citado en Paquelier, 1983).

Nuestro sistema de numeracién tiene
también otros nimeros para los que la
reduccion de un ndmero cualquiera
moédulo m es tan ficil como con el 9;
son el 2, el 5, el 10, el 11, el 20, el 25,
el 50, el 100... Pruebas ficiles de reali-
zar son las del 2 y las del 5, pero son



_ poco fiables porque cualquier error en

cualquier digito del producto que no
sea el de las unidades no los detecta la
prueba; también es facil la del 11, que
detecta errores como el desplazar un
lugar un producto parcial de una multi-
plicacién. La reduccion de un ntmero
médulo 11 se puede hacer agrupando
sus digitos de dos en dos, de izquierda
2 derecha, sumando luego estos nime-
ros de dos digitos y repitiendo este pro-
cedimiento hasta obtener un ndmero
pequeiio cuyo resto al dividir entre 11
se calcule facilmente.

Por ejemplo si el nimero que hay que
reducir fuese 7.345.651 se escribe
7 34 56 51
y se calcula
7+34+56+ 51 = 149; 1 + 49 = 50
y
50 =6 (moéd 1),
La raz6n de que funcione esta regla es
10 = 1 (méd 11).

Fiabilidad

Sin embargo, no todo el mundo se
inclina por una economia de cilculos.
El francés Nicolas Chuquet (1484) con-
sideraba la prueba del 7 mis fiable que
la del 9: Prefiero la prueba del 7 ya que
7 tiene menos familiaridad con los
nimeros que 9». Chuquet cita tres tipos
de errores que la prueba del 9 no
detecta y la del 7 si: la adicion o supre-
sién de un 9 o del 0, la permutacién de
digitos o el cambio de un digito por
otros que sumen lo mismo (citado en
Bruckheimer y otros, 1995).

Desde el punto de vista diddctico lo
mds importante es identificar los tipos
de errores sistemiticos que se suelen
cometer con las operaciones aritméticas
y cudles de ellos los detecta la prueba
del 9 o la del 7 o cualquier otra. Asi, si
un producto parcial de una multiplica-
ciéon se desplaza un lugar, la prueba del
11 detecta el error.

Como ya hemos indicado, las pruebas
por 9 o por cualquier otro ntmero
entero m solamente nos informan de la
congruencia 0 no moédulo m entre el

Solo cuando
los alummnos esten
en edad
de comprender el
alcance
y la limitacion de
la denominada
prueba» podran
utilizarla
sabiendo
su cardcter
de instrumento
que da indicios,
pero no certeza,
sobre
la correccion
de la operacion
realizada.

resultado obtenido en el cilculo largo y el resultado
correcto (si la prueba estd bien hecha). Nos planteamos
pues disminuir la probabilidad de que la coincidencia se
deba al azar, considerando que los errores son equipro-
bables, lo cual sabemos que no es cierto.

Sea P_ la probabilidad de que el resultado obtenido en el
cdlculo largo y el resultado correcto (si la prueba esta bien
hecha) sean congruentes moédulo 72 esta probabilidad
disminuye a medida que 7 aumenta pues un cilculo
modulo 9 tiene sélo nueve posibles respuestas, luego la
posibilidad de que un céalculo incorrecto no se detecte es
1/9. Nos planteamos pues si hay otros niimeros que pre-
sentan mis ventajas que el 9.

Por un lado los cilculos médulo mayor que 11 no pue-
den hacerse siempre mentalmente en el caso de la multi-
plicacién, luego los eliminamos; por otro lado, los cdlcu-
los médulo menor que 7 presentan una probabilidad P
mayor que P, luego tampoco nos interesan; no nos
queda pues mas que 10 y 11. El cdlculo de un nGmero
modulo 10 es muy comodo pero no tiene en cuenta mas
que las cifras de las unidades; el cilculo de un ntmero
moédulo 11 es menos rapido que para 9 y la diferencia
entre P, y P, es pequefa.

Luego si no hacemos mas que una prueba nos interesa
mads la del 9, pero si hiciéramos ademas la prueba del 11,
la probabilidad de que la coincidencia sea debida al azar
es muy pequefia: su cilculo se reduce a un producto de
probabilidades ya que éstas son independientes.

Conclusidn

¢Qué hacer con la prueba del 9: abandonarla o buscarle
otra utilizacién didactica?

Como prueba aritmética la del 9 es una causa perdida
puesto que tenemos calculadoras que nos permiten cono-
cer con facilidad y rapidez la correccién de un resultado.
Si bien las pruebas del 9 suponen un ejercicio interesan-
te de utilizacion de cilculos médulo 9 o de operaciones
en Z,, donde Z, representa las clases de equivalencia
moédulo 9, asi como de homomorfismos de anillos entre
2y 29, no debemos atribuirle valor de demostracion
matemitica. S6lo cuando los alumnos estén en edad de
comprender el alcance y la limitacion de la denominada
«prueba» podran utilizarla sabiendo su cardcter de instru-
mento que da indicios, pero no certeza, sobre la correc-
cion de la operacion realizada. )

Sin embargo, la prueba del 9 tiene interés como situacion
para indagar el juego de nimeros» que subyace en sus cal- ;
culos, pues da pie a profundizar en su significado;’ oatra-
bajar los aspectos de la teorfa de nimeros que se he
zado anteriormente: divisibilidad; calculos mo«




exploracién de las propiedades de los niimeros relaciona-
das con los sistemas de numeracién. También se presta la
prueba del 9 a proponer problemas relacionados con la
generalizacion: ;qué pasaria si cambidsemos el 9 por otro
namero?, ;y si trabajisemos en otra base, por ejemplo 2, 11?

Mas alld de la prueba del 9, los cilculos médulo 9 nos
proporcionan situaciones didacticas interesantes como las
siguientes:

— A partir de la representacién de la multiplicacién por 2
en una circunferencia con 9 puntos (figura 3) podemos
plantearnos «saltar» ninguno o varios puntos cada vez y
tratar de responder a las siguientes cuestiones (cf. Banwell
y otros 1974, p. 46):

e ;Se vuelve siempre al punto de partida?: en qué casos
si y en qué casos no.

e En qué casos se vuelve al punto de partida después de
dar una vuelta? ;Cudntas vueltas se dan en los otros
€asos?

e ;Qué poligonos se forman? jCuiles son estrellados?

» Se obtienen las mismas figuras si se invierte el sentido
del recorrido?

e Como se relacionan los distintos poligonos que se for-
man con las tablas de multiplicacién médulo 9?

Para una divisién de la circunferencia en 9 partes que se unen
de 7 en n, empezando en cualquier punto, se obtienen p
poligonos de g lados, seglin se indica en la tabla adjunta.

La generalizacién nos empuja a considerar circunferencias
con k puntos espaciados regularmente, a considerar las cues-
tiones anteriores y a hacer observaciones en la tabla dada.

— Las congruencias modulo 9 dan lugar a algunas recrea-
ciones aritméticas como las siguientes (Rouse Ball y
Coxeter, 1987):

e Se elige un ntmero cualquiera de tres digitos que no
sea capicda, se invierte el orden de sus cifras y se le
resta al mayor el menor. Si se conoce la Gltima cifra del
resultado de esta operacién, se puede adivinar éste.
Por ejemplo, si la dltima cifra es 3 el resultado es 693,
pues la cifra de las centenas es 9 menos la cifra de las
unidades y la cifra de las decenas es siempre 9.

e Se elige un namero, se cambia el orden de sus cifras,
se resta el menor del mayor, se multiplica la diferencia
por cualquier nimero y se tacha uno de sus digitos dis-
tinto de cero. Si se conoce el ntimero que se obtiene se
puede adivinar el nGmero que se ha tachado. Por ejem-
plo si el nimero obtenido es 23.420, el nimero tacha-
do es 7 porque 7 es la diferencia entre 18, que es el
multiplo de 9 mis proximo a 11 (11=2+3+4+2+0), y 11:

79.213 - 31.729 = 47.484
47.484 x 5 = 237.420
Se tacha 7 y se tiene 23.420
7 = 18 — (2+3+4+2+0)

n P | q
1 1 9
2 1 9
3 3 3
4 1 9
5 1 9
6 | 3 3
7 1 9
8 1 9
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En ambos casos, al cambiar el orden de
las cifras se tiene otro nGmero con-
gruente con el anterior médulo 9, luego
la diferencia entre ambos médulo 9 es
0. Por tanto, en el primer ejemplo,
como el nimero central es siempre 9,
el primero debe ser lo que le falta al
Gltimo para llegar a 9. En el segundo
ejemplo, al multiplicar esta diferencia
por cualquier ntmero, el producto
sigue siendo congruente con 0 moédulo
9, luego el ntmero tachado es lo que le
falta a la suma de los digitos para ser
un multiplo de 9.

— Otro posible uso didactico es aplicar
las congruencias a problemas de astro-
nomia y cronologia que encierran perio-
dicidad, a la preparacién de calendarios
de torneos de competicién en los que
participan un niimero impar de equipos
o para saber si un nimero muy grande
es primo o compuesto (Ore, 1967).

Resumiendo, la vieja «prueba del 9» es
una causa perdida como modo de veri-
ficar la correccién de los cilculos, pero
es un buen punto de partida para pro-
fundizar en el significado de los niime-
ros, para plantear generalizaciones
como las esbozadas anteriormente o
para explorar las aplicaciones de las
congruencias,
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