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En este trabajo se presenta
la descomposicién en valores
singulares de una matriz y
dos de sus aplicaciones més
interesantes, siguiendo la
experiencia realizada con
alumnos de primer curso de
la Escuela de Ingenieria
Técnica Industrial. Teniendo
en cuenta el poco tiempo de
que se dispone para la
asignatura de Algebra Lineal
{un cuatrimestre s6lo a cuairo
horas por semanal, se
pretende una breve
introduccién tedrica a este
tema, resaltando
principalmente las
aplicaciones précticas y
procurando despertar el
interés de los alumnos.
Esta descomposicion
matricial permite expresar
cualquier matriz como una
suma finita de matrices de
rango unidad. A partir de
ella se pueden obtener
matrices aproximadas a una
dada pero con rango inferior
a la original. También se
puede aplicar en la
resolucién eficiente de un
sistema por el método de los
minimos cuadrados.

ESCOMPOSICION en valores singulares

Consideremos una matriz real A de dimensiones mxn.
Construimos las matrices (ATA) y (AAT). Ambas son simé-
tricas y, por lo tanto, diagonalizables por medio de una
base ortonormal de vectores propios. Se pueden demos-
trar facilmente las siguientes cuestiones:

D Si ve M, esun vector propio de (ATA) asociado a
un autovalor A, entonces u = Av es un vector propio de
(AAT) asociado al mismo autovalor A.

2) Si v es un vector propio unitario asociado a A # 0 de
la matriz (ATA), entonces

u:—l——AV

VA
es un vector propio unitario de (AAT) asociado también a A.

3) Los autovalores no nulos de (ATA) son necesariamente
positivos (consecuencia del apartado anterior), y coinci-
den con los autovalores no nulos de (AAD. El niimero de
autovalores no nulos coincide con el rango de A.

Supongamos que consideramos la matriz
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En este caso tendriamos que la matriz
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los autovalores son 7»1 =18 7»2 =0 y una base ortonormal
de vectores propios setia:
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Por otro lado
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sus autovalores son A, = 18, A, =0, A, = 0. Entonces:
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es un vector propio de AA, asociado al autovalor 18,
Completamos con dos vectores propios unitarios y orto-
gonales asociados al autovalor doble cero y tendremos
una base ortonormal de vectores propios:
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Con los resultados anteriormente obtenidos es ficil com-
probar que se puede escribir la siguiente descomposicién
matricial de la matriz original:
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Las columnas de V se llaman vectores singulares por la
derecha de la matriz A y las columnas de U son los vec-
tores singulares por la izquierda. Los elementos situados
en la diagonal de la matriz S son los valores singulares de
A, en este caso \/Ey 0. Este ejemplo nos sirve para enten-
der el siguiente teorema:

:U.S.VT

Una imagen
digital
1o es mas que
una matriz

Teorema de la descomposicién en valores singulares
de una matriz :

Cualquier matriz real A de dimensiones mxn se puede
descomponer de la forma: A = U-S-V", donde U es una
matriz mxm ortogonal, S es una matriz mxn diagonal
y V es una matriz nxn también ortogonal.

de niimeros
donde
cada ntimero
indica

El nimero de valores singulares no nulos nos dari el
rango de la matriz original.

|

un nivel de gris.

Aproximaciones de una
matriz

Una consecuencia inmediata de la des-
composicion anterior nos permite escri-
bir cualquier matriz A de dimensiones
mXn como una suma finita de matrices
de rango unidad de la siguiente forma:

A= is1 5,0, + ...+ 5K

k

siendo

_ T
Ri=u;v,

donde k = min(m,n), siendo

§,28,2..28>0=s,,=..=5

suponiendo que el rango de A es 7,y
que hemos ordenado de forma decre-
ciente los valores singulares no nulos.
Las matrices Ri son de rango unidad y
la suma de los cuadrados de todos sus
elementos da como resultado 1.

De esta forma, la matriz original A de
rango r queda descompuesta en una
suma de r matrices de rango unidad.
Resulta légico pensar que la suma
anterior se podrd cortar cuando los
valores singulares sean suficientemente
pequefios.

Supongamos que construimos
= s8R,

=sR +s,1,

A = is] ts,0,+ . +sR

T
Entonces se puede demostrar (Noble,
1989) que la matriz de rango 1 mis
parecida a la original es precisamente la
matriz A, que la matriz de rango 2 mis
parecida a la original es A, , y asi suce-
sivamente. Logicamente, A coincide
con A.

Vamos a visualizar las sucesivas aproxi-
maciones de una matriz. Para ello
vamos a considerar la imagen A de la
figura 1. Una imagen digital no es mds
que una matriz de niimeros donde cada
nimero indica un nivel de gris. Habi-
tualmente la escala de grises varia de 0,
que equivale al negro, a 255, que equi-
vale al blanco. El tamafio de la imagen
original es 112x122. En este caso se



trata de una imagen binaria. La recons-
truccion con sdlo los 5 primeros valores
singulares es A; y con los 10 primeros
es A,

En la figura 2 se muestra una imagen B
que se ha obtenido escaneando la por-
tada del libro de Algebra Lineal de
Noble (1989). El tamafio es 222x166.
En este caso, se muestran las aproxima-
ciones B, y B

Por dltimo, se presenta una imagen real
(una fotografia  digitalizada) de una
mujer C en la figura 3. En este caso el
tamafo de la imagen es 512x512. Pre-
sentamos las aproximaciones C,; y Gy

En todos los casos se puede observar
¢émo aproximaciones de bajo rango
proporcionan reproducciones bastante
buenas de las imdgenes originales y
cémo al aumentar el ntmero de térmi-
nos en la suma se van obteniendo ima-
genes cada vez mds parecidas a las ori-
ginales.

Una imagen digital como C requiere
512x512 = 262.144 posiciones de me-
moria para ser almacenadas en un
disco. Para poder reconstruir, por ejem-
plo C, es necesario almacenar los 50
primeros valores singulares junto con
los 50 primeros vectores singulares por
la izquierda y los 50 primeros vectores
singulares por la derecha. Es necesario,
por lo tanto, un total de:

50 + 50x(512+512) = 51250

datos. La reduccién es bastante signifi-
cativa y justifica su uso en el procesa-
miento de iméagenes digitales (Pratt,
199D).

Resumiendo, hemos podido «wer cémo
matrices de rango a inferior a una dada
nos pueden proporcionar reproduccio-
nes bastante parecidas a las originales.
La informacién importante de una
matriz se encuentra en los primeros tér-
minos de la descomposicién y va aso-
ciada a los valores singulares mis gran-
des. Existe mucho software disponible
que permite obtener la descomposicion
en valores singulares de una matriz
con sélo proporcionar de entrada la
matriz original (Mathematica, Matlab,
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Cantata de Khoros, NAG, etc.). También se puede encon-
trar el cédigo para efectuar esta descomposicién en C,
Basic y Fortran (Press, 1992).




Condicionamiento de una matriz

La omision de pequefios valores singulares puede resultar
también 1til en otras situaciones. Supongamos que tene-
mos el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

7 10 9)(x 26
5 7 8l|lyl|=]|20 [1]
4 6 1)iz 11

la solucién exacta (es un sistema de Cramer) resulta ser:
x =1,y =1; z = 1. Mientras que el sistema:

7,01 9,95 9 X 26
501 6,99 8 |{y|=] 20 [2]
4 6 1,01)|z 10,9

también de Cramer, tiene como solucién exacta:
x = 92,18; y = =59,02; z = -3,66.

Resulta sorprendente que cambios tan pequefios en los
coeficientes o términos independientes del sistema pue-
dan provocar cambios tan grandes en la solucién. Sis-
temas de este tipo se llaman sistemas mal condicionados.
Vamos a intentar entender por qué ocurre esto.

Si tenemos una matriz A cuadrada y regular, en nuestro
caso 3X3, a través de la descomposicion en valores singu-
lares A = U-S'VT, podremos descomponerla de la forma:

A=sR +sR + 5;R,
Es inmediato comprobar que: A7 = V-$1.UT, y por lo
tanto:

-1 _ ApT, ~1pT, ~1pT
A =5 R1+SZR2+83R3

Si tenemos un sistema de Cramer A-X=B, como en nues-
tro caso, la Ginica solucién del sistema planteado se obten-
dria como:

— A-ln _ —1pT -5 T ~1n T
X=ATB=s'R{B+s;'R}B+s;'R]B 3]

Pues bien, se demuestra que el resultado anterior se
puede generalizar a cualquier matriz. Si tenemos un siste-
ma del tipo AX=B, donde la matriz A (que no tiene que
ser cuadrada) es de rango 7, entonces la solucién de
norma minima, por el método de los minimos cuadrados,
del sistema anterior resulta ser una adaptacién de la fér-
mula [3], ya que es la siguiente:

X =s]'R{B+s;'R}B+s;'R1B [4]

es decir, que se incluyen en la suma exactamente r
sumandos. El nimero de sumandos coincide con el rango
de la matriz, o lo que es lo mismo, con el nimero de
valores singulares no nulos de la matriz de los coeficien-
tes del sistema.

Resulta
sorprendente
que cambios
tan pequerios

en los coeficientes
0 términos
independientes
del sistema
puedan provocar
cambios
tan grandes
en la solucion.

La matriz del sistema [1] tiene como
valores singulares: §,=20,18,5,= 3,71y
s, = 0,01 y la matriz del sistema [2]
s, = 20,16, s, = 371 y s, = 0,0005.
Entonces, ambas matrices estrictamente
pueden considerarse regulares y, por lo
tanto, se puede encontrar la solucién
exacta aplicando [3], obteniendo los
resultados anteriormente citados.

Sin embargo, estd claro que el tercer
valor singular estd muy préximo a cero,
es decir, que las matrices son «casi» de
rango 2. Si tratamos estas matrices
como matrices de rango 2 y aplicamos
(4] con sélo dos sumandos resulta que
la solucién del sistema [1] es: x = 0,80;
y = 1,13; z = 1,01, mientras que la solu-
cién del sistema [2] es: x = 0,79; v = 1,12;
z = 1,03. Los resultados no son ahora
tan sorprendentes.

Vamos a exponer a continuacién los
pasos a seguir si usamos el software
Mathematica (Wolfram, 1996) concre-
tamente para el primer sistema (andlo-
gamente serfa para el segundo).
Obtenemos la descomposicién en valo-
res singulares mediante el comando
SingularValues:

In:= A={{ 7,10, 95,7, 8Ll 4, 6, 1)}
B={ 26, 20, 11);
{ UTRAS, S, VIRAS)=SingularValues[N[A]] ;

La salida que se obtiene al ejecutar la
entrada anterior son tres matrices que
hemos llamado UTRAS (traspuesta de
W), S (un vector con los valores singu-
lares) y VTRAS (traspuesta de V).
Podemos comprobar la descomposi-
cién:

In:= Transpose[UTRAS]. DiagonalMatrix[S]. VTRAS
el resultado proporcionado coincide
con la matriz A original.

Extraemos los vectores singulares por la
derecha (columnas de V) que notare-
mos por vl, v2 y v3; también los vec-
tores singulares por la izquierda ul, u2
y u3 ( columnas de U). Construimos las
tres matrices de rango unidad siguien-
tes:
In:= Rl1=ul. Transpose[v1];

R2=u2. Transpose[v2],

R3=u3. Transpose[v3];



1a solucion del sistema tratando la
matriz A como una matriz de rango 3 se
obtiene aplicando la férmula [3] de la
siguiente forma:

Tine= (1/8l[1ID*(Transpose[R1].B) +
(1/Sl21*(Transpose[R2].B) +
(1/8[13])*(TransposelR3].B)

la salida es: {1, 1, 1}.

Mientras que la solucién del sistema
tratando la matriz A como una matriz
de rango 2 se obtiene de la siguiente
forma:

Ine= (1/SI[11)*(TransposelR11.B) +
(1/8l(2]D*(Transpose[R2].B)

la salida es: {0,80, 1,13, 1,01}.

Conclusiones

La descomposicidén en valores singula-
res proporciona una informacién muy
atil sobre una matriz cualquiera. Nos
permite:

e Asignar un rango «azonable»
dependiendo de sus valores singu-

lares.

e  Obtener matrices de rango inferior
pero muy parecidas a la original.

e Resolver de forma adaptativa un
sistema de ecuaciones lineales por
el método de los minimos cuadra-
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dos. Ademis, la solucién proporcionada por la for-
mula [4] de un sistema A-X=B, por el método de los
minimos cuadrados, es m4s fiable que la obtenida por
el método mds cldsico de resolver este otro sistema:
AT-A-X=AT'B (mis inestable numéricamente).

Por Gltimo, queremos observar que hemos abordado el
tema desde un punto de vista prictico, pensando exclu-
sivamente en €l tipo de alumnos al que va dirigido. No
hemos mencionado de forma consciente algunos con-
ceptos que se hubieran necesitado para dar rigor a algu-
nas de las cuestiones planteadas. Asi, por ejemplo,
hemos hablado de matriz «parecida» a una dada; hubiera
sido mds correcto hablar de que la diferencia en norma
sea lo mds pequefa posible. Sin embargo, esto requiere
introducir el concepto de norma matricial, y, como ya
comentamos al comienzo de este trabajo, el escaso tiem-
po de docencia lo impide.

Para terminar, queremos observar como la mayoria de los
libros actualmente en el mercado de Algebra Lineal no
abordan esta interesante descomposicién matricial.
Creemos que no es tan conocida como realmente se
merece.
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