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Resumen

Frecuentemente damos mucha importancia en
nuestras aulas al trabajo con problemas y ejercicios

rutinarios. De este modo escondemos facetas muy.

importantes de la actividad matemadtica.

Sugerimos la conveniencia de un enfoque holis-
tico en la ensefianza de las matemdticas, que ncs
permita aproximarnos a los métodos vinculados con
los aspectos creativos y llegue a producir una ima-
gen mds realista de la naturaleza de las matemdti-
cas. Este enfoque puede llevarse a cabo mediante
conjuntos estructurados de problemas, de los cua-
les mostramos algunos ejemplos.

Introduccién

En nuestras aulas ponemos demasiado énfasis en
el trabajo sobre problemas y ejercicios rutinarios
que son coherentes con una «pedagogifa de la pro-
gramacién» que se gufa por objetivos minuciosos y
rigidos en exceso. De este modo escondemos as-
pectos muy importantes de la actividad matematica
y, en cambio, enseflamos sobre todo respuestas auto-
miticas que acaban configurando una imagen dis-
torsionada de la materia. Asi, por ejemplo, a los
alumnos les parece natural que solamente sea el
maestro quien proponga cuestiones o que estas cues-
tiones tengan una Unica solucién correcta, y consi-
deran que las matemiticas son una coleccién de
definiciones y reglas que hay que memorizar.

Nuestra ensefianza suele también presentar cier-
ta preferencia por los aspectos lgico-verbales de la
actividad intelectual frente a los visual-imaginativos.

Al distinguir entre componentes visual-imaginati-
vos y légico-verbales estamos siguiendo la termino-
logfa de la escuela soviética [1], pero podriamos ha-
blar de pensamiento lateral y pensamiento légico
como hace De Bono [2], o del hemisferio derecho y
del hemisferio izquierdo del cerebro como sugirie-
ron algunos neurélogos de los afios sesenta [3], o
de los estilos cognitivos basados en imdgenes o bien
en palabras como prefieren Davis y Hersh [4]. En
cualquier caso nos referimos a dos maneras de pro-
ceder que, si bien son complementarias, a menudo
reciben un tratamiento excluyente. De modo es-
quemidtico podemos decir que forman parte de las
componentes légico-verbales: el uso de simbolos
abstractos, el lenguaje formalizado, el célculo, la
16gica formal, los procedimientos analiticos v se-
cuenciales... Mientras que formarfan parte de las
componentes visual-imaginativas: el dominio de las
imdgenes visuales, los aspectos intuitivos, la capaci-
dad para detectar formas y regularidades, los modos
de proceder sintético y holistico... Pues bien, sole-
mos cultivar de manera casi exclusiva las compo-
nentes légico-verbales, relegando a las visual-ima-
ginativas. En cambio, segin algunos autores «... los
resultados de las investigaciones indican que (...) la
mente opera a niveles 6ptimos cuando las deman-
das de los procesos cognitivos son de una compleji-
dad suficiente como para activar ambos hemisferios

(...) Educativamente esto significa que los proble-

mas repetitivos, simples y sin interés (tales como la
mayorfa de los célculos matemadticos), serfan com-
prendidos de manera pobre, con poco beneficio pa-
ra ambos hemisferios» [3].

La visién que ofrecemos suele ser también esen-
cialmente pasiva. Ciertas habilidades y nociones no
son objeto de ensefianza, encontrdindose muy poco
desarrolladas en los alumnos. Nos referimos, por
ejemplo, a saber hacer demostraciones, a la capaci-
dad para reconocer regularidades y estructuras o a
la prictica de pequeiias investigaciones. De este mo-
do el alumno medio desconoce el «espiritu mate-
matico», creyendo que aprender matemadticas con-
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siste exclusivamente en ser ensefiado primero so-
bre ciertos métodos estandar, para luego ejercitarse
utilizando estos métodos en la resolucién de pro-
blemas tipo, bdsicamente mediante la imitacién. Las
creencias de este tipo estdn tan enraizadas en ellos
que éste serd uno de los principales obst4culos para
cualquier cambio en el método de trabajo. Si pro-
ponemos un nuevo estilo metodolégico en clase,
deberemos controlar que los alumnos elaboren una
nueva imagen de la actividad matemdtica. Si no, po-
drfamos conseguir un efecto contrario al deseado
aumentando su sentimiento de incapacidad e inse-
guridad hacia la materia.

Mientras el tratamiento pedagégico de las mate-
maticas adolece de las deficiencias citadas, la activi-
dad matemdtica se gufa por pautas bien distintas.
Para Lakatos [5], las matemdticas como disciplina
cultural evolucionan como resultado de la interac-
cién entre las observaciones empfricas y la formali-
zacién. La componente empirica es esencial para el
proceso deductivo ya que, a menudo, las explora-
ciones previas determinan la solucién deductiva del
problema. Y, reciprocamente, la deduccién permite*
descubrimientos inaccesibles a la observacién (pen-
semos, por ejemplo, en la existencia de las curvas
sin tangente en ningin punto). Para adecuarse a lo
que son las matemdticas, el método de ensefianza
ha de ser de naturaleza holistica [6], global, con-
templando las componentes inductivas y deducti-
vas, las visual-imaginativas y las 1égico-verbales,
puesto que si los estudiantes no aprenden a domi-
nar todas estas componentes y no aprenden a apro-
vechar su interaccién, no podrin recoger los frutos
de sus conocimientos. A nuestro entender la educa-
ciép matemdtica, ademds de proporcionar el domi-
nio de las nociones ya disponibles, ha de favorecer
la aproximacién a los métodos y a los intrumentos
necesarios para la actividad matemdtica creativa,

Esta aproximacién es posible realizarla mediante la
presentacién de conjuntos estructurados de proble-
mas elementales convenientemente escogidos, cuya
resolucién no sea trivial, de modo que proporcio-
nen a los alumnos un nuevo paradigma de la acti-
vidad matemdtica.

Escoger estos problemas no es una cuestién facil
en general, pero podemos encontrar contextos ini-
cialmente sencillos, que nos permitan llevar a cabo
un trabajo de un nivel muy rico desde el punto de
vista matemdtico. A continuacién veremos algunos
ejemplos concretos que nos ayudardn a hacer mds
claro y explicito lo que estamos afirmando.
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Buscando cuadrados

Comencemos con una de las cuestiones tipicas
que se plantean usando un geoplano [7]:

«¢Cudntos cuadrados distintos podemoy construir en un
geoplano 4 X 42»

Nos introducimos en el problema con una fase
de tanteo experimental que nos permita familiari-
zarnos con él. Los primeros cuadrados que apare-
cen son los que podriamos llamar verticales.
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Constatamos en los alumnos unas primeras resis-
tencias a reconocer cuadrados en posicién distinta a
la de los tres indicados. Estas son probablemente
resultado del aprendizaje condicionado, producido
al mostar casi siempre en los e)emplos las figuras en
una posicién determinada.

Si llamamos su atencidén respecto al significado
de distintos (écudndo han considerado que dos cua-
drados son distintos?), llegaremos a explicitar que la
igualdad la entendemos en el sentido de congruen-
cia geométrica. De este modo un tipo de cuadrados
queda determinado por una longitud, la del lado o
la de la diagonal, o por su supetficie.

Pero, éirealmente los tres cuadrados vertzcales son
todos los posibles? Todos estdn convencidos de que
debe haber otros y ficilmente descubren los que
bautizamos como cuadrados zzc/inados.

Figura 2

En total hemos obtenido cinco cuadrados; todos
creen que no existe ninguno mds y no sienten nin-
guna necesidad de demostrar que -estos cinco son
los tnicos. Para ellos «es evidente». El problema
hasta aqu{ ha resultado muy fécil y pide un estudio mds
profundo. La generalizacién natural aparece en con-
secuencia:

«S7 en un geoplano 4 X 4 hay 5 cuadrados distintos, équé

ocurrivd en uno n X n?».
Exploremos los primeros valores:

GEOPLAND Izuz 3H3 4H4

NUMERO DE
CUADRADOS

3 5

Figyra 3
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Una conjetura aparece inmediatamente. «En el
geoplano 5 X 5 encontraremos 7 cuadrados y, en el
n X n, encontraremos 27 — 3». Insistimos, «¢segu-
ro?». «Si, es evidente.»

Pero al buscar todos los cuadrados en un geo-
plano 5 X 5, nos aparecen 3 cuadrados nuevos.
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. Figura 4

Nuestra conjetura no era buena, debemos buscar
otra que se ajuste mejor a los hechos. Ampliamos
un poco la tabla experimentalmente:

GEOPLANO I 242 3H3  4H4 585 6R6 TR?

NUMERD DE

3 5 8 1 15
CURDRADOS

Figura 5

Aunque algunos parecen encontrar cierto placer
en ir tanteando y encontrando nuevos valores, no
podemos continuar indefinidamente. Recapitule-
mos e intentemos sistematizar lo que sabemos has-
ta ahora.

Un cuadrado queda determinado por su diago-
nal. Dada una diagonal podemos construir la otra
diagonal perpendicular a la primera y obtenemos el
cuadrado.
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Figura 6
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¢{Cémo podemos encontrar todas las diagonales?
Cada diagonal es la hipotenusa de un tridngulo rec-
tingulo de catetos# y b, siendo sy & < »

(Podemos admitir que # o & son cero). Entonces
las posibles diagonales serdn las correspondientes a
los valores de (#* + 4%)"2, El razonamiento nos pa-
rece plausible y, en consecuencia, calculamos el ni-
mero de diagonales con longitudes distintas, que
serdn las correspondientes a los tridngulos rectin-
gulos isdsceles, mds las combinaciones de » elemen-
tos de dos en dos, es decir: (z — 1) +7- (n — 1)/2 =
= (n — 1) (» + 2)/2. Pero si damos valores a 7 resulta
que para un geoplano 2 X 2 obtendrfamos 2 diago-
nales, para uno 3 X 3 obtendrfamos 5, etc. Estos
datos no coinciden con el nimero de cuadrados in-
dicados en la tabla de la figura 3. ¢Cudl ha sido nues-
tro error? En el geoplano 2 X 2 las dos diagonales
serfan 22y 1, pero en cambio sélo podemos cons-
truir un cuadrado. De este modo se hacen necesa-
rias mas condiciones de compatibilidad sobre los
segmentos para que el cuadrado resulte construible.

Nos replanteamos el problema'y abandonamos
el dltimo punto de vista. Quizd la longitud de los
lados, en lugar de las diagonales, nos proporcione
una informacién m4s util.
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Figura 7

Cada lado también es la hipotenusa de un tridn-
gulo rectdngulo de catetos # y & cuya longitud es
entera. La longitud del lado serd (#> + %2 y el 4rea
del cuadrado resulta 2% + 4. Cuando # o 4 son cero,

. el cuadrado es vertical. Asi, todo cuadrado en el geo-
plano queda definido por un par de nimeros (z,5).
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¢Existe ahora, de modo parecido a lo que ocurria
anteriormente, alguna acotacién sobre los posibles
valores de # y 4? A lo sumo el cuadrado tendrd los
vértices en la frontera del geoplano y por lo tanto 2 +
+ b <. Contemos el nimero total de posibilidades
segin sean los valores de 4 y 4. Después de diversos
intentos, alguien sugiere un procedimiento «regu-
lar».

O 0.1 0.2 ... {0, n-3) (0, n-2) (0, n-1)_g n-1

(1,1 (1,2) ... {(1,n-3 (1,n-2) —& n-2

Figyra 8

El dltimo valor dependerd de si # es par o impar.
En concreto, el nimero total serd [z(z + 2) — 4]/4 si

n es pary [(» + 1)* — 4]/4 sin es impar.

Si damos valores, se satisfacen los casos de la ta-
bla indicada en la figura 5. Pero al considerar » = 8
surgen nuevas dificultades. Hemos olvidado un de-
talle importante: puede haber dos cuadrados iguales
aunque no correspondan a los mismos valores de #
y b. Por ejemplo, los cuadrados (3,4) y (0,5) en un
geoplano 8 X 8 son iguales.

De este modo aparece una nueva cuestién: «fcudn-
tas representaciones distintas tieme un entero como Suma de
cuadrados?»

Esto nos lleva a considerar un resultado de Teo-
rfa de Ndmeros [8], cuyo descubrimiento'y demos-
tracién se alejan notablemente del nivel de dificul-
tad en el que nos estamos moviendo. En concreto
la propiedad afirma que: «el nimero de representa-
ciones de un entero como suma de los cuadrados
de dos enteros es cuatro veces la diferencia entre
los divisores de 7 de la forma 4£ + 1 y los de la forma
4% + 3». En realidad pues, lo que hemos hallado es el
nimero de cuadrados distintos del tipo (a,b) que
podemos hacer, considerando que son distintos cuan-
do (a,b) no coincide en ambos.

Pero volvamos a la pregunta inicial. {Qué signi-
fica estrictamente «construir un cuadrado en un
geoplano»? ¢El cuadrado de la figura 9 estd cons-
truido en un geoplano? [9].



Figura 9

Ya sabemos que una clase de cuadrados queda
determinada, de modo equivalente, por su diagonal,
su lado o su 4rea.

¢Cudles som, en este caso, diagonal, drea o lado?

Intuitivamente nos parece que el 4rea puede brin-
darnos el punto de vista m4s abordable. Para calcu-
lar el 4rea del cuadrado indicado, casi todos empe-
zamos utilizando una estrategia de descomposicién
de figuras.

\——.‘ "'Q\ -:kl\
NN SN -
Ry : " %.\/ \
Figura 10

Obtenemos una primera observacién: el parale-
logramo y el rectingulo resultante tendrdn la mis-
ma drea que, a su vez, coincide con la'mitad del 4rea
del geoplano. ¢Y a partir de aqui? ¢Estamos en un
callején sin salida?

Persistamos en las descomposiciones. Dos figu-
ras llaman nuestra atencién, dos tipos de tridngulos
rectdngulos: unos, los T, que tienen por catetos el
lado y la mitad del lado del geoplano, y otros, los ¢,
cuya hipotenusa es la mitad del lado del geoplano.

Figura 11

Al ser semejantes estos tridngulos deducimos la
relacién existente entre sus dreas Ay y A.. En con-
creto, AJ/Ar = [(1/2) / (5/4)"%% = 1/5. A partir de
este valor podemos calcular, por descomposicién de
figuras, la relacién existente entre el drea del geo-

Por un enfoque holistico de la ensefianza de las Matematicas

plano y el drea del cuadrado indicado. En particu-
lar, 1 — 441 + 44, = 1 — 4(1/4) + 4(1/5)(1/4) = 1/5.

Pero, ademds de este modo de proceder tan ana-
litico, ¢no podemos resolver el problema mediante
una aproximacién mds global? Probemos con un
nuevo enfoque. Si dibujamos la situacién en un pa-
pel cuadriculado de 10 X 10, podemos calcular las

Jdreas.
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Figura 12

El drea de la «cruz» central es 12, més 8 de los
ocho triangulos rectdngulos hacen un total de 20.
Por otra parte, la supetficie correspondiente a todo
el geoplano serfa 100; por lo tanto la superficie bus-
cada es 1/5 del 4rea total.

Pero este método no parece demasiado intere-
sante, da la impresién de excesivamente particular.

En efecto, con un cuadrado 12 X 12 ya no servirfa.

La repeticién de la figura que estamos conside-
rando nos conduce a un método de resolucién ab-
solutamente intuitivo, casi un método «sin palabras».

Figura 13
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Agrupando convenientemente la partes de la fi-
gura implicadas, podemos ver que el cuadrado inte-
rior es 1/5 del geoplano.

- "‘x\ e
= VoS T
,fj“:/ l /)(/ \"-.
3 \, B K ' . .—"'-."'-_‘
h SA . ¢ { N “ \
LT kY b -
N, ‘-.\Z‘ ko
Figura 14

Este resultado lo hemos obtenido cuando traza-

mos lineas que unen un vértice con el punto medio

de uno de los lados opuestos. Pero, dqué¢ ocurre en
general?

De modo parecido a lo que dijimos antes, cada lado del
cuadrado interior estd formado por una linea que quedard
caracterizada por dos nimeros enteros positivos a y b, con
a > b. Estos dos nimeros determinan una direccién
en una trama cuadriculada de puntos (un «geo-
plano infinito»). Observamos también que el otro
valor que serd relevante es la «distancia» entre las
rectas paralelas. Es decir, situaciones como las si-
- guientes serdn equivalentes.

4
L

Figura 15

Para fijar ideas, consideremos que dos de las li-
neas que determinan el cuadrado pasan por los vérti-
ces de la izquierda del cuadrado formado por el geo-
plano # X #, tal como indica el primer dibujo de la
figura 15. Consideremos, por_ejemplo, una situa-
"cién de este tipo,conz =4,2=3;b=2yd=1.5i
utilizamos el dltimo método propuesto aparecen
dos cuadrados que, mediante un cambio de unida-
des, resultardn de lado # y lado &, siendo el 4rea bus-
cada 4%/(a* + b%) del total, es decir, 2> #/(a* + 7).
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%
Figura 16

Fijémonos en que esta expresion es vilida también
para los cuadrados verticales e inclinados. Para los ver-
ticales tendremos b = O y 4 = 4, de donde el 4rea resul-
ta #*. Mientras que para los inclinados, es b/(d — a) = a/b
y el drea resulta 4% + b2,

Al abordar el problema anterior mediante la des-
composicién de figuras, hemos utilizado modelos de
papel para representar la situacién. Efectuando los
pliegues en el papel, surge muy a menudo un error

“(relacionado quizd con problemas de «lateralidad»),

consistente en que uno de los pliegues se hace si-
guiendo una de las diagonales del cuadrado.

ety
U Bl

Figura 17

Algunos comentarios espontineos de los alum-
nos nos plantean un nuevo problema: «clz diagonal

queda. dividida en tres partes iguales?».

Surgen diversos tipos de argumentaciones que nos
pueden permitir ilustrar desde los enfoques més ana- -
liticos hasta los mds sintéticos y. visuales. Veamos
esquemdticamente una muestra de esta variedad de
enfoques, agrupando las diferentes soluciones en
dos clases, segin utilicen la descomposicién de su-
perficies o las propiedades que se deducen de la se-
mejanza de figuras planas. ‘
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Del Teorema de Ta-
les deducimos que
las tres partes son
iguales. Y coinciden
con la participacién
que nos interesa.

1/3

Del Teorema de Ta-
les deducimos que
una de las partes es
1/3 del total.

1-z z
H
.z
s AT B
Y
"
3
(1 -z)1=
= z/(1/2)
por lo tanto
y=v2/3

es la tercera parte

de la diagonal.

El 4rea de

es 1/4 y descompo-
ne en suma de 4reas:

N

e
1/4 = (1/2)(v 2/2)
@) +2(1/2) -1 -

(v '2/4) '
Por lo tanto

2 =1'2/3
= 273

T
L

~ltridngulos " équiva- Ar=(1/2) -y -
lentes : (z ?/ ‘)i) =1/4 -
—_ 1 2 .y .
Ae=1/3-1/4= (72
=1/12 v2/2)
Por lo tanto
At = (1/4) -
(1-8/12)=1/12 = Y =n'2/3 -

=(1/2) ~x- (1'2/2)
Por lo tanto
2 =12/3

es la tercera parte

es la tercera parte
de la diagonal.

’
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A modo de conclusién

Encontrar el equilibrio adecuado en el grado de
«direccién» de las actividades que proponemos en
las clases de matemadticas-es una de las dificultades
importantes que aparecen en nuestro camino. Si
estdn demasiado guiadas, las actividades llegardn a
producir esencialmente conductas mecdnicas; si lo
estdn demasiado poco, producjrin un bloqueo una
incapacidad de respuesta a las cuestiones plantea-
das. El hecho de que una situacién resulte poco o
muy dirigida, mecdnica o adecuada para una inves-
tigacién, no dependerd solamente las cuestiones plan-
teadas en si, sino también de una actitud mental del
maestro hacia la materia. Actitud que podremos
_desarrollar en nuestros alumnos si nosotros mismos
llegamos a estar impregnados de ella.

Al utilizar técnicas elementales, podemos con-
centrarnos en las estrategias usadas en la solucién
de los problemas que estamos considerando. Por lo
tanto escogemos las situaciones de modo que, por
ejemplo, se favorezca la capacidad de 1calizar conje-
turas, contrastando su certeza y aceptdndolas o re-
futdndolas como plausibles o no; se descubran las
regularidades matemadticas escondidas en una situa-
cién dada; se llegue a apreciar la necesidad de justifi-
car la verdad de las conjeturas efectuadas, realizan-
do las demostraciones al nivel conveniente; se avan-
ceen el estudio a través de reformulaciones sucesi-
vas del problema original; etc. [10]. En suma, no se

Si cada una de las lineas divide
la superficie del dibujo en dos
partes iguales; écudl es mayor, el
drea A o la B?, ¢o no es posible
decirlo?
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trata de evaluar la capacidad de los alumnos para
resolver distintos tipos de problemas, sino de ofre-
cerles situaciones de aprendizaje en las que puedan
aumentar sus habilidades, al tiempo que van adqui-
riendo una concepcién mds auténtica de la natura-
leza de las matemdticas.
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