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La Olimpiada

o

UANDO este niimero de SUMA salga de la imprenta se estard
celebrando en Almeria la fase nacional de la Olimpiada
Matemdtica organizada por la Federacion. Serd la culminacion
de una actividad en la que ban participado durante este curso
dos o tres mil profesores y centros y bastantes miles de chicos y
chicas de 14 arios.

La Olimpiada tiene diversas caras. Una de ellas, la que
presentamos al alummnado, es la de una actividad lhidica, en la
que a través de un concurso deben resolver una serie de
problemas fuera del aula de Matemdticas con unas
caracteristicas especiales: son problemas poco académicos en
general que no se resuelven con recetas previamente aprendidas,
es preciso para resolverlos poner en juego determinadas
estrategias de pensamiento, tienen un cierto cardcter divertido,
requieren cierta dosis de creatividad, estan situados en
contextos reales y proximos a los alumnos,...

Pero existen otros aspectos, quizds mds importantes, que
permanecen ocultos o semiocultos. Es una actividad indirecta de
Jormacion del profesorado; cada vez son mds los profesores que,
a través de la Olimpiada, van introduciendo en sus clases la
resolucion de problemas como una de las tareas primordiales de
su trabajo en el aula. Esto, a su vez, contribuye a transformar el
curriculo en una de las direcciones apuntadas, tanto en la
propuesta curricular espanola, como la que se recoge en diversos
informes internacionales.

Ademds, permite incidir de manera muwy directa en la atencion
a la diversidad de capacidades. Se reconoce que la resolucion de
problemas permite un acercamiento ajustado a las capacidades
de cada sujeto. Con cierta frecuencia, se olvida que tan
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«diversos» son los alumnos que necesitan determinados refuerzos como
los que sobresalen en algiin drea determinada y requieren un
tratamiento especifico. La resolucion de problemas de una cierta
dificultad potencia el desarrollo del pensamiento matemdtico de alto
nivel y la participacion en concursos es un elemento motivador para
la realizacion de este tipo de tareas.

No se puede obviar que la organizacion de la Olimpiada, en sus
distintas fases autonomicas y nacional, requieren el esfuerzo y el
trabajo desinteresado de muchas personas que dedican bastantes
horas fuera de su horario de trabajo para que, aiio tras ano, la
Olimpiada sea una realidad. Pero, ademds, son necesarios unos
recursos economicos importantes globalmente (aunque el coste por
alumno no lo sea) que no siempre son facil de obtener. Existen
comunidades en las que conseguir la financiacion necesaria es und
verdadera odisea y hay que recorrer dependencias oficiales, casas
:comercz'ales, bancos,... hasta poder reunir los fondos necesarios. Seria
preciso que las administraciones educativas se conciencien (las que 1o
lo han becho ya) de que este tipo de actividades no son un
divertimento que «se han montador un grupo de profesores, sino gue
son actividades serias que redundan claramente en una mejora de la
ensefianza de las Matemdticas y que sintonizan de forma plena con
los objetivos que, en nuestra materia, figuran en los documentos
oficiales de la reforma educativa y, como consecuencic de ello, que
deberian ser financiadas oficialmente.




Una vision

distinta

de un problema clasico (ll)

Jorge Hernand

ez Herce

Mercedes Gonzalez Menorca

@ N EL ARTICULO «Una visién distinta de un problema cla-

En un articulo anterior,
publicado en el n.° 24 de
SUMA, aborddbamos un
problema clésico desde un
punto de vista diferente.

Ahora, aplicamos la misma
técnica de resolucién
geoméirica para otras dos
desigualdades clésicas que
relacionan las razones
trigonométricas de un angulo
con el arco.

sico», publicado en el nimero 24 de SUMA (febrero 1997),
aborddbamos una desigualdad clésica desde un punto de
vista diferente. Allf indicAbamos que la técnica usada para
demostrar

Sena S Senf
o p

nos servia también para probar que

n
si 0<u<B<E

Tano, < Tanf
o B
Tal vez solo para ello no nos hubiéramos animado a escri-
bir esta continuacién, sin embargo, buscando relaciones
entre el arcoy el dngulo, encontramos (Kiirschak, 1963)
el siguiente enunciado

si O<a<B<g

B<%[Sen[3+TagB] si O<B<§

Junto con el enunciado se presentan dos soluciones dis-
tintas. Una de ellas, como es ficil suponer, razonaba en
términos de dreas. Sin embargo, abordaremos el proble-
ma en Ja misma linea que habfamos utilizado para las dos
expresiones anteriores, es decir, arrastrando el dngulo
para intentar conseguir una posicién de Thales.

Como esta visién es distinta y, ademds, utilizamos la rela-
cidén de las tangentes, vamos a presentar aqui ambos
resultados como continuacién del articulo antes citado.

De las tangentes

Nuestro primer objetivo era probar

Tano, _ Tanf
< —_—

o p

T
si O<G<B<E




Para ello recurrimos a la figura 1 en la que hemos tomado

|OAl = 1OBI = |OCI =1
arco(AB) = a , arco(AC) = 3

y, por consiguiente

|AS| = Tano , 1AR| = Tanf

Figura 1

Figura 2

Arrastremos el dngulo 8 bacia la dere-
cha de modo que [AR'l = ARl y R’
se encuentre sobre la prolongacién de
la linea OS. El arco(A’C") es pues igual
al arco(AC).

Tracemos el arco de centro O y radio
|OA’l que serd el arco(A’B).

Visto asi, tenemds en la figura 2 que
o |OAl = arco(AB)
o |OA’l = arco(A'B)

Es claro entonces que se verifica la
siguiente relacién

IOAl  arco(AB)
[OA'l  arco(A'B")

Y por simple proporcionalidad

|OAl _ IAS!

IOA'l  1A'R']

De ambas expresiones se sigue que

IASI  arco(AS)
IA'R'l' arco(A'B")

Tano =«
Tanff arco(A'B")

ES

Si somos capaces de ver que
arco(A’B) > arco(A’C) = f3
habremos conseguido nuestro proposito.
Si despejamos un poco la figura ante-
rior y nos fijamos en la figura 3, «pare-
ce» bastante claro lo que queremos pro-

bar pues, no sblo se cumplird lo pre-
visto sino mas atn:

arco(A’B’) > arco(A’Z) > arco(A’C) = B

Figura 3




Para verificar esto Gltimo, vamos a afa-
dir algunas lineas auxiliares que cons-
truyan la figura 4 en la que

[0O’l = 1070’1, |OA’] = [O”"A”|

Figura 4

En realidad hemos tomado la figura 3 y
hemos aplicado una simetria respecto a
la recta O'R. Como se observa, no
hemos trazado todas las lineas del dibu-
jo simétrico para no provocar confu-
sioén. para completar la imagen simétri-
ca nos faltaria un segmento O”R’ que es
el simétrico del OR’ y el segmento A"R’
que seria el simétrico del A'R’.

Se observa perfectamente que el sector
circular determinado por O’A’A” es
menor que la figura determinada por
los dos fragmentos O’'A’Z y O'A”Z,
Como ademas son figuras convexas y
tienen los lados |O’A’| y |O’A” | igua-
les, podemos deducir que:

2 arco(A’Z) = arco(A’Z) + arco(A”Z) >
> arco(A’C") + arco(A”C) = 2 arco(A’C")
y de aqui es inmediato que:

arco(A'B”) > arco(A’Z) > arco (A’C) = f3

Lo que sustituyendo en [*] da lo que-
buscibamos:

Taga ] Taga < TagP
Tagh B a p

De la semisuma del seno y la tangente
Nuestro segundo objetivo era:

B< -;—[Sen[3+Tag[3] si 0<fB <g—

La expresion anterior se podria leer: «l arco es menor que
la media aritmética del seno y la tangente, cuando el
ingulo es agudo.

En apariencia, no hay una desigualdad como las analiza-
das entre el seno y el arco, sin embargo, tranformémosla
ligeramente:

1[Senp - Cosf +Senfd - B - Senf

B<
2 Cosf 1+Cosff  2-Cosf

(si0<B<m/2)

Ahora si que disponemos de una desigualdad en térmi-
nos de arcos y funciones trigonométricas de un dngulo
agudo. Construyamos la figura 5 partiendo de que:

IOAl = OBl =1

|OCI = Cosp
IBC| = Senp
B
i
9 C A
Figura 5

«Arrastrando el dngulo hacia la derecha» hasta que obtenga-
mos una posicién de Thales en la que ICA’l = [CB'| =1
y entonces (figura 6):
[CC’'l = Cosp
IB'C’l = Senf
[OA’] = |OCI] + ICA’| = Cosf + 1
lOC’'l = 1OCI| + ICC'| = 2Cosf

Figura 6




Aplicando proporcionalidad de tridngulos resulta que:

IEA'l _IB'CI _IEA
[OA'l  10C 1+ Cosf

Senf
2+ Cosf

sl

Fijémonos que esta Gltima expresion es casi la que que-

remos demostrar. Para ello sélo es preciso probar que:
|EA’] > arco(A'B") = f.

Para comprobar este resultado, tracemos alguna linea

auxiliar mas en la figura anterior, obteniendo la siguiente
figura 7:

Figura 7

Si aplicamos proporcionalidad de tridngulos, como

|AX|=Tagay IOAl =1

IAX|  IBC'I IAXI  Senp
- -

1
= = Taga = —Ta, =
1 |OC' 1 2-Cosf & 2 8P

(m/2)-p

Al

(m/2)-B

©) C A

Figura 8

Los dngulos a y p cumplen las condi-
ciones de la relacién vista en el aparta-
do anterior, por ello, podemos afirmar
que:

<> —;—< < fB<2a [**%]

=|R

Vamos ahora a centrarnos en la esquina
superior derecha de la figura 7, afia-
diendo lineas auxiliares para definir el
tridngulo EB’Z (figura 8).

Mirando dngulos y aplicando [***]:
y=n-[(n/2)-al-p <=
Sy=m2)-B-a) =

<y > @2 -a

Como en un tridngulo, a mayor 4angulo le

corresponde mayor lado: |[EZ| > IB'ZI.

Y por eso:

IEA’] = |EZI + | ZA’] > IB'Z| + | ZA’]

Ahora IB’Z| + |ZA’| forman una con-

vexa que contiene al arco(A'B’), acaba-
mos de ver lo que queriamos:

IEA’| > arco(AB) = f

Otras observaciones impor-
tantes

a) En realidad, el transformar la expre-
sibn de partida en una desigualdad
diferente, nos ha ocultado ligeramente
que:

EA'l = %(Senﬁ +TagP)

En efecto, basta aplicar la proporciona-
lidad de los tridngulos y la relaciéon es
evidente.

b) Hasta qué punto es ajustada la desi-
gualdad demostrada en el apartado
anterior, lo da la tabla 1 de la pagina
siguiente de valores en incrementos de
0,1 radianes.

En definitiva, como es sabido, el seno
es una aproximacion al arco mejor que
la tangente (TagP — 3 > B — Senf) y esto
determina que:

B < %[Sen[smagﬁ] si 0<p <%
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[

B Senf TagB (Senp+Tagpl/2
n/2-1,5=0,0708 0,07074 0,07091 0,07083
n/2-1,4=0,1708 0,16997 0,17248 0,17122
/2 -1,3=0,2708 0,26750 0,27762  0,27256
/2 -1,2=03708 0,36236 0,38878  0,37557
n/2-1,1=0,4708 0,45360 0,50897 0,48128
n/2-1,0=0,5708 0,54030 0,64209 0,59120
n/2<0,9 =0,6708 0,62161 0,79355 0,70758
n/2-0,8=0,7708 0,69671 0,97121 0,83396
n/2-0,7=0,8708 0,76484 1,18724 = 0,97604
n/2-0,6=0,9708 0,82534 1,46170  1,14352
/2 -0,5=1,0708 0,87758 1,83049 1,35404
n/2-0,4=1,1708 0,92106  2,36522 1,64314
n/2-0,3=1,2708 0,95534 3,23273  2,09403
n/2-0,2=1,3708 098007 4,93315 2,95661
/2 -0,1 =1,4708 0,99500 9,96664  5,48082

Tabla 1
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Una breve introduccion
a la teoria de grafos

En este articulo presentamos
una breve introduccién a la
Teoria de los Grafos. La
Teoria de los Grafos es un
ejemplo de una rama de la
Ciencia que ha surgido y
evolucionado para ir
proporcionando soluciones a
problemas concretos. La
Teoria de los Grafos se
utiliza rutinariamente,
aunque quizds de una forma
inconsciente, en la Quimica,
la Fisica, la Electrénica, la
Informdtica... Por eso hemos
creido conveniente presentar
en un articulo de esta revista
las bases de dicha teoria
junto con algunas posibles
aplicaciones adecuadas
para abordar en el aula de
Secundaria.

Amador Menéndez Velazquez

XISTE cierto tipo de problemas que Gnicamente tienen
que ver con un determinado nimero de puntos y ciertos
trazos que los unen. La teorfa de los grafos (Ore, 1995y
Biggs, 1974) es la rama de la Matemdtica Discreta
(Bujalance y otros, 1993) que se ocupa de tal tipo de
problemas. La conectividad entre los elementos de un
conjunto es pues el objetivo fundamental de la teoria de
los grafos.

La teoria de los grafos es una de las 4reas de la
Matematica cuyo desarrollo ha estado siempre motivado
por sus aplicaciones. Asi, el primer articulo conocido
sobre ]a misma fue escrito por Euler y publicado en 1736
para dar solucién al célebre problema de dos puentes de
Konigsberg». La situacién era la siguiente: ¢Es posible
encontrar una ruta en la ciudad que recorra los siete
puentes, cruzando cada uno de ellos una sola vez y regre-
sando al punto de partida? Fuler demostrd que no era
posible. Asi surgié el concepto de grafo euleriano que,
informalmente hablando, es «aquel grafo que puede ser
dibujado sin levantar el lipiz del papel, sin pasar dos
veces por la misma linea y acabando en el punto de par-
tida». A partir de tal fecha muchos matematicos importan-
tes han realizado contribuciones. En los siglos XVIII y XIX
se puede citar a Euler, Vandermonde, Cauchy, Cayley,
Hamilton, Kempe, Tait, Heawood, Kirchoff y Petersen,
entre otros. Durante este siglo, los estudios en este terre-
no no han cesado y otro hito en la historia de la Teorfa
de los Grafos fue la aparicioén en 1936 del primer texto
sobre este topico escrito por D. Konig (19306). Desde sus
origenes, la Teorfa de los Grafos se utilizé para la resolu-
cién de juegos matematicos, para el estudio de circuitos
eléctricos y en diversas aplicaciones en una multitud de
campos tan diferentes como la economia (Avondo-
Bodino, 1962), fisica teérica (Haray, 1967 y Capra, 1979),
psicologia (Cartwright y Haray, 1963), fisica nuclear




(Mattuck, 1967), linguistica (Culik, 1964), sociologia
(Flament, 1963), zoologia (Lissowsky, 1971), tecnologia
(Korach y Haskd, 1972), antropologfa (Hage y Haray,
1983), computacién (Even, 1979), biologfa (Roberts, 1989),
ingenierfa (Johnson y Johnson, 1972), quimica (Balaban,
1976 y Trinajstic, 1977)... En la actualidad, la teoria de los
grafos sigue aplicindose dentro y fuera de las matematicas
y continda siendo una rama de investigacién muy activa.
Las aplicaciones de la teorfa de los grafos a la informatica
(por ejemplo, para la representacién de datos o disefio de
redes) han despertado interés en aspectos concretos de la
teorfa, como pueden ser la busqueda de algoritmos ade-
cuados para la exploracion de grafos.

La teorfa de los grafos estd estrechamente ligada a otros
campos de la matemdtica como la topologia (en realidad
la teorfa de los grafos es topologia monodimensional), la
teoria de grupos, la teorfa de conjuntos y la combinatoria.

A continuacién expondremos los conceptos fundamenta-
les de la teotia y algunas aplicaciones de la misma. El
estudiante de Enseflanza Secundaria podrd darse cuenta
de que el concepto de grafo ya lo ha utilizado, quizas
inconscientemente, a lo largo de sus estudios. Asi, por
ejemplo, las leyes de Kirchoff o las férmulas estructurales
de los compuestos quimicos son una manifestacién ine-
quivoca de la teorfa de los grafos.

El concepto de grafo

Los grafos pueden ser considerados formalmente como
diagramas o dibujos (representacién diagramatica), o bien
algebraicamente como un par de conjuntos (representa-
ciéon algebraica).

Definicion geométrica

Geométricamente, un grafo G es un conjunto de puntos
en el espacio, algunos de los cuales estin unidos entre si

mediante lineas. En la figura 1 mostramos un ejemplo de
grafo.

Figura 1. Representacion geométrica del grafo G

Este grafo puede representar una multi-
tud de situaciones posibles de la vida
real, Podrfa simbolizar por ejemplo, un
mapa de carreteras, donde los puntos
representarian pueblos o ciudades y las
lineas las carreteras que unen las ciuda-
des entre si. En este caso, el grafo nos
informaria de las posibles comunicacio-
nes que existen entre las ciudades. Pero
este mismo grafo también podria
esquematizar un circuito eléctrico, una
molécula quimica (donde los puntos
serfan los dtomos y las lineas los enla-
ces quimicos), etc. Debemos de adver-
tir, no obstante, que un grafo contiene
Gnicamente informacién topoldgica, es
decir, informacién sobre las conectivi-
dades entre puntos, careciendo de in-
formacién geométrica en el sentido eu-
clideo (distancias, dngulos...). Asi, los
dos dibujos mostrados en la figura 2 re-
presentan en realidad el mismo grafo.

& — g

Figura 2. Dos representaciones geométricas
diferentes de un mismo grafo

Recordemos al estudiante que la teoria
de los grafos es topologfa monodimen-
sional y la topologia se puede definir
como la «geometria de la distorsiéne
(ver figura 3).

Figura 3. Una deformacién «continua» de un objeto
conserva la forma (topologia) del mismo.
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Definicion algebraica

Acabamos de ver que un grafo G es un
conjunto de puntos y de lineas conec-
tando algunas parejas de puntos. Esta
definicién nos proporciona una vision
muy intuitiva del concepto de grafo. Si
queremos formalizar el concepto de
grafo, debemos recurrir al dlgebra, ha-
ciendo previamente mencion explicita
a dos conjuntos: el conjunto de los vér-
tices (wertex set), V , y el conjunto de
los lados («edge set), E, del grafo G.
Asi, algebraicamente, un grafo G se
define como un par ordenado
G = (V,E) = (V(®, EG)

donde V es un conjunto no vacio de
puntos del espacio topol6gico, también
conocidos como vértices o nodos, y E
es un conjunto de pares no ordenados
de elementos distintos de V, denomina-
dos lados, lineas o aristas. En la mayo-
tfa de los casos de interés prictico,
ambos conjuntos son finitos. Si dos vér-
tices i y j estdn unidos por una misma
arista, diremos que los vértices iy json
adyacentes, y representaremos la arista
correspondiente por (, ) o (, D, ya
que, segin hemos advertido, se trata de
un par no ordenado. También podemos
decir que los vértices iy j son dos vér-
tices vecinos, que son los extremos de
un mismo lado, o que son #ncidentes al
lado @, j). Por otra parte, diremos que
dos lados son adyacentes si tienen al
menos un vértice en comln. Para
poder representar algebraicamente un
grafo es necesario que esté etiquetado,
es decit, que los vértices se distingan
unos de otros mediante etiquetas, las
cuales pueden ser ntimeros o letras.

En Ja figura 4 mostramos como ejemplo
un etiquetado posible del grafo G ante-
riormente considerado.

1

3 4
G

Figura 4. Etiquetado del grafo simple G

Los grafos
son usados
con frecuericia
para representar
redes de
comunicacion
o transporte.
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La representacion algebraica de este grafo viene dada por
(notacidon explicita):

G = (V,B) = (V(®, EG)
V=V(G = {v,, v, v, v
E =EG) = {v,, v, (v,, vy, (v, v, (v;, V)

donde v, hace alusién al vértice con la etiqueta 7. Una
representacion alternativa (notacién simplificada) es:

G = (V, E) = (V(®), E(G)
V=V =11, 2, 3, 4
E=EQ® =1{1, 2, 2 3, 2 D, G45H

En este articulo usaremos la notacién explicita o la nota-
cién simplificada, dependiendo de las necesidades parti-
culares.

El nimero de vértices del grafo G, IV(G) I, se denomina
orden del grafo. El namero de lados del grafo G, |E(G)1,
se conoce como famario del grafo. Un grafo es finito si
IV(G) | y |E(G) | son finitos. En este articulo sélo tratare-
mos con grafos finitos.

Caminos y distancias en un grafo

Los grafos son usados con frecuencia para representar
redes de comunicacién o transporte. En un grafo que
represente una de estas redes es importante conocer la
existencia de caminos que recorran todas las aristas o
todos los vértices y que en cierto modo sean los mas «eco-
némicos». En este articulo examinaremos este tipo de pro-
blemas. Para ello comenzaremos dando una serie de defi-
niciones basicas.

Un camino o ruta en un grafo-G es una secuencia (finita)
en la que aparecen alternadamente vértices y lados de G:

Vo= Vg, V) v, > (v, V) =y, = (g, Vi = Vi

donde cada lado tiene por extremos los vértices inmedia-
tamente precedente y siguiente en la secuencia. Por lo
tanto, el camino también puede ser representado, sin pér-
dida de informacién alguna, por la secuencia:

VO—éV1—>V2—>..‘“9V

En esta Gltima secuencia no aparecen explicitamente los
lados, pero son evidentes por el contexto. A los vértices
V, ¥ vy se les denomina extremos del camino (v, vértice
inicial de] camino, v vértice final del camino) y se dice
que el camino va de v, a v, 0 que conecta v, y V. La
longitud de un camino es el nimero de aristas que con-
tiene. Un camino tiene la propiedad de que dos lados
consecutivos del mismo son o bien adyacentes o bien
idénticos (si retrocedemos en el camino).




El concepto de camino es demasiado general, asi que
vamos a imponer algunas restricciones que darin lugar a
diferentes tipos de caminos. Lo haremos fijandonos en el
grafo de la figura 5. Un camino se dice que es cerrado si
sus extremos coinciden, es decir, si empieza y termina en
el mismo vértice (ej., camino 2 = 3 — 4 — 5 — 2). En
caso contrario, se dice que es un camino abierto (ej.,
camino 2 — 3 — 4 — 5). Un circuito es un camino cerra-
do en el cual todos los lados (aunque no necesariamente
todos los vértices) son distintos (ej., camino 6 — 2 — 3 —
—4—=5-—>2-—=1-06). Un ciclo es un camino cerrado
en el cual todos los vértices (excepto el inicial y el final)
son distintos y, como consecuencia, todos los lados son
también distintos (ej., camino 2 =3 — 4 — 5 — 2, cami-
nl—=2-—=6-—1,

G

Figura 5. Grafo etiquetado G ilustrando
diferentes tipos de caminos

La longitud de la via mds corta entre los vértices 7y j en
un grafo G se conoce como la distancia entre esos dos
vértices y se representa por d(i, ). Esta distancia d es una
cantidad positiva y toma sélo valores enteros. Tiene las
siguientes propiedades:

PD dG,p=0<i=j

®P2) dG, p=dQ D, Vi, jEVWG)

®3  dG, R <dG p+dQ k), Vi, j, kEV©G)

®H  dG, D=1 G ) EEG)

Para el estudiante de Secundaria puede resultar muy inte-
resante comparar estas propiedades de la distancia topo-
logica con las propiedades de la distancia euclidea que
estudia en la asignatura de Matemiticas.

Existen grafos donde para cada par de vértices 7y j hay
al menos un posible camino conectindolos y existen gra-
fos donde no hay camino alguno conectando una deter-
minada pareja de vértices. Si un grafo representa una red
de comunicaciones es indudablemente importante cono-
cer si existe alglin camino entre una determinada pareja
de vértices. Esto llevo a los matemiticos a introducir el
concepto de grafo conexo. Si todas las parejas posibles de

vértices de un grafo G estin conectados
por al menos un camino, entonces se
dice que G es un grafo conexo. Si no
existe camino alguno entre alguna pare-
ja de vértices iy jdel grafo G, esto es,
dd, ) = e, se dice que G es un grafo no
conexo'y que los vértices iy j pertene-
cen a diferentes componentes del grafo,
El ntimero de componentes del grafo G
lo representaremos por k = k(G). En la
figura 6 mostramos ejemplos de grafos
de 1, 2 y 3 componentes, respectiva-
mente.

—

G,

Figura 6. Representacion diagramdtica de los grafos

G,, G, y Gy, con una, dos y fres componentes

de grafo, respectivamente.

Podemos observar que el grafo G, es
un grafo conexo [k(G,) = 11. Sin embar-
go, los grafos G, y G, son grafos no
conexos [k(G,) = 2, k(G,) = 3].

Una vez que se ha introducido el con-
cepto de distancia en un grafo, se
puede definir ficilmente la valencia o
el grado de un vértice, Se define la
valencia o el grado de un vértice dado
i, gr), como el nimero de vértices
adyacentes al vértice 4, es decir, el
nlimero de vértices cuya distancia al
vértices ¢ es 1. Un vértice de valencia
cero se llama vértice aislado, por razo-
nes obvias. Un vértice de valencia uno
se llama vértice ferminal.




Representacion matricial
de los grafos

Los grafos también pueden ser repre-
sentados mediante matrices. La ventaja
de la representacién matricial de un
grafo es que para las matrices ha sido
desarrollada toda una teorfa, que nos
permitird la manipulacion de las matri-
ces para extraer cierta informacién
caracteristica del grafo. El estudiante
puede ver asi una aplicacién practica
de la teorfa matricial, que la primera
vez que se le presenta en COU o en 2.°
de Bachillerato le resulta un poco abs-
tracta y quizas inGtil.

La matriz que definiremos es la matriz
de adyacencia de los vértices. Esta
matriz también se conocen como
matriz topologica. Es preciso advertir
que para poder hacer uso de la repre-
sentacion matricial, al igual que ocurria
con la representacién algebraica, es
necesario que los grafos estén etiqueta-
dos. Esta matriz contendri exactamente
la misma informacién que la represen-
tacion algebraica del grafo, pero es
mucho més manejable computacional-
mente. En concreto, esta matriz goza de
multiples aplicaciones en fisica, quimi-
ca, diseno de redes...

La matriz de adyacencia de vértices
A(G) de un grafo etiquetado G con N
nodos es la matriz cuadrada simétrica
definida como

(A)ij _ {1 s? 1 y? son adyacentes (40
; 0 siivy jno son adyacentes

Ay =0

Por lo tanto, un elemento de la matriz
genérico (A)ij tomard el valor 1 si y s6lo
si hay un lado conectando los corres-
pondientes nodos 7y J.

Consideremos como ejemplo el grafo G
de la figura 4. La matriz de adyacencia
de vértices A(G) viene dada por

(0 1 0 0
Ayt 01
0101
0110

—_—

o O = O

ALG)=

La ventaja de
la representacion
matricial
de un grafo es que
para las matrices
ha sido
desarrollada
toda una teoria,
la cual nos
permitiva
la manipulacion
de las matrices
Dpara extraer cieria
informacion
caracteristica
del grafo.

Podemos observar que en esta matriz es muy facil visua-
lizar la conectividad interna de los vértices. Podemos tam-
bién observar la simetiia respecto de la diagonal principal,
es decir, (A); = (A)ii' Ello es debido a que ambos elemen-
tos de matriz nos informan de una misma realidad: que
los vértices iy jestan conectados por un lado.

De acuerdo a la la teorfa matricial, podemos calcular las
potencias n-ésimas de la matriz A. Estas potencias encierran
una importantisima informacion topolégica. Asi, un ele-
mento genérico de la potencia n-ésima de la matriz matriz
A, ay,
de longitud 72 conectando los vértices 7y j. En el ejemplo
que venimos considerando, las sucesivas potencias de A

vienen dadas por (el estudiante puede comprobatlo):

(con i # ) es igual al namero de diferentes caminos

0 0 (1 01 1) [0 3 1 1)
1 3011 3 2 4 4
A%(G)= A3(G)=
01 © 121 @ 4 2 3
10 111 2 1 43 2

Vamos a considerar, como ejemplo, el elemento a,, (o
a,) de cada una de estas tres matrices. En la primera
matriz, AI(G), (que coincide con la matriz de adyacencia
de los vértices) toma el valor cero, indicando que no exis-
te ningln camino de longitud 1 conectando los vértices 1
v 4, o lo que es lo mismo, que no existe lado alguno
conectando dichos vértices. Pero esto no significa que no
podamos viajar del vértice 1 al vértice 4. Podemos viajar,
aunque sea dando un pequefio rodeo. Asi, podemos
observar en la segunda matriz, AAG), que el elemento
toma el valor 2, reflejando la realidad de que existe un
camino de longitud 2 que nos lleva del vértice 1 al vérti-
ces 4. Ese camino viene dado por la secuencia de vértices
1 -2 — 4. Por dltimo, cabe destacar que en la tercera
matriz, A3G), este elemento toma también el valor 1,
reflejando nuevamente la existencia de un camino de
longitud 3 entre los vértices 1 y 4. Este camino ahora
viene dado por la secuencia 1 — 2 — 3 — 4,

Como ejercicio, el estudiante puede tratar de fijarse en los
diferentes elementos de cada una de las tres matrices
anteriores para saber el nimero de caminos de diferente
longitud entre las diferentes parejas de vértices. Una vez
conocido el nimero de caminos, entonces puede tratar de
averiguar cudles son cada uno de estos caminos exami-
nando el grafo. Vamos a considerar un nuevo ejemplo,
ésta vez fijandonos en los vértices 1 y 2. Asi, podemos ver
en la primera matriz, AYG), que el elemento a , toma el
valor uno. Esto significa que existe un lado o camino de
logitud uno conectando estos vértices. Este camino viene
dado por la secuencia de vértices 1 — 2. En la segunda
matriz, A%G), el elemento a,, toma el valor cero, refle-
jando la realidad de que no existe ningtin camino de lon-
gitud dos conectando los citados vértices. Por Gltimo,
podemos observar en la tercera matriz, AXG), que el ele-




mento a,, vale tres, indicindonos la existencia de tres
caminos de longitud tres conectando los vértices 1 y 2.
Estos caminos vienen dados, respectivamente, por las
secuencias de vértices 1 =2 =3 — 2,1 =2 = 4 — 2;
y1—=2->1-2

Una ampliacién del concepto de grafo:
grafo general

La definicion de grafo dada anteriormente se corresponde
con lo que algunos autores denominan grafo simple. En
ella hemos puesto alguna restriccién. Por ejemplo, hemos
dicho que los elementos de E son pares no ordenados de
elementos distintos de V. Por lo tanto, al no permitir que
un elemento aparezca repetido en un mismo par, no esta-
mos permitiendo la existencia de lazos o «doops» (aristas
que empiezan y terminan en el mismo vértice). También
hemos dicho que E es un conjunto de elementos y no una
Jamilia de elementos. En este contexto, entendemos por
conjunto una coleccién de elementos distintos, y por
familia una coleccién de elementos, algunos de los cuales
pueden repetirse varias veces. De acuerdo a esta defini-
cién, todo conjunto es una familia, pero lo inverso no
siempre es cierto. Asi, por ejemplo, (1, 2, 3, 4} es un con-
junto y una familia, mientras que {1, 2, 3, 3, 4, 4} es una
familia, pero no un conjunto. En definitiva, al imponer
que E(G) sea un conjunto, estamos impidiendo que el
grafo tenga mds de una arista conectando una misma
pareja de vértices. Existen algunas extensiones de la idea
de grafo que son muy utiles y frecuentemente usadas en
la vida real y las iremos examinando a continuacién.

La ampliacion del concepto de grafo simple surge preci-
samente al eliminar una o alguna de las restricciones
impuestas en la definicién del mismo.

Ast, un multigrafo es un grafo con (posiblemente) varios
lados entre un mismo par de vértices (lados muiltiples).
Por lo tanto, en la definicién formal de multigrafo se per-
" mite que E(G) sea una familia, es decir, que algunos ele-

mentos aparezcan repetidos (aristas con el mismo par de
extremos). En la figura 7 mostramos un ejemplo de mul-
tigrafo. El conjunto de vértices y la familia de aristas vie-
nen dados, respectivamente, por:

V(G = {1, 2, 3, 4}

EG) ={1,2,0,2,2 %, 2 0, 3,49

1
2
AN

e/
Figura 7.
Representacidn

geometrica

G del multigrafo G
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Si eliminamos la restriccién de que las
aristas tengan por extremos dos vértices
distintos de V, surge el concepto de pseu-
dografo. Por lo tanto, al contrario que en
un grafo simple, en un pseudografo
estin permitidas aristas que empiezan y
terminan en el mismo vértice. Tales aris-
tas se denominan /azos o doops. En la
figura 8 mostramos un ejemplo de pseu-
dografo. En este caso, el conjunto de vér-
tices y el conjunto de lados vienen
dados, respectivamente, por:

V(G) =11, 2, 3, 4}
EG) =11, D, 4, 2, 2,3, 2,9, (G, 4

Figura 8. Representacién geométrica
del pseudografo G

Permitiendo la existencia de lados mnil-
tiples y de lazos, llegamos al concepto
de grafo general. Asi pues, un grafo
general G puede definirse como un par
ordenado G = (V, E) = (V(®), E(G)),
donde V(G) es un conjunto no vacio de
elementos llamados puntos vértices o
nodos y E(G) una familia de pares no
ordenados de elementos (no necesaria-
mente distintos) de V(G), llamados
lados, lineas o aristas. Ahora, V(G) se
conoce como el conjunto de vértices
(wertex-set) del grafo G y E(G) como
la familia de lados («edge-family») del
grafo G. Cabe destacar que el primer
grafo de la historia, el grafo representa-
tivo de la disposicion de los puentes de
la ciudad de Konisberg, que pronto
analizaremos con detenimiento, no es
un grafo simple sino un grafo general,
ya que incluye mdltiples lados entre
algunas parejas de vértices.

Otro concepto ttil es el de digrafo (o
grafo dirigido). Un digrafo es una clase
especial de grafos, en los cuales a las




aristas se les asigna un sentido, el cual
se representa geométricamente median-
te una flecha. Se llama origen al primer
vértice de una arista y fin al segundo.
Algebraicamente, un digrafo D se defi-
ne como un par ordenado G = (V, A) =
= (V(D), A(D)), donde V(D) es un con-
junto no vacio de elementos llamados
puntos, vértices 0 nodos y A(D) es una
familia de (no necesariamente distintos)
pares ordenados de elementos de V(D)
llamados arcos o lados dirigidos. A
V(D) se le conoce como el conjunto de
vértices (wertex-setr) del digrafo D y a
A(D) como la familia de arcos (arc-
family») del digrafo D. Un arco que
tiene como origen el vértice 7 y como
fin el vértice j se representa mediante el
par ordenado [i, jl. El lector debe obser-
var que los elementos de A(D) [i, 1 y [j, i]
son ahora diferentes. La diferencia for-
mal entre un grafo general G y un
digrafo D consiste en que los pares de
vértices que definen los lados en un
grafo son pares no ordenados, mientras
que los pares de vértices que definen
los arcos o lados dirigidos en un digra-
fo son pares ordenados. En la figura 9
mostramos como ejemplo los dos dife-
rentes digrafos: los digrafos D, y D,

2 2
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Dy D,

Figura 9. Representacién diagramética
de los digrafos D, y D,

Podemos observar que aunque ambos
digrafos tienen el mismo conjunto de
veértices dado por

V(D) =VD,) =11, 2, 3, 4
la’familia de arcos es diferente:
A =11, 2], [2, 3], [3, 4], [4, 21}
A, =11, 2], [2, 4], 14, 3], 3,21}

Finalmente, cabe advertir que en un problema concreto
pueden presentirsenos conjuntamente varias de las
estructuras matematicas anteriormente definidas, dando
lugar a multipseudografos, multidigrafos, pseudodigrafos
o multipseudodigrafos. En la figura 10 mostramos un
ejemplo de multipseudografo,

Q]
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34 N4 Figura 10.
(?‘ ) Representacién
diagramética
G del multipseudografo G

en el cual el conjunto de vértices y la familia de aristas
vienen dados, respectivamente, por:

VG =1(1,2,3, 4
EG®=11,D,10,2,0,2, 2,3,2,49,3,9,¢4 D, (4 D

Circuitos eulerianos

A continuacién presentamos el problema que la mayoria
de los autores sefialan como el origen histérico de la teo-
rfa de los grafos.

En la figura 11 mostramos un plano de la antigua ciudad
de Konisberg en la Prusia Oriental, mostrando el rio
Pregel que pasa por la ciudad y los siete puentes que la
atravesaban en el siglo XVIII. Hemos representado
mediante nimeros del 1 al 4 las diferentes partes de la
ciudad que estin separadas por el rio y hemos puesto eti-
quetas de la forma p; sobre los puentes, para reflejar que
el puente p; une los sectores de la ciudad etiquetados
como iy j.

P24

17

Figura 11. La disposicién de los puentes en la antigua ciudad de Kénisberg en el siglo XVl




Muchos habitantes de Konisberg se plantearon el reto de
encontrar una ruta en la ciudad que recorriera los siete
puentes, cruzando cada uno de ellos una sola vez, y
regresando al punto de partida. Puesto que todos los
intentos resultaron fallidos, se comenzé a pensar que era
imposible encontrar tal ruta. El problema no fue tratado
matemdticamente hasta 1736 por Euler, quien escribié un
articulo probando que no existia tal ruta. Para ello Euler
formul6 el problema en términos de la teoria de los gra-
fos, representando el mapa de la ciudad mediante un mul-
tigrafo (ver figura 12) donde cada sector terrestre de la
ciudad venifa representado por un vértice y cada puente
por una arista.

2 Figura 12.

Representacion geométrica
de un multigrafo histérico:
el multigrafo de Euler,

el cual simboliza

la disposicién de

los siete puentes

de la ciudad de Kénisberg

o

3 G

Una vez traducido este problema al lenguaje de la teoria
de grafos, Euler trat6 de encontrar una respuesta al
mismo, como caso particular, y al caso més general de un
grafo cualquiera. Asi se planted el problema: ;En que gra-
fos es posible encontrar una ruta que recorra todas las
aristas una séla vez y vuelva al punto de partida?

Dado un determinado vértice del grafo, si tiene valencia
par, digamos 2n, podremos salir de él y regresar a él n
veces sin repetir arista. Sin embargo, si el vértice tiene
valencia impar, digamos 2n + 1, podremos salir de él y
" regresar a €l 72 veces sin repetir arista. Esto contabiliza 2n
aristas, por lo .que siempre nos quedard forzosamente una
arista por recorrer que nos separard del vértice en cues-
tién. Hecha esta observacién, el estudiante puede plantear-
se las condiciones que han de cumplirse para que exista
una ruta con las condiciones impuestas anteriormente
(salir de un vértice, recorrer una séla vez todas las aristas
y regresar al vértice de partida). Tras un poco de refle-
xi6n, quizds pueda llegar a las siguientes conclusiones a
las que en su dia llegb Euler:

* Sitodos los vértices del grafo tienen valencia par, es
decir, tienen un ntmero par de aristas incidentes, se
puede recorrer el grafo de una sola pasada y volver
al punto de partida. En este caso, la ruta o circuito
seguidos se denominan eulerianosy al grafo en cues-
tién se le denomina grafo euleriano.

Euler formulo
el problema
[de los puentes
de Kénisberg/
en terminos
de la teoria
de los grafos,
representando
el mapa
de la ciudad
mediante
un multigrafo
donde cada
sector terrestre
de la ciudad
venia
representado
por un vertice
y cada puente

por una arista.

e Si el grafo tiene dos vértices con
un nimero impar de aristas con-
currentes, se le puede recorrer
partiendo de uno estos vértices y
llegando al otro. A la ruta seguida
en este caso se le denomina ruta
semieuleriana y al grafo corres-
pondiente grafo semieuleriano. El
motivo de esta denominacién
resulta bastante obvio. No se
cumplen todas las condiciones
requeridas por Euler, sino sélo la
mitad. Asi, se recorren todas las
aristas del grafo una sola vez
(requisito exigido por Euler),
pero no se vuelve al punto de
partida (condicién también exigi-
da por Euler), sino que se
comienza en un punto y se termi-
na en otro.

e Siel grafo tiene mis de dos vérti-
ces con un nimero impar de aris-
tas concurrentes, el problema no
tiene solucién. El grafo en cuestion
es un grafo no euleriano.

Si nos fijamos en el multigrafo repre-
sentativo de la red de puentes de la
ciudad de Konisberg (figura 12),
podemos observar que los cinco vér-
tices del multigrafo tienen grado
impar. Por lo tanto, el problema no
tiene solucién, como en su dia con-
cluyd Euler. Asi pues: «No existe una
ruta en la ciudad de Konisberg que
permita comenzar en un punto, reco-
rrer una Unica vez los siete puentes
de la ciudad, y regresar al punto de
partida». Pero atn podemos ir més
alla: «Ni tan siquiera existe una ruta
que, comenzando en un punto deter-
minado, recorra los siete puentes de
la ciudad y termine en otro punto
diferente». Este es el historico proble-
ma conocido mundialmente por los
matemdticos como el problema de los
puentes de Konisberg. En la actuali-
dad Konisberg es la ciudad lituana de
Kaliningrado y el rio Pregel es llama-
do Pregolya. Sobre ella se han cons-
truido. dos puentes, no existentes en
la época de Euler, para permitir una
solucién positiva al histérico proble-
ma (ver figura 13).
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Figura 13. La disposicién

actual de los puentes en

Kaliningrado (la anfigua
ciudad de Kdnisberg)

Si observamos el multigrafo de la figu-
ra 13 vemos como ahora todos los vér-
tices tienen grado par. Por lo tanto,
dicho grafo admite un circuito euleria-
no. Una posible ruta serfa 1 —2 — 3 —
—-1—=2—>3—=4—2-—=4—1 Asi
pues, el problema de los puentes de la
nueva ciudad de Kaliningrado tiene
ahora una solucién positiva: Podemos
recorrer los nueve puentes de la ciudad
una tnica vez, partiendo de un deter-
minado punto y regresando finalmente
al mismo punto». Muchos turistas, sobre
todo matemiticos curiosos, acuden
cada dia a dicha ciudad para darse un
paseo euleriano por la misma. Sin duda
alguna, la construccién de dos nuevos
puentes, ha sido una buena inversién
para potenciar el turismo en la ciudad.

La respuesta dada por Euler al proble-
ma de los puentes de Koénisberg es de
una utilidad sin limites, pues no s6lo
responde a ese interrogante concreto
planteado por los habitantes de la ciu-
dad de Konisberg, sino que crea las
herramientas necesarias para abordar el
mismo tipo de problema con cualquier
otro grafo. Pero la grandeza de este
problema no soélo reside en el mismo,
sino en que gracias a él nacid y creci6
esa maravillosa disciplina que hoy
conocemos como teoria de los grafos. Si
este problema no hubiese caido en las
manos y el ingenio de Euler, un hom-
bre que con tan sblo 20 afios ya habia
sido invitado a ingresar en la entonces

Hoy en dia,

Y cada vez mds,
se buscan rutas
optimas
de transporte,
se diserian
redes,...
Siun
determinado
grafo admite
un recorrido
euleriano,
esa es sin lugar
a dudas
la ruta optima
de transporte.

prestigiosa Academia Rusa de las Ciencias, un hombre
que tenfa amplias conocimientos de Teologia, Medicina,
Matemdticas, Fisica y Astronomia, ademids de dominar
todas las lenguas orientales, quizds hoy no podriamos
regocijarnos y disfrutar de esta maravillosa teorfa. Muchas
gracias, Sr. Euler!

El dibujar rutas eulerianas constituye un entretenimiento
que quizas resulte familiar a muchos estudiantes de
Secundaria que estén familiarizados con pasatiempos
matemdticos. En dichos pasatiempos se les pide encontrar
la forma de dibujar una cierta figura usando una sola linea
continua, sin repeticiones y sin levantar el lapiz del papel.
Por ello, ésta puede ser una buena oportunidad para que
el profesor de Matemdticas les plantee a sus alumnos de
Secundaria alguno de estos pasatiempos durante la clase
de Matemiticas o durante algin Taller de Matemiticas.
Asi, al mismo tiempo que les propone alguno de estos
pasatiempos, puede ir familiarizdndoles con algunos con-
ceptos bidsicos de la teoria de los grafos, que le podran
ser muy utiles para futuros estudios. El estudiante podra
sentirse motivado porque vera que existen ciertas estrate-
gias para abordarlos, que probablemente no conociera.
Asi, por ejemplo, podrd aprender que si existen més de
dos vértices impares el problema no tiene solucién, o que
si existen solo dos vértices impares, uno de ellos ha de ser
el vértice de salida y otro el de llegada. En la figura 14
mostramos una serie de grafos y proponemos al estu-
diante que trate de encontrar una ruta euleriana o semieu-
leriana, si es que existe. En la tabla 1 presentamos la solu-
cién a estos pasatiempos.

A pesar de que el problema de bisqueda de una ruta
eulerina o semieuleriana puede usarse con fines ladicos
como un divertido pasatiempo, tal como acabamos de
exponer, ésto no debe de hacernos olvidar que tiene una
tremenda importancia pratica. Hoy en dia, y cada vez
mds, se buscan rutas Optimas de transporte, se disefian
redes,... Si un determinado grafo admite un recorrido
euleriano, esa es sin lugar a dudas la ruta 6ptima de trans-
porte. Podemos pensar, por ejemplo, en un viejo proble-
ma muy conocido en la literatura matematica: el problema
del cartero chino. Se trata de encontrar una ruta Optima
para un cartero que ha de recorrer las diferentes calles de
una ciudad. Este problema se puede formular en términos
de la teoria de los grafos. Las diferentes calles pasarfan
entonces a desempefar el papel de los lados del grafo. Si
el grafo es euleriano o semieuleriano, estd claro que la
ruta 6ptima serfa aquella que recorriera todas las calles
una sola vez. Y muchos otros problemas similares al del
cartero chino se nos pueden plantear en la vida cotidiana.
Por ejemplo, imaginemos una exposicion de pinturas. Los
organizadores de estos eventos tratan normalmente de
colocar las pinturas a lo largo de diferentes galerias de tal
forma que el visitante pueda verlas todas, sin pasar dos




Figura 14, Una coleccion de grafos




veces por las mismas pinturas y regre-
sando al punto de partida. En definiti-
va, tratan de colocar las pinturas en una
disposicion adecuada para que puedan
ser contempladas siguiendo un circuito
euleriano. La policia, cuando tiene que
patrullar una determinada red de carre-
teras, trata de seguir una via euleriana o
semiuleriana si es que existe. Esa es la
forma de garantizarse el recorrer todas
las carreteras una sola vez en cada
ronda. Y como estos, podriamos mos-
trar una multitud de ejemplos mas, pero
tampoco es el objetivo de este articulo.
Simplemente queremos concienciar al
lector que el diseflo de vias eulerianas
no es un puro pasatiempo matemdtico,
sino que goza de multitud de aplicacio-
nes en la vida real.

Ciclos hamiltonianos

En 1856, el astrbnomo y matematico
irlandés Willian Rowan Hamilton pre-
sentd al mundo el siguiente puzzle. El
juego estaba basado en un dodecaedro
regular, uno de los conocidos sélidos
platénicos regulares. Este poliedro
tiene 12 caras, cada una de las cuales es
un pentigono regular, y en cada uno
de sus 20 vértices confluyen tres aristas
de los pentigonos. Cada vértice del
dodecaedro de Hamilton se marcaba
con el nombre de una ciudad impor-
tante en aquella época: Paris,
Londres... El juego consistia en salir de
una determinada ciudad (vértice del
ciodecaedro), encontrar una ruta a lo
largo de las aristas del dodecaedro que
pasase por cada ciudad una Gnica vez y
regresar a la ciudad de partida. Con
objeto de hacer mis interesante el desa-
fio, se estipulaban de antemano unas
cuantas ciudades que debjan de ser
visitadas en los primeros movimientos.
Para recordar mas ficilmente qué ciu-
dades se habian visitado, se colocaba
un alfiler en cada vértice, para que se
pudiese arrollar un hilo alrededor de
los alfileres a medida que el viaje iba
progresando. El dodecaedro era un
tanto incémodo de manipular por lo
que Hamilton desarrollé una versién

...el diserio
de vias eulerianas
10 es Un puro
pasatiempo
matemdtico,
Sino que goza
de multitud
de aplicaciones
en la vida real.

del juego, en la que reemplazaba el dodecaedro por un
grafo con 20 vértices unidos entre si mediante 30 aristas
de la misma forma que en el dodecaedro (ver figura 15).
El grafo resultante se conoce como grafo del dodecaedro
y es uno de los cinco grafos platénicos existentes.

Figura 15.
Juego

de Hamilton:
el grafo del
dodecaedro

Dado un determinado grafo, si existe algin camino en el
mismo que verifique las condiciones anteriormente
expuestas (pasar por cada vértice una Unica vez y regresar
al punto de partida) se conoce como ciclo hamiltoniano.

Un posible ciclo hamiltoniano para el grafo del dodecae-
dro es

1—-2—-3—=>4->5—->10— 12— 17 = 16 = 20 — 19
- 18—-13—+9—14>-8—=15—-7—=11—-6—1

Pero cabe advertir que éste no es el Gnico ciclo hamilto-
niano posible. Otro posible serfa

]——92—>3—>4-—->5——>10—>13—>9-914—98—)15
—-7—>11=-16—-20—>19—=18—=17—-12—>6—1

En total, hay 60 posibles ciclos hamiltonianos diferentes.
Como ejercicio para el Taller de Matemiticas, el estudian-
te puede tratar de encontrar los restantes.

Al igual que sucedia con los grafos eulerianos, a los gra-
fos que admitan recorrer todos sus vértices mediante un
ciclo hamiltoniano, se les denomina grafos hamiltonianos.

Al presentirsenos por primera vez el concepto de grafo
hamiltoniano, quizds encontremos cierto parecido con el
problema de Euler de los puentes de Konisberg. Al fin y
al cabo se trata de encontrar una determinada ruta, suje-
ta a ciertos requisitos. Sin embargo, los requisitos ahora
son diferentes. En el problema de los grafos eulerianos,
se trataba de encontrar una ruta que pasara por cada lado
del grafo una sola vez. Ahora, sin embargo, se trata de
encontrar una ruta que pase por cada vértice del grafo
una Unica vez,

A pesar de la desesperada lucha de los matemiticos, no
existe hoy en dia teorema alguno (como ocurria con los
grafos eulerianos) que nos permita determinar si un grafo




Circuito euleriano o ruta semieuleriana/

Tipo . . .
¢ P Ciclo hamiltoniano
G NE —
! H 14295287 —>32>6->35
G NE _
2 H 15224-56-28-210—-11212-9-7>5-3-1
G NE _
3 NH 1-2—24-7-28-1029-5-12-11=6—-3-1
NE _
GA H J—
G NE —
s H 15253552627 28-9-10-11-12->4-1
NE -
© NH —
NE , _
Cs NH —
G NE —
° H 127 26-29-2125>4-11-10-3-8->2-=1
G NE e
10 H 1-2-5>4->6-28-7->3-1
NE o
Cn NH _—
G NE —
12 H 122242327 >8-6=5-1
G SE 1M>10-958=27>6-5-4-3-2->1-10
13 NH .
G SE 1522324252627 -28-9-10-11>12->1->7
B H 1522324252627 -8-29->10-11-12-1
G E 55753262227 2426-1-3->5-1-4-2-5
15 H 123252722 4-6-1
E 1> 2->3—>4-1
Cue H - 2-3—>4-1
17 NH —_
G E 1> 253>45556-1
8 H 1 2-23—-4-5-6-1
G SE 122-2334-35-6—-7—>8->5
19 H .
G SE 152532425267 —>4-1
20 NH .
G E ]->6—>H—»3—>8—>]3—>5—>10->2—->7——>12—>4~+9—->1—>2—>3»~>4—>5—>6~—>7—>8—>9—>10—>11—>12—>13—>l
2 H 152-23-4-5-6->7->8-9=10->11->12-13->]
G E 1 o2 >3 sd 5 s6a7eds]
22 NH - ;
G SE 152535451 23252420
z H 152245 -3>1

Tabla 1. Clasificacién de los grafos de la figura 14 en eulerianos (E), semieulerianos (SE) o no eulerianos (NE|

y en hamiltonianos (H) o no hamiltonianos (NH) y rutas correspondientes, si existen.




es o no hamiltoniano. El método de
ensayo y error (que puede realizarse
mediante ordenadores para acelerar el
proceso) es la Gnica forma posible de
tratar de encontrar una respuesta al
problema.

Como pasatiempo matemdtico, el estu-
diante puede tratar de buscar un ciclo
hamiltoniano, si es que existe, para
cada uno de los grafos de la figura 14 y
de acuerdo con ello clasificar el grafo
analizado. En la tabla 1 se exponen las
soluciones a este pasatiempo.

Primer Teorema de la

Teoria de Grafos

Este teorema dice lo siguiente: «La suma
de las valencias de todos los vértices de
un grafo G es el doble del namero de
lados del grafo G». Esto se debe a que
al sumar las valencias de todos los vér-
tices, contamos dos veces cada lado.

N
2 gr( = 2IE(G)I
i=1

H H

H N H
Un corolario que se deduce inmedia- \ /C\ /
tamente de este teorema es que el H—C C—H
ntmero de vértices de grado o valencia ‘ ’
: . H\C C —H
impar ha de ser cero o un nimero par, / \C - \
ya que es la Unica manera posible de H N H
obtener un namero par al sumar las H

valencias de todos los vértices. ,
formula estructural

Un ejemplo ilustrando este teorema se
muestra en la figura 16.

1

\2

s/

G

N
Egr(i)=1+3+2+2=2‘4

i=1

Figura 16. Un ejemplo ilustrando el «primer teorema de la teoria de los
grafos». Los nOmeros en los vértices del grafo representan ahora la
valencia de los mismos

R

Una aplicacién a la Quimica: los grafos
moleculares

Es precisamente la posibilidad de poder representar a los
grafos mediante diagramas la que hace que sean muy uti-
lizados como modelos estructurales en la ciencia. En par-
ticular, es muy frecuente su utilidad en la Quimica
(Balaban, 1976 y Trinajstic, 1977). De hecho, el término
grafo fue sugerido por Silvester para referirse a la formu-
la estructural de un compuesto. Y es que es dificil encon-
trar algo en la ciencia que se asemeje tanto a un grafo
como la férmula estructural de un compuesto quimico.
Tales grafos se denominan grafos moleculares. En un
grafo molecular (Ballaban, 1976), los vértices representan a
los dtomos v los lados a los enlaces quimicos que conectan
ciertas parejas de dtomos. Es decir, los atomos de la molé-
cula constituyen el conjunto V. Algunos de estos pares de
atomos se encuentran enlazados. El conjunto de todos los
pares de dtomos que forman enlace quimico constituye el
conjunto E. En los grafos moleculares, suelen suprimirse los
atomos de hidrdgeno, ya que esto simplifica el grafo y no
da lugar a ambigtiedad. Estos grafos se denominan «grafos
moleculares con los hidrégenos suprimidos» o «esqueletos
del grafor. Como ejemplo, consideremos una molécula muy
familiar a la comunidad quimica: la molécula de ciclohexa-
no, de férmula empirica CH,, (ver figura 17).

@
'//

esqueleto molecular

c
¢

— | |

C C
~c

grafo molecular

Figura 17. Obtencién del esqueleto del grafo molecular del ciclohexano

La Teoria de los Grafos se ha usado mucho en la Quimica
para contar isémeros. Por isdmeros entendemos moléculas
con la misma fomula empirica (y por lo tanto, con el
mismo peso molecular), pero diferente formula estructu-
ral. En la figura 18 mostramos dos moléculas con la misma
férmula empirica (C;H,OH) pero diferente formula estruc-
tural (diferente conectividad de los dtomos o diferente red
de enlaces).

H
/
DN
/
g b
HHH HHH

Figura 18. Los dos compuestos de férmula estructural C;H,OH.



Las diferencias en la férmula estructural conllevan dife-
rentes propiedades fisicas y/o quimicas para estos com-
puestos. De hecho, también se pueden definir los iséme-
ros como aquellos compuestos quimicos con idéntica for-
mula empirica que se diferencian en alguna propiedad
fisica y/o quimica. El término isomerismo proviene de
1830 y fue introducido por Berzelius. Para los quimicos
tiene mucho interés conocer los diferentes isdmeros hipo-
téticos posibles para cada férmula empirica. Algunos de
éstos isémeros quizas no existan en la realidad porque no
son estables. De hecho, existen compuestos quimicos que
no tienen isdémeros. Tales compuestos se denominan u#ni-
meros. No obstante, nunca estd de mdas el saber todo el
espectro posible de isémeros de un determinado com-
puesto quimico. Por eso se han desarrollado a lo largo de
la historia diferentes y fascinantes métodos de enumera-
ciébn que usan conjuntamente la teorfa de los grafos, la
teorfa de grupos y la combinatoria. No es el objetivo de
este articulo examinar todos estos métodos, sino simple-
mente exponer unos materiales que puedan servir en el
aula para que el estudiante pruebe su imaginacién tratan-
do de generar los diferentes isémeros de una serie de
compuestos quimicos. Esto le servird para ver una nueva
aplicacion practica de la teorfa de los grafos, al mismo
tiempo que le servird para ir afianzdndose en sus conoci-
mientos quimicos.

Vamos a tratar de generar los isémeros mds sencillos: los
de los hidrocarburos. Los hidrocarburos son unas sustan-
cias quimicas, como el petréleo y la parafina, cuyas molé-
culas estin formadas exclusivamente por dtomos de car-
bono e hidrégeno. Al estudiar las formas en que éstos
pueden combinarse, los cientificos han demostrado que
los atomos de carbono se comportan como si tuvieran
cuatro brazos (valencia 4), mientras que los de hidrégeno
lo hacen como si sélo tuvieran uno (ver figura 19).

—C—
1

H—

Figura 19. El 4tomo de carbono (valencia 4)
y el dtomo de hidrégeno (valencia 1)

Para formar una molécula, un cierto nimero de itomos
de carbono se juntan «ddndose la mano», de manera que
no quede ningtn 4tomo aislado. En la figura 20 mostra-
mos dos formas posibles de estrechar sus manos tres ato-
mos de carbono.

NS
C

/N

[

Figura 20. Dos posibles formas de combinar tres dtomos
de carbono para formar el esueleto de la molécula
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Una vez que los dtomos de carbono se
han dado la mano entre si de una deter-
minada manera, los dtomos de hidrége-
no ya estin condicionados. Cada dtomo
de hidrégeno ha de dar su Gnica mano
a alguna mano libre de los carbonos
(ver figura 21).

H H
NS
C

L\C/H

\
H

H—c
H

Figura 21. Férmula estructural
{incluyendo explicitamente
los dtomos de hidrégeno)

de dos hidrocarburos

Por eso decimos, que la representacion
de las moléculas sin dtomos de hidro-
geno no encierra ninguna pérdida de
informacién estructural ni da lugar a
ambigtiedad alguna. El quimico es
consciente de que los brazos libres de
los dtomos de carbono estan enlazados
(«dandose la mano») a dtomos de hidro-
geno, aunque estos Gltimos no aparez-
can explicitamente,

La familia de hidrocarburos menos
compleja es la de los alcanos. Estos
compuestos estin formados por dtomos
de carbono y de hidrégeno unidos
entre si mediante enlaces simples (no
hay mis que un cruce de manos entre
cada pareja de atomos unidos). Dentro
de los alcanos, los mas sencillos son los
aciclicos, entendiendo como tal aque-
llas disposiciones de dtomos de carbo-
no que no se repliegan formando
ciclos. Estos compuestos tienen como
formula empirica C H, ., siendo 7 el
ntmero de 4tomos de carbono. A con-
tinuacién mostraremos los diferentes
isémeros posibles que se pueden gene-
rar para los valores mids pequefios de 7.
Para simplificar, mostraremos el grafo
molecular con los hidrogenos suprimi-
dos para cada uno de los diferentes
compuestos que aparezcan.

Los tres primeros miembros de esta
familia son el metano, CH,, el etano,




C,H,, v el propano, C;Hy Son todos
ellos unimeros. A partir de aqui, al ir
aumentando el nimero de dtomos de
carbono, ya nos encontramos con dife-
rentes isémeros (al menos, isémeros
teéricos posibles) para cada férmula
empirica. Asi, hay 2 posibles grafos
moleculares diferentes con férmula em-
pirica CH,,, 3 posibles grafos molecu-
lares con férmula empfrica CH,,, 5 po-
sibles grafos moleculares con férmula
empirica C,H,, y 9 posibles grafos mo-
leculares con foérmula empirica CH,.
Una interesante y, al mismo tiempo,
divertida tarea para el aula serfa propo-
ner al estudiante que intente encontrar
los diferentes grafos moleculares repre-
sentativos de los diferentes isdmeros de
cada serie. Hay que advertirle previa-
mente, no obstante, de no contar como
diferentes dos estructuras moleculares
que en realidad sean la misma. En la
figura 22 mostramos como ejemplo dos
estructuras moleculares iguales.

A U G U

Figura 22. Dos grafos isomorfos
(misma red de enlaces o misma
relacién de concetividades)

Aunque las disposicién de los dtomos
de carbono en las figuras siguientes
pueda, en principio, parecer distinta, si
se mira detenidamente podrd compro-
barse de que la red de enlaces es la
misma: «cada atomo estd dando la mano
a los mismos compafieros». Para que
dos grafos moleculares sean diferentes
deben pues de diferenciarse en la
conectividad de los dtomos. La diferen-
te disposicion de los 4tomos en el espa-
cio no es relevante en la teoria de los
grafos, ya que esta teorfa esté referida a
un espacio topoldgico, donde la Gnica
propiedad de interés es la conectividad
entre los elementos de un conjunto. En
las figuras 23, 24, 25 y 26 mostramos los
isébmeros del butano, pentano, hexano

y heptano, respectivamente, para que el estudiante pueda
comprobar si ha realizado bien el ejercicio que acabamos

de proponetle.

L.

Figura 23. Los isdmeros del butano (férmula empirica C,H, )

1. T

Figura 24. Los isémeros del pentano (formula empirica C;H, )
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Figura 25. Los isémeros del hexano (férmula empirica C,H, )
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Figura 26. Los isémeros del heptano (férmula empirica C,H, )
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N.° 128. Dentro de una plaza de forma cuadrada,
que tiene 80 m. de lado, se ha frazado un cfrculo
de 42 m. de didmetro. {,Cndl es la superficie que ha

quedado fuera del circulo?

IO X850 = 8500 on 'k

3 X 2/%= /3

£4 TS5 m?

2500139475 = //fi%m;?zm gecoclar

N.?129. Una mesa cuadrada, de 2 metros de
tado, tieme dos prolongaciones semicirculares, una
# cada parte, ,Cudl es la superficie total de la mesa?

LY = 4 et
Iy x4t= 374
4""3’//0-‘7 7(/1( /rnz

Multiplicar dos niimeros comprendidos entre 10 y 20.  Se suma uno de los

i CALCULO  pumeros con las unidades del otro, se multiplica por 10 y se afiade el producio
MENTAL de las unidades de ambos. '
Nam. 43

16 X 12 = (16.+ 2) X 10 4 (2 X 6) == 180 4 12 = 192
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La invisibilidad
de las Matematicas

Juan Luis Herrero Pérez

Jose Lorenzo B

Las Matemadticas intervienen
cada vez mds en distintos
campos del saber. Por
contra, el ciudadano
corriente no advierte en
general, esa creciente
influencia.

Las Matemdticas no son
consideradas como algo il
en la vida cotidiana posterior
a la vida académica. Al
ciudadano corriente se le
hacen invisibles. Esto origina
una serie de reflexiones
sobre las Matematicas que
ensefiamos, las de la vida y
las divergencias entre
ambas,

lanco

A HA TRAIDO el nifio las notas. Otra vez le han queda-
do las Matemaiticas.

—Siempre iguall A mi también me pasaba lo mismo.
Parece que las Matematicas solo sirven para hacer la vida
imposible a los estudiantes.

—iDesde luego! Dime tu cudntas veces has necesitado lo
que nos ensefiaron. Sumar, multiplicar, un par de cosas
mds y una calculadora son mis que suficientes.

—Si me apuras hasta con la calculadora es bastante. Ella
sabe hacer todas las operaciones.

—Pero no. Tienen que llenarte la cabeza con cosas raras,
rajces cuadradas, polinomios, ecuaciones y mil cosas
parecidas. |Y a la hora de la verdad, todo inutil!

El anterior didlogo, tantas veces repetido, nos conduce
directamente a la cuestion: ;no hay Matematicas en la vida
de un ciudadano corriente?

Lejos de lo que muchos pueden suponer, las Matematicas
estan fuertemente imbrincadas en nuestra vida y hay razo-
nes objetivas para estimar que esa intervencioén es un pro-
ceso en crecimiento.

Venimos asistiendo durante los Gltimos afios a una profun-
da matematizacion de las ciencias. Si era indudable la pre-
sencia de las Matemdticas en la Fisica o la Quimica, hoy se
advierte con claridad la huella de los conceptos y métodos
matemiticos en campos del saber tan dispares como la
Lingiifstica, la Medicina, la Historia, la Sociologia, etc.

Pero mucho més alld de la propia ciencia, las Matematicas
han invadido nuestra vida de modo patente, como evi-
dencia Miguel de Guzmin da penetracién imparable de
la matematica en multitud de aspectos de la vida cotidia-
na del hombre es bastante obvia. La mayor parte de nues-
tras maquinas, unas mds sofisticadas otras mas simples,



no son sino la encarnacion de principios y métodos que
provienen, en Ultima instancia, del analisis matemdtico de
la realidad. Los principios de organizacién de nuestras
empresas y de buena parte de nuestra economia preten-
den basarse en principios matematicos bien sofisticados.
La influencia de la matemadtica en el desarrollo humano se
hace bien patente a cualquiera que observe con atencion
la historia de las ciencias y de la tecnologia y aun algunas
porciones del arte».

Esta aparente contradiccion entre el aumento de interven-
cién de las Matemdticas en la vida del ciudadano comtn
y su percepcion de la escasa presencia de las mismas, fue
denominada por Niss como la «paradoja de la relevancia»
que &l describe como la existencia simultdnea de la rele-
vancia objetiva con la irrelevancia subjetiva de las
Matematicas.

Cabe preguntarse: ;cudl es el motivo de esta aparente invi-
sibilidad?

Las Matemiticas tienden a construir modelos de la reali-
dad tomando soélo ciertos aspectos de ella, de modo que
puedan ser usados en muchos contextos distintos. Esto
conlleva una evidente abstraccién. Esta tendencia a la
generalizacién es a la vez la fuente del éxito de las
Matematicas y la razén de su invisibilidad. Dado que el
modelo es ttil en distintas situaciones reales, parece que
es el lenguaje adecuado para la comprensién de la reali-
dad. Pero esta «mutilacién» de la multiplicidad de los
aspectos que la vida presenta, lleva a que las Matemdticas
no aparezcan en la superficie de las cuestiones de las que
se ocupa sino en su estructura mas profunda. No es extra-
flo, por tanto, que para un observador poco avisado, su
presencia pase casi desapercibida.

Para muchos ciudadanos adultos el tnico signo de visibi-
lidad que conceden a las Matemiticas es su caricter de
obsticulo social. Sufrieron en la escuela un duro aprendi-
zaje de conceptos y algoritmos a los que no concedian y
no conceden interés ni utilidad mis alld del 4mbito esco-
lar, Sus capacidades generales fueron calificadas exclusi-
vamente por sus destrezas matemdticas (alin resuenan en
los oidos de muchos frases tan crueles y lapidarias como
«s malo en Matemiticas, no llegard muy lejos»). Y para
colmo, cuando trataron de acceder a un puesto de traba-
jo se utilizaron las Matemdticas como elemento discrimi-
nador, muchas veces innecesariamente (de vez en cuan-
do encuentran reflejo en la prensa los peregrinos conoci-
mientos matematicos exigidos a los aspirantes a una plaza
de barrendero, conserje o limpiador).

Si las Matemadticas no fueran ya invisibles, muchos ciu-
dadanos desearfan condenarlas a serlo.

Y entonces, nos preguntamos ;cudles han sido los benefi-
cios del aprendizaje que de las Matematicas ha tenido que
realizar un ciudadano corriente?

Esta aparente
contradiccion
enire el aumento
de intervencion
de las
Matemdticas
en la vida del
ciudadano comin

.y su percepcion
de'la escasa
presencia
de las mismas,
fue denominada
por Niss como
la paradoja
de la relevancia»
que él describe
como la existencia
simultanea
de la relevancia
objetiva con
la irrelevancia
subjetiva de
las Matematicas.

Alguien argumentard que a través de las
Matematicas escolares los alumnos de-
sarrollan muchas capacidades de tras-
cendencia tan vital como el razona-
miento 16gico, la precision y el rigor en
el lenguaje, la capacidad de anilisis cri-
tico, el sentido de la precisién y la esti-
macion, la vision espacial, etc.

Otras materias actGan sobre esas capa-
cidades, aunque parece que solo las
Matemiticas lo hagan sobre todas ellas
a la vez. Sin embargo, es dificil cuanti-
ficar el logro en esos campos y més la
intervencién que el aprendizaje de las
Matemiticas haya tenido en ellos. Y si
son dificilmente perceptibles para el
profesor, para el individuo sometido al
proceso son practicamente «dnvisibles.

Es obvio que las Matemdticas sirven
como utensilio en el estudio de otras
ciencias, utilidad que se hace mas plau-
sible cuanto més se avanza en los estu-
dios académicos o se alcanza un nivel
mis especializado en los estudios pro-
fesionales.

Pero eludamos los aspectos formativos
y los que afectan a los alumnos que
prosiguen estudios mis alld de las ense-
fianzas obligatorias, pensemos en los
ciudadanos que abandonan el sistema
educativo al final del periodo obligato-
rio y se incorporan a la vida profesional
en cualquier ocupacion de bajo nivel
de cualificacion; en definitiva, una per-
sona normal y corriente.

Las Matemadaticas de la es-
cuela y las Matemaéticas de
la vida

Comencemos con un éxito de la escue-
la. Si a cualquier adulto se le propone
multiplicar 327 y 36, con toda seguridad
acudird a utilizar las técnicas operativas
que le fueron ensenadas en su periodo
escolar. Hay, como vemos, un uso, qui-
z4s no consciente y en bastantes casos
procedencia, de
muchas técnicas aprendidas en el aula.

ignorante de su

Pero también, en ciertas circunstancias
de la vida cotidiana, la gente emplea




estrategias de célculo que no se corres-
ponden con las que les fueron ensefia-
das para aplicar en dichos casos.
‘(Piénsese en coémo se realizan los cil-
culos para determinar el cambio que
corresponde a un pago. Lejos de usar
una estrategia basada en la diferencia,
da vuelta de 100 pesetas si tengo que
pagar 78 pesetas son 100 — 78 = 22
pesetas» se emplea una estrategia suma-
tiva: «78 mas dos hacen 80 y 80 mas
veinte son 100»).

A qué se debe esa divergencia de
métodos?

Quizis una de las razones fundamenta-
les sea la falta de confianza en los
métodos aprendidos en la escuela. Los
alumnos son sé6lo capaces de emplear-
los en las restrictivas condiciones de la
practica escolar y cuando, en la vida
real su uso estarfa indicado, sus reitera-
dos fracasos en circunstancias similares,
la falta de validacién por parte del pro-
fesor y la poca conviccién que les pro-
curan dichos procedimientos, les lleva a
desecharlos.

Curiosamente, como refiere Marta Civil,
aunque los problemas escolares sufran
una profunda contextualizacién y sean
enunciados en términos mis ajustados
a la realidad cotidiana de los alumnos
muchos de los resultados carecen de
sentido. Y ello incluso cuando se trata
de un problema idéntico y con idéntica
presentacion de los que resuelven en la
calle. Un ejemplo paradigmitico puede
ser el cilculo de un precio después de
un descuento. Mientras que en su vida
diaria tienen una estimacién del resul-
tado que les impide aceptar soluciones
descabelladas, en el aula los admiten
sin mayor inquietud.

Algunos autores achacan esta falta de
transferencia a la idea del «control». En
las situaciones extraescolares los indivi-
duos tienen el control de la actividad,
mientras que en la escuela los estu-
diantes no tienen el control sobre el
problema o la eleccion de los procesos
de resolucion.

La desconfianza hacia los métodos
aprendidos en la escuela estd también

Es evidente
que entre
las Matemditicas
del aula
v la realidad hay
una cierta
distancia que es
necesario recorrer,
pero
Jcudl es el camino
adecuado?
JsDeben asumir
nuestras
Matemadticas
académicas
esas estrategias
o técnicas
mas naturales?
JCOmo
contextualizar
la materia de
modo que
el ciudadano
no la vea como
un ente abstracto
Si10 COMo
un instrumento
util al que
se recurre
de forma natural?

relacionada con el cardcter modelizador de las Matematicas
que ya mencionamos antes. (Esta técnica sirve en muchos
tipos de problemas, pero jes adecuada precisamente para
éste?» parecen decirse muchos alumnos).

Es evidente que entre las Matemdticas del aula y la reali-
dad hay una cierta distancia que es necesario recorrer,
pero ¢cudl es el camino adecuado? ;Deben asumir nuestras
Matemdticas académicas esas estrategias o técnicas mis
naturales? ;Cémo contextualizar la materia de modo que el
ciudadano no la vea como un ente abstracto sino como un
instrumento Gtil al que se recurre de forma natural?

De forma natural se recurre a la lengua. Su uso es cons-
tante y los errores se van corrigiendo con el uso, pero
dichos errores no hacen ininteligible el mensaje. En
Matematicas, desgraciadamente no ocurre eso, un error
puede echar por tierra el «nensaje» y ademas su uso no es
tan natural y cotidiano. Nuestro camino es por tanto mas
complicado.

¢Qué Matemadticas enseiar? gcomo?

El debate sobre la ensefianza de las Matematicas se ha
centrado desde antiguo en tres vértices fundamentales, los
que Niss llama: los problemas de la qustificacion», de la
«posibilidad» y el de da puesta en practica». Es decir, spor
qué hay que ensefiar Matematicas?, ;cudles hay que ense-
flar? y ;cémo hacerlo?

No tenemos la pretensidn de terciar en tan trascendente y
prolongada controversia, pero vamos a atrevernos a reali-
zar una serie de reflexiones sobre algunas cuestiones que
afectan a las Matematicas utilitarias y la escuela.

Primero una declaracién de principios: una sociedad
democritica, una economia en perpetua transformacién
necesita y debe exigir a su sistema educativo la formacién
de ciudadanos inteligentes, criticos y versatiles.

Parece que un ingrediente esencial de esa formacién son
las Matematicas, de hecho su ensefianza es una constante
universal. Se aborda de modo esencialmente idéntico en
todo el mundo; los mismo métodos, los mismos conteni-
dos. Esto aflade un argumento mds a la desconexién de
la ensefianza de las Matematicas actuales con el entorno
del alumno. Es lo que algunos autores como D'Ambrosio
han llamado da desconceptualizacion» de las Matematicas
y que consideran uno de los errores mas graves de la edu-
cacién moderna.

Se han presentado distintas propuestas desuniformizado-
ras para luchar contra este alejamiento de las Matematicas
y el entorno vital de los alumnos. Citemos la Etnomate-
mdtica, una pretensiéon de adaptar tanto los contenidos
como los procedimientos a la realidad cultural del alum-




fno. O'la pretensién de desposeer a las Matemdticas de
una identidad disciplinar propia. Muchos autores piensan
que si las Matemadticas estan tan diluidas en la cultura y
las otras ciencias, de ese modo deben presentarse en la
escuela.

Visibles o invisibles las Matemdticas estdn presentes en
nuestra cultura y deben estarlo en el sistema educativo.

Sostiene Niss que la tarea que debe resolver la educacion
matematica para la poblacién en general no debe limitar-
se a la generacién de conocimientos técnicos matematicos
y la competencia en matemdticas necesarios para la vida
social y privada cotidiana. Pero aunque no sea su Gnico
objetivo, dotar a los ciudadanos de las herramientas mate-
mdticas bésicas para su desenvolvimiento social es su pri-
mer Compromiso.

Los adelantos tecnolbgicos han cambiado tanto la reali-

dad, las diferencias generacionales son tan marcadas que -

no podemos aceptar que las Matematicas que cursen
nuestros alumnos sean las mismas que estudiaron sus
padres. Ya hemos sefialado la marcada separacion entre la
escuela y la calle. Se hace precisa, por lo tanto, una pro-
funda reflexién sobre la estructura curricular, sobre los
contenidos y sobre los planteamientos pedagdgicos.

Juan Luis Herrero
José Lorenzo
IES Venancio Blanco
Salamanca
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Las curvas mecanicas
en la geometria griega.
La cuadratriz de Dinéstrato

Victor Arenzana Herndndez

En la historia de las
matemdticas no todas las
curvas han sido
consideradas dignas de
figurar en el reino de la
geomefria. En la matematica
griega habia serios recelos
con las llamadas curvas
mecdnicas, generadas por
composicién de movimientos.
En el presente trabajo se
expone un ejemplo de curva
mecdnica: la cuadratriz de
Dinéstrato, se muestran las
objeciones que el
matemdtico griego Sporos de
Nicea aducia por las que la
cuadratriz no debia ser
considerada curva en sentido
geométrico y se traducen a
lenguaje andlitico esas
objeciones, que no son ofras
que las que genera la nocién
de limite y la poca eficacia
del método geométrico para
clasificar distintos tipos de
curvas. Prueba de esto es
que cuando se adoptaron los
métodos analiticos en
geometria se pasé de la
escasa docena de curvas
identificadas por los griegos
{contando cénicas,
cuadratrices, concoide, efc.)
a infinitas aunque sélo sea
con las llamadas parébolas
de Fermat del tipo y= x".

A NOCION de curva en la geometria griega no era igual
que la que tenemos actualmente; algunas curvas, de las
que hoy en dia nadie cuestiona su naturaleza geométrica,
despertaban serios recelos a sesudos geémetras. Una de
estas curvas fue la cuadratriz de Dindstrato.

La geometifa griega se habia planteado una serie de pro-
blemas y los habifa resuelto con el uso de los utensilios
permitidos para las construcciones geomeétricas, la regla y
el compids. Con estos instrumentos se podian hacer, geo-
métricamente, la suma, la resta, la multiplicacion y la divi-
sién de magnitudes, asi como raices cuadradas. Las cons-
trucciones geométricas griegas podriamos resumirlas en
lenguaje actual diciendo que, a partir de una unidad u se
podian construir nimeros de la forma a + by, donde 4,
by m eran nimeros racionales.

No todos las cuestiones que se planted la matemdtica grie-
ga se pudieron resolver con las operaciones que permitian
realizar la regla y el compis, de hecho, hacia el siglo V a.C.
aparecieron una serie de problemas que se resistieron a la
resolucién con los instrumentos citados; estos problemas,
conocidos como los tres problemas clasicos griegos, eran la
triseccion del 4dngulo, la duplicacién del cubo v la cuadra-
tura del circulo. Mas tarde se demostrarfa que no era posi-
ble resolverlos con el uso exclusivo de la regla y el com-
pas. El proceso de demostracion de la imposibilidad de la
resolucion de estos problemas con las condiciones exigidas
acab6 en 1882 cuando F. Lindemann demostrd que w era
un ndmero transcendente y que, por consiguiente, no era
posible construir, con regla y compds, un cuadrado de la
misma 4rea que un circulo y, como consecuencia, el pro-
blema de la cuadratura del circulo era irresoluble en los tér-
minos planteados por la matematica griega.

No obstante, los tres problemas fueron resueltos por los
griegos —como es natural no en la forma exigida—, de dife-
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rentes maneras. La duplicacién del cubo la solventaron
demostrando que su resolucién equivalia a intercalar dos
medios proporcionales entre @y 2a del modo siguiente:

a

X

y

2a

=%
y

que equivale a hallar la abscisa del punto de interseccion
de las pardbolas:

x? = ay v? = 2ax

Para resolver los otros dos problemas clasicos griegos se
inventaron algunas curvas, como las anteriores, pero que
no se generaban de modo tan sencillo como las conicas, las
cuales eran la interseccion de un plano con una superficie
conica. Estas curvas no se podian construir con regla y com-
pis, su generacion se producia por combinacién de movi-
mientos en el plano. Los griegos las llamaron curvas mecd-

nicas entre las que figuraba la llamada trisectriz o cuadra- |

triz de Dinéstrato que analizaremos a continuacion,

Descartes y las curvas mecanicas

La matematica griega estaba dominada por la geometria y
sus métodos. Las operaciones elementales se hacian
mediante construcciones geométricas y estas construcciones
estaban en la base de sus razonamientos. Para los griegos
el hecho de hacer una multiplicacién mds aproximada
carecia de sentido y consistitia, en todo caso, en esmerarse
al maximo en el dibujo, en la construccidén geométrica con
la que se realizaba la operacién. Con todo, siempre existi-
1fa el convencimiento de que la perfeccion era inalcanzable,
pero que el dibujo realizado para resolver un problema nos
evocarfa la construccién perfecta. En este sentido, es per-
fectamente aplicable la representacién platonica de las
ideas mediante el mito de la caverna, segin el cual el
mundo real con todos sus seres y objetos serfa reflejo de
otros entes mas perfectos que serian las ideas.

Los griegos habfan distinguido en la geometria tres tipos
de problemas: lineales, planos y solidos. Los primeros
podian resolverse trazando lineas rectas (ecuaciones de
primer grado), los problemas planos precisaban para su
resolucién el uso de alguna conica (ecuaciones de segun-
do grado) y los problemas sélidos que necesitaban para
su resolucién alguna curva especial (combinacién de cur-
vas de segundo grado, tercer grado o mayor e incluso
curvas transcendentes).

Descartes, al comienzo del libro II de su Geometria, al tra-
tar la naturaleza de las lineas curvas, se extrafiaba de que
los griegos denominaran a unas curvas geométricas y a
otras mecdnicas. A las primeras las aceptaban dentro de
la geometria, pero las segundas fueron excluidas de ella.

La matemdtica
griega estaba
dominada
por la geometria
Y sus métodos.
Las operaciones
elementales se
bhacian mediante
constriucciores
geometricas
y estas
construcciones
estaban
en la base de sus
razonamientos.

La razon de la exclusién de la geome-
tifa de las curvas mecénicas no seria
porque, al ser lineas mis complejas,
fuera necesaria mayor precisién de tra-
zado o aparatos mds sofisticados que
no alcanzaran a dar la exactitud reque-
rida, puesto que la verdadera perfec-
cion de la geometria griega se lograba
en el pensamiento, esto es, en la clari-
dad del método para llevar a cabo las
construcciones.

Tampoco se puede decir que los grie-
gos admitieran Unicamente curvas
que pudieran construirse con regla y
compas, que eran los aparatos que
figuran implicitamente en los postula-
dos primero y tercero de los Ele-
mentos de Euclides [Postulado 1: Des-
de cada punto a cualquier otro se
puede trazar una linea recta. Pos-
tulado 2: En cualquier centro se pue-
de trazar una circunferencia de radio
arbitrario], ya que admitieron las sec-
ciones conicas que se generaban por
la interseccién de una superficie coni-
ca con un plano.

Descartes opinaba que si se entendia
por geométrico lo que era exacto y por
mecénico lo que no lo era, y si la geo-
metria era la ciencia que estudiaba y
enseflaba a conocer la medida de todos
los cuerpos, no habia razén para
excluir de la geometria el estudio de
curvas mds complejas con tal de que se
pudieran imaginar generadas por un
movimiento o por composicién de
varios. Este modo de pensar cartesiano
supuso un avance en la configuracion
del concepto de curva en geometria y
ampli6 la nocién de curva de los mate-
miticos griegos.

La cuadratriz de Dinéstrato

La geometria griega no admiti® en su
seno una curva mecinica llamada tri-
sectriz o cuadratriz de Dindstrato. La
historia de la invencién de esta curva es
algo dudosa. Algunos historiadores
dicen que la imagin6é Dindstrato, her-
mano de Menecmo, hacia el afio 390 a.
C. para resolver el problema de la divi-




sion del dngulo en cualquier nimero
de partes y para solucionar la cuadratu-
ra del circulo. Pero Proclo (412-485) en
sus Comentarios a los Elementos de
Euclides, Libro II, Cap. 1V, atribuyd a
Hippias la invencién de esta curva. El
matemdtico griego Pappus, hacia el 300
de nuestra era, estudié en el libro IV
de sus Colecciones Matemadticas las
propiedades de la cuadratriz, que llamé
de Dindstrato, sin entrar en la discusion
de quien fue su descubridor. La critica
actual duda sobre la autoria de los dos
matemdticos griegos y se piensa que
fuera invencién de algin matematico
griego anterior. '

La trisectriz o cuadratriz de Dindstrato
la describe Pappus de la siguiente
forma:

Dado un cuadrado ABGD describa-
mos :con centro A el arco BED. la
recta-BG, manteniéndose constante-
mente paralela-a la AD arrastre al
punto B en su recorrido sobre AB,
_ademds de que esta gire con veloci-
dad uniforme en el dngulo que for-
man AB y AD, es decir el punto B
recorrerd el arco BED en el mismo
tiempo que la recta BG se traslada o
lo largo de BA. Es evidente que las
rectas AB y BG coincidirdn simult4-
neamente con la AD 'y, como conse-
cuencia dichas rectas AB y BG coin-
cidirén en un punfo constantemente
transportado por ellas, el cual des-
cribird un linea céncava en la misma
direccién, tal como la BZH, en el
espacio comprendido entre las rec-
tas AB y AD y el arco BED.

Siguiendo la misma nomenclatura de
las figuras que Pappus podemos decir
que dado el cuadrado ABGD se llama
cuadratriz al lugar geométrico de los
puntos de interseccion de las recta BG
que se desplaza con movimiento uni-
forme hasta AD con las rectas AE que
giran en torno a A desde AB a AD, tam-
bién con movimiento uniforme cuando
AB y BG comienzan a la vez el movi-
miento y emplean el mismo tiempo en
el recorrido.

La grifica es:

Zl
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El dibujo de la grifica se hace determinando una serie de
puntos. A modo de ejemplo determinemos dos de ellos:

a) Cuando BG ha recorrido la cuarta parte del camino el
punto B habra llegado a P, a su vez, AB habra reco-
rrido la cuarta parte y B habra llegado E. La intersec-
cién de las rectas PQ y AE es un punto Z de la cua-
dratriz.

b) Cuando BG ha recorrido la mitad del camino el punto
B habra llegado a P!, a su vez, AB habra recorrido la
mitad y B habra llegado E'. La interseccién de las rec-
tas P'Q' y AE' es un punto Z' de la cuadratriz.

Sucesivamente se van determinando otros puntos que nos
proporcionan la forma de la curva.

Para hallar la ecuacién de esta curva tomaremos como eje
de abscisas positivo AD y a AB como eje de coordenadas
con origen en A. Los moviles P y E recorren en tiempos
iguales fracciones de espacio iguales, por lo tanto:

DE_AP _ ABO AP
BD AB AB% AB

haciendo AB = 1 se tiene:
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Ecuacién en coordenadas polares

Para hallar la ecuacién en polares z(p, 8) observemos que
se verifica

senf = AP
P
de donde:
_20 1
7T senf

que es la ecuacién buscada.

Ecuacién en paramétricas

Teniendo en cuenta, que

X = p cosf y = p senf
se tiene:
X = 26 ctg 6
7
20
y==
T

Ecuaciéon cartesiana

Partiendo de
20 1

7t senB

y teniendo en cuenta que

p=x/xz+y2 y sen9=ﬁ

se obtiene:
[o2, 2
X“+
Vx?+y2 = 2 arcsen — Y
n \/x2+y2 y
de donde:
= arcsen Y o) y =sen L
\/X2+Y2 \/X2+Y2 2

Se pueden hacer una serie de observaciones sobre la
construccién de la cuadratriz de Dinéstrato. En primer
lugar hacer notar que, para dibujar la curva, los griegos
no disponfan de un aparato trazador que la describiera
con un movimiento continuo. Pappus recogié en Colec-
ciones Matemdticas la critica que Sporos, gedmetra de
finales del siglo II de nuestra era, hizo de esta curva. Una
de las criticas de Sporos se basaba en que en la definicién
de esa curva aparecia como hip6tesis lo que lo que se

... los griegos
no disponian
de un aparato
trazador que
la describiera con
un movimiento
continuo.

queria demostrar. La base de la critica
de Sporos se puede resumir asi:

Si dos puntos empiezan a moverse a
partir de la posicién B ;Como puede
determinarse la velocidad constante
que ba de llevar cada movil para llegar
al mismo tiempo, uno a A siguiendo la
recta AB y el otro a D siguiendo el arco
BED, si no se conoce previamente la
razon entre el segmento AB y el arco
BED, que es, precisamente lo que se
quiere conocer?

En realidad para generar esa curva por
el movimiento de dos puntos es preci-
so imprimir a los mismos unas veloci-
dades determinadas previamente. Para
que los méviles lleguen simultinea-
mente es necesario que la razéon de las
velocidades de los movimientos que
generan la curva sea igual a la razén
entre las longitudes del segmento AB la
del arco BED y como esta razén es des-
conocida, opina Sporos de Nicea que
solo se podria hacer que llegaran simul-
tineamente de casualidad y la curva no
se puede ftrazar exactamente, tal y
como lo exige el rigor geométrico.

Otra pega que pone el gedmetra de
Nicea a esta curva para que esté bien
definida en todos sus puntos es que:

El punto extremo de la curva, esto es, el
punto en que la curva corta a la recta
AB, que algunos lo empleaban para
cuadrar el circulo, no estd bien deter-
minacdo geométricamente.

La razén es que, en el limite, la inter-
seccion de la recta BG, al desplazarse
paralelamente hasta AD, con la recta
AB, al girar un recto en torno a A, es
todo el segmento AD y el punto de
interseccién no estd definido en esa
posicién limite. Con esta critica lo que
Sporos ponia de manifiesto era un pro-
blema de cdlculo de limites. Para deter-
minar el punto de interseccién de la
curva con AD se debe calcular el limite
cuando 6 tiende a 0

.28 2
Xx=lim—-———==
8—=0m tgd |
=lim— =0
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con lo que admitfan que el punto extre-
mo H era el (2/z, 0). A partir de su abs-
cisa se podia calcular x y utilizarlo para
cuadrar el circulo. Pero los griegos, con
sus métodos geométricos, no tenian
una operacién que justificara ese paso
logicamente.

Utilizacién de la curva para
trisecar éngulos y cuadrar
el circulo

La primera utilidad de la curva de
Dindstrato es la de emplearla para la tri-
seccion un dngulo agudo e incluso para
dividir un dngulo en cualquier nimero
de partes.

A continuacién se expone como debe
procederse.

La segunda utilidad de la curva de Dindstrato procede del
valor limite del punto H, esto es de la abscisa del punto
2/z, 0), a partir del cual se puede determinar por el teo-
rema de Thales, seglin la construccién siguiente:

2/n

ZII

Sea el dngulo agudo ZAD, levantemos
una perpendicular, AB, al lado AD por
el punto A. Si suponemos trazada la
curva de Dindstrato BZH y, como en
los apartados anteriores AB=1, trazando
por Z una paralela a AD que corte a AB
en T. Dividiendo el segmento AT en tres
partes iguales se obtienen los puntos R
y S. Trazando por esos puntos paralelas
a AD se obtienen los puntos Z y Z
puntos de interseccién de las mencio-
nadas rectas con la curva de Dindstrato.
Los dngulos Z"AH, Z'AZ" y ZAZ' son las
tres terceras partes del dngulo ZAD.

Consideraciones finales

La curva de Dinostrato no fue admitida en el seno de la
geometria griega por varias razones, entre otras por las
que apuntaba Sporos de Nicea. En primer lugar era una
curva que se trazaba determinindola punto a punto y se
trazaba de manera aproximada, debido a que los movi-
mientos que la generaban eran independientes y no guar-
daban entre ellos ninguna relacién que pudiera ser medi-
da exactamente. En realidad las magnitudes que caracte-
rizaban los movimientos eran inconmensurables, cuestién
que seguramente sospecharian los gedmetras griegos.

No convencio a los griegos ni siquiera que Arquimedes
diera un método sencillo para trisecar el angulo AOB, que
denotaremos con 8. Para trisecar ese angulo se traza un
semicircunferencia con centro en O, sobre una regla mar-
camos la longitud CD = 1, manteniendo D sobre la semi-
circunferencia, haciendo que C se apoye en la prolonga-
cion de OA y haciendo que la regla pase por B, se tiene
que el dngulo ACB es la tercera parte de AOB, ya que

a+2a=0




Pappus expuso una gradacién en las dificultades que pre-
sentaban los problemas geométricos sélidos diciendo que
dentro de ellos habia unos de complejidad superior, lla-
mados problemas grdmicos: aquellos en cuya resolucién
harifa falta curvas que provenian bien de la interseccién de
superficies o bien de la composicién de varios movi-
mientos. Las superficies que generaban estas curvas no
eran tan simples como las que engendraban las cénicas
(cono y plano), sino de otras mds irregulares. Curvas de
este tipo se encontraban, segin testimonio de Pappus, en
obras, actualmente desaparecidas tales como Lugares
superficiales de Euclides o Consideraciones sobre las cur-
vas de Demetrio de Alejandria (Siglo I a.C.). Por las pala-
bras de Pappus parece que llegaron a distinguir curvas
transcendentes.

Aunque es opinién generalizada que hasta el siglo XVII se
conocian unas doce curvas clasificadas en coénicas, cua-
dratrices, concoides o cisoides, entre otras, las obras desa-
parecidas mencionadas anteriormente nos hacen pensar
la existencia de algunas curvas mds, aunque no entraron
en el cuerpo de la geometria griega. Probablemente el
estudio de los problemas grimicos constituiria una linea
de investigacién de algunos gedmetras griegos.
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El nimero de las curvas crecié con la
implantacion de la geometria analitica,
cuando con s6lo las llamadas pardbolas
de Fermat, del tipo y = ax", surgieron
infinitas curvas.

No cabe duda que desde la geometria
griega hasta el siglo XVII se produjo
una maduracién y una extension del
concepto de curva, una manera dife-
rente de definirlas, asi como una apli-
cacién diferente de las mismas a la
resolucién de problemas matemdticos.
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Sesgos en el razonamiento
probabilistico y efectos
de la instruccion estadistica

elemental

Cesar Saenz Castro

En este arficulo presentamos
una investigacién sobre el
razonamiento probabilistico
de estudiantes recién
ingresados en la universidad.
El trabajo se enmarca
tedricamente en el
paradigma de heuristicos y
sesgos (Kahneman, Slovic y
Tversky, 1982) de tradicién
muy fecunda en el campo
del pensamiento
probabilistico. Ademés
estudiamos los efectos de la
ensefianza estadistica que
recibieron estos estudiantes
en la ensefianza secundaria.
Consideramos que de los
resultados de la investigacién
se derivan ideas muy Utiles
para establecer un nuevo
modelo de ensefianza de las
probabilidades en la
educacién secundaria.

ONSIDERA, querido lector, la letra R. ;Es mas probable
que aparezca en la primera o en la tercera posicién de
una palabra que la contenga?

La respuesta estadistica a esta pregunta, que se basa en un
recuento de palabras y en la comparacién de dos fre-
cuencias, es que la tercera posicién es la mas probable.
Sin embargo, la gran mayoria de personas a las que se les
propuso esta cuestién, respondieron que la posicién mas
probable era la primera. ;A qué se debe esta discrepancia?

Utilizando tareas y cuestiones como la anterior, Kahne-
man, Slovic y Tversky (1982) reunieron una amplia evi-
dencia acerca del hecho de que las personas, enfrentadas
a ciertas situaciones que exigen juicios y decisiones de
tipo probabilistico, no emplean los conceptos y leyes
matemiticas de la probabilidad y la estadistica como, por
ejemplo, la ley de los grandes ntimeros, el principio de
regresion a la media o el concepto de tamafio muestral.

Estos autores defienden que las personas, en este tipo de
situaciones, usan diversas estrategias de razonamiento no
estadisticas. Estas estrategias, o heuristicos, que se adquie-
ren a través de las experiencias de la vida cotidiana, tie-
nen un valor funcional y prictico que las hace persis-
tentes y sistematicas. El problema es que, en ciertas cir-
cunstancias, pueden impedir o sesgar la aplicacion de los
conceptos y leyes matemdticas del azar.

Por ejemplo, las personas enfrentadas a la cuestién ante-
rior emplean, segin Tversky y Kahneman (1973), el heu-
ristico de accesibilidad: estiman la frecuencia o probabili-
dad de un suceso por la facilidad de recuerdo o memori-
zacién de ejemplos de dicho suceso. Estiman que son mis
frecuentes las palabras que empiezan con la letra R por-
que son més faciles de generar o traer a la memoria que
las palabras que tienen una R en la tercera posicién. Se ha
desarrollado una abundante investigacién sobre estos



heuristicos. Kahneman y Tversky (1972) y Shaughnessy
(1992), entre otros, han trabajado sobre el heuristico de
representatividad: la gente tiende a estimar la probabili-
dad de un suceso de acuerdo con lo representativo que
resulta de algtin aspecto de su poblacién de partida. Por
ejemplo, ante la cuestion: Jugando en la loteria primitiva,
Luis ha escogido los nimeros 1, 2, 3, 4, 5, 6 y Pedro los
nameros 36, 2, 17, 33, 8, 26. ;Quién tiene ms posibilida-
des de ganar?, una mayorfa de personas piensan que
Pedro porque su secuencia es mds representativa de lo
que es una secuencia aleatoria que la de Luis,

Tversky y Kahneman (1981) definen el heuristico de aver-
sion al riesgo para explicar por qué la gente no utiliza el
principio estadistico de utilidad esperada en situaciones
como la sigujente: ¢Qué prefieres ganar 10.000 pts. segu-
ras o participar en un juego de cara y cruz donde si sale
cara ganas 21.000 pts. y si sale cruz no ganas nada?.
Segin el principio de maximizacién de la utilidad espera-
da se deberfa jugar, pero la mayorfa de personas dicen
preferir Jas 10.000 pts. seguras. M4s vale péjaro en mano
que ciento volando.

Hogarth (1987) presta mucha atencién al heuristico deter-
minista o causal que tiene su origen en la primacia del pen-
samiento causal sobre el pensamiento probabilista. Este
heuristico explicarfa, por ejemplo, la dificultad que tienen
las personas, incluso instruidas en estadistica, para distinguir
la correlacién entre dos variables (concepto estadistico) de
una relacion de causa-efecto (concepto 16gico-mecinico).

La investigacién que se describe a continuacién se enmar-
ca dentro de la teorfa de Kahneman y Tversky (conocida
como el paradigma de heuristicos y sesgos) y tiene tres
objetivos fundamentales:

*  Analizar la presencia en sujetos universitarios de los
sesgos estadisticos fundamentales documentados en
la literatura que acabamos de citar.

e Estudiar el uso de las reglas y leyes de la teoria de
probabilidades, en versiones formales o intuitivas de
las mismas, por patte de los mismos sujetos. Se quie-
re analizar la coexistencia de estos heuristicos esta-
disticos con los heuristicos no estadisticos y en qué
circunstancias aparecen unos u otros. Dicho con otras
palabras, queremos analizar la influencia del conteni-
do de la tarea en la estrategia de solucién adoptada.

o Investigar la influencia que sobre el razonamiento
estadistico tiene la instruccién probabilistica inicial
que se imparte a los estudiantes espafioles en la
secundaria. Es de esperar que esta instruccién pro-
porcione al alumno técnicas elementales de calculo
probabilistico que le permitan disminuir el recurso a
los heuristicos no estadisticos, pero no se espera la
solucién correcta de los problemas que tienen una
mayor demanda cognitiva.

La investigacion
que se describe
a continuacion
se enmarca
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de Kahneman
y Tversky
(conocida como
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de beuristicos
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Y tiene tres
objetivos
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En cuanto a la metodologia de investi-
gacion, se han introducido diversas mo-
dificaciones en relacién a la que usual-
mente se sigue en el paradigma de heu-
risticos y sesgos. En cada problema, los
sujetos tienen que elegir una respuesta
de tres que se le proporcionan y deben
explicar o hacer los cilculos que justifi-
can su eleccién. De las tres posibles
respuestas que se proporcionan para
cada problema, una de ellas refleja
directamente un sesgo del razonamien-
to probabilistico, otra refleja Ia contes-
tacion correcta desde el punto de vista
de la teorfa de probabilidades y la ter-
cera sirve para cerrar el abanico de
todas las respuestas posibles o en algu-
nos casos refleja un sesgo alternativo al
principal.

En linea con el enfoque de Fong, Krantz
y Nisbett (1986) y de Shaughnessy
(1992), realizamos una caracterizaciéon
de las concepciones estocisticas de los
sujetos que consideramos Gtil para des-
cribir los resultados de la investigacion.
En concreto, para calificar cada proble-
ma se desarrollé un sistema de codifi-
cacién de 3 puntos:

°  Una calificacion de 1, significa que
la respuesta elegida junto con la
explicacién dada por el sujeto, se
clasifica en la categoria de respues-
la no estadistica o respuesta ente-
ramente sesgada. El sujeto refleja el
uso del heurfstico no estadistico
definido a priori, no sélo en la
eleccién que hace de la respuesta
sino también en su explicacion,
donde no aparece ninglin concep-
to o principio estadistico y si mani-
festaciones del sesgo. Para dar esta
calificacién a una respuesta se uti-
lizan los siguientes indicadores:
prevalencia de un modelo determi-
nistico, causalidad abusiva, presen-
cia de la estrategia conocida como
el enfoque del resultado, uso de
heuristicos no estadisticos de jui-
cio, respuestas basadas fundamen-
talmente en la experiencia concre-
ta del sujeto y antinormativas.

°  Una calificacién de 2, significa que
la respuesta y justificacién dadas se




clasifica en la categoria de respues-
ta pobremente estadistica. El sujeto
en su respuesta, o bien hace algu-
na mencién de conceptos o leyes
estadisticas aunque de manera
incompleta o incorrecta, o bien usa
a la vez heuristicos estadisticos y
no estadisticos. Como indicadores
se utilizan: manifestaciones que
muestran cierta comprension del
azar y de los sucesos aleatorios,
intento de aplicacién de modelos
normativos a tareas simples distin-
guiéndolos de las creencias intuiti-
vas, rastros de lenguaje formal del
azar, intento de utilizar el concepto
de probabilidad como proporcién
y las leyes elementales de cilculo
probabilistico.

o Una calificacién de 3, significa que
la respuesta y su justificaciéon se
clasifica en la categoria de buena
respuesta estadistica. El sujeto en
su respuesta hace un uso apropia-
do de los conceptos y leyes esta-
disticas y realiza cdlculos probabi-
listicos correctos. Como indicado-
res se utilizan: comprension en
profundidad de algunos modelos
de azar matemadticos (clasico y fre-
cuencial, en concreto), habilidad
para comparar y contrastar varios
modelos de azar, uso adecuado del
lenguaje, habilidad para seleccio-
nar y aplicar el concepto y/o el cil-
culo normativo apropiado.

En el cuadrol se presenta este sistema
de codificacién aplicado a cada uno de
los diez problemas. Para que un sujeto
sea calificado en un problema determi-
nado no soélo tiene que escoger una de
las opciones sino que debe explicar,
mediante cdlculo o razonamiento ver-
bal, su eleccién. Las razones de exigir al
sujeto una explicacién de la seleccion
de respuesta que hace en cada proble-
ma y de establecer un sistema de codi-
ficacién como el descrito, son las si-
guientes:

Los heuristicos son constructos tedricos
mediante los cuales el investigador
explica el razonamiento probabilistico
del sujeto; si éste elige la respuesta que

Se eligieron
cuatro tipos
de sesgos dentro
del amplio
catdalogo
que ofrece
la investigacion
en este campo:
representatividad,
accesibilidad,
determinismo
y aversion
al riesgo.

encierra un determinado sesgo frente a la respuesta que
es correcta desde el punto de vista formal, el investigador
determina que el sujeto razona seglGn el heuristico que
genera ese sesgo o error de juicio. Nos parece interesan-
te detectar en las justificaciones de los sujetos pruebas o
indicios de la existencia de tales constructos tebricos. Por
otra parte, y partiendo de la hipétesis de que en el razo-
namiento de las personas coexisten procedimientos esta-
disticos y no estadisticos y que unos u otros se elicitan en
funcién de diferencias intelectuales de los individuos pero
también en funcién de las caracteristicas de la tarea, no se
puede establecer una dicotomia entre pensamiento sesga-
do y pensamiento correcto porque presenta un escenario
demasiado simple y esquematico del pensamiento esta-
distico. El sistema de codificacién propuesto es mas flexi-
ble y permite categorizar respuestas que muestran la coe-
xistencia de elementos formales e intuitivos en el razona-
miento probabilistico.

En cuanto a la estructura de la prueba, seleccionamos los
problemas no so6lo en funcién de que su contenido pro-
voque algin tipo de sesgo (tal como se hace en la mayo-
ria de las investigaciones resefiadas en la literatura) sino
también en funcién del contenido probabilistico formal
que subyace en ellos; es decir se tuvieron en cuenta dos
variables para seleccionar los problemas:

a) Tipo de sesgo que elicitan. Se eligieron cuatro tipos de
sesgos dentro del amplio catdlogo que ofrece la investi-
gacion en este campo: representatividad, accesibilidad,
determinismoy aversion al riesgo. Los dos primeros por la
importancia que tienen en el razonamiento probabilistico,
en concreto, por el papel que desempenan en el proce-
samiento selectivo de la informacién, que segin Evans
(1982) es la causa fundamental de sesgos en el razona-
miento.

Por su parte, el sesgo determinista tiene una gran impor-
tancia en la enseflanza. El sistema educativo entrena el
pensamiento causal, introduciendo desde los primeros
aflos de escolarizacion el método de la fisica newtoniana
como paradigma de la metodologia cientifica. El alumno va
construyendo una concepcién del mundo determinista y
causal que si bien es superior al conocimiento vulgar de las
experiencias cotidianas, puede impedir el desarrollo del
pensamiento sobre el azar y la incertidumbre, sobre todo si
la ciencia estadistica se ensefia tardia y escasamente.

Por Gltimo, la aversion al riesgo es un sesgo muy estudia-
do en la teorfa de la decisién conductual (Tversky y
Kahneman, 1981) pero en la presente investigacién lo
analizamos en relacién al sesgo que puede introducir en
la aplicacién de conceptos bisicos estadisticos, como el
de esperanza matemdtica de una distribucion.

b) Tipo de contenido estadistico. En relacion a esta varia-
ble los problemas se pueden agrupar en dos clases: La




SISTEMA DE CODIFICACION SEGUIDO PARA CATEGORIZAR LAS RESPUESTAS
A CADA PROBLEMA DEL EXPERIMENTO 1 EN TRES CATEGORIAS

Categorfa 1: respuestas no estadisticas; respuestas sesgadas.
Categoria 2: respuestas pobremente estadisticas.
Categoria 3: respuestas estadisticas formalmente correctas.

En cada problema esta categorizacién se concreta del siguiente modo:

Problema 1

Categoria I: respuestas a) o b) en cuya explicacion hay una percepcién selectiva de la situacion; se basan en las formas de los cuadros y en
el procesamiento de la informacién se refleja el sesgo de accesibilidad en cuanto que «da la sensacién» de que en el cuadro A hay més cami-
nos que en el B.

Categoria 2: respuestas a), b) o ¢} que se basan en un célculo combinatorio incompleto o incorrecto.

Categoria 3: respuestas ¢} que realizan explicitamente el célculo correcto.

Problema 2

L
Categoria 1: respuestas a) o ] que se basan en explicaciones causales y no hay ninguna referencia a la regularidad estadistica que refleja
el enunciado.

Categoria 2: respuestas b) que se eligen por exclusién de las ofras. Respuestas a), b) o ¢} que muestran la coexistencia de un pensamiento
fuertemente causal con el reconocimiento de una regularidad estadistica en la situacisn.

Categoria 3: respuestas b) que usan explicita y correctamente el principio de regresion a la media aunque no mencionen este término.

Problema 3

Categoria 1: respuestas a) que se justifican en base al heuristico de la representatividad: la secuencia b} es muy poco probable porque es muy
rara, nada representativa del fenémeno «lanzar una moneda al aire», obtener tantas caras seguidas

Categoria 2: respuestas ¢} que afiaden explicaciones incorrectas o incompletas a formulaciones intuitivas de la ley de los grandes nomeros y
del concepto de independencia estadistica. Por ejemplo, hay una utilizacién abusiva del principio de equiprobabilidad y as se escoge c) por-
que «en toda situacion regida por el azar, los sucesos son siempre equiprobables, siempre tienen la misma probabilidad».

Categoria 3: respuestas c) que hacen uso explicito y correcto de las leyes formales implicadas (la ley de los grandes nomeros y el principio
de independencia); respuestas c) con el calculo probabilistico correcto: pla)=p(b)-=(1/2)=1/64
Problema 4

Categoria 1: respuestas a) que reflejan un razonamiento basado en lo llamativo del dato especifico del 80% de identificaciones correctas de
la victima y sin ninguna utilizacién de las probabilidades previas; respuestas ¢} que reflejan un razonamiento determinista basado en la creen-
cia sin fisuras en la declaracion de la victima.

Categoria 2: respuestas a), b) o ¢) que se basan en un céleulo incorrecto pero que utilizan las probabilidades previas ademas del dato del 80%.

Categoria 3: respuestas b) que realizan los céleulos probabilisticos correcios, correspondientes a la Regla de Bayes aunque no mencionen este nombre.

Problemas 5 y 8

Categoria 1: respuestas b) que se justifican por lo raro e improbables que son esos sucesos y que no incluyen ningn tipo de célculo
probabilistico.

Categoria 2: respuestas a), b) o c] con célculos incompletos.

Categoria 3: respuestas c) que afiaden los célculos probabilisticos correctos.

Problema 6 .

Categoria 1: respuestas a) que se justifican por la aversién al riesgo que supone la segunda salida: respuestas b} que se justifican por la
v preferencia por el riesgo de esta salida; respuestas c| que se eligen por indiferencia ante lo poco atractivas que resultan las dos salidas

propuestas.

Cuadro 1
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. Categoria 2: respuestas ), b} o c}:que reflejan un célculo incorrecto de la utilidad esperada.

Categorfa 3: respuestas ¢} que suponen un cdlculo correcto de la utilidad esperada, aunque no utilicen este término.

Problema 7

‘ Categoria T: respuestas b) que refléjan el uso del heuristico de representatividad, en su forma de «ley de los pequefios nimeros»: cualquier
_muestra, por pequefia que seq, ha de tener los mismos parémetros que la- poblacién de la que procede.

Categoria 2: respuestas b) o ¢ que reflejan una mala aplicacién de la Ley de Laplace o un céleulo incorrecto, del tipo (1/2)(1/2)(1/2).

Categoria 3: respuesias a) que redlizan correciamente los célculos correspondientes a la Distribucién Binomial, aunque no se mencione este nombre.

Problema 9

Categoria 1: respuestas a} que muestran un sesgo de accesibilidad en' el recuento selectivo de todas las posibilidades del experimento alea-
torio compuesto; reducen el espacio muestral del experimento o dos sucesos equiprobables: «extraccién de la carta (roja, roja)» y «extraccion
de lacarta {roja, negra)y.

Categorfa'2: respuestas a) o ¢} que hacen un recuento més completo de las posibilidades pero todavia incompleto.

Categoria 3: respuestas b) en donde se realiza un diagrama completo de todas las posibilidades de la situacion.

Problema 10 .

2 . IS & -~ A
Categoria 1: respuestas c) que reflejan el sesgo de representatividad, en su forma de «ley de los pequefios nimeros»; las dos muestras son
igualmente representativas de la poblacién de personas nacidas en el mundo.

Categoria 2: respuestas c) que reflejan la coexistencia del sesgo de representatividad con una cierta consideracién del tamafio de las mues:
fras; respuestas a} que reflejan una mala aplicacién del concepto de tamafio muestral.

Categoria-3: respuestas b} que reflejan  una correcta aplicacién del concepto de tamafio muestral,

primera clase estd compuesta por los
problemas cuya solucién supone la
comprension y aplicacion de un con-
cepto o ley probabilistica bdsica, como
la ley de los grandes ntimeros, el prin-
cipio de regresién o el concepto de
tamafio muestral. La segunda clase estd
compuesta por los problemas cuya
soluciéon supone el dominio de las téc-
nicas elementales del cdlculo probabi-
listico, como las leyes de la multiplica-
ci6n y suma de probabilidades, la regla
de Bayes o la ley binomial. Hemos
introducido un problema de cilculo
combinatorio porque la combinatoria
proporciona recursos y herramientas
esenciales en la resolucién de proble-
mas probabilisticos.

Nos ha parecido interesante cruzar las
dos variables, sobre todo estudiar la
influencia de los heuristicos en el cal-
culo probabilistico. De la revisién de
las investigaciones en el campo se des-
prende que se ha prestado poca aten-
cién a esta cuestién; sin embargo, vy si

Cuadro 1 (cont.)

La prueba
Cconsistio
en contestar
a un cuestionario
de 10 problemas,
seleccionados
con los criterios
ya sefialados
Y cuyos
enunciados
figuran
en la discusion
de los resultados.

el sistema computacional humano es limitado, es necesa-
rio conocer el influjo de estrategias intuitivas de razona-
miento (en definitiva, «atajos computacionales») en la rea-
lizacion de cidlculos probabilisticos elementales.

Método

Sujetos: La prueba se aplicé de forma individual a 93
estudiantes de la Universidad Auténoma de Madrid: 66
alumnos de 1.° de Ciencias Matemadticas, 17 de 1.° de
Ciencias Biologicas y 10 de Geografia e Historia. 46 de
esos estudiantes habian estudiado la teoria elemental de
probabilidades y otros 47 no.

Procedimiento: La prueba consistidé en contestar a un
cuestionario de 10 problemas, seleccionados con los cri-
terios ya sefialados y cuyos enunciados figuran en la dis-
cusién de los resultados. En las instrucciones se les indi-
¢b a los sujetos que se trataba de una prueba de conteni-
do probabilistico pero que no se pretendia conocer cudn-
to sabian de teorfa de probabilidades sino conocer la difi-
cultad de aplicacién de ciertos conceptos y leyes mate-
maticas. En la tabla 1 se pueden observar los 10 proble-
mas clasificados en relacién a las dos variables:




Comprensién leyes Célevlo
estadisticas probabilistico
Determinismo 2 4
Representatividad 3,10 57,8
Accesibilidad 9 1
Aversién al riesgo 6
Tabla 1

Resultados y discusién

Vamos a analizar los resultados en relacién a los tres obje-
tivos de la investigacién:

En relacién a los dos primeros objetivos

En la tabla 2 se reflejan los resultados obtenidos en cuan-
to a los porcentajes de calificaciones 1, 2 y 3. Como
hemos dicho anteriormente, se califica con un 1 la res-
puesta no estadistica, con un 2 la respuesta pobremente
estadistica y con un 3 la respuesta correcta segin las leyes
de la teoria de probabilidades

el 62%
de las respuestas
dadas fueron
clasificadas
en la categoria
de respuestas
no estadisticas,
el 31%
en la categoria
de respuestas

pobremente

Porcentaje Porcentaje Porcentaje
categoria 1 categoria 2. - | categoria 3
TOTAL 62,06 31,24 6,70
Problema1 61,0 25,6 13,4
Problema 2 91,2 8,8 0,0
Problema 3 28,44 61,4 10,2
Problema 4 69,1 29,4 1,5
Problema 5 49,4 34,2 16,5
Problema 6 65,8 31,6 2,6
« - Problema 7 79,0 19,8 1,2
Problema 8 28,2 56,5 15,3
Problema 9 95,0 5,0 0,0
Problema 10 69,0 21,1 9,9
Tabla 2

Como puede observarse, aproximadamente el 62% de las
respuestas dadas fueron clasificadas en la categoria de
respuestas no estadisticas, el 31% en la categoria de res-
puestas pobremente estadisticas v sélo el 7% en la cate-
gorfa de buenas respuestas estadisticas. Estos datos con-
firman de forma global la fuerte presencia de Sesgos y
errores de razonamiento y cilculo probabilistico en la
muestra de universitarios espafioles y la notable ausencia

estadisticas
Yy solo el 7%
en la categoria
de buenas
respuestas
estadisticas.

de principios normativos consolidados;
nuestros estudiantes recién ingresados
en la universidad exhiben tanto con-
cepciones no-estadisticas como con-
cepciones estadisticas ingenuas. Pase-
mos ahora a un estudio por bloques de
tareas atendiendo a la clasificacién de
la tabla 1,

@) Analizando los problemas 2, 3,9y 10
que no exigen cilculos sino la com-
prension e interpretacion de leyes pro-
babilisticas fundamentales, se puede
observar la interaccién que existe entre
esas leyes y los heuristicos no estadisti-
COs que parecen estar presentes:

Problema 2

En un curso de formacién de pilotos se
siguié la siguiente estrategia: se premiaba al
piloto que hacia un buen afterrizaje y se cas-
tigaba al que lo hacia mal. Los instructores
de vuelo observaron que los pilotos premia-
dos solian hacerlo peor en el siguiente vuelo
y los castigados solian hacerlo mejor
sPodrias explicar este fenémeno?

a)  Es una casualidad: podria haber suce-
dido lo contrario.

b]  Es un fenémeno que se puede explicar
por las leyes estadisticas. (*)

c]  Es una cuestién de motivacién: el casti-
go es més eficaz que el premio.

(Se marca con un asterisco la respuesta
que se considera correcta).

r Problema 2
Categoria 1 (%) 91,2
Categoria 2 (%) 8,8
Categoria 3 (%) 0,0 J

El 91% de las respuestas mostraron un
pensamiento absolutamente determinis-
ta y causal sin ningin tipo de factor esta-
distico. Las respuestas reflejan un esque-
ma éausa-efecto, en donde la motiva-
cién es la causa del fenémeno observa-
do; incluso, ante el rechazo afectivo que
supone valorar més el castigo que el
premio como refuerzo a una conducta,
algunos sujetos prefieren atribuir a la
pura casualidad lo sucedido, sin ningu-
na mencion a la regularidad estadistica
que se desprende del enunciado.




s6lo un 9% de las respuestas recogen
esta regularidad estadistica y seleccio-
nan la respuesta: «s un fenémeno que
se puede explicar por las leyes estadis-
ticas», aunque sus explicaciones no
hacen referencia explicita al principio
de regresién a la media; son explica-
ciones del tipo «parece que hay una
regularidad estadistica pero puede ser
casualidad».

Problema 3

Estamos tirando una moneda al aire muchas
veces. 3Qué secuencia tiene mds probabili-
dad de obtenerse?:

ol CXXCXC

bj CCCCXC

¢) Tienen la misma probabilidad de ocu-
rrir. (*)

Problema 3

Categoria 1 (%) 28,44
Categoria 2 (%) 61,4
Categoria 3 (%) 10,2

Este problema es el que arroja una pro-
porcion de categoria 1 mds baja. Solo el
28% de las respuestas escogen la
opcién a), justificando su eleccién con
una explicacién que refleja claramente
el sesgo de representatividad: la
secuencia CCCCXC es menos probable
porque no es normal que en el lanza-
miento de una moneda al aire salgan
tantas caras seguidas.

La mayoria de los sujetos, el 72% res-
tante, escogen la opcién ¢ pero sélo
un 10% dan una explicacién correcta
en términos de la ley de los grandes
nameros v del concepto de indepen-
dencia estadistica; incluso algunos de
estos Gltimos sujetos hacen el cilculo
correcto de la probabilidad de ocurren-
cia de las secuencias:

p(a) = p(b) = (1/2)¢ = 1/64.

Un 61% de las respuestas reflejan la
coexistencia de reglas formales y ses-
gos y aunque escogen la opcién ¢
reconocen que la secuencia CXXCXC
es mis «ormal», es mds «reible» que la
CCCCXC. Algunos sujetos resuelven el

Algunos sujetos
resuelven
el dilema
[problema 3]
mediante
la falacia
de admitir que
«en el fondo,
todos los siucesos
aleatorios
tienen igual
probabilidad.

dilema mediante la falacia de admitir que «en el fondo,
todos los sucesos aleatorios tienen igual probabilidads.
Frente a los fendmenos deterministicos que se pueden
predecir, los fendmenos aleatorios son impredecibles y no
se puede establecer ningan orden o jerarquia entre ellos.
En este sentido parecen considerar que las explicaciones
en términos probabilisticos son de rango cientifico inferior
a las explicaciones causales.

Problema 9

Se dispone de fres cartas: una de ellas es negra por ambas
caras, ofra roja por ambas caras y la tercera tiene una cara roja
y la otra negra. Se meten las cartas en un sombrero y una mano
inocente extrae una de ellas de la que se puede ver sélo una de
las caras. Supongamos que es roja.

Un jugador te ofrece apostar cierfa suma de dinero contra la
misma cantidad de su parte, apostando él a favor de la carta
roja-roja 4Te parece una apuesta equitativa y limpia, donde los
dos tengdis las mismas posibilidades de ganar?

a) Si.
b} No. (¥
c No tengo datos para opinar.
Problema 9
Categoria 1 (%) 95,0
Categoria 2 (%)} 50
‘Categoria 3 (%) 0,0

Este problema es el que recibe mis calificaciones 1. El
95% de los sujetos contestan que la apuesta es equitativa
en funcién de que establecen un inventario de posibili-
dades incompleto. Para ellos solo existen dos posibilida-
des: carta (roja, roja) o carta (roja, negra). No es ficil para
el sistema computacional humano acceder al 4rbol com-
pleto de todas las posibilidades y tomar en consideracion
que, en la situacidon planteada, no sblo hay un experi-
mento aleatorio que consiste en extraer del sombrero una
de las tres cartas, sino que hay un segundo experimento
aleatorio que consiste en hacer visible el anverso o el
reverso de la carta extraida. En efecto, el suceso condi-
cionante no es la carta, es la cara de la carta:

Cara vista Cara oculta

R {anverso) —— = R [reverso}
Cata RRj= T

A R (reverso)] ———— = R [anverso)

Cata RNL—»= R—

Grdfico 1



Por tanto, la probabilidad de que la carta sea la (R, R) es
2/3 y la probabilidad de que sea la (R, N) es 1/3.

Hay un 5% de sujetos que intentan hacer un diagrama que
recoja todas las posibilidades pero ninguno llega a hacer-
lo completo. Por ejemplo, un sujeto llega a la conclusién
de que la probabilidad de (R, R) es el doble de la proba-
bilidad de (R, N) y entonces asigna 1/2 a la probabilidad
de (R, R) y 1/4 a la probabilidad de (R, N).

Problema 10

En una cierta ciudad hay dos maternidades. En la mayor nacen
aproximadamente 45 bebés por dia y en la menor 15. Como
sabes, més o menos el 50% de los recién nacidos son nifios aun-
que el porcentaje exacto de nifios varia de un dia a ofro. Durante
un afio entero cada maternidad registrd los dias en los que mds
del 60% de los recién nacidos fueron nifios. 3Qué maternidad
registré6 més dias de éstose:

al  la mayor.
b) La menor. (*)

] las dos maternidades registraron aproximadamente el
mismo némero de dias.

Problema 10

Categoria 1 (%) ‘ 69,0
Categoria 2 (%) 21
Categoria 3 (%) 9.9

El 69% de las respuestas reflejan una completa insensibi-
lidad al tamafio de las muestras y al escoger la opcién c)
reconocen, de modo explicito, que las dos muestras son
iguales a efectos de predecir la proporcién nifios/nifias
que nacen en ellos. Un 21% de las respuestas tienen en
cuenta el tamafio de las muestras pero lo hacen de modo
incorrecto, sobre todo por incomprensién o mala inter-
pretacion del enunciado. S6lo el 10% de los sujetos hacen
correcto uso del concepto de tamafio muestral.

Hay que subrayar la dificultad de comprensién del enun-
ciado de este problema que es un cldsico en la investiga-
cion realizada en el marco del paradigma de heuristicos y
sesgos (Kahneman y otros, 1982). Algunos alumnos inter-
pretan que se les pide el nimero de bebés nacidos en el
ano en una y otra maternidad y otros dicen directamente
que no entienden lo que se les pide.

Los datos de los problemas 3 y 10 apoyan parcialmente a
Fong y otros (19806). Estos autores sostienen que las per-
sonas poseen un sistema de reglas inferenciales abstractas
que son una version intuitiva de la ley de los grandes
nimeros y que las utilizan en problemas cotidianos. Las
respuestas al problema 3 reflejan la existencia de un pro-
cedimiento estadistico, de una intuicién de la la ley de los

Los datos de los
problemas 3 y 10
apoyan
parcialmente
a Fong y otros
(1986). Estos
autores sostienen
que las personas
poseen un sistema
de reglas
inferenciales
abstractas
que son una
version intuitiva
de la ley de los
grandes niimeros
Y que las utilizan
en problemas
cotidianos.,

grandes nimeros que impide que los
sujetos caigan en el sesgo de represen-

tatividad a pesar de las tentaciones que

suministra el enunciado. Sin embargo,

esa misma version intuitiva de la ley de

los grandes nimeros no aparece en el

problema 10 y los sujetos caen, en una

gran mayoria, en el sesgo de represen-

tatividad.

Los problemas 2 y 9 son muy dificiles.
Presentan situaciones muy engafiosas
que impiden la emergencia de posibles
reglas estadisticas. Las respuestas al
problema 2 no reflejan la existencia de
una version intuitiva del principio de
regresion a la media. En el problema 9
aparece con fuerza la falacia de que la
informacién dada sobre el color de una
cara de la carta extraida no cambia la
equiprobabilidad de las cartas salvo
que la probabilidad se debe aplicar al
espacio muestral reducido de las dos
cartas posibles.

b) En relacién a los problemas que exi-
gen célculo probabilistico, hay datos
que conviene analizar:

Problema 5
3Qué probabilidad es menor:

A} la probabilidad de que una persona
elegida aleatoriamente cumpla afios un
dia determinado (por ejemplo el 25 de
agosto) o

B) la probabilidad de que dos personas ele-
gidas aleatoriamente cumplan afios el
mismo dia?

al Es menor A.

b}  Es menor B,

¢) Son iguales. (*}
Problema 8

3Qué probabilidad es menor:

A} la probabilidad de conseguir un seis al
lanzar un dado

B) la probabilidad de conseguir dobletes (el
mismo némero en los dos dados) al lanzar

dos dados?
a laA
b) laB.

¢/  Son iguales. (*)




Problema 5
Categoria 1 (%) 49,4
Categoria 2 (%) 34,2
Categoria 3 (%) 16,5

Problema 8
Categoria 1 (%) 28,2
Categoria 2 (%) 56,5
Categoria 3 (%)} 15,3

Estos dos problemas son, desde el
punto de vista de su estructura mate-
midtica, isomorfos; se pueden resolver,
entre otros métodos, aplicando las
leyes de la suma y multiplicacion de
probabilidades exactamente de la
misma manera en los dos problemas.
Sin embargo, son muy distintos si se
hace un anilisis superficial de los mis-
mos; en el problema 5 aparece un suce-
SO «aros, Un suceso que las personas
consideran muy improbable, como es
el de que dos individuos, elegidos al
azar, cumplan afios el mismo dia; en el
problema 8 se plantea una situacidn
mds familiar para el sujeto, como es el
juego con dados.

Pues bien, asi como en el problema 5 la
mitad de los sujetos se dejan llevar por
el sesgo de representatividad y juzgan
como menos probable el suceso «aro»
porque es representativo de suceso
muy improbable, en el problema 8 sélo
el 28% de los sujetos explican que es
menos probable el suceso de conseguir
dobletes que el de conseguir «un seis»
porque es muy raro conseguir dobletes
(«casi nunca sale un doble seis al tirar
dos dados»). Se manifiesta el caricter
contingente de los juicios probabilisti-
cos: el contenido de la tarea influye en
la estrategia de solucién adoptada.

Sin embargo, la proporcién de respuestas
totalmente correctas es similar en ambos
problemas, alrededor de un 16%; esto se
explica en funcion de que, aunque el
problema 5 elicita més fuertemente el
sesgo, sin embargo a la hora de resolver-
lo correctamente es necesario aplicar los
mismos célculos a uno y a otro:

Estos dos
problemas [5y 8]
son, desde
el punto de vista
de su estructura
matemditica,
isomorjfos;
se pueden resolver,
entre otros
métodos,
aplicando las leyes
de la suma
y multiplicacion
de probabilidades
exactamente
de la misma
manera en
los dos problemas.

Problema 5:

p @ = 1/365

p (B = (1/365)1/365) +...+ (1/365)(1/365) = 1/365
Problema 8 :

p @ =1/6

p ) = @/6)QA/6) +..+ (1/6).(1/6) = 1/6

En cuanto a las respuestas clasificadas como pobremente
estadisticas son las de aquellos sujetos que emplean bien
la ley de la multiplicacién pero sistematicamente se olvi-
dan de sumar en las opciones b, tanto del problema 5
como, lo que es mds sorprendente, del problema 8. En
efecto, en el 8, el 4rbol de posibilidades parece mas acce-
sible, parece intuitivo que hay 6 casos favorables de 36
posibles; sin embargo mads de la mitad de los sujetos
resuelven el problema 8 asi:

Probabilidad b = (1/6)(1/6) < 1/6 = Probabilidad a

Es bastante llamativo que muy pocos alumnos intentaran
utilizar la regla de Laplace para resolver el problema 8 (en
el problema 5 no la utilizd ninguno). Parece facil razonar
que hay 36 casos posibles al lanzar dos dados {(1, D, (1, 2),
.. (6, 5), (6, 6)} y s6lo 6 casos favorables para conseguir
dobletes {(1, 1), (2, 2), ... ,(6, O)}; por tanto la probabilidad
de b) es 6/36. Sin embargo, los alumnos que intentan
hacer cilculos normativos (que coinciden con los que
estudiaron algo de teorfa de probabilidades en el bachi-
llerato) utilizan la suma y la multiplicacién de probabili-
dades. Este hecho puede deberse a que en la instruccién
elemental en probabilidades suele insistirse mas en ejer-
cicios sencillos de suma y multiplicacién de probabilida-
des y menos en la determinacién de los correspondientes
espacios muestrales,

Problema 7
3Cuél es la probabilidad de que entre & nacimientos 3 sean
mujeres:
al  20/64 (*
b 3/6
c 1/8
Problema 7

Categoria 1 (%) 79,0

Categoria 2 (%) 19,8

Categoria 3 (%) 12

El problema 7 presenta unas pautas de solucién extraor-
dinariamente similares a los problemas 5 y 8: en primer
lugar, el sesgo de representatividad también se muestra
con mucha fuerza en este problema; el 79% de los suje-
tos responden que 3/6 es la probabilidad de que nazcan
3 nifias en 6 nacimientos porque en la poblacién nacen




tantas nifias como nifios; es la dey de los pequefios nime-
ros» por la cual una muestra aunque sea pequefia siempre
representa las caracteristicas de la poblacién. Algunos lle-
gan a hacer una interpretacién «epresentativa» de la ley
de Laplace:

casos favorables/casos posibles= 3/6.

En segundo lugar, hay un 20% de los sujetos que no se
dejan llevar por la representatividad de la situacion y
hacen un cilculo probabilistico del mismo tipo que el que
realizan en los problemas 5 y 8 (1/2)(1/2)(1/2) = 1/8.
Realmente éste es el calculo de la probabilidad de que las
3 personas nacidas en 3 nacimientos sean nifias. S6lo un
1% hace los cilculos correctos, correspondientes a la ley
binomial que se muestra como una regla estadistica de
dificil adquisicién, y llega a la solucién 20/64.

Problema 4

En una determinada ciudad donde el 90% de los ciudadanos
son blancos y un 10% son negros se comete un delito: un hom-
bre es atracado en el centro de la civdad y afirma que el atra-
cador es negro. Sin embargo, cuando un juzgado que investiga
el caso reconstruye varias veces la escena, bajo unas condicio-
nes de iluminacién parecidas, la victima identifica correctamen-
te la raza del asaltante el 80% de las veces. 3Cudl es la proba-
bilidad de que el asaltante fuera efectivamente negro?

a 080

b 031(Y
c 1
Problema 4
Categoria 1 {%) 69,1
Categoria 2 (%) 29,4
Categoria 3 (%) 1,5

Otra ley estadistica que presenta muchos problemas de apli-
cacién es la Regla de Bayes. En el problema 4 se presenta
una situacién que desde un enfoque estadistico se resuelve
como una mera aplicacién del teorema de Bayes pero que,
en la prictica, no es ficilmente interpretable en términos
formales. En muchos trabajos (Kahneman y Tversky, 1972;
Shaughnessy, 1983) se explican los errores cometidos en su
solucién por el sesgo de representatividad que se manifies-
ta, entre otras formas, como una insensibilidad a las proba-
bilidades previas. En el presente trabajo y siguiendo una
propuesta de Hogarth (1987), atribuimos el error sistemati-
co que cometen los sujetos a la prevalencia del pensamien-
to causal sobre el pensamiento probabilista, sesgo que
hemos dado en llamar determinismo: los sujetos s6lo admi-
ten como dato esencial para estimar la probabilidad el 80%
de aciertos en las identificaciones; es la capacidad de la vic-
tima para hacer identificaciones correctas el tinico factor que
influye en la estimacién de la probabilidad.
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Las explicaciones de los sujetos son
congruentes con esta hipotesis: el 69%
de las respuestas se han codificado
como calificaciones 1 y ahi se recogen
todos los sujetos que escogen la solu-
cién ¢) y casi todos de los que eligen la
solucioén a); las justificaciones de todos
estos sujetos tienen en comdn la mani-
festacién de expresiones muy determi-
nistas, que siempre giran alrededor del
dato especifico de la capacidad de
reconocimiento de la victima. Los que
escogen la opcién ¢ todavia van mis
alld en su determinismo: da probabili-
dad de que el asaltante sea negro es 1
porque asi lo ha dicho la victima y no
tiene por qué engafam, es el tipo de
explicacion comin en ellos.

El 29% de las respuestas se han califi-
cado con un 2 y corresponden a sujetos
que han tratado de utilizar las probabi-
lidades previas ademids del dato del
80%. El cilculo que realizan es 0,8x0,1,
es decir multiplican la probabilidad de
identificacién correcta de ser negro por
la probabilidad de encontrarse aleato-
riamente con un negro en esa pobla-
cion. Dirfamos que estin calculando el
numerador de la férmula de Bayes pero
les falta el denominador; en todo caso,
es una cuestién de «espacio del proble-
ma» al desarrollar el diagrama en 4arbol.

Es interesante la estrategia de «anclaje y
ajuste» que realizan a continuacién para
elegir una solucién: se anclan en 0,08
que es el resultado de la anterior ope-
racién y a continuacién ajustan, unos a
0,8 que es la solucion a) y que tiene
parecido visual con 0,08 y otros a 0,31
que es el nimero més bajo de las solu-
ciones propuestas. Esta estrategia re-
cuerda al conflicto reflexidn-decision
definido por Borovenik v Bentz (1991):
la reflexidén (el cilculo) produce un
dato, 0,08, que no corresponde a nin-
guna de las soluciones ofrecidas y
entonces el alumno ha de realizar una
nueva operacién cognitiva para tomar
la decision.

Ademis, estos datos pueden arrojar
nueva luz sobre el conservadurismo
(sesgo establecido por Edwards (1968)
al estudiar la cuestion de como las per-




sonas usan la informacion que surge de
los datos para actualizar una probabili-
dad a priori: si la limitacién computa-
cional de las personas les lleva a un cil-
culo restringido al numerador, la esti-
macion de la probabilidad a posteriori
siempre serd mis baja que la que pro-
porcione la Regla de Bayes donde hay
un denominador positivo que al ser
menor que 1 hace aumentar el cociente.

Problema 6

Imaginate que eres un general rodeado por
una fuerza enemiga abrumadora que ani-
quilaré tu ejéreito de 600 hombres a menos
que te decidas por tomar una de las dos
posibles vias de escape. Tus espias fe dicen
que si tomas la primera salida salvarés a
200 soldados, mientras que si te decides
por la segunda hay una probabilidad de
1/3 de que los 600 consigan salvarse y una
probabilidad de 2/3 de que no lo consiga
ninguno. ;Qué camino eliges?

al 1¢ salida.
b]  2%salida.
c) cualquiera. (*]
Problema é
Categoria 1 {%) 65,8
Categoria 2 (%) 31,6
Categoria 3 (%) 2,6

Este problema presenta una situacién
que se puede abordar con el concepto
de esperanza matemidtica desde un
enfoque estadistico normativo, o con el
concepto de utilidad esperada si lo tra-
tamos como un problema del campo de
la teorfa matematica de la decisién. Sin
embargo, Tversky y Kahneman (1981)
han estudiado las soluciones que se
dan, de manera sistemdtica, a proble-
mas semejantes a éste y han estableci-
do que los sujetos estructuran este tipo
de situaciones de toma de decisién en
base al factor de aversion al riesgo
cuando se trata de ganancias y de pro-
clividad al riesgo cuando se trata de
pérdidas.

Los datos de la presente investigacion
no rechazan las anteriores aseveracio-
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nes pero con algunos matices importantes. Un 66% de las
respuestas han sido calificadas con un 1 porque escogen
la primera o segunda salida en base a consideraciones de
aversion (la gran mayoria) o de atraccién por el riesgo
(una minoria). Incluso algunos sujetos escogen la tercera
opcion de respuesta por el poco atractivo que le com-
portan las dos primeras; se manifiestan de nuevo explica-
ciones en términos causales: «depende de la calidad del
ejército que se salga con bien de una emboscadar. En
todo caso, todas estas respuestas tienen en comin la
ausencia de cualquier regla estadistica formal para abor-
dar el problema.

Un 32% de las respuestas reflejan el intento de calculos
estadisticos pero sin llegar a comprender el concepto de
esperanza matemdtica o de utilidad esperada. Por ejem-
plo, algunos sujetos hacen la operacion (1/3)600 y con-
cluyen que la segunda salida supone la salvacién de 200
soldados con probabilidad 1/3 y por tanto es peor que la
primera donde se salvan seguros 200 soldados. Esta claro
que estas personas no sesgan su razonamiento por aver-
sién al riesgo, lo que parece deducirse de la opcién que
eligen, sino por una mala comprensién del concepto de
esperanza matemdtica o utilidad esperada.

Problema 1

Considera los cuadros Ay B

A B
XXXXXXKX XX
XXXXXXXX XX
XOOXRXXKX XX

XX
XX
XX
XX
XX
XX

3En cudl de los cuadros hay més formas posibles para pasar de
la primera fila a la Gltima, sabiendo que desde una x cualquiera
de una fila puedes saltar a cualquier x de la fila inmediatamen-

te inferior?
a) En A
b) En B.
c El mismo nimero. (¥)
Problema 1
Categoria 1 {%) - 61,0
Categoria 2 (%) 25,6
~ Categoria 3 (%) 13,4
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En este problema, el cilculo combinatorio que propor-
ciona la solucién es inmediato (8% = 2%) pero sélo lo rea-
lizan el 13% de los sujetos. El 61% se deja llevar por la
mayor disponibilidad o accesibilidad perceptiva de paso
de una x a otra x inferior en la figura de la izquierda res-
pecto a la de la derecha, y juzga que el nimero total de
caminos es mayor en la figura de la izquierda que en la
de la derecha. En definitiva, calculan el ndmero total de
caminos por la facilidad que tienen de imaginarse cami-
nos concretos en una y otra figura,

El 26% de los sujetos no se dejan llevar por la forma de
los cuadros y realizan un cilculo combinatorio que sin
embargo es incorrecto. Aparecen algunos errores de cil-
culo, tipicos en la ensefianza no universitaria pero incom-
prensibles en alumnos universitarios, como el de sumar
en vez de multiplicar: 8 + 8 + 8 frente a 2 + 2+ 2+ 2 + 2
+2+ 2+ 2+ 2 Aqui se puede ver una vez mis la utili-
dad de pedir a los sujetos que expliquen la eleccién de su
respuesta. Los que eligen la opci6n a) pueden guiarse por
una ilusién perceptiva o por una estrategia de célculo
equivocada pero las dos vias de razonamiento llevan a la
misma respuesta,

Los problemas 1y 9 muestran que el sesgo de accesibili-
dad estd muy relacionado con el procesamiento selectivo
de la informacién que hacen las personas cuando tienen
que resolver un problema; a su vez este procesamiento
selectivo tiene que ver no sélo con la facilidad de recu-
perar o recordar ejemplos (como sucede en las tareas que
Tversky y Kahneman proponen para estudiar dicho
sesgo) sino también con la facilidad de imaginar todas las
posibilidades de una situacién.

Para resolver correctamente estos dos problemas, mis que
realizar cilculos probabilisticos complejos, es necesario uti-
lizar bien el esquema combinatorio, el cual permite estable-
cer el arbol de todas las posibilidades que presenta una
determinada situacion. Piaget e Inhelder (1951) sostienen
que s6lo los sujetos que estin en el estadio evolutivo de las

" operaciones formales pueden resolver problemas probabi-

listicos en cuanto que los esquemas proporcional y combi-
natorio, esenciales para abordar este tipo de problemas, for-
man parte de las operaciones formales. Se compartan o no
las tesis de los autores ginebrinos, parece claro que el domi-
nio de las técnicas combinatorias es fundamental para resol-
ver muchos problemas del azar. Una de estas técnicas es la
de diagramas de arbol que facilita la realizacién del inven-
tario completo de todos los sucesos asociados a una situa-
cion. Sin embargo, esta técnica no es de ficil adquisicién y
sobre todo, de ficil aplicacién en todas las situaciones,

En relacién al tercer objetivo

Para evaluarlo es necesario comparar los resultados obte-
nidos por los sujetos que estudiaron la teoria de probabi-

lidades a un nivel elemental frente a
sujetos que no recibieron ningiin tipo de
instruccion formal en dicha disciplina.

En la tabla 3 se pueden observar las
frecuencias (nl, n2, n3) y proporciones
(prl, pr2, pr3) de calificaciones 1, 2 v3
en cada uno de los dos grupos:

nl prl n2  pr2 - n3 pr3

Total
Con estudios

Sin estudios

439 0,62 | 221 0,31 49 0,07
200 0,55 | 128 0,35 35.°0,10
239 0,69 93 0,27 14. 0,04

0,4 -

0,2 -

ol

PR1

Tabla 3

Los sujetos con estudios elementales de
teoria de probabilidades, en relacién a
los sujetos sin ninguna instruccién en
dicha teorfa, tienen una proporcién sig-
nificativamente menor de calificaciones
1(z=-383< Zo,oos) ¥y una proporcién
significativamente superior de califica-

ciones 3 (z = 3,14 > Z) 995)-

—@—Con estudios —l— Sin estudios

Grdfico 2

Llama, con todo, la atencion que el 55%
de sus respuestas no muestren ninguna
idea, razonamiento o cilculo estadistico
y estén gobernadas por procedimientos
no - estadisticos; y sigue llamando la
atencién que sélo el 10% de sus res-
puestas se puedan calificar como total-
mente correctas segiin las reglas forma-
les. Parece deducirse de estos datos que
la escasa instruccién en probabilidades




que suele darse en el bachillerato, dis-
minuye la necesidad de recurrir a estra-
tegias intuitivas que surgen de la expe-
riencia cotidiana, pero no evita comple-
tamente los sesgos y errores a los que
pueden conducir estos heurfsticos que
parecen formar parte de la dotacion de
recursos cognitivos que todas las perso-
nas tienen.

Conviene sefialar que el cuestionario se

’ pas6 en un contexto académico y que
se dijo en las instrucciones que se tra-
taba de una prueba de contenido pro-
babilistico, con lo que se estaba invi-
tando ticitamente a activar los recursos
estadisticos de los sujetos que los tuvie-
sen. Serfa interesante pasar la prueba
en un contexto cotidiano, no académi-
co y tratar de disminuir la terminologia
probabilistica, a fin de comprobar si
siguen existiendo diferencias significati-
vas entre los dos grupos, en los sesgos
del razonamiento probabilistico.

Lo que no garantiza la instruccién ele-
mental, al menos tal como se imparte
actualmente, es un dominio suficiente
de las reglas y procedimientos forma-
les; el porcentaje de respuestas correc-
tas en ambos grupos es muy bajo. Mas
de la tercera parte de las respuestas
(35%) de los sujetos instruidos suponen
la utilizacién incorrecta de un concepto
o un cilculo estadistico que conocen o
la confusién entre leyes probabilisticas
formales y estrategias de razonamiento
no estadisticas.

Un dato complementario del anterior es
que, aunque la gran mayorfa de las res-
puestas de los sujetos no instruidos
(69%) suponen un pensamiento sobre
el azar regido por estrategias no esta-
disticas (lo que confirma de nuevo la
profunda imbricacién de las mismas en
la estructura cognitiva de las personas)
hay un 27% de respuestas que mues-
tran la existencia de versiones intuitivas
de reglas o procedimientos formales en
sujetos que nunca estudiaron teoria de
probabilidades.

Los datos anteriores parecen apuntar la
hipétesis de que en el razonamiento
probabilistico de los sujetos (instruidos
v no instruidos) coexisten heuristicos

no estadisticos y procedimientos formales, al menos ver-
siones intuitivas de los mismos, tal como sostienen Fong
y otros (1986); son las caracteristicas de la tarea las que
activan un tipo u otro de recursos.

Se ha realizado el test de la Chi? para estudiar en cada uno
de los problemas si habia relacién entre la calificacion y
la existencia de estudios estadisticos: las tinicas diferen-
cias significativas corresponden al problema 2 (2, = 3,96,
p < 0,04, problema 5 (x?, = 6,83, p < 0,04) y problema 8
(%, = 6,18, p < 0,04).

En la tabla 4 se pueden ver los datos correspondientes a
los tres problemas:

Categoria 1 Categoria 2 Categoria 3
No si No s No st
estudios .~ estudios | estudios estudios | estudios  estudios
T
Problema 2 (%) ¢ 1000 83,3 0,0 167 | 0,0 0,0
~ Problema 5 (%) 64,1 350 | 256 42,5 | 103 225
Problema 8 (%) 40,5 16,3 | 47,6 = 65,1 11,9 186
Tabla 4
Los problemas 5 y 8 son matemiticamente equivalentes y
Lo que no requieren las técnicas de cilculo probabilistico mas sen-
garantiza cillas, como son la suma y la multiplicacién de probabili-
la instruccion dades; la ensefianza de las probabilidades, aunque sea
elemental, escasa, proporciona estas técnicas que no son triviales
al menos tal como | P¥* U0 IOV
, En cuanto al problema 2 conviene observar que no hay
se imparte ningln estudiante (con instruccidén o sin instruccién en
actualmente, probabilidades) que lo resuelva utilizando el principio de
es un dominio regresiéon a la media, que serfa la estrategia adecuada
Suﬁcz’ente desde una perspectiva estadistica. La diferencia entre los
de las reglas sujetos con instruccién y sin instruccion en el problema 2,
© por tanto, parece radicar en que los sujetos con cultura
Y procedzmzentos estadistica elemental tienen una representacién del
formales; mundo menos deterministica que los sujetos no instrui-
el porcenmje dos, admiten una intervencién del azar en el fendémeno
de res puestas enunciado sin saber muy bien en qué consiste dicha inter-
vencibn. Las explicaciones de los sujetos que admiten que
correctas el fenémeno es de tipo estadistico son tan ambiguas que
en ambos 8grupos no se puede descartar que los sujetos escogen la opcién
es muy bajo. estadistica porque saben que se trata de un cuestionario
probabilistico. Ademads, esa diferencia no aparece en el
problema 4 en donde el pensamiento determinista estd
presente tanto en sujetos instruidos como no instruidos,
Serfa necesaria una investigacién, centrada en el sesgo
causal, para dilucidar la cuestién y desde luego, la utili-
zacion de tareas menos engafiosas que el item 2.




Conclusiones

Tratemos de sistematizar y sintetizar los resultados encon-
trados en esta investigacién. En relacion a los tres objeti-
VOs que nos marcamos y que hemos descrito en la intro-
duccién, queremos subrayar tres caracteristicas del razo-
namiento probabilistico de los sujetos que consideramos
claves para explicar tanto la existencia de SESgos y erro-
res en su comprension de los fenémenos aleatorios como
el caricter contingente de sus juicios.

En primer lugar, la prevalencia abusiva del pensamiento
causal sobre el pensamiento probabilistico. Cuando la
ciencia reconoce que el mundo no se explica sélo en tér-
minos de necesidad sino que hay que incluir también el
azar (ahi estd, por ejemplo, la teorfa de la evolucién de
Darwin), la concepcién puramente determinista de los
fendmenos forma parte fundamental del sistema de creen-

cias de nuestros universitarios (por lo menos los recién

ingresados) y como tal dificulta el florecimiento del pen-
samiento aleatorio.

Esta concepcién determinista se manifiesta, tal como se
habia previsto, en los problemas 2 y 4. Ha quedado claro
un procesamiento selectivo de la informacién que despre-
cia datos importantes que hay en las situaciones plantea-
das, como las probabilidades previas (problema 4) o una
regularidad estadistica (problema 2). En ambos casos las
explicaciones de los sujetos reflejan una representacion de
los problemas en términos de causa-efecto, o bien porque
la cadena causal estd presente (problema 2: el premio y el
castigo modifican la conducta de los pilotos) o bien porque
la cadena causal estd ausente (problema 4: no hay relacién
entre las proporciones de ciudadanos blancos y negros en
la ciudad y la probabilidad del suceso de que el atracador
sea negro porque la relacién se establece entre ese suceso
y la capacidad de identificacién de la victima; cuanta mayor
sea la capacidad de identificacién, mayor serd la probabili-
dad pedida independientemente de las probabilidades pre-
vias). Conviene advertir que se trata de dos problemas que
encierran conceptos probabilisticos sofisticados (regresién
a la media y teorema de Bayes) en un contexto muy enga-
floso. Por tanto, tenemos que ser prudentes en las conclu-
siones extraidas a partir de ellos acerca de la preeminencia
del pensamiento deterministico-causal.

Sin embargo, el hallazgo mis sorprendentes es haber
encontrado manifestaciones de este pensamiento en
explicaciones de tipo global: por ejemplo, la idea de que
toda situacién aleatoria se puede convertir en determinis-
tica mediante la destreza o pericia (la destreza del gene-
ral y su ejército en el problema 6) o la idea de que el azar
es cabtico y al no poder hablar de causas y efectos no hay
posible jerarquizacion de los sucesos aleatorios (el enun-
ciado de que «odos los sucesos son igualmente proba-
bles» en el problema 3).

En primer lugar,
la prevalencia
abusiva
del pensamiento
causal sobre
el pensamiento
probabilistico.
[..]

En segundo lugar,
una bhabilidad
computacional
limitada. ..

En segundo lugar, una babilidad com-
putacional limitada que se concreta en
los cuatro hallazgos siguientes:

) Incapacidad de los sujetos para hacer
el inventario completo de todas las
posibilidades asociadas a una situacién.
En los problemas 1, 7 v 9 se muestra
claramente esta incapacidad, los sujetos
tienen dificultades para hacer el diagra-
ma en 4rbol completo de la tarea
correspondiente. Se podria argumentar
que el problema 9 (das tres cartas») pre-
senta una situacién muy engafiosa que
confunde a los sujetos y les impide
construir una representacién del pro-
blema que tenga en cuenta la naturale-
za compuesta del juego. Sin embargo,
el problema 7 y, sobre todo, el proble-
ma 1 presentan escenarios menos enga-
fiosos y también se manifiestan con
fuerza las dificultades combinatorias de
los alumnos. Estos resultados son con-
gruentes con la tesis de Piaget e Inhel-
der (1951) de que la capacidad combi-
natoria es una destreza de alto nivel en
el desarrollo intelectual de la persona.

b) Dificultad de los sujetos para esta-
blecer el espacio muestral de ciertos
experimentos aleatorios lo cual les lleva
a errores de aplicacién de la ley de
Laplace que es una regla aparentemen-
te sencilla de comprender y utilizar, Asi,
en los problemas 5 y 8 los sujetos pre-
fieren utilizar las leyes de la suma vy la
multiplicacién de probabilidades en
lugar de establecer el espacio muestral
correspondiente. En el problema 7, los
sujetos se lanzan a aplicar la regla casos
favorables/casos posibles, utilizando un
espacio muestral equivocado.

© La ley multiplicativa de las probabili-
dades parece de mis ficil adquisicion
que la ley aditiva, segtin los resultados
de los problemas 5 y 8. Esto puede
estar relacionado con lo dicho en el
punto 1), en cuanto que lo dificil para
los alumnos es darse cuenta de que en
ambos problemas ademas de una inter-
seccion de sucesos (multiplicacién de
probabilidades) hay también una unién
de sucesos (suma de probabilidades).
Por ejemplo en el problema 5, el cum-
pleafios de una persona y el cumplea-




fios de la otra han de coincidir pero eso
puede ser el 1 de Enero o el 2 de Enero
0...0 el 31 de Diciembre.

d) Los heuristicos de representatividad,
accesibilidad y aversion al riesgo, pare-
cen actuar de sustitutos o complemen-
tos de las limitadas destrezas de célcu-
lo de los sujetos. Emergen como «atajos
computacionales» que reducen el es-
fuerzo cognitivo en la adquisicién y
procesamiento de la informacién. En el
problema 7, por ejemplo, la dificultad
combinatoria para explicitar el espacio
muestral {(VVVVVV) ..., (VWMMVM),
...(MMMMMM)} y seleccionar los casos
favorables (VWVMMM) ,..., VVMMMYVY), ...,
se compagina con una percepcion
selectiva de la situacion basada en los
datos de 6 nacimientos y 3 mujeres que
es representativa de la realidad donde
aproximadamente el 50% de los naci-
mientos son mujeres. Incluso los suje-
tos que «se resisten» a este influjo de la
representatividad o similitud de la
muestra con la poblacién realizan un
cilculo incompleto: (1/2)(1/2)(1/2)=1/8
que corresponde a una terna concreta
de nacimientos.

En tercer lugar, se manifiesta una clara
dependencia de las caracteristicas de la
tarea, 1o que apoya la hipdtesis de la
naturaleza contingente de los juicios
probabilisticos (Payne, Bettman vy
Johnson, 1993): el sistema cognitivo
humano es adaptativo en su necesidad
de comprender, controlar y dominar el
entorno. En otras palabras, los sujetos
hacen mayor o menor uso de leyes
estadisticas con .respecto a heurfsticos
no estadisticos, dependiendo del con-
texto o contenido del problema.

Este fendmeno se observa muy bien en
los problemas 5 y 8. Son dos problemas
que tienen una estructura profunda,
matemdtica, equivalente pero tienen
una estructura superficial, perceptiva,
diferente. En efecto, como hemos teni-
do ocasién de comprobar al analizar los
resultados, los cilculos que hay que
realizar para comparar las probabilida-
des pedidas en ambos problemas son
idénticos. Sin embargo, el problema 5
presenta un escenario de clave no pro-

En tercer lugar,
se manifiesta
una clara
dependencia de
las caracteristicas
de la tarea,
lo que apoya
la bipotesis
de la naturaleza
contingente
de los juicios
probabilisticos. ..

babilistica, de reunién de fiesta de cumpleafios, mientras
que el problema 8 es un tipico ejercicio de teorfa de pro-
babilidades ademads de un juego aleatorio. Pues bien, mien-
tras la mitad de los sujetos razonan en clave no probabilis-
tica en el problema 5 sélo la cuarta parte razonan en clave
no probabilistica en el problema 8. Es un claro ejemplo de
razonamiento dependiente del contenido de la tarea.

La naturaleza contingente y constructiva del razonamien-
to probabilistico también se observa en los problemas 3 y
10, en donde hay que aplicar la ley de los grandes nime-
ros y el concepto de independencia estadistica en dos
contextos diferentes. En el problema 3 los sujetos utilizan
la ley formal (a veces en una formulacion primaria e inco-
rrecta) con mayor frecuencia que el heuristico de repre-
sentatividad, aun tratindose de alumnos no instruidos en
probabilidades. Por contra, en el problema 10, el concep-
to normativo de tamafio muestral no se tiene en cuenta y
es el heuristico de representatividad quien domina la solu-
cidn del problema. Con todo, hemos de subrayar las difi-
cultades de comprension de este problema que hace que
muchos alumnos no entiendan lo que se les estid pidien-
do. Este es un ejemplo claro de tarea donde la comuni-
cacion entre el investigador y el sujeto se hace dificil y,
por tanto, las conclusiones han de ser prudentes. En otras
investigaciones nuestras (Sdenz, 1995) planteamos este
mismo problema con un enunciado mas inteligible.

Los tres factores que acabamos de enunciar y que pare-
cen estar en el origen de los sesgos en razonamiento pro-
babilistico, no se modifican sustancialmente con la ins-
truccién, al menos con el tipo y cantidad de ensefianza
estadistica que se imparte en los niveles anteriores a la
universidad de nuestro sistema educativo. Aunque esta
instruccién dota al estudiante de algunas herramientas
elementales de cilculo estadistico que le permiten recurrir
menos a los heurfsticos no estadisticos, no impide que el
pensamiento del sujeto siga gobernado por un pensa-
miento causal abusivo, que siga cometiendo errores siste-
maticos de cilculo y que su razonamiento se vea afecta-
do por las caracteristicas de la tarea.

A nuestro juicio, hay varios niveles definitorios de la ense-
fianza tradicional que fomentan estos sesgos.

La enseflanza tradicional de la ciencia, tratando de
comunicar el conocimiento cientifico que supera el
conocimiento vulgar de los alumnos, entroniza el pensa-
miento newtoniano y explica el mundo en forma de
leyes de «obligado cumplimiento», donde el orden causal
es el Gnico posible. No puede florecer asi la flor delica-
da del pensamiento estadistico que ofrece un tipo dis-
tinto de orden para modelizar la realidad: la regresion, la
correlacién, la ley de los grandes ntmeros introducen
orden en el mundo (que ya no es newtoniano sino eins-
teniano y cuintico) pero no es un orden determinista
sino estadistico.
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La ensefianza tradicional de la matematica entrena en téc-
nicas de calculo ttiles pero muy insuficientes. Se produce
asf un anumerismo o analfabetismo matematico que tiene
nefastas consecuencias para la capacidad computacional
de las personas. Se presta poca atencién a estrategias edu-
cativas tales como familiarizar a los alumnos con niimeros
muy grandes y con nimeros muy pequefios, entrenarlos
en técnicas de cdlculo combinatorio, y sin embargo, estas
estrategias son pre-requisitos basicos para el trabajo con
probabilidades.

La ensefianza tradicional de la teoria de probabilidades es
lineal en el desarrollo del curriculo. El contenido de la dis-
ciplina se despliega siguiendo la estructura 16gica de la
matematica: a partir de los axiomas de Kolmogorov se
deducen los diversos teoremas y se realizan ejercicios de
aplicacion para apuntalar los nuevos conocimientos. No
hay conciencia de la naturaleza contingente del razona-
miento y por tanto no se consideran distintos enfoques
probabilisticos de un mismo problema ni distintos pro-
blemas con diferente contenido pero con la misma estruc-
tura normativa. Tampoco hay conciencia de diferencias
individuales en la comprension probabilistica y todos los
alumnos se someten al mismo régimen de ensefanza,

Hemos sefialado tres notas definitorias de la ensefianza
tradicional que repercuten negativamente en la conducta
probabilistica de los sujetos y que nos han servido como
punto de referencia para la propuesta de un nuevo mode-
lo de ensefianza-aprendizaje. En Sdenz (en prensa) pre-
sentamos el disefio y evaluacion de dicho modelo que
trata de modificar significativamente los sesgos detectados
en el pensamiento probabilistico, varios de los cuales
hemos mostrado en este trabajo.
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La enigmatica figura matematica
del reverso del billete
de 10.000 pesetas

Gabriel Ruiz Garzon

ACE unos dias, debo reconocer que no con la frecuencia
que desearia, cayd en mis manos, un billete de 10.000
ptas. (figura 1. El reverso del mismo, su parte central,
estd ocupada por Jorge Juan (1713-1773), pero lo que me
llamé la atencidn, por infrecuente, fue la figura matemati-
ca, un arco de circunferencia junto a otras lineas, situadas
por debajo de la efigie de Jorge Juan.

BANCO DE ESPANA

Figura 1

Antes de desentrafiar tan enigmdtica figura veamos algo
Este arficulo frata sobre la sobre el autor de la misma, Jorge Juan y de los trabajos
figura matemética que se desarrollados en el virreinato del Perd, donde desarro-
encuentra en el reverso del
billete de 10.000 pesetas
exponiendo su significado
matemdtico dentro de su
contexto histérico. Ciertos
aspectos numismdticos
pueden ser utilizados como Jorge Juan y Santacilia nace en Novelda (Alicante) en

un recurso matemético. 1713. En 1734 participd, junto a Antonio de Ulloa y de la

llaron tanto experiencias geodésicas como astronOmicas,

El autor del dibujo y la fase geodésica




Torre-Giral (1716-1759), en la expedicién enviada a Quito determinar. Desde A y C se tienden

para medir el arco del meridiano terrestre. Medir la longi- visuales al punto D, formando un pri-
tud de un arco de un meridiano terrestre consiste en mer tridngulo. Conocida AC y los dos
determinar la distancia que separa dos puntos de un cir- angulos adyacentes es posible calcular
culo miximo cuya diferencia de latitud es conocida. El todos los restantes elementos. Para
cociente entre las distancias lineal y angular proporciona conocer en primera instancia la distan-
el valor de un grado que, supuesta esférica la Tierra, per- cia AE, contamos en el tridngulo AEC
mite concluir la forma del planeta. con el conocimiento de un lado, el
Ya Pitdgoras afirmé que la Tierra tenfa forma esférica por dngulo Cy el 4ngulo EAC y ‘p or tanto
ser ésta la forma mds perfecta posible. podemos conocer AE. Se prosigue de la

misma manera con el tridngulo CDF y
asi, sucesivamente, hasta el final. Al
acabar el proceso se vuelve a medir un
lado MN del dltimo tridngulo de la

Newton demostraba en los Principia que la Tierra era
achatada en los polos, debido a la fuerza centrifuga pro-
ducida por el giro terrestre a lo largo del eje polar.

Por otra parte, los trabajos de medicién del meridiano que serie, llamado base de comprobacion,
pasa por Paris entre Dunquerque y Collioure, llevados a que permite verificar la exactitud de
cabo entre otros por J. Picard, G. D. Cassini y La Hire todo el proceso.

daban conclusiones radicalmente diferentes a las obteni-

das por Newton: sostenfan que la Tierra era un esferoide . B_— N

achatado por el ecuador. M_—

Para dilucidar tal controversia, que adquirié tintes naciona-
listas, ingleses o newtonianos contra franceses o cartesia-
nos, la Academia de Ciencias de Paris proponia la medi-
cion de la longitud de un grado de meridiano, en lugares
con diferente latitud, con objeto de cuantificar la variacién
de la curvatura terrestre y por tanto la forma de la Tierra. \

Los lugares elegidos para efectuar tal medicién son G |
Laponia y el virreinato del Pert. \

A Laponia viajaron los matemadticos Alexis Clairaut (1713- D\\ \
1765) y Maupertuis (1698-1759). RN :

Para acceder al virreinato el rey de Francia Louis XIV T
pidi6 permiso a su nieto, Felipe V. El rey espaiiol dio el \ )
visto bueno pero puso como condicién que acompafiaran .
a los académicos franceses Louis Godin (1704-1760), A
Pierre Bouguer (1698-1758) y Charles Marie de La Con-
damine (1701-1774), dos conocedores espafioles de la '
matemdtica y de la astronomia. Los elegidos son dos jove- La fase astronémica Y la
"nes Guardias Marinas de la Academia de Cadiz, Antonio ...la fase enigméﬁca ﬁgUl"Cl mate-
de Ulloa y Jorge Juan, éste Gltimo conocido en la Aca- astronoémica matica

demia gaditana por el apelativo de Euclides», debido a su consistia,
sabidurfa matematica.

Figura 2

basicamente, Concluida la fase geodésica de la expe-

, dicién, la fase astronémica consistia,
en determinar

La primera fase del trabajo llevado a cabo por la expedi- basi ; determinar | L
cidén fue la medicién del arco del meridiano terrestre. Se s asicamente, il de ermln'a1 ap OSI,CIOH
gz . . P o - la posicion de los extremos de la triangulacién y
utilizé el Método de la triangulaciéon geodésicar. Consistia lia 1a amplitud del del ;
a i X -
en medir una determinada longitud o base fundamental, de los extremos S(im © Par dlz i ¢ la1co .e' ’meg
. L. ano. Para determina
ésta se constitufa en un lado de una serie de tridngulos de la tmangul&zezon un PUALO. necesitamo. 3 al P (l)smonl t'e
, S ¢ : -
encadenados que cubria todo el recorrido. De cada uno ") P . aleuar su at
Y con elia tud y su longitud.
de ellos se conocian los tres dngulos y la longitud de uno .
o o la amplitud
\ de los lados, con estos datos se obtenia trigonométrica- .

mente la longitud del otro lado, del arco Calculo de la latitud

Como vemos en la figura 2, AC es la base fundamental o del meridiano. Si consideramos la Tierra como un
g

lado conocido y AB es el arco de meridiano que hay que punto O dentro de Ia esfera celeste,




consideramos también el tridngulo
esférico de posicidon del Sol PSZ
(figura 3), donde P es polo norte, S es
el Sol y Z el cenit o punto en la esfe-
ra celeste directamente encima del
observador.

Denotaremos también por N y H, el
norte v el sur astrondémico respectiva-
mente.

Llamaremos horizonte astronémico al
plano determinado por los puntos
ONH, siendo el meridiano del lugar el
circulo PZP'Z’.

El ecuador celeste es el plano determi-
nado por ON'H’.

En ese tridngulo de posicién definiremos:

PZ = Colatitud o complemento de la
latitud del lugar = 90° — 1, donde la lati-
tud | coincide con la altura del polo, o
sea, el dngulo NOP.

ZS = Distancia cenital o complemento
de la altura = z = 90° — a, donde la altu-
ra del Sol, a, en la figura coincide con
QS, viene dada por el dngulo que
forma el horizonte y la estrella, mirados
al mismo tiempo desde el punto de
observacién.

PS = Distancia polar o complemento de
la declinacién = 90° — d, donde la decli-
nacioén d, en la figura coincide con MS,
es la distancia esférica del ecuador al
astro.

El 4angulo horario ZPS 6 4dngulo A, coin-
cide con H'M, es el angulo del meridia-
no del lugar PZP’Z’ con el circulo hora-
rio PSP’ que pasa por la estrella.

El angulo PZS = 180° — A, donde 4 es
el Acimut, que en la figura coincide con
HQ, es el angulo que forma el plano
vertical que pasa por la estrella con el
meridiano contado a partir del sur, en
sentido retrégrado (sur, oeste, norte,
este).

En el tridngulo esférico de posicién se
cumple que:
cos z = sen I'sen d + cos I'cos d-cos h

v cuando el Sol culmina, es decir, en el
momento de paso por el meridiano del
lugar, el 4ngulo horario h = 0, y, por

tanto cos z,, = cos(d — D), de donde 1 = d — z_, y de una
manera mas general

=2z +d
Asi pues conocida la distancia cenital z  puede calcularse
la latitud /, con sélo extraer de las tablas correspondien-
tes el valor de la declinacién d, para el dia y la hora en

que se efectud la observacion. Tales tablas de declinacion
eran de ficil accesibilidad en aquella época.

El calculo
de la longitud
consistia
basicamente
en determinar
el momento
exacto
en que se sucedia
un fenémeno
celeste.

Figura 3

Calculo de la longitud

El calculo de la longitud (distancia de un lugar respecto
al primer meridiano, medida en grados) consistia bisica-
mente en determinar el momento exacto en que se suce-
dia un fenémeno celeste (eclipses, ocultaciones de los
satélites de Jupiter, etc., a veces de dificil observacion) y
compararlo con la hora en que habia sido observado en
un punto de referencia. La diferencia de tiempo es la dife-
rencia en longitud, reduciendo el tiempo a partes del
Ecuador.

Ante la falta de cronémetros (hasta bien avanzado el siglo
XVIII no se contd con los primeros), se utilizaba un pén-
dulo horario, que para ponerlo en marcha se precisaba
fijar el mediodia solar verdadero, es decir, la hora a la cual
en el péndulo son las doce en punto, y esto se hacfa por
la observacion del paso del Sol por el meridiano del lugar.
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El método utilizado era el llamado «Método de las alturas
correspondientes».

Este método se basa en que desde que sale el Sol de una
cierta altura por la mafiana, hasta que llega al meridiano,
transcurre el mismo tiempo, salvo una correccién de la
que hablaremos, que desde que sale del meridiano hasta
que obtiene la misma altura por la tarde.

Figura 4

Figura 5

!

Sean H_ y H'_ las horas que marca el
péndulo cuando el Sol tiene la misma
altura. Entonces si la declinacién fuera
constante, el mediodia vendra dado por
la férmula:

Puesto que varfa la declinacién desde
que se toma una altura por la mafiana
hasta la otra correspondiente por la
tarde, hemos de calcular la correccion &
aplicable a la férmula anterior, que sera
igual a la mitad del incremento que
recibe el dngulo horario entre las dos
alturas correspondientes & = Ah/30
(figura 4.

La figura matemadtica. Una
correccion al método de las
alturas correspondientes

Jorge Juan utiliza, en sus Observa-
ciones, para el cilculo de dicha correc-
cibn un argumento geométrico que
ahora reproducimos.

Con objeto de evitarse la resolucién de
tridngulos esféricos, se lleva el proble-
ma al plano mediante la proyeccién de
la esfera sobre el plano del meridiano,
cuya figura es la que parcialmente apa-
rece en el reverso del billete. Nosotros
seguiremos su razonamiento utilizando
la figura completa (figura 5). Sea:

AQXE el Meridiano
HO el Horizonte,
EQ  la Equinoccial.
AX el gje.

FMG paralelo en que se encontraba el
astro por la mafana.

LPK  paralelo en que se encontraba el
astro por la tarde,

RMPS circulo de altura en que se
encontraba el astro al tiempo de
hacer ambas observaciones o
almicantarat,

AMX el circulo horario en que se
hallaba en la primera medida.

APX el circulo horario de la segunda
medida.




Como no es igual el tiempo que pasa
de ir desde un horario al meridiano, al
que va desde éste al otro horario,
entonces tampoco serd igual el tiempo
de ir desde M a S que de S a P. Nuestro
objetivo es calcular esa diferencia, es
decir, el valor del dngulo MAP y su
medida el arco equinoccial TV. Sean:

r = CA radio de la esfera

s = AD seno de la altura del polo o lati-
tud del lugar

¢ = CD coseno de la altura

m= CB seno del astro sobre el hori-
zonte

n = BR = BS coseno del astro sobre el
horizonte

x = CN seno de la declinacién

y = NG = NF coseno de la declinacion
u = CT coseno del angulo horario

z = seno del 4ngulo horario

Por ser semejantes los tridngulos ADC y
CNI

a x NI x
—_—= | —== =
iy S C S
ca-%  n=-=Z =
S S
Bl=BC—Cl=m-= 287X
S S

Por otra parte son semejantes los tridn-
gulos ADC y MB], luego

ms —Ix
e B s
r IM M
rms — 1rx
IM =
cs
NM = NI+IM = X, IS =X CCX +rms—mrx rms —x(r—cc)
s cs cs
utilizando el Teorema de Pitdgoras
NM o [MS—Xss  rm-sx
cs c
Por otra parte
NM CT
_— = N_M = E = NM = _y_u_.
NG CQ y r r

(&)

Igualando las dos anteriores expresiones

rm-—8sx yu

C r

= ITm-—18X = Cyu

Suponiendo la declinacién y el dngulo horario variables y
las demds cantidades constantes, tomando da diferencia»
de la anterior ecuacion,

—rsAx = cyAu + cuAy
multiplicando por x queda
tsyAy — cuxAy = cyxAu

Suponiendo que el arco de la declinacion GQ es d y el
arco cuyo seno es CT es b.

Tomando GK por una diferencia infinitamente pequena e
igual a Ad y la diferencia de los arcos CT y CV como Ah.

r Ad xAd
e — = AY=_
x Ay r
r_Abh oAb
z Au r

sustituyendo en la ecuacién anterior
( xAd) ( xAd) ( zAh)
sy | —— | —cux | —| = cyx| —
r r r
dividiendo entre la expresion cyz y despejando Ah queda

Ah = Ad (i-—ﬁ) = Ad(tgl-cos ech—tgd cot gh)
cz  yz

que es la medida del dngulo MAP cuya mitad reducida a
tiempo debe ser afiadida o sustraida del mediodia, halla-
do por el método de las alturas correspondientes, para
obtener el verdadero valor.

La anterior expresién también puede deducirse a partir
del tridngulo de posicion PSZ donde se verifica que:

sen a = sen I'sen d + cos l:cos d'cos h

expresion que diferenciada respecto de la declinacién
suponiendo la latitud /y la altura @ constantes, y tras unos
pequefios cilculos algebraicos, nos permite encontrar la
variacion del dngulo horario b ya expuesta.

Epilogo

Tanto el viaje a Laponia como la expedicién al Perd aun-
que confirmaban la verosimilitud de la tesis newtoniana
sobre la forma de la Tierra, la falta de instrumentos mdis
precisos dificultaban zanjar la cuestién definitivamente.

A la vuelta del viaje a Pert Jorge Juan y Antonio de Ulloa
escribieron conjuntamente, en 1748, Relacion del viaje a
la América Meridional. Jorge Juan se ocupd también de



Grabado que figura en la obra
de Jorge Juan y Antonio de Ullog,
Relacién del vigje o la América
meridional.

la parte matematica de las Observaciones Astronémicas Y
Fisicas, donde aparece, en la pagina 116, el simbolo oo,
quizds en una de las primeras veces, ya que su uso se
extenderfa mucho mas tarde. En Noticias secretas de
América, Jorge Juan y Antonio de Ulloa criticaban deter-
minados abusos cometidos contra los indios por parte de
los corregidores y encomenderos.

La otra figura situada en la parte superior del billete,
corresponde al -dibujo de una caja de cuadernas de un
navio disefiado por Jorge Juan. En 1771 Jorge Juan publi-
ca el Examen maritimo tedrico prictico o Tratado de
mecdanica aplicado a la construccion, conocimiento y
manejo de navios y demds embarcaciones.

Su preocupacién no fue sélo la construccién naval. En
1753 bajo la direccion de Jorge Juan inicia sus trabajos el
primer Observatorio de la Marina de Cadiz. Durante la
estancia en esta ciudad fundé en 1775 la tertulia Asamblea
Amistosa Literaria donde se trataban temas de matemati-
cas, fisica, astronomia, medicina, etc.

Fue el introductor del calculo diferencial e integral en los
planes de estudios de la Academia de Guardias Marinas.
En 1757 escribié un Compendio de navegacion para el uso

Gabriel Ruiz
Escuela Universitaria
de Empresariales. Jerez
Sociedad Andaluza
de Educacién Matemética
«Thales»

de los caballeros guardias marinas en
el que trata de los problemas bisicos de
la navegacion, como son el rumbo, dis-
tancia y posicion (latitud, longitud y
uso de cartas maritimas).
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Ideas previas: experimentaciéon
acerca de ideas arraigadas

e ideas inducidas

sobre fracciones

Alberto Martinez Delgado

Mediante el andlisis de
algunos planteamientos
constructivistas, y a través del
disefio y realizacién de un
disefio «cuosiexperimenfql»,
se intenta indagar sobre la
existencia de una mitificacion
del «constructo» de ideas
previas en la ensefianza de
las Matematicas. Se llama la
atencién sobre la relatividad
del calificativo de «previas»
y, recordando la posicién de
Piaget al respecto, se
propone la distincion entre
ideas arraigadas e ideas
superficiales. Dentro de estas
Gltimas, las ideas inducidas
son objeto de
experimentacion, centrada
en el empleo, tras distintos
tratamientos, de «estrategias
aditivas» o de «estrategias
multiplicativas» en la
resolucién de problemas con
fracciones. Esta
experimentacién justifica,
parcial y provisionalmente,
la critica de la
sobrevaloracién y simplismo
que frecuentemente
acompafian a las
instrucciones y
recomendaciones sobre las
ideas previas.

DEAS PREVIAS: importancia educativa
y mitificacion

La importancia de los conocimientos previos para el
aprendizaje ha sido reconocida tradicionalmente en el
pensamiento sobre la educacién. Comenius, en el siglo
XVII, indicaba que <odas las cosas deben ser ensefiadas
en la debida sucesion...» (1907, 191), orden en el que la
conexion entre unos conocimientos y los anteriores pare-
ce determinante. Pestalozzi (1927, t.. 1, 99) parece incluir
esta relacién entre conocimientos previos y posteriores en
su vision del «arte de la educacién» como «proceso natu-
ral» siguiendo una «seriacién gradual».

Thorndike (1922, 199), desde posiciones conductistas,
dificilmente identificables con planteamientos memoristi-
cos, como con frecuencia se sostiene, propone:

Un plan cientifico para ensefiar aritmética deberia empezar

con un inventario exacto del conocimiento y la habilidad que
ya poseen los alumnos.

Recientemente, se ha resaltado por parte de la psicologia
cognitiva, y especialmente por el constructivismo radical,
el «constructor de ideas previas, en contraposicién al de
conocimientos previos que parece asociarse con una
visién tradicional de la educacion. La idea de conoci-
miento responde a una visién filoséfica de tipo realista y
«objetivista» (con existencia de algGn criterio objetivo de
«werdad» o correspondencia entre ideas y realidad exte-
rior); el concepto de ideas previas prescinde (o, al menos,
relaja su dependencia) de la connotacién de correccicn o
error que enmarca a los conocimientos. La influencia del
constructivismo radical, con su paradigma epistemologico
interpretativo y subjetivista, no es ajena, probablemente a
este deslizamiento desde los conocimientos previos hacia
las ideas previas.



La distincion anterior, entre ideas previas, desde el punto
de vista constructivista, y conocimientos previos, en un
sentido realista, sin embargo, se difumina o desaparece en
algunos planteamientos que se declaran participes de las
tendencias constructivistas. La amplia gama de posiciones
integradas en la «concepcién constructivista» (MEC, 1989,
31 y la premura de algunas adscripciones al constructi-
vismo pueden explicar en parte la confusién que, también
en el terreno de la teorfa educativa, parece acompaiar la
reforma realizada a través de la LOGSE. El Ministerio de
Educacién y Ciencia espafiol (MEC, 1989, 521), bajo el
epigrafe «onocer lo que sabe el alumno», que nos remite
al conductismo de Thorndike, afirma y recomienda para
la Educacién Secundaria Obligatoria:

Los esquemas previos que poseen los alumnos no son en

muchos casos suficientemente precisos, completos ni tan

siquiera ajustados a la realidad. A veces se manifiestan direc-
ta o indirectamente en forma de «errores» al efectuar célcu-

los, resolver problemas o definir conceptos... Suele ser habi-

tual realizar, a veces sélo al principio del curso, una prueba
o examen de conocimientos previos. Esta informacién, que es
sin duda muy otil, debe ser recogida con més frecuencia,
sobre todo al iniciar o refomar un tema determinado...

En cuanto al enfoque de las «actividades de ensefianza-
aprendizaje» el Ministerio de Educacion y Ciencia (1989,
98) insiste en el mismo sentido:
En primer lugar, el profesor debe dar gran importancia a los
conocimientos previos que posee el alumno. Es por ello nece-
saria la planificacién de actividades variadas encaminadas a

conocer cudles son esas ideas previas, qué grado de elabo-
racién tienen y discutir sobre ellas como punto de partida...

Un enfoque similar, identificable con el conductismo pero
adscrito al constructivismo, se puede observar en formu-
laciones académicas como las expuestas por Pozo y otros
(1991, 12):
Si asumimos una actitud constructivista con respecto al apren-
dizaje de los alumnos, una de nuestras preocupaciones fun-
damentales —aunque desde luego no la tnica ni la Glima-
deberd ser por tanto conocer qué es lo que los alumnos ya
saben sobre lo que vamos a ensefiarles. No es casual que
buena parte de la investigacién y de la innovacion educativa
haya estado dedicada estos Gltimos afios a estudiar los cono-
cimientos previos de alumnos de muy diversas edades, asi
como la forma en que pueden ser tratados y evaluados en el
aula.

La referencia, a veces sin distingos tedricos acerca de su
naturaleza (realista o subjetivista), a los conceptos «alter-
nativos» de los alumnos, a sus «micromundos» o sus «domi-
nios experienciales subjetivos» (Haseman, 1988, 149), a «o
que el alumno sabe» (Jiménez Gémez y otros, 1994, 235),
a Jo que se conoce como “preconcepciones”, “concep-
ciones alternativas”, “concepciones espontineas™ (Gil
Pérez, 1994, 156)..., son objeto de gran insistencia, fre-
cuentemente con un tono propagandistico y triunfalista
que probablemente no es ajeno a la campana publicitaria
de la LOGSE, pero cuyas raices profundas habtia que
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investigar especificamente; esta exalta-
cién de las ideas previas tiene lugar en:
un contexto cientifico en el que, como
seflalan Jiménez Goémez y otros (1994,
236), «..a pesar de la proliferacién de
trabajos aparecidos en los dltimos afios
acerca de este tema, [...], poco se ha
avanzado en clarificar su epistemologia y
estatus ontogenético, [...], ni tan siquiera
en unificar los términos vy sus significa-
dos a la hora de referirnos a ellos.

Las notas criticas anteriores, no deben
ser obsticulo, sin embargo, para el
reconocimiento, de gran tradiciébn his-
torica en la ensefianza de las Mate-
mdticas —como tradicional es el princi-
pio de que las Matemiticas sean «enten-
didas» o, en un lenguaje de apariencia
novedosa, «ignificativas— de la impor-
tancia de las ideas previas de los alum-
nos, en un sentido mas amplio que el
de los conocimientos previos, al margen
del alineamiento o desacuerdo con los
supuestos constructivistas. No obstante,
la vision de las «pruebas iniciales»,
como instrumento prodigioso y en cuya
elaboracién no se advierten problemas
especiales, visioén que refleja cierto sim-
plismo sobre el mismo concepto de
ideas previas, exige un andlisis critico,
que podsfa tener como uno de sus ejes
la existencia de un fenémeno de mitifi-
cacién de las ideas previas.

Las dificultades del modelo constructi-
vista en el trabajo préctico del aula han
sido reconocidas por autores defenso-
res del constructivismo, como describe
Noddings (1990, 17), para quien existe
una disparidad entre la «potencia de los
métodos constructivistas en situaciones
de uno-a-uno» y la necesidad de «eco-
nomias instruccionales» en las «condi-
ciones del aula».

De una forma mas especifica, los pro-
blemas para actuar sobre las ideas pre-
vias son constatados, desde el mismo
enfoque constructivista, por autores
como Arcavi y Shoenfeld (1992, 331).

La fetichizacién de las ideas previas
quizds entronque con los indicios de
que, tanto el constructivismo psicolégi-
co, individual, como el constructivismo

social, presentan una mitificacion,




cuyas causas y objetivos ideoldgicos
requieren ser investigados, del papel
del individuo en su propia conforma-
cién cognitiva (y social), haciéndolo
Gnico responsable de su propio devenir
(en el constructivismo psicologico) o
corresponsable, con una corresponsabi-
lidad aceptada y asumida (en el cons-
tructivismo social). Tanto el mito del
hombre producto de si mismo, como la
sobrevaloracién de la negociacién con-
sensual, ocultan toda una serie de fend-
menos sociales de explotacién, opre-
si6n, imposicién y marginaciéon, a los
que se quiere presentar como propias
opciones de los individuos. En ocasio-
nes puede parecer negociacién y con-
senso lo que simplemente es resultado
de una adaptacién a condiciones im-
puestas, adaptacién que puede llegar
en el campo de la ensefianza a la adop-
cién por parte de algunos alumnos de
«estrategias para el fracaso» escolar
(Holt, 1964, citado por Novak y Gowin,
1984, 6). Incluso aspectos tan graves
como los estragos de las drogas entre la
poblacién (joven y menos joven), qui-
z4s puedan analizarse en esa perspecti-
va autodestructiva vinculada con una
«estrategia para el fracasor.

La mitificacion del papel del individuo,
propia del constructivismo, tendria, en
esta perspectiva, su correlato educativo
en la mitificacion de las ideas previas
de los alumnos; estas ideas previas, al
ser fundamental o Gnicamente un pro-
ducto del propio alumno, si acaso mati-
zadas en un proceso negociador, cons-
tituirfan la base del «onocimiento,
expresarian, globalmente, convicciones
arraigadas y resultarfan escasamente
modelables desde el exterior, al menos
por mecanismos no «negociadores»,

La controversia acerca de los distintos
paradigmas epistemoldgicos y sus con-
secuencias educativas constituye un
elemento positivo y dinamizador del
progreso en la comprensiéon de los pro-
cesos de aprendizaje; las posibilidades
de debate parecen verse mermadas por
una version degradada, divulgada por
el oficialismo administrativo y por algu-
nos sectores académicos, de aportacio-
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nes recientes de la investigacién educativa, hasta el punto
de que esta version deformada puede constituirse en el
principal obstdculo para la difusién misma de las investi-
gaciones realizadas, para su aprovechamiento en el aula y
para el fomento del impulso investigador del profesorado.

Experimentacion sobre algunas ideas
previas sobre fracciones: ideas arrai-
gadas e ideas inducidas

En este estudio resaltamos el caricter relativo del cons-
tructo de ideas previas, teniendo en cuenta que el cardc-
ter previo de las mismas depende del momento en que
se sitGen y de la perspectiva sobre las mismas que se
adopte; lo que para un observador pueden ser ideas pre-
vias, o ideas «anteriores», para otro observador, o desde
otro punto de vista, pueden considerarse como «esultan-
tes» o posteriores. Asi, en esta indagacion consideramos
como previas las ideas manifestadas por los sujetos inves-
tigados en momentos determinados; con ello, en nuestra
opinién de forma saludable, la calificacion de previas
pierde relevancia y tiende a difuminarse, quedando el
centro de nuestra atencioén en las ideas manifestadas por
los sujetos en determinados momentos. La insistencia
sobre el caricter previo parece obedecer al estableci-
miento de etapas (en algunos casos justificadas) cuyos
limites, con gran frecuencia, son meros artificios admi-
nistrativos o el paso de un dia a otro (comienzo de un
curso, de un trimestre.,., inicio de un tema, introduccién
de un concepto...). Por otra parte, el énfasis en el carac-
ter previo de las ideas manifestadas por los alumnos ante
determinada prueba, parece obedecer a cierta sacraliza-
cién de este constructo, que apareceria como punto de
partida de la actividad de aprendizaje, punto inicial que
careceria de pasado propiamente dicho. Las dificultades
de investigacion de como se han formado las ideas, que
en un momento dado aparecen como previas, no deben
ser un motivo para negar la existencia del proceso mismo
de formacién, de tal manera que lo que, de forma unila-
teral se presenta como ideas previas podrian llamarse
ideas resultantes. Esta unilateralidad supondrfa la consi-
deracién del pasado de las ideas como una indescifrable
«aja negra» de caracteristicas similares a la, con razén,
criticada «caja negra» de los procesos internos de los con-
ductistas; esta caja negra vendria a unirse con otra zona
vedada al conocimiento por parte del constructivismo
radical, la «caja negra del universos, exterior al sujeto
(Glasersfeld, 1987, 108).

Dentro de esta relativizacién del cardcter previo de las
ideas en que vamos a centrarnos en este trabajo, nos
parece de interés establecer una distincién entre ideas
(previas) arraigadas e ideas (previas) superficiales. Esta




distincién enlaza con los «inco tipos de reacciones reve-
lados por examen clinico» establecidos por Piaget (1973,
21-41):

Cuando el nifio se desinteresa por la pregunta y no es esti-
mulado a ningdn esfuerzo de adaptacién, responde al azar
con lo que primero viene a su cabeza... Llamaremos a esa
reaccién respuesta al azar {llamada por Binet y Simon «le
n'importequisme»). Cuando el nifio, sin mayor reflexién con-
testa inventando una respuesta en la que realmente no cree,
o en la que cree meramente por el hecho de decirlo, habla-
mos de fabular, cuando el nifio hace un esfuerzo para con-
testar, pero la pregunta produce sugerencias o el nifio trata
simplemente de satisfacer al examinador sin procurar pensar
por si mismo, usaremos el término de conviccién sugerida...
Cuando el nifio contesta después de reflexionar extrayendo
su respuesta de los recursos de su propia mente, sin suges-
tién, aunque la pregunta sea nueva para él, diremos que hay
conviccién liberada..., hablando estrictamente no es ni
espontanea ni sugerida... Finalmente, cuando el nifio no tiene
necesidad de razonar para contestar a la pregunta, pero

puede dar una respuesta sin dilacién [...] hay conviccién .

espontdnea... Hay, por lo tanto, conviccién esponténea cuan-
do el problema no es nuevo para el nifio y cuando la res-
puesta es el resultado de reflexion original anterior (21-22).

Nuestra concepcion de ideas arraigadas se corresponde,
aproximadamente, con los dos dltimos tipos de reaccio-
nes sefialadas por Piaget, mientras que las ideas superfi-
ciales se corresponderian, en parte, con los tres primeros
tipos. La complejidad de estos fenémenos no permite cla-
sificaciones exhaustivas ni establecer correspondencias
estrictas. Asi, el mismo Piaget, después de la clasificacion
anterior excluye de la misma (Piaget, 1973, 22):

...las respuestas influidas por la ensefianza recibida previa-

mente al examen. Esto implica un problema separado y natu-

ralmente muy complejo, que consiste en distinguir entre las

respuestas recibidas aquellas que son propias del nifio y
aquellas que son consecuencia de su entorno adulto.

Las ideas previas arraigadas son, desde nuestro punto de
vista, aquellas que presentan una relevancia cognitiva
como expresion de ideas propias, originales, del alumno
o procedentes de un aprendizaje, pero que, en cualquier
caso, han adquirido un cierto grado de coherencia y esta-
bilidad llegando a formar parte de un sistema, acaso inci-
piente, de ideas interconectadas que el sujeto hace suyas.
Llamaremos ideas superficiales, a las manifestadas por el
sujeto sin conviccién interior, sin constituir una opinién
que sea asumida realmente por el propio sujeto y que
presenta rasgos de improvisacion, sin apoyo en una argu-
mentacion, vivencia u observacion consistente. Este tipo
de idea improvisada puede tener cierto interés desde el
punto de vista de diferentes teorias como el psicoanilisis,
incluso desde el punto de vista de la ensefianza y del
desarrollo cientifico, donde ocurrencias en apariencia dis-
paratadas pueden resultar aportaciones de interes; en
todo caso, su produccién y significado constituyen un
segundo nivel, quizds prometedor en un futuro, en la
investigacion de la formacién del conocimiento.
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En este trabajo nos centraremos en un
aspecto particular de las ideas superfi-
ciales, relativo a que éstas sean induci-
das o no por la practica escolar, lo que
da lugar a un tipo de ideas superficia-
les directamente inducidas.

La distincion entre ideas arraigadas e
ideas supetficiales esta dirigida, en esta
indagacioén, hacia el estudio experimen-
tal de algunas ideas previas acerca de
fracciones, particularmente el empleo
de una estrategia aditiva o de una es-
trategia multiplicativa en la resolucion
de problemas de matemiticas a través
de fracciones numéricas.

Un precedente interesante de respues-
tas a problemas enunciados «matemati-
camente» que reflejan una adhesion
superficial (desde el punto de vista cog-
nitivo, aunque de raices sociales que
pueden ser interesantes) mis que una
conviccion personal o la expresion de
ideas previas de cardcter especifica-
mente matematico, lo constituye el
«problema de la edad del capitin del
barco...
riencia realizada por el IREM de
Grenoble, (Douady, 1984, 17), con
«problemas absurdos».

o de la maestra», en la expe-

Obijetivo de la experimentacion

El objetivo de esta experimentacion es
la comprobacién de la existencia o no
de algin tipo de respaldo practico a la
opinién de que, en gran parte, lo que
se llama ideas previas, en un sentido
idiosincrisico, sobre fracciones, pueden
ser objeto de induccién a través de las
practicas escolares. Esta posible induc-
cién sera analizada de forma global en
este trabajo, aunque la perspectiva de
su desglose en una componente cogni-
tiva y en una componente de someti-
miento jerdrquico, puede ser interesan-
te para estudios posteriores.

Quedan pendientes también, provisio-
nalmente, para estudios posteriores,
aspectos de un indudable interés didac-
tico, y que pueden ser objeto de aten-
cién con los datos de esta experimenta-
cibn, pero a los que sblo nos referire-
mos ocasionalmente y con intencionali-




dad de promover nuevos trabajos.
Entre estos aspectos, que quedan mo-
mentineamente relegados, y que pue-
den completarse con la revision realiza-
da por Pitkethly y Hunting (1996),
podemos citar la interrelacién entre los
conceptos y estrategias de resolucion
de problemas con nlmeros enteros y
con fracciones (Watanabe, 1995, y
Streefland, 1991), la importancia de los
«procesos semdinticos», y de distintas
conceptualizaciones para la resolucién
de problemas sobre fracciones (Morris
v otros, 1993), la repercusion de enfo-
ques conceptuales y procedimentales,
respectivamente, sobre el rendimiento,
y, finalmente, aspectos didacticos para
la mejora de la ensefilanza de fracciones
(Streefland, 1991 y 1993).

Hipétesis de la experimenta-
cién

La hipotesis principal de este trabajo
plantea la existencia de una repercu-
sién significativa de la prictica sistema-
tica de actividades claramente diferen-
ciadas sobre fracciones, sobre la forma
de abordar posteriormente ejercicios y
problemas sobre este tema. La prictica
sistemdtica de ejercicios resolubles por
adicién, en un grupo, y de ejercicios
resolubles por multiplicacién de frac-
ciones, en otro grupo de alumnos,
influirfa en una mayor utilizacién del
método aditivo o del método multipli-
cativo respectivamente (acertada o
errbneamente) en que se ha sido entre-
nado. Lo que para un observador des-
conocedor de los tratamientos propor-
cionados a los alumnos (y no olvide-
mos que el periodo anterior a la prue-
ba dnicial» pertenece a la «caja oscura»
“del pasado, para algunas concepciones
pedagdgicas), aparecerian como ideas
previas construidas por los propios
alumnos, resultarian ser productos
inducidos o condicionados por las
practicas seguidas, por lo tanto, sin
caricter estrictamente personal.

La hipétesis anterior puede considerar-
se como hipOtesis alternativa a la
siguiente hipdtesis estadistica nula H,
(Christensen, 1988, 99), que presentaria
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dos formulaciones, correspondiente a los efectos de cada
uno de los tratamientos:

Ho:  FI(E. ADIT)gp por- = F (E. ADIT)e s
f(E‘ MULT‘)GRA ApiT T F(E' MULT‘)GR.MULT‘

Con fhemos indicado la frecuencia relativa en la utilizacién
de cada tipo de estrategia en el postest, E. ADIT. designa
el empleo de una estrategia aditiva en el postest y E. MULT.
de una estrategia multiplicativa; los subindices GR. ADIT. y
GR. MULT. se refieren al grupo «aditivor y «multiplicativon
respectivamente, segln el tratamiento seguido. La hipdte-
sis nula (y la alternativa propuesta) admite también una
version en términos de rendimiento, medible por la media
aritmética en la variable correspondiente.

Como nivel de significacién para la hipétesis estadistica
planteada puede establecerse, siguiendo las sugerencias
de Box y otros (1978, 109) el nivel 0,05 para quedar «algo
convencido» de la realidad de las diferencias entre los dos
grupos, y 0,01 para la «plena confianza» en la discrepan-
cia de resultados; dentro del margen de 0,05, especifica-
remos el grado de significacién correspondiente, en vez
de limitarnos a «decir que un resultado es o no significa-
tivo para algtn nivel convencional».

Ademas de los dos grupos experimentales hemos realiza-
do comparaciones de ambos con un tercer grupo de con-
trol, al que no se le ha proporcionado ningln tratamien-
to especifico, grupo que podria quedar incorporado a las
férmulas anteriores de hipoétesis estadisticas.

Tipo de experimentacién (disefio)

El disefio experimental emprendido puede considerarse
como una variante del tipo de disefio «10» descrito por
Campbell y Stanley (1982) de «disefio de grupo de control
no equivalente» (p. 93), dentro del grupo de «disefios cua-
siexperimentales», caracterizados por la no existencia de
una aleatorizacién formal de los componentes de las
muestras estudiadas. Este disefio ha sido esquematizado
de la siguiente forma:

o, X 0,
OS 04

La variante introducida en este trabajo consiste en la com-
paracion entre los efectos de dos tratamientos (X, y X)),
simultdneamente a la comparacién de los efectos de los
tratamientos con los de ausencia de tratamiento; en este
aspecto la idea de grupo de control resulta alterada, por
la aparicion de dos grupos «experimentales» como se
refleja en el siguiente esquema:

o 1 Xl 02
o, X, o,




El pretest correspondiente ha presentado la deficiencia de
estar centrado en la correccion o error de la resolucion,
mas que en las estrategias utilizadas.

La poblacién investigada esta formada por los estudiantes
de 2.° curso de BUP del IB Tartesos de Camas, Sevilla
(turno de «mafiana»). La muestra estd formada por los tres
grupos (GR. ADIT., GR. MULT. y GR. CONTR.) directa-
mente investigados.

La formacién de los dos grupos experimentales y del
grupo de control no ha sido realizada bajo una aleatori-
zacién controlada, sino partiendo de agrupaciones prees-
tablecidas, realizadas de una forma que podrfamos llamar
informalmente aleatoria.

Cada uno de los tres grupos estudiados estd formado por
aproximadamente 35 alumnos:
n(GR. ADIT.) = 32
n(GR. MULT.) = 33
n(GR. CONTR.) = 36

Variables experimentales

La variable independiente se identifica con una variable
instruccional, cualitativa, que representa los dos trata-
mientos administrados y la ausencia de tratamiento,
adquiere, por tanto, los tres estados diferenciados corres-
pondientes con cada uno de los tres grupos estudiados.

El tratamiento ha consistido en la resolucién, durante seis
sesiones de clase consecutivas, de un ejercicio por sesion
del tipo «de un determinado conjunto, una fraccion, p,
tiene la caracteristica A, y otra fraccién, ¢, tiene la carac-
terfstica B, ;qué fraccién de la poblacién tiene las carac-
teristicas A o B> («grupo aditivo») y del tipo «n un deter-
minado conjunto una fraccién, p, de sus elementos tiene
la caracteristica A, de los cuales la fraccion g tiene la
caractetistica B, ¢qué fraccién de la poblacién inicial tiene
la caracteristica B> («grupo multiplicativon).

" El tratamiento se ha producido simultineamente en los dos

grupos expetimentales y coincidiendo con el estudio de los
elementos bidsicos de trigonometrfa, durante el mes de
octubre de 1995, estudio en el que es constante el uso de
fracciones como valores de las razones trigonométricas.

La variable experimental dependiente, también de tipo cua-
litativo, con tres estados distintos, representa la adopcién de
una estrategia aditiva (E. ADIT.), multiplicativa (E. MULT.) u
«OTRA E. al resolver ejercicios del postest (cuadro 1).

Los ejercicios del postest empleados para medir la adop-
cién de una estrategia aditiva o de una multiplicativa,
constan de dos prototipos de ejercicios, correspondientes
respectivamente a los cuatro primeros items y a los dos
altimos. Los cuatro primeros ftems presentan para su reso-
lucién un mismo tipo de problema, no practicado ante-

La formacion
de los dos grupos
experimentales
y del grupo
de control no
ba sido realizada
bajo una
aleatorizacion
controlada,
sino partiendo
de agrupaciones
preestablecidas,
realizadas
de una forma que
podriamos llamar
informalmente
aleatoria.

POSTEST SOBRE FRACCIONES

En un curso de Bachillerato aprueban
la asignatura de Matemdticas los 2/3
de los alumnos y en ofro curso, que
tiene el doble de alumnos que el ante-
riormente mencionado, aprueban las
Mateméticas los 5/8. sQué fraccién
del total de los alumnos, de los dos cur-
sos’ conjuntamente,  aprueban Mate-
maticas?

En un curso suspenden Matemdticas
3/16 de los alumnos y en ofro curso
con el mismo nimero de estudiantes
suspenden “Matemdticas 1/8 de los
alumnos. 3Qué fraccién del total de los
alumnos, de los dos cursos conjunta-
mente; suspenden Matematicas?

En un curso aprueban la dsignatura de
Inglés los 4/5 de los alumnos y en ofro
curso distinto también aprueban la
asignatura de Inglés los 4/5 de los
alumnos 3Qué fraccién del total de los
alumnos, de los dos cursos conjunta-
mente, aprueban Inglés?

En-un curso-de 32 alumnos aprueban
las Matematicas los 3/4 de los mismos
y en ofro curso de 36 alumnos aprue-
ban los 4/9. ;Qué fraccién del fotal
de los alumnos, conjuntamente, aprue-
ba las Mateméaticas?

En un curso aprueban las Matematicas
los 4/5 de los alumnos. De los que
aprueban las Mateméticas, 5/8 aprue-
ban también Llengua. sQué fraccion
de los alumnos del curso, en su totali-
dad; aprueban las dos asignaturas?

En un curso tienen una calificacién de
«insuficiente» en Matematicas los 2/9
de los ‘alumnos 'y tienen una cdlifica-
cién: de’ «muy deficiente» en Mate-
mdticas 1/6 de los alumnos del curso.
3Qué- fraccidén de los -alumnos -del
curso suspende las Matemdticas (fe-
niendo calificacién de «muy deficien-
te» o de «insuficiente»?

Cuadro 1




riormente, al menos dentro del proceso
de experimentacién, en el que es err6-
nea cualquier estrategia simple de mera
suma o multiplicacién de las fracciones
dadas, tipo de problema que se presen-
ta gradualmente de formas mas abstrac-
tas a menos abstractas, de forma que,
progresivamene resulte mas ficil para
el alumno recurrir a una estrategia con-
ceptual de significado de las fracciones,
en cada conjunto dado, y la reconstruc-
cién de la fraccién final pedida. En este
sentido a través del postest no medi-
mos, al menos inicial y fundamen-
talmente, lo acertado o erréneo de las
soluciones aportadas, sino el empleo o
no de determinadas estrategias. Los
efectos analizados del tratamiento no se
enfocan desde el punto de vista de las
mejoras que el mismo pueden suponer,
sino que abarca errores producidos por
el entrenamiento recibido. El rendi-
miento, o mejoras en la resolucién de
ejercicios y problemas, puede conside-
rarse también como variable depen-
diente de interés, aunque secundaria,
en este estudio, respecto al tipo de
estrategia utilizado; los valores de la
variable rendimiento, medida en el pre-
test y en el postest, vendrian dados por
lo acertado o errdéneo del empleo de
una u otra estrategia,

Los dos tltimos items del postest corres-
ponden a cada uno de los modelos inte-
grantes del tratamiento en cada uno de
los grupos experimentales respectiva-
mente, de forma que el quinto item se
limita a ser un ejercicio ya resuelto en
varias ocasiones para los alumnos del
grupo que han seguido el tratamiento
multiplicativo y presenta cierta novedad
para el grupo de tratamiento aditivo,
mientras que, reciprocamente, el otro
sexto item presenta alguna novedad
para el grupo «multiplicativos, y es repe-
titivo para el grupo «aditivos.

El que la adopcién por parte del alum-
no de una estrategia «aditiva» o de una
estrategia «multiplicativa», pueda consi-
derarse como mis o menos inducible
por la prictica anterior vendri determi-
nado por las diferencias mostradas,
entre los dos grupos experimentales y

El rendimiento,
0 mejoras en
la resolucion
de ejercicios
) problemas,

Ppuede
considerarse
también
como variable
dependiente
de interés, aunque
secundaria,
en este estudio,
respecto al tipo
de estrategia
utilizado. ..

el grupo de control, en el mads o menos frecuente empleo
de las estrategias mencionadas en la prueba del postest,
que a falta de nuevos estudios que realicen un mayor
control sobre otras variables, parecen atribuibles, en prin-
cipio, a la distinta actividad realizada.

El resultado de un proceso real de ensefianza es conse-
cuencia de Ja influencia de un elevado ntmero de varia-
bles (Gage, 1978, 32). En la medida en que un experi-
mento intenta detectar la repercusion de una sola varia-
ble, o de un pequefio ntimero de ellas, en el aprendizaje,
se plantea mantener «@ un minimo la influencia que
pudieran ejercer todas o casi todas las posibles variables
no pertinentes al problema» (Kerlinger, 1981, 112). Dos
vias pueden utilizarse para minimizar la influencia de
estas posibles variables «no pertinentes», la aleatorizacion
y el control (Ross, 1988, 527).

La pretensién de optimizar los efectos de las variables
experimentales, marginando otros posibles efectos, pre-
senta limitaciones de dificil superacién, de tipo practico y
econbmico, especialmente en las experimentaciones de
campo (Kish, 1987, 99; Biddle y Anderson, 1989, 103). Por
este motivo, aparte de intentar controlar otras variables
influyentes en la variable dependiente, es necesario la
repeticién de experiencias sobre el mismo tema de inves-
tigacion, que a través de sus coincidencias y disparidades
vayan estabilizando los resultados y sus interpretaciones.

Algunos aspectos experimentales que afectan de forma
notable a la validez del experimento han sido objeto de
control experimental, como en el caso de las caracteristicas
del profesor que, para evitar diferencias perturbadoras, ha
sido la misma persona tanto en el grupo que ha sido entre-
nado en la estrategia aditiva (G. ADIT.) como en el grupo
que ha practicado la estrategia multiplicativa (G. MULT.).

Desarrollo de la experimentacion.
Andlisis de los resultados

El tratamiento de los dos grupos experimentales ha teni-
do lugar entre los dias 16 de octubre de 1995 y el 24 de
octubre de 1995, con lo que algunos aspectos madurati-
vos y de historial de los grupos son controlados.

El pretest tiene lugar el primer dia de clase del curso. El
postest tiene lugar una semana después de terminar el
tratamiento experimental (el dia 31 de octubre de 1995);
el lapso de una semana puede suponer un «enfriamien-
to» de los efectos del tratamiento, lo que, por un lado,
conlleva un amortiguamiento de los efectos que se pre-
tenden detectar y, por otro, supone que los efectos que
se manifiesten sean reputados de mayor estabilidad que
si el postest se hubiera realizado inmediatamente des-
pués del tratamiento.




La experimentacion se ha realizado en los dos grupos expe-
rimentales (G. ADIT. y G. MULT) en las clases del mismo
profesor; la ensefianza (y la realizacién de pruebas), en el
grupo de control, ha estado a cargo de otra profesora.

La comparacién estadistica entre los tres grupos estudia-
dos se centra en las frecuencias de utilizacién de cada una
de las estrategias de resolucion (aditiva y multiplicativa).
Para comparar los distintos resultados utilizamos la ¢ de
Student, para grupos independientes y, dado el caricter
bipolar de las medidas de cada item, se utilizaran también
comparaciones no paramétricas (Colton, 1979, citado por
Gil Cebridn, 1988, 5).

Grupo Trat, Aditivo Grupo Trat. Multiplicativo Grupo sin Tratamiento
Estrategia Estrategia Estrategia

Aditiva  Mult.  Ofra Aditiva  Mulf.  Otra Aditiva - Mult. - Otra
1 26 0 6 8 12 13 6 4 26
12 32 0 0 24 5 4 30 1 5
13 32 0 0 28 2 3 34 1 1
14 18 11 3 12 18 3 8 24 4
15 6 7 19 1 27 5 8 12 16
16 31 0 1 25 3 5 34 1 1
Total 145 18 29 98 67 33 120 43 53

Tabla 1. Frecuencias de cada una de las estrategias de
solucién en cada ftem por grupos de alumnos

E . Kolmogorov-Smirnov. t'de Student
strategia
cada item Grupo b4 P t P
ADIT 11 ADITMULT 1,97 0,001 4,60 0,000
ADIT-CONTR 2,58 0,000 6,59 0,000
MULT 11 ADIT-MULT 1,70 0,006 = =
MULT-CONTR 1,27 0,080 3,05 0,003
ADIT 14 ADIT-CONTR 1,40 0,040 3,08 0,003
MULT 14 ADIT-CONTR 1,33 0,058 2,77 0,007
ADIT I5 ADIT-MULT - - 2,13 0,037
MULT-CONTR - - 2,54 0,013
MULT 15 ADITMULT 2,37 0,000 =5,80 0,000
MULT-CONTR 1,90 0,001 4,31 0,000
ADIT 16 MULT-CONTR - — ~2,25 0,028
ADIT Total | ADIT-MULT 2,12 0,000 6,17 0,000
ADIT-CONTR 2,25 0,000 576 . 0,000
MULT Total | ADIT-MULT 2,29 0,000 ~7,32 -0,000
ADIT-CONTR 1,58 0,013 -3,53 0,001
MULT-CONTR 1,47 0,027 -3,86 0,000

Tabla 2. Significacién, al nivel 0,05, de las diferencias grupales
en la utilizacion de estrategias aditivas y multiplicativas en cada ftem

La tabla 1 recoge las frecuencias de utili-
zacion de la estrategia aditiva (E. ADIT.),
multiplicativa (E. MULT.) o una estrategia
diferente, en cada uno de los grupos
examinados, para cada uno de los items
del postest (cuadro 1), al margen de lo
acertado o erréneo de la estrategia.

Esta tabla de frecuencias, a pesar de su
escasa elaboraciéon estadistica, facilita la
dnsustituible» «observaciéon de los datos
cuidadosamente, inquiriéndolos, critica-
mente —incluso ingenuamente— (Leedy,
1985, 182).

En la tabla 1 podemos comprobar que
la estrategia multiplicativa de resolu-
cion es mas empleada, en los seis items
del postest, en el grupo que recibe tra-
tamiento multiplicativo que en el grupo
de tratamiento aditivo. Similar situacién
se presenta respecto al grupo de con-
trol, salvo en el caso del item 4, en el
que el grupo de tratamiento multipli-
cativo es superado por el grupo de con-
trol. En la comparacién entre el grupo
de tratamiento aditivo y el de control se
observa que la estrategia multiplicativa
es mas frecuente en el grupo de control,
en general de forma ligera, excepto en
el caso del item 4, en el que la diferen-
cia de frecuencias es mds acusada.

Por otra parte, la estrategia aditiva es
mds utilizada por los alumnos del
grupo que ha seguido un tratamiento
aditivo que en el grupo que ha tenido
un entrenamiento multiplicativo, espe-
cialmente en el item 1, pero, en gene-
ral, no es mis utilizada en el grupo tra-
tado aditivamente que en el grupo de
control (que lo supera ligeramente en
tres de los items).

Las ideas que la mera observacién de la
tabla 1 de frecuencias pueda sugerir,
reciben una importante matizacién a
través del estudio estadistico del nivel
de la significacion de las diferencias
intergrupales, en el empleo de las estra-
tegias aditiva o multiplicativa, de acuer-
do con diferentes criterios de compara-
ci6n estadistica entre grupos «dndepen-
dientes». Los resultados de significacién
de las diferencias mas destacables, pro-
ximos o inferiores al grado 0,05, se
resumen en la tabla 2.




Para la determinacién de la significacién
de las diferencias entre los grupos estu-
diados, hemos utilizado el test de
Kolmogorov-Smirnov, a pesar de que el
nGmero de elementos de las muestras es
escaso para este tipo de anilisis, y, junto
a esta prueba no paramétrica hemos
consignado también los resultados de la
prueba paramétrica ¢ de Student.

La diferencia intergrupal més significati-
va, en ftems concretos, no agrupados,
se produce en el item 1, de acuerdo
con los dos test de hipotesis emplea-
dos, entre el grupo aditivo y el grupo
de control en el empleo de la estrategia
aditiva, aunque son destacables y signi-
ficativas otras diferencias en los items 4,
57y 6, v en la consideracion global (para
el conjunto de los items del postest) de
las diferencias entre los tres grupos
estudiados.

Las diferencias de estrategia en los
ftems 5 y 6, de enunciados, cada uno
de ellos, del tipo utilizado en los res-
pectivos tratamientos experimentales,
se traducen en diferencias en el nime-
ro de respuestas correctas a dichos ejer-
cicios. Esta dependencia se manifiesta
en los niveles de significacion recogi-
dos en la tabla 3, referida a la correc-
ci6én de las respuestas a los items 5 y 6,
y a la medida global de correccion del
postest, asi como a la medida de pro-
greso en ejercicios de fracciones (pro-
greso medido por la diferencia entre los
resultados del postest y del pretest). Los
pardmetros resultantes en la tabla 3,
sobre correccion de los resultados, son
acordes con lo ya sefialado respecto a
la significacion de las diferencias en
estrategias empleadas.

Una vision global de los resultados de
esta experimentacién puede recogerse
mediante los diagramas de «aja» corres-
pondientes a las estrategias aditiva y
multiplicativa (ESTR. ADIT.; ESTR.
MULT.), respectivamente, referidos a
los tres grupos estudiados. El empleo
de la estrategia aditiva y de la multipli-
cativa se han contemplado, en los dia-
gramas de caja recogidos en las figuras
1y 2 de forma global, esto es, referida
a todos los items del postest.

0 Kolmogorov-Smirnoy t de Student
Solucién

en ftems Grupo Z P t P
15 ADIT-MULT 2,43 0,000 -6,27 0,000
MULT.CONTR 4,13 0,000
16 ADIT-MULT - - 2,15 0,036
Postest ADITMULT - - -2,25 0,028
Progreso ADIT-MULT - - -2,07 0,043

Tabla 3. Diferencias significativas en la correccién
de los resultados de los ftems

Los diagramas de las figura 1y 2 nos permiten la compa-
racion efectiva entre los percentiles escogidos (Cleveland,
1985, 131). Estos percentiles son el 25, 50 (mediana), y 75,
indicados, respectivamente, en sentido ascendente, por el

a

lado inferior de la caja rectangular, por el asterisco (media-
na) y por el lado superior de la caja. Los segmentos infe-
rior y superior, separan los elementos «extravagantes» y
«extremos» (outliers...) (Pefia, 1992, V. 1, 65).

La figura 1 muestra el efecto de los tratamientos en el
empleo de la estrategia aditiva en el postest de los tres
grupos; la comparacién con el grupo de control nos
muestra que la discrepancia con dicho grupo es mayor en
el grupo «ratado aditivamente» que en el caso del grupo
¢ratado multiplicativamente» (el contraste entre los dos
grupos tratados experimentalmente es también destaca-
ble). Mientras las medianas del grupo de control y del
grupo «nultiplicativo» alcanzan aproximadamente el

7,50 —r—
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GRUPO ADIT. MULT. CONTR.
N.° de casos 30 27 31

Figura 1. Diagrama de caja de empleo global de la estrategia
aditiva en el postest, para los tres grupos estudiados



mismo valor (aunque con una distribucién més dispersa
en los valores inferiores, en el grupo «multiplicativon), la
mediana del grupo «aditivo» se encuentra a la altura de la
linea de separacién superior de elementos «extravagantes»
(outliers) de los otros dos grupos.

480 —+
3,20
1,60 —— T * E]
*
0,00 —— E] “4[~
GRUPO ADIT. MUILT. CONTR.
N.° de casos 30 27 31

Figura 2. Diagrama de caja de empleo global de la estrategia
multiplicativa en el postest, para los fres grupos estudiados

La figura 2 indica que el grupo que ofrece mayor con-
traste con el grupo de control lo constituye el grupo «ra-
tado multiplicativamente», que manifiesta también una
marcada discrepancia con el grupo «ratado aditivamente».
Casi todas las marcas de los percentiles del grupo «nulti-
plicativo» son superiores a las marcas correspondientes de
los otros dos grupos comparados.

Las reflexiones anteriores apuntan la posibilidad de que
el impacto del tratamiento «multiplicativo» sea mayor que

: el producido por el tratamiento «aditivo» que intervendria
sobre una base anterior de mayor estabilidad que la que
corresponderfa al tratamiento «multiplicativo». Los efectos
recogidos en las figuras 1 y 2 no se presentan de forma
simétrica por la existencia de «otras» estrategias de resolu-
cién, no abordadas en este estudio.

Conclusiones de la experimentacién.
Consecuencias y perspectivas de la
investigacién realizada

El estudio de los resultados obtenidos en la experimenta-
' cion realizada apoyan parcialmente la hip6tesis «alternati-
va» sustentada en este trabajo, al no confirmar la hipéte-
sis estadistica nula objeto de contraste, tanto en su ver-

El estudio
de los resultados
obtenidos en la
experimentacion
realizada apoyan
parcialmente
la hipotesis
«alternativa»
sustentada
en este trabajo,
al no confirmar la
bipotesis
estadistica nula
objeto de
contraste...

tiente referida a estrategias utilizadas
tras el tratamiento recibido como al ren-
dimiento en la resolucién de tareas.

1. La aplicacién del tratamiento «multi-
plicativor, en el grupo GR. MULT., se
muestra efectiva como se comprueba a
través de los niveles de significacién de
las diferencias en el item 5 (estrategia
utilizada y resultado obtenido), un item
de naturaleza netamente multiplicativa,
y en el item 1 (estrategia utilizada), asi
como en otros casos sefalados en las
tablas comparativas, Las diferencias se
constatan entre el grupo «aditivo» (GR.
ADIT) y el grupo «multiplicativo» (GR.
MULT.), asf como entre este Gltimo y el
grupo de control.

2. La aplicacién del tratamiento aditivo
produce resultados parcialmente signi-
ficativos en la comparacién con los gru-
pos no sometidos a ese tratamiento. No
se produce, sin embargo, ninguna dife-
rencia significativa referente al rendi-
miento (correccion de resultados) entre
el grupo aditivo v el grupo de control
(las diferencias m4s destacables, y sig-
nificativas, afectan a las estrategias
empleadas en los items 1y 4).

3. Bl hecho de que la estrategia aditiva,
como tratamiento, no haya producido
diferencias significativas en el rendi-
miento, con el grupo de control, sugie-
re la posibilidad de formular una nueva
hipétesis para posteriores estudios,
basada en la conjetura de que la estra-
tegia aditiva constituye una idea previa
mds arraigada en los estudiantes que la
estrategia multiplicativa.

La errénea estrategia aditiva simple
(suma de las dos fracciones), utilizada
para hallar la fraccién global corres-
pondiente a una situacién en que se
conocen dos fracciones referidas a dis-
tintos subconjuntos del global, podria
basarse en una traslacién de la acertada
estrategia utilizada con nimeros ente-
ros, consistente en la suma de los
ndmeros enteros correspondientes para
hallar el namero de elementos de la
unién de dos conjuntos, cuando éstos
son disjuntos, no ampliable automatica-
mente a los nameros racionales.




4. Las diferencias en el impacto de los
dos tratamientos aplicados y la mayor o
menor pervivencia de hibitos o de
ideas de resolucién apoyan el plantea-
miento de este trabajo en cuanto a la
conveniencia de distinguir entre ideas
previas con cierto nivel de arraigo e
ideas inducidas, o incluso improvisa-
das, tendentes a salir de la situacién
(mediante procedimientos atin oscuros
o recurriendo al azar).

5. Los resultados de esta experimenta-
ci6bn no contradicen las reticencias mos-
tradas en la justificacién de la misma,
respecto al paradigma constructivista
en educacién, o al menos respecto a
algunas de las formulaciones, acaso
supertficiales, triunfantes como caracte-
rizacion del constructivismo, entre ellas
la negacion de la posibilidad de trans-
misién del conocimiento y, por lo
tanto, de su enseflanza y la mitificacion
de las ideas previas, en todas sus mani-
festaciones, como elementos persona-
les idiosincrésicos.

Podria objetarse que las conclusiones
alcanzadas no hacen sino confirmar lo
obvio, lo que es innegable desde el
mero «sentido comin»; aunque esta
objecion no es desdefiable, se debe lla-
mar la atencidén sobre las pretensiones
de la «evolucién constructivista», de
oponerse a una concepcién «radicio-
nalb del conocimiento y del aprendizaje
que, hasta ahora, se habia considerado
«bvia» y de «sentido comin».

6. En el terreno de la prictica docente,
si los resultados obtenidos en este tra-
bajo no fueran refutados por posterio-
res investigaciones, perderian fuerza las
instrucciones y recomendaciones para
que al inicio de cada tema se investi-
guen, con cierta formalidad exterior
(pruebas, cuestionarios...) y bajo un
enfoque simplista, las ideas previas de
los alumnos. La realizacion de investi-
gaciones sobre las ideas de los alumnos
v su relevancia facilitadora u obstaculi-
zadora del aprendizaje, se revela como
una tarea compleja, abordable, en
nuestra opinién, por los practicantes de
la ensefianza, pero sobre la base de un
importante esfuerzo.y reflexion. Junto a
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los resultados que este tipo de investigaciones, adquiri-
rian cierta revalorizacién los métodos de explicacion
apoyados en la utilizacién del didlogo con los alumnos
y en favorecer la libre expresiéon de éstos, didlogo a tra-
vés del cual pueden manifestarse, de manera informal,
pero valiosa, las opiniones, ideas y aportaciones de los
alumnos. De hecho, el didlogo es una de las vias funda-
mentales en la investigacién, por parte de autores cons-
tructivistas, de las ideas previas de un sujeto o de un
namero reducido de ellos (estudio de casos, tutoria indi-
vidual...); aunque las condiciones del aula no permiten
extender el método del didlogo con la misma profundi-
dad con que puede realizarse a nivel individual, el prin-
cipio puede ser mantenido, sin antagonismo con el lla-
mado método «ransmisivos.

En cualquier caso, estas conclusiones son resultados muy
limitados que necesitan de nuevas investigaciones, sobre
el mismo fendémeno concreto estudiado y otros distintos,
que puedan enriquecerlas y darles una mayor o menor
verosimilitud.
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Matematicas no eurocéniricas
para uvna educacion
intercultural*

*

José Joaquin Arrieta Gallastegui

* ARECE dificil de negar el hecho de que las diversas inter-

Este articulo se corresponde
casi literalmente con la confe-
rencia que el autor presenté en
el Congreso Internacional de
Computacién y Ensefianza de
las  Matematicas (COMPU-
MAT) realizado en noviembre
de 1997 en la Universidad de
Cienfuegos (Cuba).

pretaciones epistemoldgicas acerca del status cientifico de
las matemdticas tienen una influencia decisiva en la con-
sideracion de su historia y su ensefianza. Por poner solo
un ejemplo bastante reciente, qué duda cabe que la con-
sideracién bourbakista de dicha ciencia, sintetizada en el
articulo firmado por el colectivo autodenominado Nicolds
Bourbaki sobre la «Arquitectura de las Matemadticas» (ver
bibliografia), ha determinado su visién de la historia de la
misma, asi como su concepcidén de qué y cémo ensefiar-
la, puesta de manifiesto en la década de los sesenta bajo
la denominacién de las «matemdticas modernas: o la
«quueva matematica.

El eslogan que acufi6 Jean Dieudonné, quizis el bourba-
kista mas osado a la hora de asumir y defender sus pecu-
liares posicionamientos pedagdgicos, amparandose incluso
en los planteamientos cognitivos de Jean Piaget, con moti-
vo del coloquio de Royaumont realizado en 1959, pone de
manifiesto esta interrelacion entre las matematicas, su his-
toria y su enseflanza. Su 4Abajo Euclidesh, pues tal fue el
eslogan que popularizd, estd plenamente justificado en fun-
cién de sus planteamientos histéricos, recogidos en su obra
Elementos de bistoria de las matemdticas, asi como de su
afirmacién de que la ensefianza debe centrarse en la com-
prension del método axiomdtico (Hernandez, 1978).

Podrfamos también recurrir, retrocediendo hacia el pasa-
do, al gran filoésofo de las ideas, Platdn, el cual también
explicitd, a lo largo de sus Didlogos, en especial en el
Menon, cudl era su concepcion de las matemdticas, su his-
toria y su ensefianza, pero pensamos que no es necesario
ejemplificar mas ante lo evidente del asunto.

En el presente trabajo pretendo defender explicitamente
tres tesis al respecto (aunque por razones de espacio me
detendré especialmente en la segunda):



x

1. En la mayor parte de las historias de las matematicas
conocidas podemos comprobar que se oculta, o no
se fundamenta en absoluto, la concepcidn epistemo-
l6gica que se tiene de dicha disciplina. iQué se
entiende por matemdticas?, ;qué se entiende por cien-
cia o ciencias?, ;y por abstraccién? Estas preguntas,
desgraciadamente, no se suelen responder con rigor
en los libros publicados al respecto, cuando lo llegan
a hacer, por lo que muchas de las afirmaciones que
contienen se deben asumir como dogmas de fe, sin
posibilidad de discusién o, en su caso, de refutacion.

2. Los textos de historia de las matematicas se han escri-
to con un marcado sesgo eurocéntrico, ignorando,
devaluando y distorsionando la actividad matemitica
realizada al margen del continente europeo. Parece
ser que Unicamente los habitantes del mismo han
sido capaces de aportar algo a la «eina de las cien-
cias», al espiritu humano creador capaz de construir-
la'y desarrollarla con racionalidad y rigor.

3. la educacién matemdtica, al no fundamentarse en
una adecuada epistemologia e historia de la misma,
no favorece la concrecién de una educacién intercul-
tural, mis necesaria que nunca en esta llamada «aldea
global»,

Para defender estas tesis vamos a criticar, detenidamente,
un amplio conjunto de textos de historia de las matemati-
cas elaborados tanto en los paises del entonces llamado
segundo mundo, o paises del Este, hasta la caida del muro
de Berlin, como en los mas desarrollados del primer
mundo, ahora llamados, de manera algo mids aséptica,
paises del Norte. Comenzaremos criticando a los que
mayor influencia han tenido en la formacién de las per-
sonas asistentes al COMPUMAT, en concreto los del his-
toriador de Alemania del entonces Este, Hofmann, y el
utilizado en las universidades cubanas como libro de
texto, obra del ruso Ribnikov, para continuar con algunos
clasicos editados en los paises occidentales; en concreto
me referiré Gnicamente, por cuestién de economia y de
tiempo disponible, a las obras de Rouse Ball, de princi-
pios de siglo, y a las mds recientes de Morris Kline y,
como no, las del todoterreno, asi conocido por su capa-
cidad para apuntarse a todas las batallas, Jean Dieudonné,
bourbakista de pro.

Antes de ello, y para ser consecuente, presentaré una
caracterizacion inicial, meramente descriptiva de lo que
entiendo por matematicas, asumiendo, casi literalmente,
la que presenta el sirio-indio-etiope-inglés Georges
Gheverghese Joseph, reciente autor de una obra que, bajo
el sugerente titulo de La cresta del pavo real. Las Mate-
mdticas y sus raices no europeas, plantea una critica
demoledora, que abunda en defensa de nuestra segunda
tesis. Como afirma dicho autor: das matemiticas han
desarrollado un lenguaje universal con una clase particu-
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lar de estructura légica. Contienen un
cuerpo de conocimientos relacionado
con el ntmero y el espacio, y prescriben
un conjunto de métodos para alcanzar
ciertas conclusiones acerca del mundo
fisico (y para la resolucién de infinidad
de problemas, ademas de poder ser con-
siderada como un instrumento de comu-
nicacién preciso y riguroso, que no
encierra ambigiiedades, dirfamos noso-
tros). Y es una actividad intelectual que
exige intuicibn e imaginacién para
deducir demostraciones y alcanzar con-
clusiones. Ademas, y con frecuencia,
recompensa a las mentes creativas con
un fuerte sentido de satisfaccién estética
(Gheverghese, 1996, 26).

Una caracterizacién epistemolégica, en
el sentido fuerte de la misma, nos con-
ducirfa a desarrollar un discurso que,
por su extension y dificultad, no pode-
mos desarrollar aqui y ahora, aunque
en la bibliografia utilizada puede
encontrar el lector una referencia sobre
la «Teorfa del cierre categorials, elabora-
da por mi profesor de filosofia en
Oviedo (Asturias), Gustavo Bueno, que
da cuenta de lo que son las ciencias, y
en concreto las matemadticas, con gran
profundidad y de manera absolutamen-
te adecuada, a mi parecer.

Las historias de las Mate-
maticas desde una pers-
pectiva marxista

Al poco de iniciar la lectura del libro
del aleman Hofmann, se topa uno con
la siguiente afirmacién: €a matematica
como ciencia empieza, en realidad, con
Anaxagoras de Klazomene (5007-428
an.e.), quien sentd que, en lo inferior a
lo pequefio, no hay un minimo, sino
solamente algo mis pequerio, e igual-
mente en lo grande» (Hofmann, 1968,
20). Y por mucho que uno indague
hacia delante o hacia atris en el libro,
no encuentra en él ningGn motivo ni
para afirmar ni para negar tal afirma-
cién. Como no define lo que entiende
por matemdtica, la tesis de que la
misma empieza con ese autor griego




puede aplicarse a cualquiera de los
citados en el libro, griegos o no, anti-
guos O contemporaneos.

Por otra parte, la estructuracién de su
libro refleja claramente la asuncién de
lo que denominaremos, con Ghever-
ghese, la trayectoria eurocéntrica cldsi-
ca, consistente en afirmar que las mate-
madticas nacieron en Grecia, languide-
cieron durante mil aflos en la edad
oscura o edad media, y volvieron a flo-
recer con el renacer del pensamiento
griego en la Italia renacentista; tesis tan
extendida y difundida como errénea,
tal y como pensamos argumentar (ver
grafico 1.

Por su parte, el historiador ruso de las
matematicas Ribnikov, presenta en muy
pocas péginas, en las comprendidas
entre la 9 y la 19 de su historia de las
mismas, un compendio de tdpicos,
basados en la concepcién materialista
histérica del marxismo, que utiliza
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dicho autor cien afios después, y mds teniendo en cuen-
ta que, al igual que Max, no aportd gran cosa, por no
decir nada (véanse sus Cartas sobre las Ciencias de la
naturaleza y las matemdticas), al desarrollo de la mate-
matica del siglo XIX, podré tener un sentido ideolégico y
politico, pero en absoluto cientifico e historico. Por si
fuera poco, asume también con Engels la idea eurocéntri-
ca de que das ciencias naturales tedricas, si quieren seguir
la historia del surgimiento y desarrollo de sus tesis gene-
rales actuales, estan obligadas a dirigirse a los griegos
(Engels, 1987, 340-341).

Tesis que corrobora Ribnikov al recurrir a una periodiza-
ci6n de la historia de las matematicas, tomada prestada de
su compatriota Kolmogorov, de sesgo también netamente
eurocéntrico: -tras su nacimiento en Grecia durante los
siglos VI'y V an.e., se desarrolla el periodo de las mate-
maticas elementales, hasta el siglo XVI, en el Rena-
cimiento, para continuar con el periodo de las matemati-
cas de las magnitudes variables, hasta mediados del siglo
XIX vy finalizar con el periodo actual de las matemiticas
contemporaneas.

Pero, es mas, defiende, en flagrante contradiccion con sus
presupuestos marxistas, tesis tan poco materialistas como

posteriormente con profusién para pre- el renacer cuando afirma que las teorfas matemiticas preceden al
tender justificar y fundamentar la evo- del pensamiento método matemitico, invirtiendo la relacién existente entre
lucion historica de las matemdticas; lo griego teorfa y praxis, o cuando habla de la llegada de la Edad
que ocurre es que, a nuestro entender, en la TIialia Media, como si esta Edad llegase del cielo, o como cuan-
las determinaciones pricticas de las : do defiende que Jo nuevor irresistiblemente vence, bas-
que habla, de tanto determinarlo todo renacentista. .. p
) tando con entender por do nuevor lo que acabard ven-
acaban por no determinar nada. Pero ciendo; o, por tltimo, cuando teoriza sobre la lucha
no nos adelantemos. encarnizada de Jo nuevo contra lo viejos, al referirse al
Comienza recurriendo a Engels para desarrollo histérico de los conceptos matematicos
definir las matemiticas como la ciencia ‘(Lizcano, 1993). Por otra parte, sigue insistiendo en la
cuyo objeto lo constituyen las relacio- existencia de leyes objetivas del desarrollo de las mate-
nes cuantitativas y las formas espaciales mdticas, sin mostrar cuiles son dichas leyes y cémo fun-
del mundo real. Seguir invocando a cionan para predecir, por ejemplo, el devenir de la mate-
EDAD OSCURA DESCUBRIMIENTO RENACIMIENTO v I\Elzlé(l)OPQE S
GRECIA e ———— DEL SABER —_—
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matica rusa contemporanea, ademds de referirse al herois-
mo de los cientificos, especialmente, cémo no, al de los
cientificos nacionales (los soviéticos, se sobreentiende, no
los demais).

Veamos como utiliza el materialismo histérico para expli-
car el desarrollo de diferentes matematicas en distintas
culturas y civilizaciones. Afirma, por ejemplo, que das
causas de que la matemadtica de China (y como veremos
mis adelante también de la India) adquiera tales particu-
laridades, radica en las condiciones socio-econémicas de
la vida en sociedad. Las condiciones fueron tales que
estos Estados, en calidad de una de sus funciones funda-
mentales, estuvieron obligados a tomar para si la organi-
zacion de los trabajos sociales en las ramas de la irriga-
cién, transporte y obras defensivas. Las preocupaciones
constantes sobre el calendario y sobre la comunidad y el
rigor de las instituciones religiosas acrecentaron esta
orientacion de los trabajos cientificos. La opresién feudal
y la presién de la religion determinaron el caricter lento
y estancado del desarrollo de todas las ciencias, entre
ellas de las matematicas» (Ribnikov, 1987, 38).

Nos podemos preguntar que si esto es cierto, por qué no
lo es también para el caso de Babilonia o de Egipto, o si
esas determinaciones explican la emergencia de los
nimeros negativos en la civilizacién china. Otro tanto
ocurre cuando argumenta que en la India, hacia el
comienzo de nuestra era, ya estaba constituido un sistema
feudal desarrollado de organizacién de la sociedad. da
prolongada separacion en castas de los grupos sociales de
la poblacion que determind, a pesar del, a veces violen-
to, curso de los acontecimientos politicos, el ritmo tan
lento del desarrollo de la produccién y la ciencia. Los
colonizadores ingleses, franceses y portugueses, en el
transcurso de los siglos, frenaron forzadamente el natural
desarrollo de la produccién, la ciencia y la cultura hindq.
Sélo en nuestro tiempo transcurre un proceso de libera-
cién nacional y elevacion de la fuerzas productivas de la
India» (Ribnikov, 1987, 44), solo que en esta ocasidn riza
el rizo, puesto que si el desarrollo tenfa previamente un
ritmo tan lento, ;como pudieron los colonizadores frenar-
lo forzadamente atn mas?

Claro estd que todo se puede entender si se asume la pos-
tura reduccionista y economicista del autor. Si, como él
dice, la historia ensefia que «l desarrollo de todas las
formas de actividad de la sociedad humana transcurre bajo
la influencia de los nicos motivos del desarrollo econ6-
micor (Ribnikov, 1987, 50), no es de extrafiar que tenga
que hacer malabarismos para explicar que en distintos
estados feudales se desarrollase una matemitica inferior a
la realizada en los estados-nacién esclavistas que caracte-
rizaron el mundo griego. Ahi radica, a mi juicio, la ende-
blez de toda su argumentacién, pues estd claro que no
existe una correlacion positiva perfecta entre el desarrollo
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Por tltimo, su aceptacion de la trayec-
toria eurocéntrica cldsica se pone de
manifiesto nuevamente en citas como
las dos que siguen a continuacién:
«obre los cambios que ocurrieron en
las matemiticas en este perfodo de
tiempo ~se refiere a la época posterior
a Euclides, Arquimedes y Apolonio—,
podemos juzgar por las obras que han
llegado hasta nosotros. Estas dltimas
muestran, ante todo, que bruscamente
disminuyé y despues se suspendié
totalmente el proceso de formacién de
teorfas matemdticas» (Ribnikov, 1987,
99); das contradicciones internas del
desarrollo de la matemdtica en el perio-
do de su reforzamiento coincidieron
con las condiciones sociopoliticas des-
favorables de la época de desintegra-
cién de la estructura esclavista, produ-
cida en virtud de los cambios de la
forma de produccion. Asi, los factores
econdmicos de finales de la formacion
econdmica esclavista resultaron en Glti-
ma instancia la causa determinante de
la supresién temporal del desarrollo
tedrico y practico de las matemiticas.
Para un nuevo ascenso de la ciencia
matemdtica fue necesario un nuevo
ascenso de las fuerzas productivas de la
sociedad humana. En Europa y en la
region de la cuenca del Mediterraneo
este nuevo en principio ascenso apare-
ci6 solo muchos después,
comenzando con la época del llamado
Renacimiento, época de finales del feu-
dalismo y comienzo del desarrollo del
modo de produccién capitalista.
Ademads, una de las fuentes mas impor-
tantes de nuevas ideas matemdticas fue
la asimilacién de la herencia clasica de
los matemdticos de la Grecia Antigua,
Euclides, Arquimedes y otros» (Ribni-
kov, 1987, 106). De nuevo nos topamos
con la trayectoria eurocéntrica cldsica,
la cual hace ahora caso omiso de las
aportaciones de las matematicas chinas,
indias, babilénicas, egipcias, o aribigas,
por citar s6lo estos casos.

siglos

A nuestro juicio, este autor, junto con
muchos otros, confunde el hecho cier-




to de que, histéricamente hablando, las
técnicas son los gérmenes inmediatos
de las ciencias (son, por decirlo de otra
manera, los precedentes genealdgicos
de las mismas que s6lo acotan y siste-
matizan un campo de conocimientos,
previamente roturado por la actividad
artesanal, puesto que la geometria
viene detrds de la agrimensura, la arit-
mética detrds del comercio y la admi-
nistracién bancaria de los sumerios,
etc.), con el hecho de que las matema-
ticas estén determinadas univocamente
por las condiciones materiales de los
diferentes pueblos, algo que la historia
no pone, ni mucho menos, de mani-
fiesto. Una cosa es que la tesis marxis-
ta de que toda ciencia halla su inspira-
cién en alguna practica artesanal ante-
rior y ha sido generada por las necesi-
dades materiales de la sociedad siga
pareciendo basicamente correcta, y otra
es, como deciamos anteriormente, pre-
tender determinarlo todo de acuerdo a
las motivaciones econdmicas.

Las  historias de las
matematicas desde una
perspectiva occidental no
marxista

Comencemos con la obra de un histo-
riador de comienzos de siglo, Rouse
Ball. Segtn este autor, da historia de las
matematicas no puede remontarse con
certeza a ninguna escuela o periodo
anterior a los griegos jénicos» (Rouse
Ball, 1908, 1, citado por Gheverghese
Joseph, 28). Afirmacién que constituye
un resumen razonable de lo que se
reconocia popularmente y se aceptaba
como los origenes de las matematicas
en esa época, si exceptuamos el olvido
de las matematicas indias contenidos en
los Subalsutras (las reglas de las cuer-
das) pertenecientes al perfodo 800-500
a.n.e., lo que los convierte en los libros
de matemdticas al menos tan antiguos,
por no decir mis, como los primeros
que conocemos de los griegos, y que
habfan sido traducidos con anteriori-
dad, en 1875, por Thibaut.
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Las aportaciones babilénicas, egipcias, chinas, precolom-
binas, indias posteriores y del mundo 4rabe, fueron apa-
reciendo posteriormente, por lo que no es de extrafiar
que no las considerase. Pero si se conocian ya textos
como el de Vedanga Jyotisa (500 a.n.e.) que cito a conti-
nuacién y aporta contenido al titulo del libro ya citado de
Gheverghese: «Como la cresta del pavo real, como una
gema en la cabeza de una serpiente, asi son las matema-
ticas: la cispide de todos los conocimientos».

Lo que si nos llama la atencién es que mdis recientemen-
te, en la década de los cincuenta, destacados historiado-
res, como Morris Kline, continuasen afirmando cosas
como las siguientes: {Los matematicos] finalmente se ase-
guraron un nuevo dominio sobre la vida en el terreno
altamente favorable de Grecia y crecieron con fuerza
durante un corto periodo. Con el declive de la civilizacion
griega la planta permanecid en estado de latencia duran-
te 1000 aflos hasta que la planta fue transportada a Europa
propiamente y una vez mds implantada en suelo fértil
(Kline, 1953, 9-10). Desde luego, no puede haber mejor
resumen, expresado metaféricamente y con categorias
biolégicas (nacimiento, crecimiento, declive, fertilidad,...),
de lo que denominamos trayectoria eurocéntrica clasica.
En su posterior obra, ya en los sesenta, dedica s6lo 3 de
la 700 pédginas de su obra Mathematics, A Cultural
Approach a las matematicas egipcias y babilénicas, e insis-
te en devaluar sus aportaciones. Véase sino esta compa-
racién que establece: das matemdticas de los egipcios y
babilonios son garabatos de nifios que estdn aprendiendo
frente a las grandes obras literarias» (Kline, 14).

Bien es cierto que, en su estudio més reciente sobre el
pensamiento matematico desde la antiguedad a nuestros
dias, Kline se digna a incluir un capitulo para cada una de
esas civilizaciones (2 de un total de 33, dedicando menos
de 30 piginas a las mismas, sobre un total de mas de
1000), pero insiste en sus infundadas comparaciones: dos
egipcios y los babilonios se nos presentan como rudos
albaniles, mientras los griegos serfan magnificos arquitec-
tos» (Kline, 1992, 46), descalificando, por otra parte, las
descripciones mis favorables y elogiosas de los logros
egipcios y babilonios al afirmar que «uelen estar hechas
por especialistas en estas culturas, que se convierten,
inconscientemente quizds, en devotos admiradores de su
propio campo de interés» (idem), sin darse cuenta de que
lo que afirma, incluyendo su recurso al inconsciente, se le
puede y debe aplicar a él mismo, dado que es un espe-
cialista de una determinada cultura, la occidental.

Estas tesis nos parecen totalmente inaceptables, al igual
que al tantas veces citado Gheverghese, al menos por los
siguientes cuatro motivos:

1. En primer lugar por el reconocimiento pleno, expre-
sado por los mismos griegos, de su deuda intelectual
con los egipcios. No sélo historiadores como Hero-
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doto (450 a.n.e) o Proclo (400
a.n.e) reconocieron dicha deuda,
sino que incluso tanto Platén como
Aristoteles asi lo hicieron. El pri-
mero nos cuenta en su didlogo
Fedro: Pues bien, of que habia por
Naucratis, en Egipto, uno de los
antiguos dioses del lugar al que,
por cierto, estd consagrado el pija-
ro que llaman Ibis. El nombre de
aquella divinidad era el de Theuth.
Fue éste quien, primero, descubrid
el namero v el célculo, y también
la geometrfa y la astronomia, y
ademis el juego de damas y el de
dados vy, sobre todo, la escritura»
(citado por Bochner, 1991, 35). Por
su parte, Aristoteles, en el capitulo
1 del libro I de la Metafisica, nos
dice que las ciencias o artes mate-
maticas (matbematikai technat)
fueron creadas por los egipcios,
explicando ademds el motivo: con-
taban con una clase sacerdotal
ociosa que disponfa del suficiente
tiempo libre como para poder
dedicarse a tales investigaciones. Al
margen del cardcter mitico de las
explicaciones de Platén o de la
ingenuidad del planteamiento de
Aristoteles con su teorfa de la clase
ociosa, no cabe ninguna duda del
hecho de que los griegos mismos
reconocian ser herederos intelec-
tuales de los egipcios, al menos en
el Ambito de las matematicas.

En segundo lugar, el esfuerzo con-
junto de arquedlogos y traductores
ha puesto de manifiesto, a lo largo
del presente siglo, el alto nivel de
las matemadticas practicadas en las
tablillas mesopotiamicas y en los
papiros egipcios, como cualquier
persona que las estudie detenida-
mente puede apreciar.

En tercer lugar, el olvido de la con-
tribucion 4rabe al desarrollo inte-
lectual de Europa, en general, y de
las matemdticas, en particular, es
otro grave error de la visién «lasi-
ca». Debemos a los drabes, y se
puede apreciar la difusién de sus
aportaciones en el esquema referi-

Al margen del
cardcter mitico de
las explicaciones
de Platon
odela
ingenuidad del
planteamiento
de Aristoteles
con Su teoria
de la clase ociosa,
no cabe ninguna
duda del becho
de que los griegos
MISNOS
reconocian
ser herederos
intelectuales
de los egipcios,
al menos
en el ambito de
las matemadticas.

do a la trayectoria alternativa de la Edad Oscura, que
presentamos en el grifico 2, el haber unido la técni-
ca de la medida, desarrollada desde sus raices egip-
cias hasta su forma final en manos de los alejandri-
nos, y el notable instrumento de célculo, nuestro sis-
tema de numeracién que nacié en la India, asi como
el suplementar estas ramas con un lenguaje sisteméa-
tico y coherente de célculo al que le aportaron nom-
bre: el dlgebra (Al-jabr, equivalente en espafiol a «es-
tauracién», término incluido en el titulo de uno de los
libros del gran matematico del siglo IX Al Khwarizmi).

Negar su aportacién, como veremos mds adelante que -

hace también Jean Dieudonné, supone ponerse la
venda eurocéntrica ante los ojos, venda que impide
conocer con propiedad y rigor histérico el desarrollo
multicultural de las disciplinas matemdticas.

4. Por dltimo, v en cuarto lugar, es necesario reconocer
algo que frecuentemente se olvida y se genera con-
fusion cuando se habla de la cultura o la matematica
griega. Nos referimos al hecho de que existe un perio-
do clisico de dicha civilizacion (600-300 a.n.e.) y un
periodo alejandrino (300 a.n.e.- 400 n.e.), y que, por
lo tanto, no podemos considerar simplemente como
griegos a matemdticos como Euclides, Arquimedes o
Apolonio. Es cierto que escribian en griego, pero tra-
bajaron (algunos incluso nacieron all) especialmente
en Alejandria, en Egipto, en su famosa biblioteca, y
no en las academias de las polis griegas. Convendria
al menos modificar la trayectoria eurocéntrica cldsica
por otra, aunque aln inexacta, que presento en el
grifico 3, méds proxima a la realidad, y que empieza
a ser asumida en diferentes tratados histéricos. No es
posible negar que Egipto pertenece al continente afri-
cano, ni que los yorubas de Etiopia tenian sus propias
matematicas, aunque rudimentarias; cuestiones que
se suelen obviar, quizds por prejuicios de tipo colo-
nialista o racistas.

Dejemos al norteamericano Morris Kline con su visién
sesgada de la historia de las matemiticas, y pasemos a ver
cémo entiende Jean Dieudonné dicha historia. Para ello,
voy a basarme en su reciente estudio (hace menos de diez
afios que se publico el original en francés) titulado: En
bonor del espiritu bumano. Las matemdticas hoy. En
dicho trabajo vuelve a defenderse con fuerza la tesis euro-
céntrica clasica, aunque ya no puede evitar el citar las
aportaciones precedentes a las griegas. Por eso afirma
que: dos textos que nos han llegado de las primeras civi-
lizaciones orientales, de Egipto o de Babilonia, son dema-
siado incompletos como para permitirnos seguir la mane-
ra en que se constituyeron una aritmética y una geome-
tria rudimentarias; ya aparecen muy elaboradas a partir
del II milenio antes de nuestra era. Evidentemente, no se
trata de especulaciones abstractas, sino de recetas, trans-
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mitidas por castas de escribas especializados, y destinadas x* +x = 3/4

a solucionar los problemas practicos que plantea una
sociedad agraria muy estructurada: intercambios, censos,
litigios, repartos» (Dieudonné, 1987, 52).

Pues bien, veamos si, como afirma, no se trata de espe-
culaciones abstractas; y para ello, nada mejor que recurrir
a los ejemplos que él mismo incluye en su libro. En el
mismo, un poco mds adelante, resume asf las aportacio-
nes babildnicas: <Digamos simplemente que, en aritméti-
ca, estos ponen de manifiesto un conocimiento de las
fracciones, de las progresiones aritméticas, quizds de las
progresiones geométricas, asi como de la regla de tres,
Los babilonios daban incluso la solucién a ciertos proble-
mas equivalentes a una ecuacién de segundo grado; por
ejemplo, una tableta muestra la figura de un cuadrado con
el texto siguiente: "he afiadido el lado de un cuadrado a
su superficie y encuentro 3/4, ;cual es el lado?. Se trata
de la ecuacién que escribimos

Y que el escriba resuelve del mismo
modo que lo hacemos nosotros: suma
1/4 a los dos miembros y encuentra
que el cuadrado de x + 1/2 es 1, de lo
que deduce que x = 1/2 (Dieudonné,
1987, 53).

Ademads de olvidarse, curiosamente, de
la existencia en Mesopotamia de un sis-
tema de numeracion sexagesimal,
mucho mis potente que el sistema alfa-
numerico griego, desde luego, acaba él
mismo contradiciéndose, pues si del
ejemplo no se deduce que si eran capa-
ces de realizar especulaciones abstrac-
tas en absoluto dependientes de aplica-
ciones pricticas, no sé qué otra cosa se
puede deducir; ;qué sentido prictico




puede tener afiadir el lado de un cua-
drado a su drea e igualarlo a 3/4? no
estan refiriéndose a un cuadrado y un
lado cualquiera, y por lo tanto a una
abstraccion?

Mas adelante se plantea el tema de las
demostraciones, y cita a Aristoteles para
afirmar con él que: «Las investigaciones
de los matemdticos se refieren a cosas
adquiridas por abstraccién, pues las
estudian después de haber eliminado
todas las cualidades sensibles, tales
como el peso, la ligereza, la dureza,
etc., y solo conservan la cantidad y la
continuidad y esta Gltima puede conce-
birse de una, de dos o de tres maneras»
(Aristoteles, La Repiiblica, citado por
Dieudonné, 1987, 58). Pues bien, ¢no es
esto precisamente lo que hacen los
babilonios en problemas como el cita-
do? jAcaso no excluyen todas las cuali-
dades sensibles de los cuadrados?

También afirma, con posterioridad, que
los primeros textos historicos que con-
tienen demostraciones son los de
Platén v Aristoteles, explicando que el
primero, en el didlogo Mendn, cuenta
cémo Socrates quiere hacer descubrir a
un joven esclavo inculto el modo de
construir un cuadrado cuya 4rea sea
doble de la de un cuadrado dado, texto
que, por cierto, se constituye por otra
parte, sin incurrir en esta ocasion en
una vision eurocéntrica, en el primer
estudio conocido de andlisis diddctico
de las matemadticas; a su vez, en el
segundo, Aristételes se refiere a una
demostracién que incorpora la misma
figura del tridngulo rectdngulo isésceles
necesaria para demostrar el anterior
teorema y constituye también, por la
suya, el primer ejemplo conocido, en
este caso, de razonamiento por reduc-
cién al absurdo, asi como de una afir-
macién de imposibilidad (la conocida
irracionalidad de la raiz cuadrada de 2).

Ahora bien, en ambos casos recurren
a figuras geométricas trazadas en la
arena, lo que le deberfa llevar, por
coherencia con sus planteamientos
epistemoldgicos, a dudar del verdade-
ro caricter demostrativo de tales refle-
xiones. Algo que él mismo reconoce

...S1 los
procedimientos
demostrativos
tanto de Platon,
como de
Aristoteles,
como de Euclides,
recuerdan
el modo de hacer
geomeétrico
de los indios
o los chinos,
Jpor qué atribuir
el método
demostrativo
en exclusiva
a los griegos, sean
éstos clasicos
o alejandrinos?
De nuevo
nos encontramos
con la venda
eurocéntrica.

N

al comentar la posterior obra de Euclides de Alejandria.
Como el propio Dieudonné explica: «a partir de estas
definiciones, propuestas y nociones comunes, Euclides
pretende demostrar la sucesién de sus teoremas. No
deja de sorprendernos un poco que cada uno vaya
acompafiado de una figura. Podrfamos pensar que se
trata simplemente de una ayuda para seguir la demos-
tracién mas facilmente; se ha dicho que el arte de la
geometria consiste en razonar bien sobre figuras falsas.
Enseguida nos damos cuenta de que algunas de estas
figuras desempefian un papel mucho mas esencial, que
recuerda bastante el modo de hacer de los gedmetras
indios o chinos, quienes se contentan con decir "mira"
por toda demostracion, despues de trazar la figuras
(Dieudonné, 1987, 60).

Pues bien, si los procedimientos demostrativos tanto de
Platén, como de Aristételes, como de Buclides, recuerdan
el modo de hacer geométrico de los indios o los chinos,
¢por qué atribuir el método demostrativo en exclusiva a
los griegos, sean éstos cldsicos o alejandrinos? De nuevo
nos encontramos con la venda eurocéntrica.

Por dltimo, para finalizar con la critica del texto de
Dieudonné, pasemos a ver cudl es su concepcién de la
evolucion del algebra. A pesar de haberle otorgado su
propio nombre, como ya dijimos, la aportacién ardbiga
es absolutamente distorsionada, devaluada y casi ignora-
da por este autor. Y si no fijense en esta afirmacion: «el
dlgebra tardé unos 13 siglos después de Diofanto en
convertirse en lo que ahora conocemos» (Dieudonné,
1987 74). Si Diofanto vivi6é aproximadamente en el siglo
IV de nuestra era, eso quiere decir que hasta el siglo
XVI, hasta la obra de los algebristas italianos Luca
Pacioli, Bombelli, Cardano o Tartaglia, el dlgebra apenas
avanzo, tesis absolutamente impresentable en términos
histéricos por su desprecio total a la aportacién de los
algebristas drabes.

Para terminar, una peticién y una cita. La peticién consis-
te, en primer lugar, en reivindicar que se procure averi-
guar, cuando nos enfrentemos a cualquier texto de histo-
ria de las matemadticas, cudl es la fundamentacion episte-
molégica asumida por su autor, cudl es su concepcion
explicita o implicita de las matemdticas; en segundo lugar,
que se rastreen los prejuicios eurocéntricos de dicho autor
o autora para, por Gltimo, y una vez quitada la venda de
los ojos, poder incorporar a la ensefianza una vision his-
térica favorecedora de una verdadera educacién intercul-
tural, no sesgada, por lo tanto por prejuicios colonizado-
res y racistas.

La cita es, de nuevo, y en homenaje a su autor, del cita-
do Georges Gheverghese Joseph. Dice asi: «Y, sin
embargo, si hay un solo objeto universal, uno que tras-
cienda las barreras linguisticas, nacionales y culturales,
y es aceptable para todos y no es negado por ninguno,
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es nuestro actual conjunto de nimeros. Desde sus
remotos comienzos en la India, su difusién gradual en
todas las direcciones permanece como el gran episodio
romdntico en la historia de las matematicas. Es de espe-
rar que este episodio, junto con otros logros matemati-
COs no europeos destacados en este libro, ayudard a
ampliar nuestros horizontes ¥ a romper la estrechez de
miras que subyace bajo la percepcion eurocéntrica del
desarrollo del conocimiento matematicon (Gheverghese,
1997, 467).
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Las transparencias
participativas en la didactica
de las matematicas

Jose M. Galdén Canavese

Cristina Ramirez Rigo

Las transparencias para
retroproyeccién creadas con
técnicas que hagan
participar y motivar a los
alumnos constituyen un
recurso muy considerable en
la didactica de las
matematicas. Su uso
sistemdtico requiere un
acondicionamiento del aula,
que se puede realizar en
todos los centros. Se
presenta un ejemplo de la
construccién de una funcién
a trozos con su guia
didéctica.

N TODA exposicién, desarrollo, demostracion, o técnicas
para resolver un problema, se utiliza una cadena de impli-
caciones, una presentacién —paso a paso—, que configura
el concepto que hay que tratar. Es la propia naturaleza de
la asignatura la que obliga al empleo de esta metodologfa.
Pensemos en cualquier clase que impartimos de matem3-
ticas y podremos desglosar, en sucesivas etapas, la incor-
poracién de informacién, propiedades o implicaciones
que van aclarando y resolviendo la cuestion tratada.

Conociendo las caracteristicas del retroproyector,
(Mallas, 1979), podemos plasmar todas esas sucesivas
etapas y pasos en un soporte material: las transparencias
participativas.

Transparencias participativas

Este modo de proceder en matemdticas se adapta perfec-
tamente a la finalidad para la que fue inventado, alld por
los afios cuarenta, el proyector de gran formato. Se trata-
ba de poder dar informacién a través de células superpo-
nibles, que constituirfan al final el concepto y que, a su
vez, se pudiera afiadir o prescindir de alguna de ellas, con
una manipulacién rapida.

De esta manera, se podria preparar con antelacion la
explicacion de la clase, realizar buenos gréficos de ayuda,
utilizar los colores con propiedad, y estar mas suelto en el
propio acto de la clase, para supervisar el trabajo que rea-
lizan los alumnos; es decir, tener un «software» elaborado
con este proposito.

Las transparencias participativas (1990) elaboradas, con
técnica de Superposiciones, Entramados y Monitor Mévil,
por el profesor con su propia maestria metodolégica en el



enfoque y desarrollo del tépico en cuestién, forman un
auténtico material audiovisual de apoyo.

Supetposiciones o c€lulas de informacion basica y conca-
tenadas con las restantes.

Entramados o compartimentos estancos que separan las
diferentes etapas de construccién del tépico.

Monitor Mévil de ayuda rapida en nuevas situaciones de
giros y traslaciones.

La participacion del alumno queda de esta forma poten-
ciada, no ya por el propio tirdn del medio audiovisual
(MAV) utilizado, sino, fundamentalmente, por el ofreci-
miento constante de pistas, insinuaciones y ayudas grafi-
cas que retroalimentan la motivacién.

Sistematizacién

Una de las conclusiones del I Seminario Internacional
sobre Medios Audiovisuales en el Sistema Educativo, cele-
brado en Madrid, en 1981, por el MEC, fue que el uso
esporadico y casi anecdético de los medios audiovisuales
es contraproducente.

La utilizacién de las transparencias en clase la hacemos de
forma continua. Desde el curso escolar 1980-81 he ido
creando transparencias de diversos topicos de nuestra
asignatura, que hasta la fecha forman una coleccién de
unas 800, que abarcan los contenidos del BUP, COU, la
ESO vy el Bachillerato de la LOGSE, en temas de Algebra,
Trigonometrfa, Iniciacién al Analisis, Calculo Infinitesimal,
Calculo Integral, Complejos, Cénicas, Algebra Matricial,
Geometrfa, Estadistica, Probabilidad, Sistemas Lineales,
Programacion Lineal y Curvas y Superficies.

Este uso continuo y a diario en clase requiere disponer de
aulas preparadas, en las que estén fijos y bien posiciona-
dos el hardware que hay que utilizar (G. Herrera, 1981).
De acuerdo con nuestra experiencia, de més de diez afios
de utilizacién sistematica del retroproyector, se trata de
una condicion necesaria. La configuracién de espacios en
los centros no tiene en cuenta esta condicion, que de
cumplirse, incitarfa al profesorado a la creacién y uso de
material de paso (Galdén, 1988). Por tanto, se hace
imprescindible el acondicionamiento de aulas, que estén
preparadas para el uso sistematico de MAV por el profe-
sorado que desee aplicar un material que ha elaborado, y
con fines de ayudar a la motivacién, comprensién y
refuerzo de los conceptos a explicar.

Acondicionamiento de las aulas

Se trata de disponer de algunas aulas en las que perma-
nezcan de forma estacionaria y éptimamente posiciona-

dos los aparatos a utilizar. L.os alumnos
acudiran a ella, al igual que lo hacen a
la clase de Dibujo, Informitica, Tecno-
logfa, Laboratorios, Plistica y Educa-
cién Fisica, que disponen de materiales
adecuados.

Desde el curso escolar 1984-85 y en
diferentes institutos he realizado este
acondicionamiento, con unos costes
perfectamente asumibles. El boceto
muestra los elementos de que consta.
Se ha realizado en los siguientes insti-
tutos: Guanarteme de Las Palmas de
Gran Canaria (curso 1984-85), Arturo
Soria de Madrid (cursos 1985-88); y
Carlos Bousofio de Madrid (cursos
1989-97) donde sigue disponible.

Figura 1

Figura 2




Construccion de una fun-
cién a trozos como ejem-
plo de transparencia parti-
cipativa

Esta transparencia consta de Base (B) y
de 10 Superposiciones (81, S2,..., S10).

Base (B)

Se presenta la funcién definida a trozos,
en este caso cinco entre rectas, parabo-
las e hipérbolas!. Aparece el sistema de
coordenadas, donde los alumnos trata-
ran de representar la funcién dada.

Superposicion 1 (S)

Esta célula define, marca, sefaliza?,
centrando al alumno en la regién, zona
o intervalo donde tiene que construir el
primer trozo de la funcién, y = {0 = 2.

Aparece también marcado el intervalo
en la propia funcién. Se recalca la
importancia de la frontera; que el pri-
mer intervalo es abierto por la derecha.

Superposicion 2 (S,)

Una vez que los alumnos han represen-
tado en la zona marcada, (o, —4), se
procede con esta superposicién a mos-
trarla y dar los comentarios oportunos,
corregir errores, etc. Se recalca de nuevo
la importancia de lo que ocurre en
x = —4 y el porqué del agujero que apa-
rece y su significado®. Se pregunta acer-
ca de la siguiente zona y tipo de interva-
lo. Quitamos las superposiciones S, y S,.

Superposicion 3 (S,)

Esta célula superponible hace aparecer
la zona donde los alumnos han de
construir un trozo de pardbola; esta la
expresamos en la forma de traslacion
para que localicen ripidamente el vér-
tice?, Aparece también sefializada en la
funcién dada, el intervalo donde tienen
que representarla. Se recuerdan los ele-
mentos de la pardbola.

Superposicion 4 (S,)

Dando un tiempo prudencial de trabajo
a los alumnos, se muestra esta célula;
aparece el trozo de pardbola. Se hacen
comentarios acerca del porqué hay
agujero en (0, 3) y no lo hay en (-4, 3).
¢Y qué ocurre concretamente en la pri-

Ya se ha explicado mediante
ofras transparencias las funcio-
nes elementales rectas, pard-
bolas e hipérbolas.

En la transparencia vienen
sefalizadas con diferentes
colores. Por imposibilidad de
impresién en colores, los susti-
tuimos por diferentes rayados
y punteos.

Nuestra infencién es también
preparatoria para el limite.

Anteriormente se ha explicado
con transparencias provistas
de monitor mévil, las locdliza-
ciones del vértice.

By

mera frontera, y en sus proximidades? He aqui la gran
ayuda que nos dan las transparencias construidas con téc-
nica de superposiciones. Ahora podemos mostrar el des-
pliegue de todas las células anteriores juntas, B-§-S,-8,-S,.

De esta manera vamos preparando para la introduccién a
los limites laterales. También aprovechamos para pregun-
tar por el calculo de f(—4), el valor de una funcién en un
punto, y el trozo al que tenemos que acudir. Insistimos en
el valor que toma una funcién en un punto, y lo que ocu-
re en sus proximidades. Prescindimos de las superposi-
ciones anteriores.

Superposicion 5 (S,)

Previa pregunta sobre el siguiente intervalo, lo mostramos
en esta superposicion; jes abierto? ;Qué tipo de funcion
debemos construir en él?

Superposicion 6 (S

Damos la solucién. Se comenta el dominio en este interva-
lo y la definicién de f(2). Podemos hacer uso de todas las
superposiciones anteriores para recalcar definiciones en
puntos, lateralidades, crecimientos, etc, con B-S-S..
(Podemos representar esta grafica, por ahora, sin levantar
el lapiz del papel? ;Que ocurre en x = -4, x = 0, x = 2? Son
numerosas las preguntas que se pueden realizar para
repaso y refuerzo. Quitamos todas las superposiciones.

Superposicion 7 (S.)

Se muestra la zona donde han de actuar. sEs abierto o
cerrado el intervalo? ¢Que tipo de funcién hemos de cons-
truir en éI?

Superposicion 8 (Sy)

Ofrecemos la solucidén. Comentamos la pendiente, su
signo, v lo que ocurre en las fronteras. Podemos utilizar
todas las superposiciones anteriores para repaso, sedi-
mentacién de conceptos, etc. Quitamos de S, a S,

Superposicion 9 (S,)

Es la ultima regidn en la que tienen que representar
y =2

Superposicion 10 (S,,)

Aparece la recta en cuestion en el abierto (5, ). Estd defi-
nida en x = 5? Ahora podemos ensefiar la funcién que nos
pidieron representar B-S-S,,. Aqui aparece la grifica con
fondo de los distintos intervalos. Las preguntas las centra-
mos en las fronteras.

Si queremos presentar la grifica sin el marcaje de las
zonas, quitaremos todas las superposiciones que
muestran esas regiones, dejando S,-S,-S.-S.-S . A su
vez podemos visualizar solamente los diferentes inter-
valos, basta con dejar las superposiciones impares.
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Conclusiéon parencia es superior (Mallas, 1977 y 1979; Coppen, 1978;

Desde nuestra experiencia en la utiliza-
cién de MAV en matemdticas, las venta-
jas que nos ofrece el retroproyector son
superiores a las que nos puedan ofrecer
el proyector de diapositivas o el mag-
netoscopio, aparatos de los que dispo-
nen casi todos los centros. Crear una
buena transparencia en matematicas es
mucho mas facil que crear una buena
diapositiva, y no digamos de una filma-
cién en video. Diddcticamente la trans-

E. Pablo, 1977; Brown, 1981). Es el tGnico aparato que fue
creado expresamente para ensefiar, ofreciéndonos unas
prestaciones (Galdon, 1990) inigualables para la didacti-
ca de las Matemdticas, siempre que se elabore el softwa-
re adecuado, siendo el propio profesor con su experien-
cia y maestria el que mejor puede crearlo, y los centros
facilitar su uso con aulas acondicionadas.

El trabajo se vera compensado por la satisfaccién que pro
duce la investigacion creativa y su aplicacion, asi como la
observacién de la mejora de la motivacion y el aprendi-
zaje de los alumnos.
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Matematicas y consumo:
el encuentro con el euro

Francisco Gonzalez Garcia

Moisés Coriat Benarroch

La formacién escolar suele
reclamarse como solucién
para miltiples problemas.
Los autores planteamos en
este articulo algunos de los
problemas «muy cotidianos»
que la entrada en vigor de la
moneda Gnica europea nos
traerd en pocos afios. Desde
la perspectiva de la
formacién del consumidor y
de la ensefianza de las
matematicas, el curriculo
escolar puede anticiparse a
estos problemas y presentar
soluciones para los cambios
que se avecinan.

mL EURO desde la Educacién del Con-

sumidor

El dinero es un elemento bisico en la economia de mer-
cado v sus problemas desde la Educacién del Consumidor
puede plantearse en dos niveles distintos. En el nivel
macroecondmico cuestiones como la masa monetaria de
un pais, el precio del dinero y su relacién con la inflacién,
intereses e inversidn, etc., son temas de interés. En el
ambito microecondémico, personal o familiar, el dinero es
esencial en la medida en que permite satisfacer nuestras
necesidades. Para los nifios saber manejar el dinero, en
sus formas de presentacién habituales, supone un aspec-
to mis de su autonomia personal y social.

Pujol (1996) se pregunta sobre la existencia de contenidos
especificos en esta materia transversal y plantea la necesi-
dad de explicitar sus contenidos. En estas lineas, quere-
mos llamar la atencién sobre un problema que se dibuja
en nuestro horizonte, problema que deriva de una con-
juncién de elementos macro y microeconémicos: la en-
trada en vigor de la unién monetaria europea (1 de enero
de 1999) y con ella de la moneda tnica, el euro (e).

Durante tres afios de transicidn, hasta el 2001 incluido, el
euro no existird como moneda fisica pero si como apunte
contable. Con el afio 2002 entrarin en circulacién monedas
y billetes de euro, conviviendo con las monedas nacionales
y desde el uno de julio de ese afio, las pesetas dejardn de
ser operativas aunque canjeables por euros sin fecha limite.
En la actual coyuntura econémica de crecimiento o expan-
sién, este calendario aparece hoy como intocable aunque es
muy debatido qué paises entrardn efectivamente en la unién
monetaria y estrenardn moneda. Sin embargo, con o sin
retrasos de calendario, la unién monetaria se ha constituido
en un objetivo esencial del proceso de unién europea.




En lo macroecondmico, la unién monetaria parece traer

grandes beneficios: estabilidad econémica, tipos de inte-
res e inflacién bajos, control del déficit publico, etc.
Estos pardmetros inciden en nuestras vidas pero atn
quedan algo alejados de las incidencias diarias. Mas pré-
ximos a lo cotidiano estdn otros cambios que inducira el
euro. Asi, la contabilidad de todas las entidades banca-
rias y de las diferentes administraciones deberd modifi-
carse, igualmente los contratos a medio y largo plazo
(una hipoteca, por ejemplo) pueden verse afectados, los
sistemas informaticos, asi como las tarjetas bancarias y
comerciales, los cajeros automiticos, las cabinas de telé-
fono y todas las maquinas que funcionan con monedas,
deberan manejar euros.

Recientemente, nuestro sistema de monedas ha sufrido
una modificacién tendente a racionalizar y ordenar el apa-
rente caos en la tipologia de las monedas. Este cambio ha
necesitado una amplia campafia del Banco de Espafia,
porque identificar y reconocer el valor de las monedas en
uso es una habilidad cotidiana no exenta de ciertas difi-
cultades. Llega a transformarse en hibito, cuyas certeras
estrategias generan incomodidad a la hora de modificarlo.

En el nivel microeconémico, la entrada en vigor del euro
como moneda operativa y Gnica va a significar un cambio
social de envergadura. En un lustro hemos de modificar
nuestros conceptos y habilidades de trabajo con el siste-
ma monetario. El futuro sistema se basari en la moneda
Unica europea, el euro, dividido en 100 partes llamadas
cents (Baztdn, 1997). Se acufiardn monedas de 1, 2, 5, 10,
20y 50 cents y de 1y 2 euros. En papel se prevén siete
billetes diferentes de S, 10, 20, 50, 100, 200 v 500 euros.
En la actualidad el ecu, predecesor del euro, equivale a
unas 165 pesetas.

Este cambio a una nueva moneda con un valor moneta-
rio tan elevado probablemente tendrd numerosos efectos
psicologicos y colectivos:

» ¢ Tendremos la impresién de ganar menos, al expresar
los salarios en euros,

* Inicialmente se razonard como si estuviésemos en un
pais extranjero, dividiendo o multiplicando por 160 para
estimar el precio en euros o pesetas, segin convenga.

e El sistema de céntimos de peseta, que s6lo nuestros
abuelos recuerdan bien, volverd a la vida cotidiana
(al cambio teérico de hoy, 1 cent equivaldria a 1,65
PTA). El ciudadano deberd acostumbrarse al redon-
deo por encima de 0,5 cent hacia arriba y por deba-
jo de 0,5 cent hacia abajo y siempre se hari al cent
superior o inferior correspondiente. Los dos decima-
les entrardn en nuestras vidas.

e Las Administraciones tendrin que tomar medidas
frente al redondeo indebido en los precios y en la

Abandonar
la moneda
con la que
una persona
ba aprendido
‘a contar
¥y a relacionar el
valor de las cosas
es un cambio
psicologico
de cierta
relevancia.

devoluciéon de los cambios. Puede
haber una percepcion de subida de .
precios, que para algunos produc-
tos y servicios, segin como se rea-
lice el redondeo, puede ser real.
Los consumidores deberin estar
muy atentos para denunciar los
abusos que determinados distillos»
no dudarin en cometer. Por ejem-
plo, si un precio, expresado en
euros, resulta ser de 3,7447 como
consecuencia de una operacion de
cambio, la secuencia de redondeo
desde las diezmilésimas conduce a
la siguiente evolucién: 3,7447 —
3,745 — 3,75; esta subida de 1 cent
supone un porcentaje de un 0,2%
mis.

® En los documentos oficiales habri
que manejar hasta seis decimales.
Probablemente, al inicio de este
sistema, muchos sectores profesio-
nales pueden cometer errores en
las transacciones econémicas.
Nuevamente, el consumidor tendri
que «comprobar las cuentas».

e Habrdi que acostumbrarse a las
nuevas monedas y billetes, en par-
ticular con estos dltimos, pues la
confusién y errores pueden ser
muy caros (en pesetas, claro).

Abandonar la moneda con la que una
persona ha aprendido a contar y a rela-
cionar el valor de las cosas es un cam-
bio psicolégico de cierta relevancia,
Aunque el uso del dinero en monedas
y billetes viene sufriendo un retroceso
desde hace décadas, y este cambio
puede impulsar mis las formas de dine-
ro de plistico, monedas y billetes per-
manecen aiin como un elemento coti-
diano en nuestras vidas. Ciertos secto-
res de la poblacion estin preparados
para adaptarse ripidamente al cambio,
pero la mayorfa sufrird mas de un que-
bradero de cabeza; en particular, las
personas de escasa cultura, el colectivo
de la tercera edad y los nifios tendran
mayores dificultades.

Los céntimos de peseta son hoy cosa
del pasado y nuestra agilidad de calcu-
lo parece despertar en las pantallas de
las calculadoras. No me resisto a con-
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tar un hecho que contemplé en un mer-
cado: una coliflor, costaba 45 pesetas.
El ama de casa comenzd a sacar mone-
das de duro y a contar su valor cre-
ciente, cinco, diez, quince, y entonces
extrajo una moneda de 25. Se detuvo
pensativa y comenzé a sumar de nuevo
desde el valor de esta Gltima: 25, 30, 35,
40... 415 + 25, no son 40?

En las operaciones de la vida cotidiana
el uso del sistema monetario supone
trabajar, entre otros, con los siguientes
contenidos:

e las cuatro operaciones matemati-
cas bisicas.

e Lectura y escritura de nimeros y
cantidades en diversos contextos.

e Identificacién y reconocimiento de
monedas y su valor.

o Interpretacién y representacién de
cantidades.

e Pagos exactos y pagos con cambio.
e Uso del célculo mental.

e Resolucién y verbalizacién de estas
situaciones.

e Uso adecuado del dinero.

e Respeto por las normas del propio
sistema.

Desde la materia transversal del consu-
mo se intenta ensefiar y aprender todos
aquellos conceptos y habilidades que
favorezcan la autonomia y la capacidad
de analisis y critica de los individuos
que son hoy cada vez mds consumido-
res (y acaso menos ciudadanos). Como
eje transversal, en educacién infantil y
primaria, la educacién al consumidor
propone diversos contenidos especifi-
cos referentes al dinero y su uso:

e Reconocimiento del dinero como
elemento de cambio.

e Tipos de monedas y billetes, su
identificacién.
e El precio de los productos.

e Presupuesto y administracién del
dinero propio.

e Observacion y clasificaciéon de pre-
cios. Calculo mental de precios.

...dado que
el dinero
y el sistema
monetario son
objeto de estudio
en el drea escolar
de Matemdticas,
el reto del euro
debe potenciar
aspectos
de la formacion
matemdtica.

e Interés por conocer las monedas.

e Valoracion del uso racional del dinero.

e Interés por el uso correcto de las distintas monedas.
e Valoracién del propio dinero.

e Interés por conocer el precio real del producto y por
comparar precios.

e Conciencia de la existencia de aspectos negativos
asociados al dinero.

Con estas lineas de trabajo, y dado que el dinero y el sis-
tema monetario son objeto de estudio en el 4rea escolar
de Matematicas, el reto del euro debe potenciar aspectos
de la formacién matemdtica. Quienes estén interesados en
considerar relaciones diversas entre las matemiticas y el
consumo pueden consultar el interesante trabajo de
Alsina y Fortuny (1993).

El euro y la educacion matematica

La entrada en vigor de la moneda EURO tendrd dos con-
secuencias principales en Educacién Matematica:

Generalizacién entre la poblacién de situa-
ciones mateméticas relacionadas con los
cambios de moneda

Se genera un nuevo tipo de situaciones matemdticas debi-
das a la «onvivencia» de dos sistemas de cuenta (peseta,
basado en el hibito, y euro, basado en la nueva normati-
va); esta convivencia perdurard al menos durante unos 15
afios en la sociedad espafiola (con independencia de los
plazos legales establecidos).

Algunas personas se adaptardn ripidamente al nuevo sis-
tema de cuenta, mientras que a otras les resultard un pro-
ceso intelectual de largo plazo. Veamos dos ejemplos:

1.°) Las personas que han viajado al extranjero saben por
experiencia que no todos reaccionamos de la misma
manera ante el cambio de divisas; algunos necesitan una
respuesta experta y preguntan sistemdticamente a su
acompafiante (scudntas pesetas son las 12,18 libras de esta
corbata?), otros llevan consigo una calculadora y estable-
cen ripidamente la equivalencia en pesetas memorizando
el cambio aplicado por el banco; otros, finalmente, hacen
célculos aproximados. Por lo general, los viajes cortos no
permiten hacerse una idea vilida del coste de la vida en
un pais extranjero, si tenemos en cuenta que dicha idea
depende de factores objetivos (como el salario medio) y
subjetivos (como la fuerza» o fortaleza de una moneda
con respecto a la propia).

2.°) El cambio de unidad que se produjo en Francia a
mediados de los afios sesenta era muy ficil de manejar




dé iOQ,francos franceses se: cambiaron por 1
u néé ’;fréu‘lcés); a mediados de los afios ochenta
. faﬁﬁ se encontraban personas que, para tener una idea del

«walor» de 'un bien, habfan mantenido la costumbre de

expresarlo en francos antiguos (multiplicar por 100). En el
caso del euro habrd que desarrollar dntuiciones» relacio-
nadas con el factor de cambio (por ejemplo, 165
PTA/euro), que no fluctuari.

Generalizacién de situaciones de célculo
con decimales

Se necesita adaptar las situaciones de calculos de cantida-
des monetarias para realizarlas en euros. Aqui surge una
novedad para los menores de 40 afios: deberdn manejar
cantidades decimales en sus transacciones cotidianas.

Ejemplo: Una barra de pan cuesta actualmente 55 PTA.
¢Cudl es su precio en euro, sabiendo que 1 euro = 160
PTA? La division de 55 entre 160 (por ejemplo, con calcu-
ladora) permite establecer que el precio puede oscilar
entre 0,34 y 0,35 euros. Si quisiéramos trabajar en cents,
dividirfamos 55 entre 1,60 obteniendo un precio de 34 o
35 cents. (Adviértase que, legalmente, sélo el primer pre-
cio es valido:

Trabajando en euros:  55/160 = 0,34375.
Redondeos sucesivos: 0,3438; 0,344; 0.34.

Trabajando en cents:  55/1,60 = 34,375,
Redondeos sucesivos: 34,38; 34,4, 34),

Como consecuencia, nifias y nifios, desde muy pequefios,
van a impregnarse en sus vidas cotidianas del uso de
ntmeros decimales y sus significados: 2,25 euros = 2
euros y 25 cents. Esta impregnacién seri conceptual (por-
que asignardn «alores» a bienes con ayuda de decimales)
y manipulativa (porque seleccionardn una coleccién de
monedas que representa exactamente dicho precio).

En el predmbulo de la LOGSE se menciona explicitamen-
te el <horizonte europeo» como una de las aspiraciones de
nuestra sociedad. Ante la entrada en vigor del euro, con-
viene contrastar esta afirmacién con la tradicién educati-
va y con los actuales curriculos de matematicas.

La tradicién educativa ha ido desplazando lentamente el
estudio de los decimales hacia niveles superiores de la
educacién primaria, principalmente como consecuencia
de la desaparicién de las fracciones de peseta. Con esta
desaparicion, los decimales fueron perdiendo un con-
texto esencial de usos sociales, de modo que su estudio
se fue orientando cada vez m4s hacia un contexto numé-
rico puro.

Esta evolucién ha quedado refrendada tanto en los nue-
vos curriculos de matematicas del MEC como de las dife-
rentes comunidades auténomas con competencias en

En el preambulo
de la LOGSE
Se menciona
explicitamente
el horizonte
europeo»
como una de
las aspiraciones
de nuestra
sociedad.
Ante la entrada
en vigor del euro,
conviene
contrastar
esta afirmacion
con la tradicion
educativa
Y con los actuales
curriculos
de matemdticas.

Educacion. (Bl curriculo de Matematicas
de Andalucia menciona el ECU, antece-,
sor del euro).

Se deduce que es necesario modificar
ambas cosas. No sabemos c¢6mo se
modifica una tradicion; ciertamente, la
realidad social (a la que la tradicién
finalmente se adapta) acabari por
hacerlo. ;Podemos dar algunas «pistas»
para que, por una vez, la tradicién vaya
al compis del cambio de moneda? De
manera hipotética, he aqui algunas
sugerencias:

1. Desempolvar antiguos libros de
texto y analizar c6mo resolvian
hace 50 afios (en esa época la edu-
cacion era desgraciadamente mu-
cho mds elitista) el problema del
manejo de decimales y de mone-
das fraccionarias. A esto ayudari la
memoria de maestros jubilados,
que hayan ensefiado entre los afios
40 y 60, que se podria recoger
mediante entrevistas.

2. Suscitar la creacion de grupos de
trabajo, formados por maestros
jovenes, que estudien los «compor-
tamientos numéricos» en grupos
concretos de su zona de trabajo
(entorno pesquero, agricola, rural,
industrial, comercial o urbano) y
disefien estrategias para adaptarlos
al euro y en las aulas desde edades
muy tempranas. Estos grupos de-
berfan recibir el adecuado apoyo
por parte de la Administracién y de
la Universidad (al menos, en este
ultimo caso, de los departamentos
verdaderamente preocupados por
la Didictica de la Matematica).

3. Difundir, a través de la prensa
escrita, principalmente de las revis-
tas educativas, sugerencias sobre la
enseflanza y aprendizaje de los
«demas» correspondientes en dife-
rentes edades. Esta idea de «om-
partir» soluciones concretas de pro-
fesores en activo no solamente se
plasma en congresos como las
JAEM (Jornadas sobre Aprendizaje
y Ensefianza de las Matemiticas).

Paralelamente, serd necesario revisar
los textos de los curriculos de matema-




ticas, y las secuenciaciones de los cen-
tros, con objeto de trabajar en clase
progresivamente los siguientes usos (y,
asociados,

simplificados):

conceptos debidamente

Usos ern Educacion Primaria (posi-
blemente, algunos de los siguientes ite-
mes, que no se presentan secuencia-
dos, se podrin tratar desde la Educa-
cién Infantil). Se deberan por tanto ade-
lantar a esta etapa varios contenidos de
nGmeros y magnitudes.

e Moneda fraccionaria.
e Unidad monetaria y sus partes.

e Expresion de cantidades monetarias:

* Como namero «omplejor (1 € 8 ¢

se lee «wn euro y ocho cents»).

* Como n(mero decimal con uni-
dad euro (1 e 8 ¢ se escribe tam-
bién 1,08 e).

Como nimero natural con unidad
cent (1 e 8 ¢ se escribe también
108 o).

e Redondeos (1,083 e = 1,08 e; 1,085 e
= 1,09 €.

e Manejo de billetes y monedas:

* Distintas expresiones de la misma
cantidad (1 billete de 10 e = 2
billetes de 5 e).

* Cambios (si pago 1 barra de pan
que cuesta 0,34 e con 1 e, me
devuelven 66 cents).

e Cilculos con dos y tres cifras deci-
males (las calculadoras tienen una
opcidn para fijar el nimero de cifras
de trabajo).

o Divisiones y multiplicaciones para
conversiones:

* Pasar de euros a pesetas: multipli-
car por 160 (por ejemplo).

* Pasar de pesetas a euros: dividir
por 160.

* Pasar de pesetas a cents: dividir
por 1,60.

* (Y los otros tres: cents a pesetas,
cents a euros, euros a cents).

e Cilculo mental:
* Exacto (situaciones disefiadas ad
hoc).
* Aproximado.

¢ Razonamiento multiplicativo con
cantidades monetarias (en los 6 dis-

...Serd necesario
revisar los textos
de los curriculos
de matemdticas,
y las
secuenciaciones
de los centros. ..

tintos sentidos de cambio: Euros <> Pesetas, Euros <>
Cents, Pesetas <> Cents). Ejemplo: si a 1 euro le corres-
ponden 160 pesetas, entonces 2778 euros, ja cudntas
pesetas equivalen?

e Fracciones elementales y nimeros mixtos sencillos:

5/2 =25 =2 1/2 (euros)

Usos en Educacion Secundaria Obligatoria

En esta etapa se perfeccionarin los conceptos indicados
en la lista anterior, y se podrd ampliar en las siguientes
direcciones (que ya se integran en las actuales listas de
contenidos):

e Porcentajes:

* Descuentos, IVA, etc. Ejemplo: ¢qué es mejor, apli-
car un descuento del 7% al precio en pesetas y
luego cambiar a euros o cambiar a euros antes de
aplicar ese descuento? En este problema, la «ntui-
cién» sugiere que la respuesta es «da lo mismo», lo
que se corrobora desde el razonamiento multipli-
cativo puro. Sin embargo, para algunas cantidades,
el resultado no serd equivalente, como consecuen-
cia de la obligacién de redondeo.

e Operaciones bancarias:
* Ahorros, préstamos, inversiones, hipotecas.
* Cambios de monedas (euros a dolares, por ejemplo).

e Lectura de una hoja de paga, de un recibo, declaracién
de la renta.

Queda por responder una Gltima pregunta: los maestros y
profesores de secundaria, jde dénde sacarin los proble-
mas que propondrin a sus alumnos? Disponen de dos
vias bisicas (ademis de los libros de texto). Por una parte,
las relaciones de problemas «antiguos»; por otra, las rela-
ciones de problemas que «circulan» por Internet.
Poponemos, para terminar, un ejemplo de cada uno.

Problema 1. El caluroso caradura. (Adaptado de
Nesterenko, Olejnik y Potapov.)

En un dia de calor agobiante, un caradura llegé a un bar con
una suma de dinero y pidié al camarero un préstamo igual al
dinero que él mismo tenia. De foda esta suma gasté 1 euro. Con
el resto se fue a ofro bar, donde de nuevo pidié prestado tanto
dinero cuanto tenia. En este bar también gasté un euro; cuando
salié del segundo bar ya no tenia nada. zCuénto dinero tenfa al
principio el protagonista?

Una estrategia general para resolver este problema es la
«marcha atrds». Al salir del segundo bar, sin nada en el bol-
sillo, habfa gastado 1 euro. Por tanto, llegd a este bar con
50 cents (los otros 50 los puso el camarero). En el primer
bar gast6 1 euro y sali6 de €l con 50 cents. Por tanto,
entr6 en el primer bar con la mitad de 1'50 euros, es decir,
75 cents.




Problema 2. Del consumo a las relaciones matematicas.

Juanito ha comprado en una papeleria los siguientes objetos,
que estaban de oferta: Lote de 4 lépices, 1,20 euros. lofe de &
boligrafos, 1,25 euros. Boligrafo de dos colores, 1,50 euros.
Lote de 4 cuadernos, 3,16 euros. Su madre le habia eniregado
900 PTA y 3 monedas de 1 euro. 3Cuénto le devuelven en la
papeleria, en euros? (Suponer un cambio de 1 e = 165 PTA/.

Situaciones como ésta serdn tipicas durante la conviven-
cia de los dos sistemas de cuenta. La mayoria de los alum-
nos tienden a trabajar en pesetas y setd necesario acos-
tumbrarse a trabajar en los dos sistemas (para hacer com-
probaciones). El resultado, tanto en pesetas como en
euros, debe redondearse (0,35 e + 1 e que no se ha usado
0 222 PTA). En situaciones como ésta, parece aconsejable
iniciar la resolucién con una sugerencia de estimacién:
¢Tendrd bastante dinero Juanito?, e ha dado su madre
mis dinero del necesario?

Los datos (precios) de este enunciado estin tomados de
Johnson (1994) porque tienen una curiosa propiedad:

1,20 + 1,25+ 1,50 + 3,16 = 1,20 X 1,25 X 1,50 X 3,16 = 7,11
Més alld de la anécdota (el vendedor podria haber multi-
plicado los precios en Iugar de sumarlos), el profesor estd
en condiciones de plantear un nuevo problema en el que
las incognitas son los precios y el dato es la igualdad de
los resultados obtenidos por suma y por multiplicacién.
Deslizamos asi la clase desde una situacién de consumo
4 una situacion puramente matemdtica que recibe inicial-
mente sentido apoyandose en la anterior. Este nuevo pro-
blema puede resolverse mediante una rutina informatica
o bien estableciendo algunos criterios de bisqueda. La
Gnica solucién exacta (para 7,11) es 1,20, 1,25, 1,50 y 3,16
euros. Johnson ha estudiado sistematicamente diferentes
soluciones con 4 sumandos. Por ejemplo, si la suma total
es 8,76 también hay solucion dnica para los precios, pero
Si se toma, como suma total, 10,08 euros, entonces hay
dos soluciones (es decir, dos conjuntos de 4 niimeros con
dos cifras decimales cuyo producto es igual también a
10,08). Con 5 sumandos, hay muchas mas soluciones. Si
se toleran resultados aproximados, el ntimero de solucio-
nes vuelve a aumentar. Por ejemplo:

1,01 + 1,15 + 2,41 + 2,54 = 7,11
mientras que
1,01 x 1,15 X 2,41 X 2,54 = 7,1100061.

iUna excelente circunstancia para relacionar los redon-
deos a la centésima con las pérdidas ¥ ganancias de los
vendedores!

La sociedad de consumo cambia de forma vertiginosa y el
cambio de sistema monetario que se avecina es un ejem-
plo claro de ello. En este caso es un cambio programado.
La Hacienda Publica ha iniciado campafias de informacién
sobre las cuestiones esenciales del euro ¥ su repercusion

Creemos que el
sistema educativo
puede y debe
actuar como un
elemento que
Javorezca el
cambio menial
que va a suponer
esta modificacion
en la vida
cotidiana.

Francisco Gonzdlez
Moisés Coriat
Facultad de Ciencias
de la Educacion
Universidad de Granada

econdmica y social. Creemos que el sis-
tema educativo puede y debe actuar
como un elemento que favorezca el cam-
bio mental que va a suponer esta modifi-
cacion en la vida cotidiana. En pocas oca-
siones puede la escuela (de nifios, jove-
nes o adultos) prever actuaciones ante
cambios programados. ;Sabri esta vez
anticiparse a los problemas que se plan-
tean desde otros dmbitos?
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Disponemos de una excelente pagina web
sobre el euro, en castellano, creada y
mantenida por Félix Ares de Blas, donde
se hallardn informaciones rigurosas y
entretenidas:

hitp://www.geocities.com/WallStreet/8999




El video didactico:
recurso en la ensenanza
de las matematicas

Antonio Pérez Sanz

Este articulo, basado en una
experiencia de aula con
alumnos de 4.° de ESO del
IES Salvador Dali de Madrid,
pretende someter a reflexion,
por parte del profesorado, la
conveniencia de diversificar
los recursos que se utilizan
en la clase de Matemdticas,
deteniéndonos en dos de
gran potfencialidad: la
historia de las matemdticas y
los medios audiovisuales.
Como no hay nada més
didactico que un buen
ejemplo, se ha seleccionado
un tema histérico que puede
parecer muy manido,
Pitagoras, y un documento
audiovisual, de gran
atractivo para los alumnos
de esta edad, para
desarrollar una serie de
actividades en que se pone
de manifiesto la rentabilidad
didéctica de estos recursos.

RADICIONALMENTE las Matemiticas que se han «<imparti-
do» en los centros de enseflanza primaria y secundaria
responden a la idea de las Matemdticas como un edificio
acabado, con unos sélidos cimientos inamovibles, cons-
truido, en el pasado y por otras personas, con unas not-
mas arquitectonicas fijas e inmutables, con unos materia-
les de construccién perfectamente tipificados y hasta con
unos criterios «decorativos» rigidos y estandarizados.

A los alumnos se les presenta este grandioso edificio, como
un monumento del pasado ante el cual su postura debe ser
la de admiracién magica o, a lo sumo, la de meros usua-
rios, que pueden llegar a dominar las normas que rigen el
deambular por los pasillos, encontrar las dependencias
adecuadas y la forma de encontrar en los archivos el teo-
rema preciso para resolver su problema concreto.

Ante sus 0jos, €l matemitico aparece como un casero celo-
so que impide realizar cualquier tipo de obra, (abrir venta-
nas, proyectar escaleras interiores, poner ascensores...).

Para el alumno el aprendizaje de las matemdticas consis-
te en saber moverse dentro de este edificio de la manera
mas eficaz, sin que la mayoria de las veces se le faciliten
respuestas a sus preguntas acerca de quién, cuidndo,
c6mo y por qué se construyd tal o cual planta, por qué se
construyd esta habitacién y no otra, cual es su finalidad,
quién trabaja dentro y para qué sirve su trabajo.

En resumen, las matematicas que se le han presentado al
alumno son algunos ladrillos de este gran edificio, y una serie
de consejos sobre ellos. El objetivo es ver cuantos mas ladrillos
mejor, no importa mucho conocer por qué estin ahi, o quién
los puso, o cémo estan hechos, o qué relacion tienen con otros
ladrillos o, sencillamente, para qué le pueden servir a él

Esta concepcién de las matemiticas como un edificio
axiomdtico-l6gico-deductivo implica una metodologia en




la que prima el método 16gico sobre el psicologico, la
ensefanza pasiva sobre la activa, sobrecargada de abs-
tracciones, excesivamente conceptualizada, una ensefan-
za basada en las clases magistrales, compartimentada, con
una actitud pasiva y acritica por parte del alumno y, por
lo tanto, dogmatica y alejada de la realidad y de los inte-
reses de los alumnos.

Lo curioso es que esta presentacién estatica y acabada del
cuerpo del saber de las Matemiticas deberfa haber propi-
ciado al menos una inquietud por el desarrollo histérico
de la propia ciencia. Y sin embargo, y s6lo desde hace
unos afos, las Gnicas referencias histéricas sobre los con-
tenidos que los alumnos estin estudiando la constituyen
esas breves resefias o curiosidades histéricas, que al prin-
cipio del tema o al final, pero siempre como algo separa-
do del cuerpo central, ofrecen algunos libros de texto. Es
dectr, se desprecia de manera general la Historia de las
Matemdticas como recurso didactico en el aula y lo que
€s peor como contenido propio de aprendizaje.

Si alglin profesor duda de una afirmacion tan tajante le pro-
pongo una prueba irrefutable: proponga a los alumnos, no
importa de qué nivel, incluso de COU o de los primeros
cursos de cualquier carrera de Ciencias, que le diga los
nombres de diez matematicos que conozca, excluidos los
griegos, y el siglo en que vivieron. jSe van a sorprender!

Si en lugar de matemiticos hubiésemos preguntado por
pintores, miusicos, novelistas, poetas... los resultados
hubiesen sido notablemente mejores. La sociedad propi-
cia de hecho esta incultura cientifica. Nadie, con una for-
macién universitaria, reconoceria no saber quien era
Moliere y en cambio nadie se avergiienza de no tener ni
idea de quién era Gauss.

Hoy mds que nunca, como afirma el profesor José Luis
Montesinos!, la principal funcién de las Matemdticas es la
de formar alummnosy éstas han de ser presentadas a tra-
vés de la Historia, en relacién con la Filosofia y con el
. Arte, con la Fisica y la Cosmologfa, como un organismo
' vivo, en evolucién e intimamente ligada a los deseos del
hombre de comprender la realidad.

Veamos mediante un sencillo ejemplo c6mo se puede lle-
var a la practica del aula una metodologfa basada en esta
idea. fista es una propuesta de trabajo para desarrollar en
el segundo ciclo de ESO.

Lo que hoy nos pueden ensefiar
Pitagoras y la Escuela Pitagérica

Presentacion

Todo el mundo conoce a Pitdgoras aunque sélo sea por
el teorema que lleva su nombre.

..se desprecia
de manera
general
la Historia
de las
Matematicas como
recurso diddctico
en el aula
» lo que es peor
como contenido
propio

de aprendizaje.

1 MONTESINOS, J. L. {1995):
«la historia de la Matematica
en la ensefianza secundaria:
la Matemética vertebradora
de la culturan, en Actas de las

VIl JAEM, SMPM, Madrid.

«El drea del cuadrado construido sobre
la hipotenusa de un tridngulo rectangu-"
lo es igual a la suma de las 4reas de los
cuadrados construidos sobre los dos
catetos,

Antes de profundizar en este teorema
por qué no investigamos algo acerca de
Pitagoras y de su época.

iQuién era?, jdonde y cudndo vivié?,
¢qué culturas le influyeron?, ;qué era la
escuela pitagérica?, scomo estaban or-
ganizados?, ;que Matemiticas utiliza-
ron?, ;que otros descubrimientos hicie-
ron?, jcudles han llegado hasta noso-
tros?, ¢cOmo y para qué los utiliza-

Como veremos investigar sobre todos
estos interrogantes nos va a permitir no
sélo entender un poco mis del mundo
clasico sino desarrollar e investigar
sobre un buen nimero de contenidos
del curriculum de este curso distribui-
dos en varios bloques: Ntimeros, Alge-
bra, Geometria, Azar... Pero vamos a
desarrollar no sélo contenidos concep-
tuales sino también procedimentales y
actitudinales...

Actividad previa:

e Busqueda de informacién sobre la
escuela pitagdrica v los pitagéricos.
* Epoca: siglo VI a de C.
* Localizacidén geogrifica en un
mapa: Samos, Sicilia, Siracusa.
* Influencias en Platon: Timeo.

¢ Doctrina pitagérica de los nimeros.
* Nimeros naturales y poligonales:
triangulares, cuadrados, pentago-
nales...
* Razén y proporcion: proporcién
«continua», seccidén aurea.
* Numeros y armonia musical,

* Geometria:
* Teorema de Pitdgoras: antece-
dentes.
* El pentagrama: la estrella pitagéri-
ca y la seccién durea.

El profesor guiard y orientard esta bts-
queda de informacion, proporcionando
materiales fotocopiados, seleccionando
textos e ilustraciones —serfa convenien-
te contar con la colaboracién del depar-




tamento de Cultura Cldsica y de Musica
del centro—. Se puede utilizar en esta
fase el video Donald en el pais de las
Matemdticas®.

Una vez explorados y contextualizados
los conocimientos matemdticos mds
caracteristicos de la escuela pitagorica
se seleccionan uno o dos mds asequi-
bles al desarrollo cognitivo de los alum-
nos. Sugerimos estos dos:

1. Nameros poligonales.
2. La seccidén 4durea.

Realizamos una propuesta detallada del
desarrollo de uno de ellos.

Ndmeros poligonales

Se plantea a los alumnos una investiga-
ci6én de cardcter lidico por la aparente
falta de complejidad de este tipo de
nameros. El profesor ha de recalcar la
idea de que los pitagdricos tenian una
nocién intuitiva de nimero asociada a
un punto, no tan abstracta como la que
podemos tener en la actualidad.

Por otra parte se ha de resaltar el hecho
de que eran fundamentalmente gedme-
tras con un escaso desarrollo de la arit-
mética al no contar con ningin sistema
de numeracion 4agil y flexible, (de ahi
su necesidad de objetivar el concepto
de namero a través de puntos o como
relacion entre segmentos).

Actividad de investigacion

Se utiliza como material el video Nii-
meros triangulaes y nimeros cuadra-
dos?, Programa 19 de la serie Ojo Mate-
mdtico, cuyos contenidos aparecen
esquemdticamente reflejados en el cua-
dro adjunto.

Asimismo se elabord una Hoja para el
alumno?, que estid reproducida en la
pagina siguiente.

Reflexionemos sobre los contenidos
curriculares de la ESO® tratados me-
diante las actividades propuestas en
dicha hoja. Entre éstos hay que destacar
los resefiados en el cuadro 1.

Una vez
explorados
Yy
contextualizados
los conocimientos
matemdatico
mas
caracteristicos
de la escuela
pitagorica
se seleccionan
Uno o dos
mas asequibles
al desarrollo
cognitivo
de los alummnos.

Donald en el pais de las
Matemdticas. Video Woalt
Disney. Clasicos.

Ojo Matemético. Metrovideo
S.L. Madrid. 1992.

Modelo elaborado por el
autor y aplicado a alumnos de
3.° de ESO del IES Salvador
Dali de Madrid.

Matemdticas. Secundaria Obli-
gatoria. MEC. 1992.

00:46

02:40

03:17
03:35

06:10

06:40

07:34

08:46

11:05

12:05

14:08

15:53

16:17

18:25

NUMEROS TRIANGULARES
Y NUMEROS CUADRADOS

Serie Ojo Matemético

Programa 19

CONTENIDOS

Un trabajador del supermercado se siente
desolado al caerse la pirdmide de rollos
de papel. Tiene que reconstruirla, pero
scudntos rollos hay que colocar en cada
estrato?

Alumnos investigando pirdmides con latas de
judias.

Definicién de nomeros triangulares.

Alumnos contando caramelos con bandejas
triangulares.

Alumnos investigando nUmeros triangulares
con cilindros.

Modelos de nimeros triangulares y conexio-
nes entre ellos.

Dibujos animados. Gauss: sumando nlmeros
del 1 al 100.

Alumnos déndose las manos: scudntos cho-
ques de mano hay?

Trigngulo de Pascal. 3Cémo se construye y
qué disefios de nimeros contiene?

Gréfico de nGmeros cuadrados. Disefios

hechos sobre ellos.

Reconstruccién de la pirdmide de rollos de
papel.

Dibujos animados. Modificacién del trigngulo
de Pascal para ndmeros cuadrados.

Una solucién alternativa para el problema de
los choques de mano.

Exito en la reconstruccién de la piramide del
supermercado. Se puede construir no una sino
dos.



MODELOS NUMERICOS

1. Niimeros triangulares . 8) iCuintos choques de mano se producen cuando se encuentran 5 amigos?

Podemos representar los néimeros enteros mediante colecciones de puntos.
Cada punto representa una unidad. Los siguientes ntimeros se pueden dispo-
ner formando un tridngulo. Se les llama nimeros triangulares h) ¢Y si son 67

Observa en los cuatro primeros niimeros tridngulares cémo se forma cada [ ) ;Y si fueran 87
tridingulo a partir del anterior: )

. 1 | Encuentra una formula general que nos proporcione el namero de choques
de mano cuando haya 1 personas.
.
.. 2 ¢Encuentras alguna relacién entre esta formula y los nimeros triangulares?

3
.
. i En el video, el tendero intenta construir pirimides triangulares en las que cada
‘e 4 ' piso estd formado por un ntimero triangular de rollos de papel, Segin subi-
cree mos en la pirimide cada piso es el nimero triangular anterior hasta llegar a 1.

Para contar todos los puntos de un nGimero tiangular basta con que cuentes > ¢Cudntos rollos se necesitan para construir una pirdmide de 7 pisos?

‘ los puntos por las filas empezando por la fila superior o sumes los puntos de

cada fila,

10) ;Se puede construir una pirdmide triangular con 140 rollos?

) Escribe los tres sigulentes nimeros triangulares:

D Cudntos pisos tendria la pirdmide triangular mds grande que podria cons-
truir sin pasarse de esos 140 rollos?

b)Rodea con un circulo los nimeros que sean triangulares: ¢ m) ;Cudntos rollos de los 140 le sobrarian?
34 45 55 86 132

©) ;Cudl es el décimo ntmero

d) Y el décimo quinto?

©) Escribe, sin dibujarlo, el que ocupa el lugar 31:

P Escribe una formula general para obtener cualquier nimero triangular:

2. Niimeros cuadrados

Los ntmeros cuadrados son aquellos cuyos puntos forman un cuadrado.
Coinciden con los cuadrados de los ntimeros enteros.

Comprueba que todo niimero cuadrado es suma de nimeros impares conse-
cutivos empezando por 1:

1=1; 1+3=4; 1+3+5=9; 1+3+5+7=16

©) Escribe los 6 primeros términos de las secuencias de los ntmeros trjangu-
lares y cuadrados:

N wiangulaces: |
N.% cuadrados: - T

Compara ambas secuencias. Escribe la relacion que hay entre los nimeros
triangulares y los cuadrados.

Las pirimides cuadradas se forman igual que las triangulares, pero ahora cada
piso estd formado por un nimero cuadrado. Segin asciendes cada piso es el
nimero cuadrado anterior hasta llegar a 1.

Hay una relacion entre las § U s y las cuadradas, Para des- .
cubrirla haz estos cleulos: |

) iCudntos rollos tiene una pirimide triangular de 5 pisos?

q) ;Cuiintos rollos tiene una pirimide de 4 pisos?

1) (Cudntos rollos tiene una piramide cuadrada de 5 pisos?

$) Escribe Ia relacion que hay entre las pirimides cuadradas y las triangulares:

3. Nt P les y h 1
O Escribe los diez primeros niimeros pentagonales. Intenta encontrar una for-
muila para obtener cualquier nGmero pentagonal.

w Haz lo mismo con los niimeros hexagonales




CONCEPTOS

PROCEDIMIENTOS

ACTITUDES

. Nomeros naturales y “enteros:

o Significados y usos ‘de los diferentes
tipos de’ nimeros: contar, medir; orde-
nar, - codificar, - expresar . cantidades,
particiones o relaciones entre magnitu-
des.

. Las operaciones:

e Significados y usos de las operaciones
en diferentes contextos y con diferentes
clases de nomeros

. Relaciones entre los nimeros.

. Algoritmos basicos e instrumentos de

céleulo.

¢ Significado y uso de las propiedades
de las operaciones para la elabordcion
de estrategias de calculo mental y escri-
to,

. Nomeros naturales y enteros:

° Significados y usos de los diferentes
tipos de nimeros: contar, medir, orde-
nar, codificar, expresar cantidades,
particiones o relaciones entre magnitu-

des.

o Significado y uso de las propiedades
de las operaciones para la elaboracién
de estrategias de célculo mental y escri-
to.

Referentes a la apreciacién de las matemé-
ticas:
1. Valoracién de la precision, simplicidad y

utilidad del lenguaje numérico 'y alge-
braico para representar, resolver 'y
comunicar diferentes situaciones.

3. Las operaciones: 2. Incorporacién del lenguaje numérico y
e Significados y usos de las operaciones del céleulo y estimacién de cantidades
en diferentes confextos y con diferentes a:la forma de proceder habitual.
clases de nGmeros 3. . Sensibilidad, inferés y valoracién critica
4. Relaciones entre los nimeros ante informaciones y mensajes de natu-
7. Algoritmos bésicos e instrumentos de cdl- raleza numérica.
culo. 5. Curiosidad e interés por enfrentarse o

problemas numéricos e investigar las
regularidades y relaciones que apare-
cen en conjuntos de nimeros o cédigos
numéricos.

8. El lenguaie algebraico:
e Significado .y uso de las letras para
representar nimeros. Férmulas'y ecua-

8. El lenguaje algebraico: Referentes a la organizacién y hébitos de tra-
e Significado y uso de das letras para | bgjo:

representar nimeros. Férmulas y ecua- | 7. Perseverancia y flexibilidad en la bos:

ciones. ciones. queda de soluciones de problemas
e Reglas para: desarrollar y- simplificar °* Reglas para desarrollar y simplificar numéricos.
expresiones literales sencillas expresiones literales sencillas. 8. Disposicién favorable a la revision 'y
mejora del resultado...

9. Interés y respeto por las estrategias y
soluciones a’ problemas numéricos dis-
fintas de las propias. :

10. Sensibilidad y gusto por la presentacion
ordenada y clara del proceso seguido y.
de los resultados obtenidos.

Cuadro 1
De hecho con estas actividades hemos opiniones con sus compafieros y construir conocimientos
podido abordar un alto porcentaje de , a partir de las ideas propias y ajenas.
. ) ...la ventaja
contenidos del bloque de Nimeros del : . o .
] B de esia Pero la ventaja de esta investigacién, que no olvidemos
curriculum. Pero hay algo mds: los . 2 e .
) . - , \ L ha surgido de una exploracién histérica, es que deja
materiales utilizados y la gradacién de 1mvestigacion,

los niveles de dificultad de las pregun-
tas planteadas nos permite realizar en
el aula un tratamiento preciso y claro
de la diversidad de los alumnos: no
todos van a conseguir responder a
todas las preguntas y sobre todo no lo
van a hacer siguiendo los mismos
métodos ni con el mismo nivel de
rigor y precisién.

Como el desarrollo de las actividades se
produce en al menos tres sesiones, se
pueden introducir dindmicas de trabajo
en pequefios grupos con intereses o
niveles parejos o complementarios que
posibiliten al alumno un contraste de

puertas abiertas para seguir profundizando en el estudio
[..] de regularidades numéricas mas complejas que nos pue-

es que deja den llevar de manera natural, (la actividad de los choques
puertas abiertas de manos ya nos lo sugiere de manera clara), al estudio
para segu ir de técnicas de recuento relacionadas con el azar y la

profundizando
en el estudio
de regularidades
numericas
mds complejas.

combinatoria.

De hecho si observamos el tridngulo de Pascal, en la dia-
gonal marcada aparecen los nimeros triangulares, pero
ademids en la inmediata inferior aparecen los nimeros
tetragonales, es decir, los que forman las pirdmides trian-
gulares, cuyos pisos son a su vez nimeros triangulares.
Bastante mis facil es descubrir que en la diagonal supe-
rior aparecen los nimeros naturales.

Como se puede observar sin mucho esfuerzo el tridngulo
de Pascal es algo mucho mis rico en relaciones numéri-




cas que lo que tradicionalmente habjamos pensado al
limitarlo a una mera tabla de coeficientes del desarrollo 2 "
del binomio de Newton. ] 2

¢Qué sucederia si en lugar de doses
colocamos treses o cuatros?

Como se ha podido comprobar, a par-
1 tir de un pequefio hilo de la historia,
en apariencia pueril e intrascendente,

hemos descubierto un ovillo sorpren-
dente rico en relaciones numéricas que
ademds nos ha permitido asociar una
serie de sucesiones numéricas, en un
principio poco atractivas para los alum-
nos, con una serie de modelos geomé-
tricos bastante mds sugerentes que las
Como sugerencia, y una vez que el profesor haya expli- meras férmulas algebraicas de siempre.
cado como se obtienen los numeros del tridngulo de
Pascal (cada uno es la suma de los dos que tiene encima),
podemos preguntar a esos alumnos que siempre nos

NUmeros tetragonales / /
NUmeros triagonales .

La historia de las matemadticas es un
mundo rico en situaciones similares. Es
Antonio Pérez hora, siempre lo ha sido, de aprove-

demandan profundizar un poco mis qué pasaria si cam- IES Salvador Dali charnos de ello y convertir a la Historia
biamos los unos de uno de los lados externos del tridn- Madrid L

. Lo de las Matemdticas, en el poderoso
gulo de Pascal por doses. Sociedad Madrilefia

de Profesores de Matemdticas recurso didactico que siempre ha debi-
;Qué relaciones numeéricas se pueden encontrar? «Emma Castelnuovos do ser.

IN.°189. Un vinatero ha vendido 235'50 Hl. de
vino a 43'50 ptas. uno, con la condicién de cobrar
el 6 °/, anual de interés por el tiempo que tarden a
pagérselos. Al cobrarlos recibe 10.397:92 ptas.
,Cudnto tlempo tard6 en cobrarlos?

RIS'IEOX L4350 = 70244785
70,397'98 — 10,24 4'25=153'67
/0,424“?23:5)(6:__ / Jr

pT, = 67476

Jeo 69 = PO Aias = J o reied,
—2E0-X 15367 =9 o

Medidas Je longitud, peso y capacidad.

CALCULO &Cuéntos dm. tiene un Hm.? ¢Cudntos cl. tiene un
! K1.? ¢Cuantos Dg. tiene un Kg.? etc., etc.

MENTAL
. &Cudntos cm. hay en 7 Hm.? ¢Cudnios ml, hay en
"Niim. 63 4 D1.? ¢Cudntos Dg. hay en 3 gqm.? Efc. etc.

(Cudntos Dm, hay en 3 dm.? ;Cudnlos Hg. hay en 8 g.? Etc., elc.




Simulacion de la paradoja
de Stein con la hoja de calculo

Rafael Cortés Mora

La hoja de célculo constituye
un potente entorno para la
experimentacién en clase de
estadistica, comparable al
laboratorio en la de ciencias
experimentales. Entre sus
miltiples aplicaciones se
encuentra la de proporcionar
un medio para la
comprobacién experimental
de resultados teéricos. Para
ilustrarlo, proponemos un
modelo para verificar el
teorema de Stein relativo a
la estimacién éptima de un
conjunto de k > 2 medias. El
carécter paraddjico de este
resultado lo convierte en un
ejemplo ideal para este tipo
de simulaciones.
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A HOJA de cilculo constituye una poderosa herramienta
didactica para la enseflanza de la estadistica. Proporciona
un entorno ideal para la simulacién de experiencias alea-
torias, para la comprobacién experimental de resultados
tedricos y para la investigacion.

La posibilidad de comprobar experimentalmente resulta-
dos tedricos es especialmente importante cuando no se
dispone del aparato matemitico requerido para su
demostracién rigurosa, como ocurre frecuentemente en
la ensefianza secundaria. El alumno no tiene mis reme-
dio que «creer» los enunciados del profesor y hacer uso
de ellos en las aplicaciones y en los ejercicios que se le
proponen. En ocasiones, estos resultados chocan con sus
«creencias» previas y surge una qecesidad» de comproba-
cién. El objetivo de este trabajo es, precisamente, ejem-
plificar Ia situacién que acabamos de describir. Se ha ele-
gido un resultado poco conocido, cuya naturaleza para-
déjica provocard la mencionada «necesidad» de compro-
bacién. Se trata del teorema de Stein, cuyo campo de
aplicacién es la construccién de estimadores Optimos
para un conjunto de k > 2 medias.

Conviene recalcar que nuestro objetivo no es presentar
una actividad para ser trabajada con los alumnos (de
hecho, los contenidos desarrollados exceden el nivel de
la ensefianza secundaria) sino mostrar, mediante un
ejemplo, la necesidad de tratar la estadistica de forma
experimental y las posibilidades que ofrece para ello la
hoja de cilculo.

Estimacién de parédmeiros

El objetivo esencial de la estadistica inferencial o inducti-
va es obtener conocimiento de grandes conjuntos de




datos o poblaciones a partir de subconjuntos del mismo
llamados muestras. Uno de sus problemas fundamentales
lo constituye la estimacién de pardmetros que surge cuan-
do la distribucion de la caracteristica estudiada depende
de un pardmetro @ que debe estimarse a partir de los
datos obtenidos en una muestra. Para ello, se utilizan los
denominados estimadores o funciones de la muestra
T(xy,...,x,) cuyos valores en el muestreo deben ser proxi-
mos a w.

Una de las propiedades exigidas a estos estimadores es
que su esperanza matemdtica coincida con el valor del
parametro a estimar, es decir, que E(T) = w. Con ello
queda garantizada la convergencia del promedio de las
estimaciones hacia el verdadero valor del parimetro. Un
estimador que verifica esta propiedad se dice que es
insesgado o centrado. En caso contrario, es decir, cuan-
do E(T) = @ + e(w), se dice que el estimador es sesgado,

y a la expresion e(w) se la denomina sesgo o ervor siste-

mdtico del estimador. Por ejemplo, la media muestral

1+
X =— E X
n 4
i=1
es un estimador centrado de la media poblacional (EG)= p)
mientras que la varianza muestral

1 n

2 =2

8% == E &;-x)
n &

es un estimador sesgado de la varianza poblacional o2 ya
que

E(s2)= 27152
n

Para corregir este sesgo, suele utilizarse el estimador

1 n
§2=—— N - %)
n-—1 4
i=1

el cuil verifica que,

EGE?) = LE(SZ)= o?
n-1

Para valorar la eficiencia de un estimador, suele utilizarse
el error cuadrdtico esperado B(T — w)? Cuanto menor sea
esta cantidad, mas eficiente sera el estimador, ya que, en
promedio, proporcionari estimaciones mas cercanas a .
Cuando los estimadores son centrados el error cuadritico
esperado coincide con la varianza:

E(T — w)? = E(T ~ E(T))? = var(T)

Al comparar pues estimadores insesgados, se preferird
siempre al que tenga menor varianza. Si para una distri-
bucién dada existe un estimador insesgado, cuya varian-
za es inferior a la de cualquier otro, se dice que el esti-
mador es el mds eficiente. Si la distribucién es normal,

El objetivo
esencial
de la estadistica
inferencial
o inductiva
‘es obtener
conocimiento
de grandes
conjuntos de datos
o poblaciones
a partir
de subconjuntos
del mismo
llamados
muestras.
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puede demostrarse que la media mues-

tral X es el estimador mds eficiente para .
la media poblacional, es decir, ninguna

otra funcién insesgada de los datos

puede estimar la media mas exacta-

mente que X.

Cuando se elimina la hip6tesis de esti-
macién insesgada, los estimadores
deben compararse mediante el error
cuadrético esperado. Supongamos, por
ejemplo, los siguientes cuatro estima-
dores para la media de una poblacién
normal N(u, o):

T(&x,,..x) =X
T(x,,...x) = Md
T,(x,,...x) = X/2
T,&;,..x) =0

que son, respectivamente: la media mues-
tral o promedio, la mediana de los datos
muestrales, la mitad de la media muestral
y la funcién constante igual a 0.

Al calcular el error cuadratico esperado
para cada uno de ellos se obtiene:

E(T, — w? = S
n

En el grafico 1 se representan los erro-
res cuadraticos de los cuatro estimado-
res en funcién del pardmetro p. Puede
observarse como los errores cuadriti-
cos esperados de la media y de la
mediana (estimadores 1y 2, respectiva-
mente) no dependen del verdadero
valor de . Entre estos dos estimadores,
la media es uniformemente mejor que
la mediana ya que, para cualquier valor
de u, su error cuadritico esperado es
inferior. En la terminologia de la teoria
de la estimacion, se dice que la media-
na es un estimador inadmisible de u
pues existe otro uniformemente mejor.
Hay que recalcar que se estin compa-
rando estimadores para la media de
una distribucioén normal; si la distribu-




cién base no es normal, pueden darse
otros resultados.

Gréfico 1

Para los estimadores 3 v 4, ambos ses-
gados hacia el valor p = 0, las funciones
de error no son constantes. Las estima-
ciones que proporcionan serin muy
precisas cuando el verdadero valor de p
se encuentre proximo a 0. En cambio,
cuando p se aleja de 0, crece rapida-
mente el error cuadritico esperado
aunque este crecimiento es mas rapido
para T, que para T,.

El teorema de Stein

Puede demostrarse que el promedio X
es un estimador admisible para la
media de una poblacién normal; es
decir, no existe otro estimador unifor-
memente mejor. Este resultado sigue
siendo vilido cuando son dos las
medias a estimar, En cambio, Stein
(1961), en colaboracién con James,
demostré que no es cierto en el caso de
k > 2 medias; en otras palabras, cuando
hay que estimar un conjunto de mis de
2 medias, hacerlo a partir de sus pro-
medios individuales es un procedimien-
to inadmisible. La demostracién del teore-
ma es constructiva en el sentido que pro-
porciona un ejemplo de estimador para k&
medias cuyo error cuadritico esperado es
uniformemente inferior al obtenido con
los promedios individuales.

Con la ayuda de un ejemplo, se vislum-
bra la naturaleza paraddjica de este

La esencia del
método de Stein
consiste
en contraer
los promedios
individuales hacia
el gran promedio,
segun un factor
de contraccion
que depende
del grado
de dispersion
de los promedios
observados.

B

resultado. Supongamos que se quiere estimar la eficacia
de varios jugadores de baloncesto en el lanzamiento de
tiros libres. De alguna manera, lo que se quiere obtener
es una estimacion del porcentaje de acierto en dichos lan-
zamientos que alcanzardn al final de la temporada. Para
ello, se observan los 30 primeros lanzamientos de cada
uno de los jugadores. Si hay que dar una estimacién de la
eficacia de los jugadores al final de la temporada con los
datos de la muestra, la primera respuesta que a uno se le
ocurre es dar como mejor estimacién los porcentajes de
acierto individuales obtenidos en la muestra. El teorema
de Stein afirma que existe otra respuesta mejor y, ademas,
proporciona un método para construirla: los denomina-
dos estimadores de James-Stein.

La esencia del método de Stein consiste en contraer los
promedios individuales hacia el gran promedio (es decir
hacia el promedio de los promedios), seglin un factor de
contraccién que depende del grado de dispersion de los
promedios observados. Siguiendo con el ejemplo del
baloncesto, el estimador de Stein de un jugador determi-
nado se obtiene contrayendo su porcentaje de aciertos en
los 30 primeros lanzamientos hacia el porcentaje medio
observado entre todos los jugadores. Si el porcentaje de
un jugador es superior al gran promedio, deberd dismi-
nuirse; en caso contrario, aumentarse. En cierta forma, el
método de Stein postula que, en general, un promedio
inicial alto se transformard en uno menos alto y, vicever-
sa, uno inicialmente bajo no seri, al final, tan bajo.

Matemiticamente, la expresion de los estimadores de
James-Stein es:

Zi=§_7+C(yi—@

El factor de contraccién ¢ depende del nimero de medias
a estimar y de su dispersion. Su expresion es:

(k - 3)o?
1_7_‘2
z@ry)

C=

donde:

y: gran promedio

y; promedios individuales

o: desviacion tipica

k: niimero de medias a estimar

La interdependencia entre las estimaciones resalta atn
mds el aspecto paraddjico del resultado. jPor qué el grado
de acierto inicial de un jugador ha de influir en la esti-
macion de la eficacia de otro jugador? La respuesta a ésta
y a otras preguntas debe hacerse a partir de un andlisis
exhaustivo del comportamiento de estos estimadores y
del error cuadritico esperado para diferentes valores de
los pardmetros a estimar (las medias verdaderas). Su rea-
lizacién excede los limites de este trabajo y, para ello




remitimos al lector al articulo de Bradley Efron (1977).
Nuestra propuesta es menos ambiciosa: ya que no pode-

tros bdsicos del modelo: el tamafio de
las muestras 7y el nimero de medias

mos demostrar el teorema, jintentemos comprobarlo! estimar k. También, en esa zona, se
recogen los valores globales calculados
a partir de los datos observados: el gran
. s . . promedio my, la varianza muar (calcu-
Simulacién con la h0|a de célculo lada promediando las varianzas de las
El modelo ha sido implementado sobre la hoja de cilcu- C115 distr%buc'i/o nes Sinllllgfda?)’ el f;ito.r
lo Microsoft Excel 4.0, aunque es ficilmente trasportable ¢ contraccion ¢y los errores cuadrati-
N : . . . cos totales de los dos conjuntos de esti-
a cualquier otra con semejante nivel de prestaciones. dor a ] i
Consiste basicamente en simular 15 experiencias con la madores (SC y.p ara 105 p 1om<?d1os Y
distribucién binomial de parimetros n = 30 y p variable. SCz para los estimadores de Stein),
Con los resultados obtenidos, se calculan las estimaciones El drea A8:G22 contiene los resultados
de Stein para las proporciones teéricas P conocidas, lo de las 15 simulaciones. El contenido de
que permite compararlas con los promedios observados y las columnas es el siguiente:
ob/servar cuil de los dos méto.dos proporciona resultados Columna A: contiene los valores verda-
mas cercanos a los valores verdaderos. deros p de las proporciones a estimar,
La simulacif’)n Conllpftz_l p ?i}de 1verse En k.i ta}ala L I:Zn fa . . Columna B: incluye los promedios
parte superior de la hoja (filas 1 a 5) figuran los pardme- obtenidos en la simulaciones, Por ejem-
— - plo, la casilla BS contiene la formula
A B C D E F G W =Binomial($B$1;A8)/$B$1 que devuel-
ve la proporcién de éxitos al simular
1 n= 30 el a1 . .
una distribucién binomial de pardme-
2 k= 15 SCy= | 0,1058 tros $B$1=30 y A8=0,6. La funcién
3 my= 0,6422 Binomial ha sido implementada utili-
4 vate 0,007% SCze 0,0569 zand‘o el lenguaje de macros que.p.ro-
porciona Excel. Para ello se ha definido
5 c= 0,52844719 previamente la funcién Bernoulli(p)
6 que simula una distribucién de
Bernoulli de pardmetro p (devuelve 1
my]A2 A2 AD
4 P Y (y-my) var z py) (P2 con probabilidad p y 0 con probabili-
8 0,6 0,5333 0,0119 0,0080 0,5847 0,0044 0,0002 dad 1_p)v La tabla 2 de la pégina Si-
9 0,65 0,6667 | 0,0006 | 0,0076 | 0,6551 0,0003 | 0,0000 guiente muestra las implementaciones
10 0,58 | 05000 |0,0202 | 0,0081 | 0,5671 | 0,0064 | 0,0002 completas de ambas funciones.
1 045 | 05000 |0,0202 | 0,0083 | 0,5671 | 0,0025 | 0,0137 Columna G contiene los cuadrados de
las diferencias entre cada promedio
12 0,7 0,8000 |0,0249 | 0,0070 | 0,7256 0,0100 | 0,0007 observado y el gran promedio.
13 0,72 0,8333 |0,0365 | 0,0067 | 0,7432 0,0128 | 0,0005 Columna D: contiene las varianzas de
14 0,68 0,6333 | 0,0001 0,0073 | 0,6375 | 0,0022. | 0.0018 las distribuciones simuladas. [La varian-
15 066 | 07333 |0,0083 | 0,0075 | 0,6904 | 0,0054 | 0,0009 “a dfl Uﬂ; C]hsﬂ‘lbu@on Binomial (n; p)
es p(1-p)/nl.
16 0,7 0,6333 | 0,0001 | 0,0070 | 0,6375 0,0044 - | 0,0039
Columna E: contiene las estimaciones
17 0,64 0,6333 | 0,0001 | 0,0077 | 0,6375 0,0000 |- 0,0000 de Stein.
18 0,48 0,6667 10,0006 | 0,0083 | 0,6551 0,0348 | 0,0307 Columnas Fy G: contienen los cuadra-
19 0,54 0,5000 |0,0202 | 0,0083 0,5671 0,0016 | 0,0007 dos de las diferencias entre los valores
20 0,66 | 06333 |0,0001 | 0,0075 | 0,6375 | 0,0007 | 0,0005 verdaderos y sus correspondientes esti-
mados. La columna F se refiere a los
21 0,64 0,5333 10,0119 | 0,0077 | 0,5847 0,0114. | 0,0031 promedios observados y la G a las esti-
]
!2 0,74 0,8333 |0,0365 | 0,0064 0,7432 | 0,0087 | 0,0000 maciones de Stein.
Los graficos 2 y 3 presentan los resulta-
Tabla 1 dos de la experimentacién. Puede




Bernoulli

Binomial

=RESULTADO(7)

=RESULTADO(7)

=ARGUMENTO("p":15)

~ARGUMENTO("n";15)

=SI(ALEATORIO(}<p) =ARGUMENTO("p";15) Tabla 2
=VOLVER(1) =ESTABLECER.NOMBRE("suma";0}
=SL.NO|) =PARA("i"; 1;n)
=VOILVER(O} =ESTABLECER.NOMBRE("suma";suma+Bernoulli{p))
=FIN.SI) ~SALIR.BUCLE()
=VOLVER(suma)
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observarse como en 12 de las 15 simu-
laciones las estimaciones de Stein obtie-
nen mejores resultados. Solamente en
; ; Bibliografia
un caso fue superior el promedio 9

observado. El error cuadritico total es
de 0,1058 para los promedios indivi-
duales, casi el doble del obtenido con
los estimadores de Stein: 0,0569.

Rafael Cortés
Centro de Profesores
de Palma de Mallorca

EFRON, B. y C. MORRIS (1977): {La paradoja de Stein en estadis-
ticas, Investigacion y Ciencia, n.° 10, 94-102.

RIOS, S. (1977): Métodos estadisticos (segunda edicion), Ediciones
del Castillo, Madrid.
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Convocatoria
I Premio
«Gonzalo Sanchez Véazquez»

la Junta de Gobierno de la Federacién Espafiola de Sociedades de Profesores de
Mateméticas convoca el | Premio «Gonzalo Sénchez Vézquez», en homenaje de quien fue
su Presidente de Honor. Se regird por las siguientes:

BASES

Se trata de premiar la labor docente y los «valores humanos»: la entrega desinteresada, el amor, el espiri-
tu tolerante, la buena disposicién, efc. hacia sus alumnos, compafieros, amigos y, en general, hacia la ense-
fianza de la Matemdtica. Es decir, el magisterio en senfido amplio.

La periodicidad del Premio seré la misma que la de las Jornadas para el Aprendizaje y Ensefianza de las
Matematicas (JAEM).

El Premio consistird en el nombramiento de «Socio de Honor» de la FESPM y placa conmemorativa u obje-
to alegérico.

Podran concurrir al Premio los profesores dedicados a la ensefianza de las Mateméticas en cualquier nivel
educativo.

Las candidaturas podrdn ser presentadas por una sociedad federada en la FESPM. Los promotores presen-
tarén el curriculo e informes que estimen pertinentes, entre ellos el informe de la junta directiva de la socie-
dad o del conjunto de socios proponentes.

El plazo de presentacion de candidaturas finalizard el 31 de diciembre de 1998,

La concesion del Premio se hard por la Junta de Gobierno de la FESPM. Para ello, el candidato deberd obte-
ner mayoria absoluta en la correspondiente votacién. De no alcanzarse mayoria absoluta en primera vota-
cién, se procederia a una segunda; de no obfener mayoria absoluta se declarard desierto.

Para la concesion del Premio, la Junta de Gobierno atenderd, entre otros, a los siguientes criterios:
®  Su labor docente (dedicacién a la ensefianza de la Matemdtica).

® Valores humanos (tolerancia, entrega a los demas, talante, espiritu de didlogo, respeto a los compaiie-
ros, alumnos, efc.). Constatados por sus avalistas.

° Curriculo con hechos, anécdotas, efc., referidos por los proponentes que pongan de manifiesto estos
valores humanos del candidato.

SUMA publicaré el resultado de la concesion del Premio y una semblanza del premiado.

La entrega del Premio se llevara a cabo en el acto de apertura o clausura de las IX JAEM que se celebra-
rén en Lugo en septiembre de 1999,




Matematicas

para consumidores criticos
(criterios para seleccionar
los cereales del desayuno)

Ismael Roldan

Castro

j A EXPERIENCIA que procedo a narrar se inscribe dentro

Este articulo es la narracién
de una pequefia
investigacién matemdatica
realizada con un grupo de
3.° de ESO. Sigue la linea
de ofro arficulo del mismo
autor publicado en SUMA
que aparece en la
bibiografia y se inscribe en
el binomio Mateméticas y
Consumo. El problema que
dio origen a esta experiencia
podria formularse asi: sEs
posible adoptar criterios
matemadticos para elegir una
determinada marca de
cereales de trigo
chocolateado en un
hipermercado?

del binomio Matemdticas y Consumo. O, para ser mas
exactos, Matemadticas al servicio de Consumidores
Criticos. Los alumnos a los que se dirigid esta actividad
fueron de 3.° de ESO. Como espero pueda comprobar el
lector interesado, la presencia de temas transversales,
como la publicidad en TV, el consumo y la nutricién, con-
tribuyeron al entusiasmo que la investigacién despertd
entre todos los que participamos en ella. La evaluacion,
sobre la que no me extenderé demasiado, de los aspectos
conceptuales, procedimentales y actitudinales, fue positi-
va en general. Hubiese sido contraproducente plantear
una actividad de investigacién matemadtica y multidiscipli-
nar con los habituales modelos competitivos. Quiero decir
que, sobre la marcha y durante el desarrollo de las sesio-
nes, las dudas formuladas por los alumnos se resolvian de
inmediato, con lo cual, todos acababan por superar debi-
damente las dificultades encontradas. Ello no quiere decir,
sin embargo, que no hubiese diferencias entre los traba-
jos presentados por los alumnos. Evidentemente, €] esme-
ro, la presentacion e incluso las estrategias elegidas, de-
mostrarfan una vez mas la diversidad del grupo.

Los contenidos matematicos implicitos en la actividad y
que se corresponden fundamentalmente con los bloques
de Nameros y Medida, fueron los siguientes:

e Operaciones con nimeros decimales.

e  Aproximacion y redondeo.

e  Notacion cientifica.

e Porcentajes.

» Sistema métrico decimal.

* Relaciones de proporcionalidad entre magnitudes.

e Media aritmética (previa construccién de tablas de
frecuencias).



Las condiciones de partida fueron las siguientes: el grupo-
clase constaba de 31 alumnos, 4 chicas y 27 chicos. Del
total, 20 posefan el Graduado Escolar y el resto, el
Certificado de Escolaridad. Con independencia de las titu-
laciones anteriores, comprobé serias deficiencias tanto de
cédlculo mental como conceptuales. A modo de ejemplo,
puedo citar el caso de algunos alumnos que no domina-
ban las tablas de multiplicar, no sabian operar con nime-
ros enteros o desconocian el procedimiento para calcular
el m.c.m. o m.c.d. de varios nimeros. Esto Gltimo afecta-
ba a mis del 75% del grupo.

Capitulo I: De cémo surgio la idea

Animado por los resultados obtenidos tras la experiencia
realizada el curso pasado y publicada en la revista SUMA

(Roldan, 1996), pedi a los alumnos que se manifestaran

acerca de la posible realizacion de una actividad que
tuviese relacién con algin producto alimenticio consumi-
do por ellos y con las matemaiticas.

Como en la anterior experiencia la leche fue la invitada de
honor, ahora la cosa se ponfa muy ficil. ;Qué productos
pueden acompafnarse con la leche? Aparte del Cola-Cao,
Nesquick, galletas y similares (objeto de otra posible futu-
ra investigacion), intui que eran los cereales los que pro-
bablemente mis se utilizarfan en los desayunos, posible-
mente porque mis propios hijos asi es como desayunan
habitualmente.

Los resultados del primer sondeo no se hicieron esperar.
El 63% de los alumnos del grupo-clase desayunaba a dia-
rio cereales. El resto, aunque no lo hiciera habitualmente,
los consumia esporddicamente. En cualquier caso, todos
se animaron a experimentar. Por consenso del grupo que-
daron electos los cereales de trigo chocolateado, objeto
de la investigacion que comenzaba.

Para conocer la incidencia de esta actividad, en el sentido
de establecer un antes y un después, procedimos inicial-
mente a elegir tres marcas de cereales y a contabilizar
cuantos consumidores tenfamos de cada una antes de ini-
ciar nuestras investigaciones matemdticas. Las marcas ele-
gidas fueron: Kellog’s («Chocoss, trigo chocolateado), Pas-
cual («Chocotrebor, trigo integral con chocolate) y Happy
Chexl (das crujientes risas de trigo con chocolater). A
partr de ahora las simbolizaremos por K, P y H, respecti-
vamente, Obtuvimos la tabla 1.

ESTADO INICIAL DE CONSUMO DE CEREALES
K P H
81% 6% 6%

Tabla 1. El estado de la cuestion

Por consenso
del grupo
quedaron electos
los cereales
de trigo
chocolateado,
objeto
de la
investigacion
que comenzaba.

¢

Curiosa marca de este tipo de
productos, fabricada en Fran-
cia y con una denominacién
en lengua inglesa. Se discutié
en clase la posibilidad de que
este hecho fuese debido a la
creciente incidencia de los
anglicismos en publicidad. Es
decir, la empresa francesa
bien hubiese podido conside-
rar que se venderia mejor su
producto con una denomina-
cién inglesa, al estar en sinto-
nia con la moda publicitaria.
Esta circunstancia admite un
tratamiento  multidisciplinar
que promete ser muy intere-
sante. Es, sobre todo, de una
incuestionable actualidad {pién-
sese en las campafias publici-
tarias de tabaco).

Esos porcentajes estan referidos al total
de alumnos que consumian los cereales
habitualmente, es decir, al 63% mencio-
nado anteriormente. La suma de los tres
porcentajes no es 100 debido a que
entre estos consumidores habia algunos
que consumian otras marcas no selec-
cionadas.

Capitulo Il: De como discu-
rrieron las dos primeras
clases dedicadas a estos
menesteres

Esta fase de la experiencia se realizd
por parejas. Los alumnos se agruparon
libremente. A cada pareja le entregué
dos fotocopias que reproduzco en este
articulo. A la primera la denominare-
mos en lo que sigue Hoja de la activi-
dad» y en ella planteaba ocho ejercicios.
La segunda, a la que nos referiremos
también en alguna ocasion, la llamare-
mos Hoja de datos» y presentaba los
datos nutricionales y otras informacio-
nes necesarias, recortadas de sus res-
pectivas cajas de origen, para poder
resolver las cuestiones de la primera.

Describo, a continuacién, las dificultades
mis sobresalientes encontradas en cada
apartado, asi como las cuestiones que se
suscitaron paralelamente y que, como
veremos, ampliaron notablemente la
vision global del ambito estudiado, aun-
que formalmente pudieran considerarse
extra-matematicas e incluso, heterodoxas.

Apartado 1

Deseaba, en este primer ejercicio, que
observasen el hecho siguiente: en la
hoja de datos, al sumar las masas de los
distintos componentes nutricionales
(excluyendo las vitaminas) de cada pro-
ducto no se obtenfan los 100 g como
pudiera esperarse al echar un vistazo al
encabezamiento de la columna. Era evi-
dente (ver la hoja de la actividad),
como se comprueba en la tabla que
confeccionaron, que a mayor ndmero
en la celda de «Otros», menor informa-
cién del producto.




1ES Virgen de los Reyes Ismael Roldin Castro
3.° BSO HOJA DE LA ACTIVIDAD

Actividad 3: Decimales, Porcentijes, SMD
(Educacitn de Consumidores Criticos )

Los chaco - krispies

1°.- Utilizando ki informacion nutricional de b pigina que scompaia 1 esty
actividad, rellena el recuadro siguiente: (elige los comespondientes a 100 g.)

Ten en cuenta que las sumas verticales deben dar 100, Introduce el nlimero que necesites en el cua-
dr -Otrose pant obtener ese resuliado,

Kellog's Pascual Happy Chex

Proteinas
H. de carbono

Grasas

Colesterol
Fibra
Sodio
Otros

SUMA VERTICAL

2°- Bl precio de cada caja es ¢l sigulente: (precios tomados en ¢l mismo Hiper el 7-11-96 y sin pro-
macion):

Kellog's = 235 pta. Pascual = 175 pta. Happy Chex = 228 pta.

ZEs suficiente este dato para saber cudl es el mis econémico? Riazona tu respuesta y busca en la pigl-

na de informacion nutrici alghn otro si lo crees conveniente. Finlmente, ordeny fas marcas de

mis 4 menos econtmica. ;Cuinto cuestan 100 g, de cads mare

3 En Fisicu se estudia que 1 Julio = 0.24 calorias (1] = 0.24 cab. Comprueba It equivalencia que
aparece en cada marca entre KJ y Keal, Recuerdd que € prefijo K significa 1000,

4°.- Para caleular tos porcentajes de los elementos nutritivos del cuadro 1%, Habri que hacer algu-
nus apericiones matemiticas? RiZond U respuesti.

5°.- Justifica. para cadu nuarca. el pirmafo de las tiras de informacién nutricional que dice:
‘ESTE PAQUETE CONTENE MAS DE ____ RACIONES DE ____ GRAMOS-

.- Cuintos miligramos hay en total de vitaminas y mineriles en cada marea?

7°.- En qué pais crees que s fabrica cada marca? Razonit (U respuesta.

#°.- Exponed fos argumentos que os parezcan mis sizonables para elegic una de lis marcas ante-
rlores a l hor de i 4 comprar este producto alimenticio, Pedid I opinlon a vuestros padres § tomsd

una postura. Redictadla. La comentaremos en clase.

Colateralmente, incidi en dos aspectos
interesantes en educacién nutricional,
tan importantes como la matemaitica y

que, en este caso, van indisociablemen-
te unidas: la importancia de la no exis-
tencia de colesterol y la preferencia de
las grasas polinsaturadas frente a las
saturadas y monoinsaturadas. Aqui se
valord especialmente el cereal P por-
que, a la vista de los datos nutriciona-
les, era el que més informacién propor-
cionaba. E1 cereal K ciertamente apor-
taba menor cantidad de grasas satura-
das que los cereales P, sin embargo no
daba informacién de las polinsaturadas
ni de las monoinsaturadas, con lo cual
no podian compararse con aquéllos.

Hoja de la actividad

Importante también fue la discusién acerca de si el cereal
H tenfa o no colesterol. Algunos alumnos, al rellenar sus
tablas de trabajo, colocaron un cero en la celda corres-
pondiente. Les hice reflexionar. La ausencia de esa infor-
macién no deberfa presuponer la inexistencia cuantitativa
de colesterol. En principio, un consumidor critico deberia,
a juicio del profesor, adoptar una actitud cauta y precavi-
da. Es decir, ante un dato tan importante, es preferible
elegir una marca que lo explicitase cuantitativamente a
otra que no lo hiciese.

También se aprovechd la ocasion para comentar la impor-
tancia de una dieta alimenticia rica en fibra. Este dato apa-
recia reflejado en los cereales K y P, mientras que no apa-
recia en el H.

El resultado obtenido, una vez realizadas las observaciones
y célculos pertinentes, fue el que aparece en la tabla 2.




Unaracion de 30 g de
7 Chocas de Hillegss
. praparciona una cuarta parte
delas cantidades diarias
recamendadas (CDR) por la
CEEdevitaminas (Niacina,
. Vitaminz B;, Riboflavina (B),
Tiamina (B)); Acido Falica.
Vitamina 0. Vitamina 8;,)
y una sexta parte de Hierra,

INGREDIENTES

HARINA DE TRIGO, AZUCAR, CACAO, EXTRAGTO DE
MALTA. SAL. VAINILLA, CANELA, NIACINA,
HIERRO, VITAMINA By, RIBOFLAVINA (B,), TIAMINA (8,),
ACIDO FOLICO, VITAMINAD Y VITAMINA B,

INFORMACION NUTRICIONAL
Por 100 g Porracidnde 3 g

1800 KJ
30 Keal

]
8

codoe coa we

R

s 2RRREERS

o
= 'b’.ﬁ%b‘ﬁﬂib’:ﬁg cede waa bt X

Valorenergético - [ 350 K3 | 240 KI [0 K
. 80 Keal| 60 Keal| 40 Keal
Proteinas | 4 gi |4 ¢ 4 9.
Hdamsdacabonol 6 g 8 g 6 9
dalos cuaes . ’
¢ Azicares, 6 g 8 g § g
Grasas ., 5 g 2 g 01 g
da las cuales: L -
«Saturadas g fitig ooty
. Pmg < 9m | 2'm
Sodo Tmg | Omg |70 mg
Calcio. - 150 mg [ 150.mg |.150 mg
Foéstorn 120 mg 20mg |20 mg

Los careales, por sus especiales caracteristicas
nutritivas, constituyen una parte fundamental de una
alimentacion equilibrada y sana y son ef complemento
ideal para el pleno desarrollo intelectual y fisico.

Esta paquate ha sido fabrcado con

PAPEL RECICLADO. can eio s¥Eetksgls & e
<ontibuys a 4 CONSERVACGION

DE LA NATURALEZA

Humedad maxima 6%
B\ Esto paguete contiene mds Js 12 raciones d9 las amba recomendadas

4

+

CHOCOTREBO

TRIGO INTEGRAL CON CHOCOLATE

L.os CEREALES PASCUAL estan elaborados
siguiendo los controles de calidad mas
exhaustivos, garantizandole toda su riqueza
nutritiva y la mas alta calidad. Sus hidraios
de carbano le aportan el valor energético
necesario para el cuerpo humano,
el crecimiento y la actividad fisica y mental.

RED i

i (

el ekl b |
Harina de trigo integral, azdcar, chocolate [Azicar, Cacao,
Manteca de Cacao, Vainilin), Cacao, extractos naturales

de frutas, leche desnatada del 1%, sal, aromas
autorizados, vit. C (3cido Ascérbica), vit, B3 (Niacina),
hierro, vit. B6 (Piridoxina), vit, 82 (Riboflavina), antioxidante
(Palmitato de ascorbilo), vit, B1 (Tiaminal, vit. E (Tocaerol),
vit. B (dcido.Fdlico), vit. D3 (Colecalcifero), vit. B12
(Cianocobalamina).

INFORMACION NUTRICIONAL
~ VALOHES NUTRICIONALES

HC

Do los cuales; - -
AZUCARES
fALMIDO -

COLESTEROL
FIBRA AUMENTARIA -

B6 {Piridoxina

-8 (Ac. Félico) :
.B12 {Clanocobalamina)
-C {Ac. Ascdrbico} -

‘D3 (ColecaicHerol)’

a0 D PA AL QO 0sQ

PROPCR O A A RA g D REA PA A
Vaores niconziss Enara | Semdesnalaca | Desoainda | Zumcsdl
Energia {KJ) 257 182 142 2142
Energla (Keal) 81 8 34 504
Proteinas (g 29 30 32 07
H. carbono (g) 44 44 48 18
Grasas () 36 16 max 0,3
Calcio (mg) 130 132 134

ESTE PAQUETE CONTIENE MAS DE 12 RACIONES DE 30 g

Este paquete se llena por peso y puede
ocurrir que en el transporte el contenido del

envase se aslente aparentando menos volumen.

HUMEDAD MAXIMA MENOR DE 6%

MANTENGASE EN LUGAR FRESCO Y SECO

s e s

Fabricado por: CEREX S. A,
Cobalto,118 « Poligono San Cristébal
19 VALL ADOIID (Esnafa) « R.S.J. 26,02060/VA

LAS CRUJIENTES RISAS DE

TRIGO CON CHOCOLATE |
UHA BACION DIARIA DE 30 GRAMOS DE
RALSTON HAPPY. CHEXAPORTA UHA
CANTIDAD DE ENERGIA,
Y MINERALES, TODO ELLO
UNADIETA

1NAS
INDISPE?
AL

30g. con 120 mi,
delethe

vm@’;’ 1

Pt;:leinas

15,0mg.
50mg.
1,7 mg.
170 pg.
0.9ug.
7.0mg.
rina da Trigo (55%), Aziice, Cho-:
- ﬁaﬁsm%f&%k@m%x Sal -
|Jarabe da Mata, Aroma: Vairifina, Viaminas]
C, Niacia (PP}, Acido Panioténico (B5), /- [
 |Piridoxina (B8), vina (B2), a:
1), Ackdo Féloo (89), Vilamina 812, Hierro, i
recomendada porla CLE &£ :
FABRICADQ POR:
RALSTON PURINA FRANCE.
[ 1 PLACE CHARLES DE GAULLE
78180 MONTIGNY LE BRETONNEUX 3
4 EMB 40001 D PHODUCT OF FRANCE §
{mportado en Espana por: i
GALLINA BLANCAPURINA. S. A.
: H. 5. 1. 404189/CAT 402513/8. X
: ©RALSTON PURINA COMPANY (PROPIETARIO DE 8
: LAS MARCAS REGISTRADAS)
ESTE PAGUETE DERALSTON HAPFY CHEX SE VENDE #
} FOR PEST Y. INO POR VOLUMEN. ES POSIBLE GUEALO
LARGO) DELTRANSPCRIE Y MANIPULACICN SU. - |
CONTENIDO SE ASIENTE, APARENTANDO UNA
CISMINUCGICN DE VOLUMEN.
STE PAGUETE CONTIENE MAS DE 8 RACIONES DE LA
"ARRIBA RECOMENDADAS

HUMEDAD MAXIMA 5 %
MANTENGA EL CEREAL CRUJIENTE
DOBLANDO LA BOLSA

PESO NETQ '




K P H

Proteinas 8 12,3 2,3
H. de carbono 81 67,3 80,7
Grasas 2 4 3,5
Colesterol 0 0
Fibra 4 10,3
Sodio 0,4 0,34
Otros 4,6 5,76 6,5
Total 100 g 100 g 100 g

Tabla 2. Comparacion

de valores nutricionales

Apartado 2

Aqui les entregué a los alumnos los
precios de las cajas de cada marca tal y
como aparecen en los expositores del
hipermercado en el que realicé la com-
pra. Especifiqué una circunstancia im-
portante, entre otras, para poder com-
parar precios de marcas: que ninguna
estuviese de oferta o promocionada.
Les resultd evidente que en el caso de
no cumplirse el requisito anterior, los
resultados obtenidos estarian falseados.

Durante la realizacion de este apartado
pude comprobar que la practica totali-
dad de los alumnos ordenaban las mar-
cas con respecto a los precios que apa-
recian en la hoja de la actividad.
Aunque la ordenacién era la correcta,
una auténtica casualidad, no ocurria asi
con el procedimiento utilizado. Fue
necesario explicarles que el precio que
aparece en el expositor mids bien
podria denomindrsele «precio aparente,
sobre todo si lo que perseguiamos era
comparar precios.

No tardaron en caer en la cuenta de mis
pretensiones cuando les planteé un
problema similar: un paquete de pipas
cuesta 5 pesetas, otro 25 y un tercero
50, ¢cudl es mds barato? El dato decisi-
vo: el peso.

Esta era la razoén por la que la Gltima
pregunta del apartado sugeria el célcu-
lo del precio correspondiente a 100 g
de producto. De esta forma los precios
ya podrian compararse al estar referi-

2 Propéngase, tras un ejercicio

sencillo de regla de tres simple
directq, el siguiente: «Un ve-
hiculo sale de Sevilla hacia
Huelva y, mantfeniendo una
velocidad constante de 90
Km/h, tarda en llegar 1,1 h.
Si vigjase a 120 Km/h, scuén-
to tiempo invertiria? Més de
uno dird 1,47 hi

Mejores aproximaciones pue-
den obtenerse tomando la
constante de equivalencia con
el valor: 1) = 0,2392344 cdl,
pero jamés llegan a coincidir
con los expuestos en las cajas
de las distintas marcas. tan
solo el cereal H seria el que,
por aproximacién a las unida-
des, coincidiria exactamente.
En cualquier caso, este es un
ejercicio disefiado para ope-
rar con decimales y no para
discutir las razones de las
aproximaciones obtenidas.

-

dos a una misma unidad de peso, en este caso el hecto-
gramo. La mayoria recurrié a la sacrosanta regla de tres,
que mientras las magnitudes que relacionen sean directa-
mente proporcionales no causan estragos de ninguna
clase?. El peligro de acostumbrarse a ellas estriba en no
comprobar a priori ese requisito previo. Tomaron como
datos los pesos netos y precios, obteniendo los resultados
siguientes (Tabla 3). El apartado permitié introducir los
métodos habituales de aproximaciones numéricas.

K P H
Peso neto 375 g 375¢g 250 g
Precio aparente | 235 pts. 175 pts. 228 pts
Precio de 100 g | 63 pts. 47 pts. 91 pts

Tabla 3. Comparacién de precios

Apartado 3

En principio no dejé las calculadoras para que el ejercicio
fuese un mero repaso de operaciones con nimeros deci-
males, Y como era previsible, ocurtié de todo. Resultados
sorprendentes. Fue necesario recordar como se multiplica-
ban ntmeros decimales. En cualquier caso, los resultados
que se obtienen no coinciden, salvo en el caso del cereal
H, con los que aparecen en la hoja de datos (tabla 4).

Energia en Kcal(® = 0,24 Energia en KJ

K P H

384 Keal 360 Kcal -+ 392 Keal
380 Kcal 354 Keal 391 Keal

Valor esperado

Dato real

Tabla 4. Conversién de unidades de la energia

Apartado 4

Realmente se trataba de una broma. Si se hubiesen fija-
do con atencién en la tabla de la hoja de la actividad,
se habrian percatado, al sumar verticalmente, que obte-
nian 100. Por tanto, los valores que obtuvieron eran
tantos por ciento realmente y no se necesitaban cilcu-
los adicionales.

Aunque algunos no tardaron en reaccionar, otros no sélo
no supieron qué hacer sino que respondieron como
reproduzco textualmente: «Si, habrd que realizar opera-
ciones porque para averiguar un porcentaje hace falta
operar,

Este singular episodio, més frecuente de lo que pueda
imaginarse, les ocurrié a unos alumnos cuyas destrezas en
matemdticas eran aceptables. La conclusion que podemos
extraer es que, a veces, el problema no estd en las mate-




maticas sino en las dificultades de comprensién lectora
del problema. O, quizds también, en la falta de costumbre
que pueden tener en reflexionar primero acerca de los
datos con los que cuentan y el problema que se les pide
resolver. La generalizada tendencia a aplicar de inmedia-
to los algoritmos aprendidos es la causa de curiosos des-
pistes como el que acabamos de referir,

Apartado 5

Las tres marcas recomiendan una ingesta diaria de al
menos 30 g de producto. Si esa fuese la cantidad habitual
en un desayuno o merienda, se trataba de justificar la afir-
macion expuesta (ver hoja de datos), aunque con letra
pequefia, en los envases del producto:

Este paquete contiene mds de_ raciones de 30 g

Una infinidad de sencillos problemas aritméticos son sus-

ceptibles de disefiarse con este dato. La casi totalidad de
los alumnos no tuvieron dificultad en multiplicar el nime-
ro de raciones que estimaba cada marca por el factor
constante 30 y obtener asf una cantidad de producto algo
inferior al peso neto.

Apartado 6

La resolucion de este apartado requirié repasar las uni-
dades de masa en el S.M.D. asi como los miltiplos y los
submiltiplos de mas frecuente uso. Concretamente el
mg y el ug. Como era logico, hizo su aparicién la nota-
cién cientifica y, con ello, las operaciones con potencias
de diez. Potencias, claro estd, de exponente entero. El
primer problema consistia en reducit a mg todas las vita-
minas para poder sumar finalmente y comparar las dife-
rentes marcas. La suma con papel y lipiz de nimeros
decimales resulto una epopeya y el apoyo logistico de
las calculadoras casi empeor6 el teatro de operaciones.
Hubo que recurrir a la pizarra, en la que pacientemente,
se dirimi6 el combate.

A la vista de las circunstancias narradas, que ya imaginé
al disefiar la actividad, no se me ocurrié complicar las
cosas aunque lo hubiese deseado. Podria haber utilizado
los datos que aparecen en el cuadro de las vitaminas
(ver hoja de datos) para calcular las cantidades absolu-
tas que recomienda la C.E.E. que se consuman a diario.
De haberlo planteado, quizds no hubiese podido narrar-
lo. Por stbito infarto del profesor o motin generalizado
del alumnado.

Al final, el esfuerzo casi siempre se ve recompensado por
algln éxito. En este caso, la tabla 5.

Quedd de manifiesto la victoria del cereal P en la com-
paracién efectuada.

K P H
B1 1,2 1,2 1,2
B2 1,3 1.4 1.4
B3 15 16 15
Bé 1.7 1.8 1.7
B9 0,167 0,250 0,170
B12 0,0008 0,001 0,0009
C 0 50 50
Hierro 7.9 10 7
Totales 27,27 mg 80,65mg 76,47 mg
Tabla 4. Comparacién de vitaminas y minerales

La opinion
mayoritaria fue
que, a la hora
de decidirse por
una determinada
marca, lo primero
deberia ser
la calidad,
lo segundo
el precio y, ante
un eventual
empate,
que el producto se
hubiese fabricado
en Esparia.

4 Problema que resolvimos en la
experiencia ya comentada

[Roldan, 1996, 81).

Apartado 7

Pretendia con esta pregunta propiciar
en clase un debate acerca de la conve-
niencia de tener o no en cuenta, a la
hora de elegir un producto, la proce-
dencia del mismo. Con los cereales P y
H no hubo dificultad alguna, ya que sus
lugares de origen aparecian en la hoja
de datos. Puede resultar interesante la
narracion del problema de la proceden-
cia de los cereales K. En efecto, en la
hoja de datos nutricionales no aparecia.
Sugeri que se diesen un paseo, en hora-
rio no lectivo preferiblemente, por
algiin hipermercado para buscar el
dato. Me consta que algunos asi lo
hicieron. El resultado aparece reflejado
en la tabla 6.

La opinién mayoritaria fue que, a la
hora de decidirse por una determinada
marca, lo primero deberia ser la cali-
dad, lo segundo el precio y, ante un
eventual empate, que el producto se
hubiese fabricado en Espafia. Sin
embargo, no hubo acuerdo en el signi-
ficado matematico de calidad de un
producto?, Por el momento, la ventaja
nutricional (tablas 2 y 5) se 1a llevaba el
cereal P (el mejor en vitaminas y mine-
rales asi como con muy buenos resulta-
dos en proteinas vy fibra) y en cuanto al
precio, también la misma marca optimi-
zaba este valor (tabla 3). Obviamente,
coincidia en ese cereal la circunstancia
de estar fabricado en nuestro pais (tabla




6). Sin embargo, ain no habia que lan-
zar las campanas al vuelo. Quedaba la
prueba de fuego: el sabor. Mas tarde
comprobé que también el crujir del
cereal era un parametro que ellos valo-
raban especialmente (creo que in-
fluenciados por determinados spots
televisivos).

K P H

EE.UU. Espafia Francia

Tabla 6. Procedencia de los cereales

Apartado 8

Los alumnos se llevaron a sus casas las
tablas calculadas y las reflexiones ante-
riores. Yo pretendia implicar asi a sus
padres. Propiciar un dmbito de discu-
sién y debate, para posteriormente, en
la clase, construir un panel de opinio-
nes de las que poder sacar conclusio-
nes. Sin embargo, no recogi las res-
puestas hasta no efectuar el experimen-
to de valoracién del sabor, Gltima fase
de esta actividad.

Capitulo lll: De cémo el
sabor equilibra la balanza
finalmente

Las cavilaciones precedentes eran nece-
sarias a fin de determinar, sobre el
papel, la marca que presentaba los
mejores resultados. No obstante, el
sabor seria deterrninante en Gltima ins-
tancia. Aqui surgié una disyuntiva. O se
probaban los cereales con leche, con
ciertas complicaciones técnicas supera-
bles, o se procedia a degustarlos direc-
tamente. Los alumnos fueron quienes
decidieron la Gltima opcidn. Los impre-
vistos con los que cualquier experi-
mento debe contar, la vida misma es un
experimento impredictible, hicieron
acto de presencia cuando nos dispusi-
mos a adquirir las cajas de cereales que
veniamos investigando. En concreto, el
cereal H no aparecia por ningtn hiper-
mercado. Durante las tres o cuatro

a

5 Caleulados por los alumnos
siguiendo las indicaciones del
profesor y ftras realizar un
recuento en la pizarra.

6 Estas Gltimas no las calcularon
los alumnos. Lla actividad
incluia elementales conoci-
mientos de estadistica suscepti-
bles de ser asimilados directa-

mente.

escasas semanas a lo largo de las cuales habiamos desa-
rrollado la actividad, la mencionada marca se habia esfu-
mado sin dejar rastro alguno. Obviamente no ibamos a
reclamarla al Ministerio de Industria del pais vecino, ni
tampoco era asunto que compitiese a Paco Lobatdn.
Puestas asi las cosas, optamos por la solucién inmediata:
se degustarian s6lo los cereales K y P.

El procedimiento, andlogo al descrito en el articulo al que
venimos haciendo referencia (Roldan, 1996, 80), consistié
en valorar los cereales de cada marca, sin conocerlas de
antemano, con una calificacién de 0 a 5. El cero cuando
no gustaba absolutamente nada, y el 5, cuando el deleite
fuese supremo.

Mejoramos, no obstante, el método con respecto a la expe-
riencia ya aludida por cuanto en esta ocasion cada alumno
tuvo ante si, simultineamente, los dos vasitos de cereales.
Uno para cada marca. Esto posibilitd una comparacién per-
sonal de los sabores de ambos, un contraste de sabores
previo a la decisién de su valoracién numérica.

También en esta tesitura ocurrié lo que era previsible.
Tras la prueba cientifica, todos deseaban continuar con el
desayuno. Ademis, los 55 minutos de clase resultaron
insuficientes y el profesor de Lengua Espafiola, a quien
correspondia la siguiente hora, compartié6 amablemente
los minutos requeridos. No asi los cereales chocolateados
de los que no quedaron ni los vasitos.

Los resultados los presento en dos bloques. En el prime-
ro, aparece un resumen de las diferencias percibidas por
la casi totalidad de los alumnos en la degustacion. Es el
aspecto cualitativo. El segundo bloque presenta los valo-
res medios® del sabor de cada cereal y sus correspon-
dientes desviaciones tipicas®.

El cereal K tiene:

e Mas sabor.

o El color mds oscuro (luego.:. més chocolate).
¢ Mayor tamaiio.

¢ Un crujido superior

Una observacion, que se derivd de la segunda considera-
cién de los alumnos, fue la siguiente: no necesariamente
un color mas oscuro implica mayor cantidad de chocola-
te. Pudieran existir colorantes, aunque ninguna marca los
mencionase. Tampoco se aporta el dato de la cantidad de
cacao presente en el producto.

El registro de esas diferencias cualitativas lo hicieron los
alumnos simultdneamente a la valoracion del sabor de
cada marca. Ahora bien, en los vasitos donde se deposi-
taron los cereales tan s6lo aparecian los simbolos X e Y.
Las marcas que ocultaban se darfan a conocer una vez
finalizada por completo la investigacion.

Los resultados del sabor quedan reflejados en la tabla 7.



; K P
Media 4,6 2,6
Desviacion fipica 1,1 1,6

Tabla 7. Valoracién del sabor

Las conclusiones resultaban evidentes. El sabor que mas
gustd, con diferencia, fue el correspondiente al cereal K.
Por ello deciamos, cuando el mejor cereal desde el punto
de vista nutricional era el cereal P, que atn habia que
esperar acontecimientos. Aproveché la ocasién para trans-
mitir a los alumnos que éste es el cardcter habitual de la
investigacion cientifica. No sale lo que deseamos, sino lo
que tiene que salir.

Capitulo IV: El feliz desenlace

Finalmente, solicité de los alumnos las observaciones
correspondientes al apartado 8.° que quedé pendiente en
la primera fase de la experiencia. Como se recordara, alli
se pedia a los padres que junto a sus hijos opinasen acer-
ca de los criterios o argumentos que debian seguir tras los
resultados obtenidos cuando fuesen a adquirir este pro-
ducto.

En resumen, vinieron a decir lo siguiente:

* Todos los cilculos y observaciones estin muy bien,
pero los cereales K son més famosos y mds antiguos.
Por ello, son mis de fiar,

* El cereal H es el més energético. '
e El cereal P es el de mayor calidad.

* Hay que comprar el cereal mds barato y que esté mds
bueno.

Para cerrar la experiencia y poder establecer el después al
que aludia en el Capitulo I, propuse nuevamente a mis
alumnos que manifestasen su potencial disposicién de
compra tras la informacién recabada (tabla 8).

K P H

Potencialidad de compra 29% 65% 6%

Tabla 8. El efecto de la investigacién

Sin embargo, es en un diagrama de
barras donde resulta mds impactante el
contraste entre el antes y el después de
la investigacién:

100
80 { - S —
60 4— OAntes
40 4 — ¢ @Después
204 N

@
0

Kellog's

Pascual Happy Chex

Gréfico 1. Tendencias de compra

Ismael Roldén
IES Virgen de los Reyes
Sevilla
Sociedad Andaluza
de Educacion Matemética
«Thales»

Capitulo V: Epilogo

Si existe alglin dmbito desde el cual
poder contrarrestar los efectos de la
publicidad es, sin duda, el de la
Educacién. Las matemiticas pueden
colaborar, como hemos pretendido
demostrar, en la consecucién de ese
objetivo.

Bibliografia

ROLDAN, 1. (1996): Mateméticas con Leche.
Transversalidad Nutricionals, SUMA, n.°
22, 79-82.

VV.AA. (1996): Cuadernos de la Educacién
Secundaria Obligatoria, Area de Mate-
mdticas, CE.J.A., Sevilla.




¢Donde situar

el hospital

del Salnés?

Francisco Manuel Rodriguez Mayo

Se trata de una propuesta
didéctica con la resolucién
de un problema real: scudl
es la ubicacién ideal para un
hospital comarcal (el del
Salnés en Pontevedra)?
La resolucién del problema
conduce a varios métodos
diferentes: un procedimiento
analégico (bisqueda del
punto de equilibrio de una
serie de masas puntuales,
que puede relacionarse con
el teorema de Steinitz), un
método estadistico (cdlculo
de la media de una variables
estadistica) y un
procedimiento propio del
andlisis matemdtico
(determinar el minimo de una
funcién derivable y de ofra
no derivable).
Finalmente, el problema
obliga a una reflexién sobre
el significado de la media y
de la mediana de una
distribucién y del método de
los minimos cuadrados
vtilizado, por ejemplo, para
el cdleulo de la recta de
regresion.
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STA PROPUESTA did4ctica para el aula de Matemiticas
puede ser abordada desde una metodologia préxima a la
aesolucién de problemass. Se trata de determinar la mejor
ubicacién para un hospital comarcal. Es un problema real,
con las dificultades que supone manejar datos reales, pero
que tambien puede ser formulado sin perder interés con
ejemplos tedricos mds simples, como los propuestos al
final de este articulo.

Como se verd, su resolucién puede efectuarse en varios

niveles educativos diferentes:

a) Un primer nivel elemental, que solo necesita conoci-
mientos bdsicos de Estadistica y que incluso admite
una resolucién que no precisa de la herramienta
matematica (segundo ciclo de la ESO).

b) Un segundo nivel de Matemdtica avanzada (2.° curso
de bachillerato).

El problema

Un poco de Geografia: La comarca del Salnés abarca la
mayor parte del lado sur de la Ria de Arousa (Ponte-
vedra). Es una zona densamente poblada y con una gran
dispersién de la poblacién.

La sanidad en Galicia: El sistema de atencién primaria en
Galicia se basa en la divisién del territorio en diferentes
Areas de Saude», en cada una de las cuales debe existir
un hospital de referencia.

En el plan propuesto por la Xunta el Salnés, a pesar de su
elevada poblacién, figuraba incluido en el «Area de Satide
de Pontevedra Sur». La movilizacién de un grupo de ciu-
dadanos agrupados en la «Comisidn Vecifial pro Hospital
do Salnés» consiguieron, mediante la aprobacion de una
iniciativa legislativa popular, que se crease el «Area de




Satde do Salnés» que integra los municipios de Catoira,
Vilagarcia de Arousa, Vilanova de Arousa', Cambados y
Ribadumia.

En consecuencia se debe construir un hospital para esa
zona. Pero, ;dénde debe situarse ese hospital?

Resolviendo problemas
Primera aproximeacién

— Formular adecuadamente el problema haciendo expli-
citos los criterios en los que se debe basar la eleccién.
Por ejemplo: (En que lugar debe situarse el hospital de
modo que los desplazamientos que deban efectuar los
posibles enfermos sean minimos?

— (Qué datos necesitaremos?: La poblacion de la zona v
su distribucién, las vias de comunicacién existentes, luga-
res posibles, etc.

flla'de

Aurosa

Municipio

Poblacién

Catoira
Vilagarcia
Vilanova
Cambados
Ribadumia

O Salnés

3.653
31.853
15.104
12.668

4.005

— Reformular el problema en funcién de los datos. Es un
primer paso hacia la «abstraccién» y «matematizacion» del
problema.

. Dada la gran cantidad de nticleos de poblacién supon-
dremos, para simplificar, que la poblacién de cada
municipio estd concentrada en su capital.

e Si bien existen numerosas vias de comunicacion, sélo
existe una de importancia que une los ntcleos urbanos
de todos los municipios. El hospital debe estar en esa
carretera.

— Matematizando: Representamos la carretera por un
segmento y los ntcleos urbanos por puntos a lo largo de
ese segmento.
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Con posterioridad a la elabo-
racién de esta propuesta, se
aprobé la segregacién de la
«llla de Arousa» del municipio
de Vilanova de Arousa, pasan-
do a formar un municipio in-
dependiente.

Dada la dificultad de conse-
guir los datos del nuevo muni-
cipio, he optado por mantener
la resolucion del problema con
los municipios de Vilanova y la
llla agrupados.

Buscar un méfodo de resolu-
cién

Existen diferentes estrategias generales
que pueden ser de utilidad:

— Buscar similitudes entre el problema
y tipos conocidos para poder aplicar el
correspondiente método de resolucion,
modificandolo ligeramente de ser nece-
sario. Es el método favorito de nuestros
estudiantes pero, en este caso, no pare-
ce ser muy util al tratarse de un proble-
ma nuevo.

— Intentar resolver un problema similar
pero mis simple.

Por ejemplo, determinar el emplaza-
miento 6ptimo para dos pueblos con
igual poblacion. Este problema puede
conducirnos a la solucioén.

Solucién 1

La solucién ideal, cuando se trate de
dos pueblos con poblaciones iguales,
parece ser el punto medio entre los dos
(permita el lector que, por el momento,
demos por vilida esta idea intuitiva).

Dado que el punto medio es el punto
de equilibrio, podemos construir un
modelo analdgico de la situacion y
buscar ese punto de equilibrio:

1. Necesitamos un trozo de varilla
roscada y diferentes pesas propor-
cionales a la poblacion de cada
municipio.

2. Colgamos las pesas en la varilla a
distancias proporcionales a las rea-
les.

3. Determinamos el punto de equilibrio.

La solucién obtenida es un lugar situa-
do entre Vilagarcia y Vilanova a una
distancia de 14,8 desde Catoira.
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Solucién 2

El método anterior no es muy preciso.
;Podemos determinar el punto medio
numéricamente con lo que conseguirfa-
mos una mayor precision?

El primer paso para transformar un pro-
blema geométrico en numeérico, es
introducir coordenadas: optamos por
elegir el origen en el primer pueblo
(Catoira). Cada punto del segmento
queda determinado por su distancia al
origen.

La posicion es una variable estadistica
discreta, x,, que toma los valores 0, 12,
16, 21 y 26 siendo la frecuencia de cada
valor la poblacidén del municipio res-
pectivo, p;,.

La posicién del punto de equilibrio sera
la media de esa variable:

ixi "Pi
i=1
5
Epi

i=1

X =

_ 0 3653 +12+ 31853+ 16-15104 + 21 - 12668 + 26 - 4005

Nuestro método de obtencién de minimos consiste en
derivar e igualar a 0, pero la funcién desplazamiento con-
tiene valores absolutos v, por lo tanto, no es derivable.
Sustituimos el valor absoluto por elevar al cuadrado
(0jo) para conseguir la derivabilidad:

SD = \/3653()(— 0)? + 31853(x —12)? + 15104(x ~16)? + 12668(x — 21)* + 4005(x — 26)*

SD!

| Derivando y simplificando:

3653(x — 0) + 31853(x —12) + 15104(x — 16) + 12668(x — 21) + 4005(x ~ 26)

\/3653()(— 0)% + 31853(x —12)% + 15104(x — 16)* + 12668(x — 21)* + 4005(x — 26)*

Igualando a 0 y despejando x (las operaciones se dejan
indicadas para facilitar la interpretacién de la expresion
finaD):

3653(x—0) + 31853(x —12) + 15104(x — 16) + 12668(x — 21) + 4005(x — 26) = 0

_ 0-3653+12- 31853+ 1615104 + 21 - 12668 + 26 - 4005

3653 + 31853 + 15104 + 12668 + 4005

Nota. Un buen ejercicio es comprobar
que la solucién obtenida no depende
del sistema de coordenadas elegido.

Solucién 3

Las soluciones anteriores se basan en la
suposicién de que la media es efectiva-
mente el punto respecto al cual los des-
plazamientos son minimos. Esa suposi-
cién obedece a una idea intuitiva pero
no ha sido establecida formalmente.

Podemos abordar directamente el pro-
blema de determinar cual es el punto
Sptimo.

Si x es la posicidn del hospital, la fun-
cién que describe el desplazamiento
que efectiian los posibles enfermos es:

D = 3653 1x-01 + 31853 Ix-121 +
+ 15104 Ix—161 +12668: |x-211 +
+ 4005 1x-261

=14,774

=14,774

3653 + 31853 + 15104 + 12668 + 4005

Como puede apreciarse, la expresién final es la misma
que la utilizada para el cilculo de la media, lo que casi
demuestra que nuestra suposiciébn acerca de la media
como posicidn correspondiente al desplazamiento mini-
mo es correcta.

Casi demuestra no es demuestra

El problema es que la funcién que hemos utilizado no es
exactamente la que describe el desplazamiento.

Utilizando una calculadora grafica o un programa de cil-
culo simbdlico podemos encontrar el minimo de una fun-
cién sin necesidad de que sea derivable.

\

s

minimo

minimo

Sorpresa: La grificas de la funcion desplazamiento (tro-
zos de rectas) y de la funcién desplazamiento modificada
(hipérbola) son las que aparecen en la figura y sus mini-
mos no coinciden.

La funcién desplazamiento alcanza el minimoenx = 12y
no en x = 14,774.



¢Por qué en x = 12? x = 12 es la mediana de la distribu-
cién de las distancias.

Es evidente (ahora): La mediana divide a la distribucién
en dos partes iguales. Desplazarse una cantidad cualquie-
ra a un lado de la mediana beneficia en esa cantidad,
como mucho, a la mitad de los elementos de la distribu-
cién y perjudica, por lo menos, en esa misma cantidad a
los elementos de la otra mitad.

La media proporciona el punto éptimo cuando el criterio
es el equilibrio (en este caso, la distribucién homogénea
de los gastos de desplazamiento entre la poblacién). No
olvidemos que la suma de las desviaciones respecto a la
media es 0.

Quizés es el momento de que el lector reflexione sobre la
importancia de los métodos algebraicos y de conceptos
como el de media o el de recta de regresién (recta de
minimos cuadrados).

Nota final

El anterior es un problema real con las dificultades y com-
plejidades que eso conlleva.

Francisco M. Rodriguez*
IES de Carril
Villagarcia de Arousa

. ENCIGA

* la idea inicial del articulo
(planteamiento y soluciones 1
y 2) surgieron de un trabajo
conjunto de Roberto Vidal,
Marina Germinds y el autor.

Problemas teéricos semejantes pero de
mayor simplicidad en cuanto a su escri-
tura son los siguientes (en el segundo
ejemplo la mediana no corresponde a
ninguno de los valores de la distribu-
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N.°194. Un rentista ha vendido 15 titulos serie A
(de 500 ptas.) de la Deuda inferior 4 °/, del Estado
al cambio de 62'75. ;Cuénto ha cobrado?

75X 500 = 7a*w/¢/24, norl —

62748
720

ed.

= X 7500 =470¢"25

N.°195. Hemos comprado 25 obligaciones de
800 ptas. de la Chade 6 °f, al cambio de 102:50.

,Cudnio iemos tenido que pagar?

28 X 500 =42500 pfad.

192 50 x 12,500 = 15812°50 phas. efectivan
07 , , St




Federico siempre,
no sélo este ano

Pedro José Martinez Ferndndez

Se reproduce el examen de
ingreso de bachillerato que
hizo el poeta granadino
Federico Garcia Lorca en el
instituto Nicolas Salmerén de
Almeria en 1908.

TAI

EMASIADA GENTE ha querido convertir este afio en el
afio de Federico, pero no lo han conseguido; entre otras
razones porque Federico estd todos los afios y va a seguir
estando con todas sus virtudes... y defectos. La razon por
la que aparecen estas lineas en la revista SUMA no es otra
que la de mostraros un documento que se encuentra en
el archivo histérico del Instituto en el que tengo mi desti-
no, el IES Nicolds Salmer6n y Alonso de Almeria. Este ins-
tituto tiene mas de 150 afios, se cre6 en 1845; como es
légico, por él han pasado todas las personas almerienses
que han destacado de alguna manera: desde politicos
como D. Nicolds Salmerén que fuera presidente del
gobierno hasta, seguramente, algln licenciado en quimi-
cas que ejerce como barrendero, pasando quizis por
alguna ama de casa famosa por su mafa sacudiendo
alfombras, o algin delincuente sagaz e intrépido. Sin
embargo, mientras que de D. Nicolds oiremos hablar hasta
la saciedad, de los demis no oiremos ni una silaba; ni
siquiera se habla de Albertina Cebridn y Alonso, la pri-
mera mujer almeriense que cursd estudios de bachillerato
superior y que obtuvo la calificacién de sobresaliente en
todas las asignaturas entre 1880 y 1885. No se sabe qué
fue de Albertina, quizis pasatia a formar parte de ese ejer-
cito anénimo de mujeres denostadas por la Historia.
Albertina tuvo que «suftir (tal y como consta en el expe-
diente) el examen de ingreso, el mismo examen de ingre-
so que harfa Federico afios mds tarde en ese mismo insti-
tuto, y el mismo que hicimos los que ahora tenemos mas
de 40 «acos». Y ese es precisamente el documento al que
aludia hace unas lineas. Podéis ver una reproduccion del
mismo en este articulo. Por un lado estd la solicitud fir-
mada por el propio Federico cuando no era mas que un
nifio y por otro el examen que hizo de su pufio y letra. Si
observiis atentamente veréis que comete faltas de orto-
grafia pero la division le sale perfectamente. Matematicas
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y Lengua. ¢Han cambiado mucho las
cosas desde entonces? Durante el tiem-
po que Federico residi6 en Almerfa
tuvo ocasién de empaparse de las cos-
tumbres y maneras de vivir de por aqui,
mas tarde su pluma vomitaria Bodas de
Sangre.

Voy a hablaros ahora de una anécdota
curiosa que hemos encontrado este afio
en los ensayos de un taller de teatro
que dirijo desde hace cinco afios en mi
centro, nuestros montajes estin basa-
dos en textos propios; pero antes lee-
mos decenas de obras de autores que
van desde Arist6fanes hasta Lorca
pasando por Cervantes y otros muchos.
Este afio hemos usado fragmentos de
algunas obras de Federico, que han
sido salpicadas de nuestra ignorancia,
impregnadas de nuestra ilusién, man-
chadas por nuestras ansias y precisa-
mente mientras lefamos un fragmento
de Yerma, descubrimos lo que podria
ser un desliz matemdtico de Federico.
Se trata de una escena en la que Yerma
habla con una vieja y trata de sonsacar-
le la respuesta a jpor qué ella estd
seca?, refiriéndose a su esterilidad; en
un momento dado de esa escena la
vieja dice a Yerma «Por qué no?
También yo vengo de traer la comida a
mi esposo. Es viejo. Todavia trabaja.

e
«Divisién» del examen de ingreso

Pedro José Martinez
IES Nicolds Salmerén
Almeria

SAEM Thales

Tengo nueve hijos como nueve soles, pero, como ningu-
no es hembra, aqui me tienes a mi de un lado para otro,
Sigue el didlogo y un poquito mis tarde, en la misma
pagina, habla la vieja de nuevo y dice «..Te vas a reir de
mi. He tenido dos maridos, catorce hijos, seis murieron y
sin embargo no estoy triste y..... Si tuvo catorce hijos y seis
murieron le quedan ocho y no nueve. Quizds no sea un
desliz y sea intencionado para poner de manifiesto la
poca importancia que le daba la vieja al nimero de hijos
después de todo habia tenido tanto...

..y nos sale Verde, Federico.

Verde intenso como la sangre de tu Alma,
cuajadita de silencios;
¥ la Luna se esconde debajo de tus llantos
cuando la muerte te mira cara a cara.
/Y no quiero llantos!

Para terminar, una nana que escribi al infinito en una
noche repletita de nieve hirviendo, pero que hoy va dedi-
cada a Federico, y a Vicente Alexandre, y a Ddmaso
Alonso, y a Angel Ganivet y a mi abuelo, y a todos los
que cumplen cien afios este afio... estén vivos o muertos,
y a todos los nifios que no pueden dejar de manchar de
ilusion el mundo que les rodea:

Caballito de carton

con alas de arena,

deja que el nifio monte en tu grupa
de color canela

y llévalo a ver la Luna,

Luna lunita, luna lunera,
Caballito de carton,

caballito de quimera.
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ROMPIENDO LAS CADEI:IAS DE EUCLIDES
David Fielker

MEC, Madrid, 1987

ISBN: 84-505-6503-0

85 paginas

Huyendo del homenaje. Buscando una revitalizacién. Quisiera traer aqui, a este rincén para la
nostalgia de las resefias «largas» de SUMA, una obra clave. Un catalizador de la reflexion
didéctica de nuestro pais en las dos 0ltimas décadas. Uno de los pilares del cambio curricular
en matemdticas en los primeros momentos de su gestacién. Ahora bien, precisada la infencién,
surge el problema: 3Qué libro elegir? Estaba por una parte el Informe Cockroff'. Destinado a
desencadenar profundos cambios en los programas de matemdticas del mundo entero, nunca

desempefié  plenamente  su compatibilidad entre investiga-

.z

papel. A pesar de ello sigue cién en matemdticas, construc-

siendo un referente didéctico cién del conocimiento y una

inexcusable. Una sabia colec- dindmica activa de resolucién de

cién de consejos. Una diseccion problemas. Finalmente: De 12 a

en vivo de las carencias de un
N ) 16. Un texto perfectamente
modelo de ensefianza-aprendi- .

] ) ) actual. Un paso adelante de difi-
zaje que lleva decenios agoni- I ret
, cil retorno.
zando. Por ofra, Es posible. Su

titulo es un canto a la esperanza. Al final me elegi éste. Las razo-

Su contenido un ejemplo vivo de nes «técnicas» que justifican la
decisién serfan perfectamente vélidas, en mayor o menor medida, para todos ellos. Pero una vez

mds se impuso la vena sentimental.

Tres razones y media para una eleccién

La primera porque estuvo en el origen de aquella apuesta fuerte y arriesgada de las autorida-
des educativas, que mds tarde supimos que era un farol. Su historia discurre paralela a la de la
Reforma. Y no me refiero a este hibrido cochambroso en el que nos movemos, sino a la ofra. A

la de aquellos que, pese a las dificultades, la viven cada dia.
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La segunda porque marca un antes y un después en la concep-
ci6n de la asignatura de matemdticas. En ese sentido resulta
emblemdtico. Tras el How fo solve it de Polya, los libros sobre
resolucién de problemas surgieron como setas. Todos pura teo-
ria. Fielker se atrevié a utilizar las vivencias de sus alumnos como
argumento.

La tercera porque, dentro de este compromiso con una didéctica
renovada, hace una apuesta humanista sin paliativos. No sélo
para el alumno, también para el profesor?. Un envite que marcs,
que marca, diferencias. Diferencias que a la postre han resulta-
do insalvables. Incluso entre quienes defendian una renovacién
tibia (de corte socialdemécrata) y los que mantenian, y mantie-
nen, una postura més radical a favor de la libertad y la creativi-
dad. O seq, del individuo.

Y aln me atreverfa a vislumbrar una cuarta.

La filosofia de las matemdticas, arrastrada a esa particular gue-
rra santa entre logicistas, constructivistas y formalistas, habia
acabado por aceptar la fundamentacién como fin Gnico y exclu-
siva razén de ser, hasta el punto de confundirse con la metama-
tematica. El positivismo légico, de manos de la escuela de Viena,
acabd por conducir al resto de la filosofia de la ciencia a ese
callején sin salida. Fracasados todos estos intentos® fundaciona-
les Popper, Polya y Lakatos vuelven la vista hacia las matemati-
cas informales como sinénimo de creacién, més alld de una cri-
sis de fundamentos no resuelta. Este libro aparece en escena
como un reflejo en la préctica docente de esta nueva orientacién
en filosofia de la ciencia.

Van tomando cuerpo unas mateméticas en permanente proceso
de elaboracién, en las que la induccién, una vez que Popper le
negara su capacidad justificativa de las leyes cientificas, adquie-
re un papel relevante como génesis constructiva del conocimien-
to cientifico en general, y del matemético en particular, Se gesta
asi un modelo filoséfico incompleto que se ajusta mucho mejor
que cualquier otro, en opinién de Ferferman, a «una disposicién
de énimo progresivamente més critica y [sobre todo] menos
autoritaria». En él se encuadraria la obra de Fielker y su visién
de la ensefianza. También & cree en una ciencia en permanen-
te estado de transformacién; con una comunidad cientifica, la
clase?, en la que el método inductivo no tiene a su cargo la vali-
dacién sino la generacion de hipétesis, especulaciones, conjetu-
ras y contraejemplos. En el que las pruebas y refutaciones que se
van generando tienen la virtualidad de someter a consideracién
del usuario la rentabilidad matemética y «moral» de los diferen-
fes esquemas de pensamiento en uso. Al tiempo que construye el
propio conocimiento matematico, que nace més con aspiracio-
nes de consenso que de infalibilidad. Por eso una didéctica
basada en la resolucién de problemas. Por eso un método cua-
siempirista en el que la alumna [y el alumno) como el matemati-
co profesional, fia a la intuicién, casi siempre vaga pero fructi-
fera y, sobre todo, convincente. Avanzando a tientas, cual
sondmbulo®, precisando, retrocediendo,... Cercando la solucién,
una y mil veces, antes de alcanzarla.

a
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Porque buscan
la investigadora,
al artista,
al Maestro,
a la Maestra.

Desarrollado en 1982 baijo el
titulo Las Matemdticas si cuen-
fan es mucho més conocido
por el apellido de su director.

También para la alumna. De
igual modo para la profesora.
Los logicistas sumiendo en un
farragoso enredo lo que pre-
tendia ser claridad y sencillez,
los constructivistas arrastrados
por su propia impotencia
reconstructiva y los formalistas,
victimas de los teoremas de
incompletitud de Gédel.

En una disposicion intelectual
muy similar a la de los perso-
najes de Lakatos en Pruebas y
Refutaciones.

En el sentido con que A.
Koestler da fitulo a su historia
de la cosmologia.

Por eso, a mi entender, una formulacién de
la clase que huye del formalismo y el logi-
cismo (del dogmatismo, en definitiva) est4
mas proxima que cualquier otra a las nue-
vas consideraciones humanistas de la filo-
sofia de la ciencia. Por eso supone una
apuesta de futuro de gran envergadura.
Pero, como todas las que se adelantan a
su tiempo, acaban durmiendo en el ostra-
cismo de la incomprensién hasta que un
renacimiento de las mentalidades sepa
encajarlas.

Sin embargo, como dije antes, las razones
sentimentales se impusieron a cualesquiera
ofras. Y elegi este libro como podia haber
elegido De 12 a 16 o Es posible...

Porque abren ventanas a la imaginacién,
corazones al desconcierto.

Porque excitan sensibilidades y estimulan el
pensamiento divergente.

Porque desconfian de la evidencia y ponen
cerco a la rutina.

Porque discrepan de la obviedad.

Porque hacen dudar de los sentidos. Porque
los provocan.

Porque ponen en entredicho «las buenas
costumbres».

Abriendo puertas a la libertad, al apasio-
namiento, al entusiasmo...

Desterrando la indiferencia. Liberando la
emocion.

Recuperando el placer de la forma.

Porque permiten disfrutar de las matemdti-
cas. Entusiasmarse con ellas.

Porque trasmiten lo que viven.

Porque no buscan al pedagogo, a la sicélo-
ga o al metodélogo.

Porque buscan a la investigadora, al artista,
al Maestro, a la Maestra.

Pero también, porque la versién espafiola
de este libro, como la del constructivismo, el
LOGO o la Reforma Educativa, murié antes
de haber nacido. Superada, antes de cual-
quier validacién préctica, por virtud de la
critica de quienes apuestan con descaro por
las bajas pasiones, adornadas de opiniones
mordaces, apasionadas y falaces. De quie-
nes tomando el miedo como argumento
optan por la mediocridad para no dejar al




descubierto la suya propia. La historia de
este libro es la historia del perdedor. A
pesar de la provocacidn que supone su fitu-
lo, ni el morbo animé su lectura. No supuso
peligro alguno para el «establishment». No
precisé de la acrimonia del encumbrado teé-
rico de turno. Simplemente pasé desaperci-
bido. Su fitulo llama « la revolucién. Pero
revolucién es sinénimo de ruptura y eso
exige un desgarro interno. Soltarse de la
ubre del formalismo que nos amamanté més
de 17 afios® y que pretendemos que nos
siga alimentando de por vida. Es pues la his-
toria de lo que pudo haber sido y no fue. El
ejemplo mas carismatico de cémo cualquier
idea, por excelente que sea, puesta en la
mesa del burécrata o en boca del politico
de turno se pudre af instanfe.

Hurgando en su infimidad

Choca en primer lugar el arfifice de la edi-
cién. Pero es que hubo un instante glorioso,
aunque efimero, en que el propio Ministerio
se crey sus propuestas. En estos momentos,
en que aquella visién del mundo educativo
ha quedado reducida a dudosos cambios
estructurales, puede parecer mentira que
alguna vez el MEC hiciera un envite decidi-
do por la imaginacién. Pero si, existié ese
minuto fugaz en el que este pais tuvo un pro-
yecto vital para la educacién de sus proge-
nies. Por el camino se perdieron los medios
financieros necesarios para llevarlo a cabo.
Y aparecieron los miedos. Y se hicieron fuer-
tes las posturas més inmovilistas que empe-
zaron a clamar airadas su propia impoten-
cia. Y cayd el ministro. Y nadie, ni desde la
izéluierda politica, ni sindical, se atrevi6 a
dar mucho més que pasos vacilantes y timo-
ratos. Pese a todo, se aprobé en el
Parlamento, sin apenas oposicién, una Ley
Orgénica que daba luz a un muerto.
Desaparecié la idea de curriculum abierto.
Y se dilapidé con ella el entusiasmo y el tra-
bajo de aquella tribu de ingenuos que lle-
gamos a creer en el final de esa larga
etapa en la que la escuela se habia adjudi-
cado como finalidad Gnica la transmisién
ideolégica de un modelo social que cree en
la sumisién, la obediencia y el sufrimiento
como valores supremos. Y que teme a la
creatividad y al libre pensamiento méas que
a la peste.

Choca
en primer lugar
el artifice
de la edicion.
Pero es que bubo
un instante
glorioso,
aungque efimero,
en que el propio
Ministerio
se creyo sus
propuestas.

6 Antes empezaba la escolariza-

cién a los 5 aiios.

7 Todavia conservo un listado de

1984 con 66 de ellos en el
area de Matemdticas.

8 {Con qué dlegria utilizamos

esta palabra en la que se
generaliza a todo el pueblo el
pensamiento de sus periodis-
tas o sus dirigentes politicos,
econémicos y religiosos!
Siendo, ademds, que tan sélo
los segundos son electos.

Al margen de los cambios
estructurales {y de la cosecha
de nuestro desprecio) que han
impuesto unas aulas con unas
peculiaridades que nos han
pillado sin capacidad de ané-
lisis ni de reaccién para ofre-
cer alternativas, anclados en el
modelo Onico, elifista y rigido
que acabaré por afectar, més
si cabe, nuestra salud profe-
sional y mental.
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Es cierto que aquel intento partié de la propia vitalidad del pro-
fesorado, enfonces agrupado en un sinfin de Movimientos de
Renovacién Pedagégica’. Y que surgié de una necesidad apre-
miante: El modelo transmisivo, completamente agotado, habia
puesto de manifiesto su ineficacia e incapacidad para transfe-
rir conocimientos. Pero no es menos cierfo que padecié, casi
desde su inicio, un marcado rechazo social®. El rechazo de una
sociedad que evolucionaba hacia un modelo econémico glo-
balizado {por ende dependiente] y hacia un sistema de pensa-
miento (nico en el que hasta los més intimos anhelos los dise-
fia la publicidad.

Hoy podemos decir sin ambages, para tranquilidad aparente y
espuria de muchos (sobre todo si son docentes) que todo sigue
igual®. Se instrumentaliza la memorizacién como motor primor-
dial del aprendizaje y la disciplina algoritmica como obijetivo
fundamental. Como sinénimo de oficio. Definicién parca y sutil,
pero lapidaria, de lo que debe ser el quehacer matematico de
un adolescente.

En ofros aspectos parece haberse dado un paso atras. Seguir
pensando que se pueden llenar las cabezas vacias con el Gnico
recurso de nuestra palabra, nuestra claridad expositiva y nues-
tro poder de conviccién, incluso de seduccién. O que se puede
mantener el interés mediante la propia coherencia interna de la
asignatura, o a través del miedo a un futuro dudoso cristalizado
en un examen. A estas alturas del siglo de las comunicaciones,
con un dominio casi exclusivo de los modelos de transmision
visual répida colorista y seductora, ya no es una ingenuidad, es
un svicidio. Una insensatez tan grande como pensar que las
cosas son aprendidas por el mero hecho de ser contadas, inclu-
so repetidas (examinadas). Podemos seguir en esa huida hacia
delante que muchas veces no se sabe si es hacia la jubilacién o
hacia la locura. Seguramente tenemos derecho a cargarnos el
constructivismo como referencia didactica sin haberle dado la
més minima concesién. Por haber sido ungido de cardcter insti-
tucional. Una postura aprioristica y presuntuosa que inevitable-
mente deberia abocarnos a buscar una alternativa. La realidad
lleva afios persiguiéndonos. Tantos como nos venimos refugian-
do en la repeticiéon mimética. Tantos como Ilevamos uséndola de
coartada. Lustros escondidos en el silencio de un fracaso evi-
dente, del que somos sabedores y del que una incontinencia irre-
flexiva, todavia hoy, se atreve a proclamar sin pudor: jPero si a
ese grupo le di yo clase el afio pasadol; {Claro que vimos las
derivadas!, les més, ni uno sélo pasé que no aplicara correcta-
mente la regla de la cadenal, efc. De ahi que este libro siga ple-
namente vigente. Por eso esfa referencia huye del homenaije al
decadente y apuesta por la vitalidad.

Al traspasar la primera pégina...

Pero... sde qué trata el libro? Dificil resumirlo en una frase.
Minucias. Propuestas aparentemente fitiles. De esas que, a prio-
ri, cuesta creer que vayan dirigidas a la clase de Matematicas.

A lo sumo al Taller.




Asi es, habla de esos conceptos inequivocos que todos conoce-
mos desde que éramos escolares. De esas verdades profundas
que jamés nadie puso en duda y que, sin saberlo, conforman las
dictaduras interiores que atenazan el pensamiento. Que asientan
esa tirania que nos fuerza a ver las matematicas como un edifi-
cio acabado que tan sélo es posible transitar de forma ordena-
da 'y algoritmica. Plano en mano, con mucha disciplina, contro-
- lando las iniciativas personales. Sin hacerse concesiones mas
alléa de los estrechos pasillos tantas veces visitados.

Pero el arte de Fielker radica precisamente en eso. En preguntar
lo obvio. Obvio no por evidente sino por estar situado, justo,
delante de nosotros. Por formar parte de ese interminable listado
de axiomas privados sobre el que nadie, antes que &l, parece
haber hecho preguntas. Preguntas simples en su planteamiento,
pero profundas en intencién. Preguntas hechas con ojos de nifio,
aparentemente ingenuas. Las mismas que llevaron a Ifrah a tro-
vés de los cinco continentes y a las que ha dedicado su vida. Y

es que esas preguntas tienen una virtud especial. Dirigidas o la

linea de flotacién de nuestras creencias, permiten dinamitar unos
cimientos armados de ideas preconcebidas y con ello reconstruir
de nuevo el edificio entero. Y permite hacerlo con la libertad y
la seguridad de quien se cree, ahora si, el rey del Universo. De
quien ha perdido el miedo para adentrarse en el bosque. De
quien no necesita plano, ni brazo de lazarillo, ni maestra, ni
guia para recorrer todos los caminos y transitar fodos los sende-
ros. De quien se sabe independiente de una meta. De quien intu-
ye que ya nunca necesitard alcorces porque estd irremedia-
blemente destinado a disfrutar en cada rincon.

Por eso el libro estd dirigido a espiritus libres, o cuando menos
capaces de asumir riesgos para serlo. Por eso, si usted prefiere
unas Matemdticas en gris en lugar de en rojo y negro, no lo lea,
por favor. la probabilidad de desestabilizarse es demasiado
alta. Sea prudente. O al menos reconozca que se lo adverti.

El texto, que incluye propuestas de trabajo, suficientes por si
solas para llenar de contenido un curso entero, es mucho més
que un listado de actividades de aula comentadas al hilo de su
puesta en escena. Es una invitacién al lector a generarlas.
Aspecto fundamental si se tiene en cuenta que uno de los mayo-
res riesgos que conlleva una dindmica continuada de resolucién
de problemas es el envejecimiento de sus situaciones didécticas.
Sin embargo, resulta alentador percibir desde el primer capitulo
que cualquier pregunta es buena si se es ambicioso en la res-
puesta. 3Cémo clasificar los cuadrilateros en funcién de sus dia-
gonales? 3Qué sucede con las de un poliedro cuando se cons-
truyen con hilos de diferentes colores segin su longitud?
¢Cuéntas de las de un poligono no se cortan entre si...

Huyendo de maquillajes teéricos y fundamentaciones altisonan-
tes constituye una propuesta de didlogo permanente con el lec-
tor, que camina desde un jes posible plantearse un cambiol
hasta un lelabore Vd. su propio curriculo!, ambicioso y alterna-
tivo, de Geometria sintética. Pasando por un jasi funciona en
clasel y un jelabore Vd. sus propias preguntasl que es como
decir sus propios problemas, sus propias investigaciones. Por eso

.ninguna
pregunta
es ingenua.
La simplicidad
solo cabe
en las respuestas.
Una duda invita
a otra duda
Y abora es uno
mismo quien
entrevera
Sus propias
inquietudes.
Los teoremas
se desgranan
de forma natural,
al principio
ingenuos,
luego sutiles,
mas tarde
sofisticados,
siempre
seductores.

es una referencia permanente en cada
momento del periplo profesional de cada
cual. Util cuando se esté comenzando a
aplicar una didéctica de resolucién de pro-
blemas y cuando unos afios mas tarde el
adocenamiento, la rutina y el desgaste de
las actividades varias veces repetidas te
persigue. Y lo es incluso cuando las autori-
dades educativas manifiestan su descon-
fianza en el docente imponiéndole unos
cuantos ejercicios de estilo de corte buro-
crético. Todo ello en 74 péaginas de profun-
do y extenso programa de trabajo para gru-
pos y departamentos de profesores, previo
a cualquier intento de secuenciacién en
geometria.

Asomar la cabeza al abismo

Comienza con una pregunta desalentadora.
Con una referencia al santasantorum grie-
go: 3Como se clasifican los cuadrildteros?
Una caracterizacién, que més tarde asumirian
sin chistar los drabes y con ellos todo el
mundo cristiano occidental, hasta nuestros
dias. Intrascendente desde el punto de vista
del desarrollo de las Matematicas pero no
del de su aprendizaje. Una clasificacién
incompleta que mezcla los criferios aten-
diendo de forma sesgada y parcial tan sélo
a algunas de sus caracteristicas. Un buen
sjemplo de lo que no debe ser una clasifi-
cacién. Una oportunidad de oro para esta-
blecer definiciones al hilo de las clases de
equivalencia que van surgiendo.

En este primer capitulo, las preguntas se des-
granan lentamente, como alimento sutil para
mentes inquietas. Se percibe al instante que
no serd posible leerlo de una «tacadar.
Imposible tragar deprisa unas dudas tan sim-
ples como inquietantes. La curiosidad estd
activada. La tentacién de coger el lapiz es
muy fuerte. Son demasiado asequibles. La
respuesta parece estar a la vuelta de la
esquina. Pero ninguna pregunta es ingenua.
La simplicidad sélo cabe en las respuestas.
Una duda invita a ofra duda y ahora es uno
mismo quién entrevera sus propias inquietu-
des. los teoremas se desgranan de forma
natural, al principio ingenuos, luego sutiles,
mas tarde sofisticados, siempre seductores.
El edificio gana altura, lenta, imperceptible-
mente, distinto al que acabamos de derri-
bar. Pero el afén de saber va descubriendo




nuevas grietas entre las que asoman inquie-
tantes mundos inexplorados.

Los materiales surgen con naturalidad. Sin
estridencias. Sin protagonismos excesivos.
Para ayudar a la intuicién. Como soporte
visual del razonamiento. Nunca como obije-
tos de estudio en si mismos.

Los caminos se bifurcan, los senderos son
cada vez més diversos y atractivos.
«Permitidme una nueva digresion —dice el
autor- aunque ya no sé si estoy en el tema
o en la variaciény. Y entonces, cuando llevo
varios dias sin importarme lo m&s minimo no
haber pasado de las primeras péginas de
ese primer articulo, aparece el comentario.
Cauto, casi imperceptible: «Algunos alum-
nos (...) hallando los subgrupos». jsPero si
se suponia dirigido a EGB'92! Y la reflexién
queda en el aire para quien quiera hacerla:
Elija: sles da usted una clasificacién ya
hecha y les obliga a que la memoricen o les
deja disfrutar, como lo hizo usted misma,
construyéndola?

Intento «leer» el siguiente capitulo. jHummm
el fema no me atrael vamos a por el tercero.
Este si parece interesante. Bien, nos hemos
concedido el derecho a romper el orden del
libro, el prefendido curriculo del autor.
Nuestra atencién ya no estd en él sino en
nosotros mismos. Ha dejado de interesarnos
el programa previsto. Nuestro interés ha
pasado del texto a la geometria.

Las preguntas siguen saltando ante nosotros,
de improviso, como un atentado a nuestras
creencias. Rompiendo las barreras educati-
vas que sustentan nuestros bloqueos. 3Qué
es un cuadrildtero? 3Ya tiene su definicion?
Péngala a prueba. slo es el que aparece en
la figura 12 j3Cémo?! ;Que quiere cam-
biarla? La exclusién de monstruos que diria
Lakatos se ha puesto en marcha. Por si nos
quedaba alguna duda de la profunda asi-
milacién del paradigma oficial que soporta-
mos. {Bueno, estd bien! lo de la figura 1 no
es un cuadrilatero, pero lo de la figura 2 si
es un pentdgono, 3no? Al menos «siempre»
se le tuvo por tal. sle da miedo que lo sea?
sPor qué? Arriésguese. Derribe de nuevo el
edificio. Llame a lo cita a todas las defini-
ciones y feoremas sobre cuadrilateros que
recuerde. 3Cudles se mantienen? Elabo-
remos ofros nuevos. sSoportan las clasifica-
ciones que acaba de construir esta defini-

Los materiales
surgen
con naturalidad.
Sin estridencias.
Sin protagonismos
excesivos.
Para ayudar
a la intuicion.
Como soporte
visual
del razonamiento.
Nunca como
objetos de estudio
en si mismos.

Figura 1

Figura 2

10 Asi aparece en la primera
péagina de la publicacién
espafiola. Una comprensible,
y més que disculpable, inge-
nuidad fruto de la necesidad
del MEC de establecer referen-
tes en aquellos momentos.

cién «general» de cuadrilétero? Como el propio autor sefiala
mds adelante: «estd en la esencia de las matematicas hacer pre-
guntas como estas». 3Estd dispuesto a dar un paso més? ;Se
atreve a vencer el vértigo de las fres dimensiones?

«lo que los alumnos encontraron, en esta exploracién, no fue
una parte esencial de las matemdticas correspondientes al pro-
grama de nivel O, sino la sensacién de poder inherente a las
Matemdticas (...)». «Parece que existe una gran cantidad de
material fascinante sin salirse de los cuadrildteros, simplemente
pensando en ellos de diferentes maneras, librandose el maestro
de las tradiciones euclidianas, algo que no ha estado jamas en
la intencién ni siquiera en el umbral de tolerancia de la mayor
parte de programas y libros de texto. Requiere también (...) una
actitud especial respecto a la ensefianza {...), la creencia de que
los procesos matemdticos son, al menos, tan importantes como
los resultados; y (...} que esta actitud puedan ponerla en précti-
ca los alumnos libremente» {pag. 14).

.La importancia de los capitulos 2, 3, 4, 5, 6, 7 y 8 es evidente.
Tanto como los temas de fondo que los ocupan: Andlogia,
Reversibilidad, Manipulacién Mental de Imagenes, Rigor {como
sinénimo de proceder sistemético y exhaustivo), Generalizacién
y Estrategias para Generar Problemas. Otros asuntos, no menos
importantes, llaman nuestra atencién al hilo las propuestas: la
Invarianza, el Tratamiento del Error, el Posicionamiento ante la
Prueba, el Espiritu de ir mas alld, de trascender la propuesta,...
El capitulo 9 es un adorno. Una concesién a la galeria. Si usted
ley los anteriores, ya no lo necesita. Salvo para reafirmar sus
convicciones con la complicidad.

Un quejido

Que la geometria desapareciese una vez de los curriculos es un
hecho que no deberia escandalizar a nadie. El modelo euclidia-
no es demasiado formal. Sus métodos de trabajo exigen un
grado de atencién minuciosa y de rigor exquisito, dificiles de
mantener para un adolescente, digamos, de clase media. Para
més inri demuestra obviedades de las que hace rato que nos
habian convencido la vista y la experiencic. Nadie va a negar
su importancia histérica. Ni su valor como base de todo el desa-
rrollo matemdtico ulterior. Pero la reflexién en didactica surge de
la imposibilidad de trasladar a la mente de forma lineal los resul-
tados cientificos, por fundamentales y trascendentes que sean.

Decia Freudenthal que hay una geometria para cada edad.
Nadie duda a estas alturas del valor formativo del andlisis de la
forma. Ni de su importancia en la construccién del lenguaie alge-
braico. El reto consiste por tanto en superar a Euclides. En intro-
ducir en las aulas una geometria menos restrictiva, mds especu-
lativa, menos formal. Ese es el logro magistral de este trabajo de
Fielker. Pero, sin entrar en ofros aspectos que sobrepasan los limi-
tes de la propia disciplina, esa es también la cruel trascendencia
del injustificado silencio de este libro. Tras él, el abismo siguié
existiendo. Pocos se afrevieron a dignificar este tipo de
Geometria. Los mismos que percibieron la importancia de lo que



_estaba en juego. La realidad ha acabado imponiéndose con su

contumacia y pesadez habituales y la Geometria ha vuelto «
desaparecer de nuestros curriculos reales.

Pero cuidado, evitemos crear sinénimos donde no los hay. El
autor habla en este libro de generar un programa de Geometria
sintéfica alternativo a Euclides, lo que no significa que no se
haga geometria euclidiana. Significa que se huye decididamen-
te del modelo formalista tanto en la exposicién, o en la forma de
trabajo, como en la eleccion de las propuestas. Pero no en los
femas elegidos. Podemos ir més lejos. Fielker propone una linea
de actuacién dirigida al profesorado inserta en una determinada
manera de entender el trabajo en el aula. Ninguna de ellas, ni
la propuesta al profesorado, ni el frabajo en el aula, implican en
si mismas un cambio de programas. Se puede asumir, algunos
llevamos afios haciéndolo, el reto de enfocar de este modo los
actuales curriculos. Los de la ESO ahora o los del BUP antes. El
cambio de contenidos, imprescindible en el caso de la geome-
tria, tiene ofro origen y ofra razén de ser.

Fielker toma como referencia el Informe Cockroft, como no

podia ser de ofro modo. Pero elige de su lista de Bases los
femas «banales» como: «reconocer y nombrar», «saber apre-
ciar» o «comprender y usar» y lo hace —segin confiesa en la
introduccién— de un modo muy diferente que refleja el infor-
me. Loable actitud, en los tiempos que corren, ésta de conce-
derse libertades frente a los referentes. De ser discrepantes aun-
que no disidentes. A partir de ahi hace una apuesta por una
geometria euclidiana y sintética. O si se prefiere, por un frata-
miento sinfético de la geometria euclidiana. Por el operar direc-
fo con los objetos del espacio euclidiano (puntos, rectas, planos,
figuras, formas,...) y sus relaciones mutuas. Para ellos reivindica
el derecho a prescindir de los Métodos Euclidianos {asf con
maybsculas) y del contenido Euclidiano. Una eleccién conscien-
te que no rechaza ofras formas de hacer geometria, al contra-
rio. Su apuesta radica en la conviccion de que ésta es més ase-
quible a los alumnos. No parece necesitar g los esposos Van
Hyele para llegar a esa conviccion,

Acerca del autor

Fielker, que espero!! que siga siendo profesor del Abbey Wood
Center de Londres, fue editor de la revista Mathematics Teaching
a principios de los ochenta, y Formador de Docentes durante
casi 30 afios en un Centro de Profesores. De allf se tomé la ideq,
una vez mds, de institucionalizar y dar cauce a la formacion per-
manente del profesorado, por aquellos primeros afios de la déca-
da de los ochenta una necesidad sentida por una gran mayoria
de los docentes. El resultado en Espafia fueron unos centros de
profesores marcados por el «tréfico de influenciass Yy un organi-
grama profundamente antidemocrético que agonizan en estos
momentos victimas de la inhibicién administrativa, de los miedos
y la ineficacia de sus gestores y de unos asesores sumisos, més
preocupados de no tener que volver a su plaza, a menudo lejo-
na, que del minimo compromiso que les exige su trabajo’2. Pero
victimas también de nuestro elitismo e indiferencia, que es como

Vaya a clase
Y lance
una propuesta.
La que mds
le guste de las que
Dplantea Fielker
o de las suyas
Dpropias y siimese
al viaje con
la inseguridad
del nedfito
y'el entusiasmo
del converso.
Recale en
los procedimientos
empleados.
En los suyos
Y en los ajenos.
Nunca defrauda
el recorrido.

11 Eso significaria que los desma-
nes ingleses en politica educa-
tiva de los dltimos afios no
habrian conseguido cerrarlo,
como él mismo vaticinaba en
Galicia en 1988.

12 Generalizacién injusta, pero
sociolégicamente correcta,
porque viene salpicada, hora
aqui, ofrora allé, de gloriosas
excepciones.

13 Emile Borel. las probabilida-
des y la vida.

14 Argot ciclista.

decir de nuestra insensibilidad, que nos
impidi6 aprovechar una inversion anual
aproximada de 100.000 pts. por docente y
afio. Un duro reflejo de nuestra incapacidad
para trascender la condicién funcionarial y
entender nuestro trabajo dentro del marco
de una profesionalizacién necesaria y una
creatividad imprescindible.

Dos reflexiones finales y un padre-
nuesiro

Hemos hablado de hacer mateméticas. Pero
8qué es hacer matematicas? 3Cémo respon-
der a ello si jamas se nos dej6 conjeturar, ni
elaborar una definicién propia fruto de una
clasificacién eficaz, un teorema surgido de
una intuicién fructifera, una generalizacion
vivificadora o una demostracién propia que
trascendiera la mera aplicacién directa del
modelo deductivista? Si jamés hicimos mate-
méticas de verdad. Si ni siquiera nos conta-
ron como las hacfan otros. Si tan sélo nos
hablaban del resultado. Si, presas de nues-
fro modelo formal, Gnicamente se nos per-
mitfa «redescubrir» el camino, empezando
por el final, claro.

Pero en esto, como en el amor, de poco
sirven las experiencias ajenas. Esa es la
diferencia entre la pelicula y la vida. Por
eso la solucién es facil. Vaya a clase y
lance una propuesta. La que més le guste
de las que plantea Fielker o de las suyas
propias y simese al viaje con la inseguri-
dad del neéfito y el entusiasmo del con-
verso. Recale en los procedimientos emple-
ados. En los suyos y en los ajenos. Nunca
defrauda el recorrido.

Ahora bien, si tras «leers el libro todavia
necesita razones para una apuesta decidi-
da en este sentido, anote ésta, ahora, que
como siempre, el profesorado de secunda-
ria anda tan preocupado por la selectivi-
dad. gPor qué la aparicién de matematicos
de lujo en la universidad espafiola sigue la
ley Gnica del azar'32 3No es razén sufi-
ciente para pensar que una instruccién for-
malista es un modelo improductivo y cadu-
co? 3Por qué conformarse con la situacién?
sPor qué no aspirar a la «produccién»
generalizada de matemdticos creativos,
algo mas que simples gregarios' ilustres?
2Qué nos impide intentar otros modelos de
formacién iniciale




Pero esa ambicién requiere un dltimo parén-
tesis. Mientras algunos intufamos el riesgo
de elitismo que podia llevar implicita esta
forma de trabaijo si se usaba para potenciar
la diversidad en lugar de para mitigarla,
existia un convencimiento generalizado de
que propuestas de este tipo sdlo beneficia-
ban a los alumnos intelectualmente més
débiles. La aparente ingenvidad de la pre-
gunta inicial que asume el papel de desen-
cadenante aportaba su grano de arena a
esa conviccién, Nada mas lejos de la reali-
dad. Desde el primer dia que llevas al aula
una propuesta «tipo Fielker» es imposible
dejar de percibir su efecto amplificador en
las respuestas. El rendimiento de cada per-
sona parece depender de forma exponen-
cial de sus capacidades y de la propia
potencialidad del problema. Algo del tipo
R=PC. Resulta doloroso en estos momentos,
tal como han evolucionado los aconfecimien-
tos, que esta preocupacién la hayan resuel-
to, los pocos libros de texto que han simula-
do ocuparse del tema, por la via de elegir
actividades que hagan que la base sea
menor que uno. No les vendria mal a algu-
nos de sus aufores empaparse de este fexto
de Fielker en vista del despiste que asola sus
propuestas sobre rectas, planos, figuras, for-
mas,... y de su aparente incapacidad para
salirse de esquemas preestablecidos. Y a los
demds aprovecharnos de las honrosas
excepciones que nos ofrece el mercado.

Carlos Uson

RECUERDOS
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J. E. Carrero

vy E. M. Fedriani (coords.)
SAEM Thales

Sevilla, 1998

129 paginas

Aclaremos el ftitulo de esta

publicacién para quienes no
tuvieron la suerte de estar en
Sevilla en julio del 96 asistiendo al ICME-8.
Un Congreso de la magnitud del ICME
(recordemos que asistieron més de 4.000
congresistas) requiere el concurso de

muchas personas trabajando en labores muy diversas. El Comité
de Organizacién tuvo la buena idea de buscar la colaboracion
de alumnos de dltimos cursos de carrera (fundamentalmente de
Mateméticas) para que desempefiaran la labor de azafatas y
azafatos, de tal manera que tuviesen libre parte del tiempo y
pudiesen asistir a las sesiones y actividades cientificas como
unos congresistas mas. En total fueron 288 alumnos, de diversas
universidades espafiolas y algunas extranjeras, los que «a las
4rdenes» de Juan Nofez, se esforzaron informando, asistiendo
a los participantes, repartiendo documentacién, montando la
cacharreria propia de estos acontecimientos, moviendo mesas,
recibiendo quejas, en definitiva... trabajando duro. Y para dis-
tinguirlos (sobre todo por lo de las quejas) llevaban puesto un...
peto verde.

Ahora ya se sabe de qué va este libro. Es la historia y las anéc-
dotas (éstas también son historia) de las cosas que ocurrieron en
Sevilla, bajo un prisma distinto de lo que suelen reflejar unas
actas, contadas por unos espectadores especiales y que tuvieron
una parte importante en el éxito del ICME-8.

A quien lo lea le resultard divertido, a ellos, a los «petos verdes»,
seguro que ademds les parecerd entrafiable.

Emilio Palacian
THE CONTEST b
PROBLEM BOOK V
frisbes s THE CONTEST PROBLEM BOOK V

B SR o Y e R 6 Hatmen George Berzsenyi
2 = y Stephen B. Maurer
Mathematical Association of America
286 paginas

Muchos de vosotros conocéis los AHSME

i | (American High School Mathematics  Examina-

tions), concurso de problemas que se celebra
anualmente en EE.UU. entre estudiantes de Secundaria, con una
participacién que supera los 400.000 y que la editorial Euler en
sus nomeros 8, 9 y 10 de su coleccion «la Tortuga de Aquiles»
ha dado a conocer en Espaiia.

Menos conocidos son los AIME (American Invitational Mathe-
matics Examination), concurso en el que participa un porcentaje
de alumnos que en los AHSME superé deferminada puntuacién
(aproximadamente participan 3.000 estudiantes). Ambos con-
cursos sirven como seleccién para participar en la Olimpiada
Matemética de los Estados Unidos.

En este libro que cito aparecen los problemas —junto con sus solu-
ciones muy detalladas— propuestos en estos dos concursos entre
los afios 1983 y 1988.

Ya con esto, el libro creo que mereceria la pena; muchos de los
problemas de los AHSME y précticamente todos los de los AIME




son verdaderamente curiosos y los hay de todos los niveles: algu-
nos para ser atacados por casi todos los alumnos y ofros de nivel
practicamente de Olimpiada Internacional.

Pero el libro tiene mucho mas:

e Un indice, para trabajar con un tipo especifico de problemas
si se cree conveniente.

° Referencias muy precisas de otros 75 libros de problemas
andlogos, asi como de 17 revistas donde aparecen proble-
mas muchos de ellos asequibles a alumnos de Secundaria.

¢ Una coleccion de problemas que “se han caido” de estos dos
concursos, con comentarios verdaderamente interesantes
sobre las razones que movieron a los organizadores a no pro-
poner estos problemas.

° Informacién estadistica sobre el porcentaje de aciertos en
cada uno de los problemas.

Todo ello hacen de este libro una verdadera delicia para los que
estamos convencidos que la resolucién de problemas es el cora-
z6n de la ensefianza y aprendizaje de las matematicas.

Joaquin Hernandez Gomez

DE LA MANO A LA ELECTRONICA
MAQUINAS DE CALCULAR

Angel Ramirez Martinez

Ed. CPR de Huesca

Huesca, 1997

ISBN: 84-88230-16-8

29 paginas

Suele decirse que lo bueno, si breve, es dos veces
breve. Asi sucede con este catdlogo, escrito para
la segunda exposicién de méaquinas de caleular
organizada por su autor en la UNED de Barbastro.
Un sucinto folleto de 28 péginas, que enlaza con
verdadera maestria la historia de la ciencia (técni-

ca), la didactica y el compromiso personal de
quien apuesta por «el placer de pensar y la poesia de los nime-
ros frente al aprendizaje forzado de trabajos rutinarios».

Estructurado en tres partes, suscita la primera una profunda
reflexion didéctica sobre una etapa de transicion entre unos
algoritmos socialmente superados y ofros escolarmente rechaza-
dos. Este final de siglo, en que tan sélo el magisterio de forma
mayoritaria, con su inmovilismo secular, mantiene abierta la trin-
chera frente a las calculadoras, con la excusa vana de que los
algoritmos de lapiz y papel ensefian algo sobre las operaciones
que construyen. Como si unos y ofras no hubieran sido creadas
para automatizar en lugar de para pensar. Como si la tnica dife-
rencia no radicase en sustituir la mecanica electromagnética por
la neuronal.
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Quienes se aferran a los actuales algoritmos
con el entusiasmo de la ortodoxia, frenando
el desarrollo de otros nuevos con la inercia
de su inmovilismo, olvidan que aquella apor-
tacién indo-ardbiga, ahora tan elogiada,
fue vilipendiada en su momento con idéntica
energia. Calificada de saténica, su préctica
sirvié de excusa para acercar a la hoguera
a més de uno. Urge calibrar por tanto, al
hilo de las ideas que se suscitan en este pri-
mer capitulo, si aquellas reticencias de los
«abacistas», enmascarando intereses gre-
miales, difieren mucho de las actuales.

La secuencia de teclas en una calculadora
genera un dlgoritmo altamente sintético. Su
sencillez de ejecucién, su exactitud, comodi-
dad e inmediata mecanizacién {no precisa
memorizar las tablas) lo hacen dificilmente
superable. Su naturalidad es tal que parece
como si no existiera. Por esa razén se ha
impuesto en la sociedad de forma tan répida
y espontdnea. Tanto, que encontrarse a
alguien con un lépiz y un papel haciendo una
«cuentay, fuera de la escuela, resulta hoy un
anacronismo mayor que viajar en mulo.

Un algoritmo, del tipo que sea, busca la sim-
plicidad y la eficacia en la automatizacion
irreflexiva. No le preocupa en absoluto su
alejamiento del concepto que explota. Ni
tampoco ser criptico. Le obsesiona la utili-
dad y el estar al alcance de cualquier usua-
rio. En ese sentido, las manos, los guijarros,
el dbaco, las tablillas indo-ardbigas, la cal-
culadora mecdnica, la electrénica, ... no son
més que hitos de un mismo camino. El que
nos lleva a superar la inevitable percepcion
de que «no es digno del ser humano perder
su fiempo en un frabajo de esclavoss
(Leibnitz).

A la historia de esta apuesta colectiva por
domesticar el trabajo rutinario, por liberar la
mente de una actividad irrelevante, por poner
a su disposicién un tiempo precioso que dedi-
car a la reflexién, a la creatividad, al placer
o al disfrute de la belleza, dedica Angel la
parte central de su libro. Engarzada entre el
posicionamiento didéctico, del que hablaba-
mos antes, y las posibilidades de trabajo den-
tro del aula de su Gltimo capitulo. Recorrer las
diferentes etapas de este esfuerzo resulta,
ademds de apasionante, clarificador. Porque
el relato abre la puerta a infinidad de cone-
xiones entre el desarrollo social, cientifico y




técnico de Occidente en las Oltimas décadas
de este siglo. Ahora bien, he de advertir, que
quien, tenfado por una primera aproximacién
al tema, se acerca a este libro buscando
mayor detalle sufrird inevitablemente la desc-
z6n que imponen las limitaciones de tamafio
propias de una publicacién de este tipo.
Maxime si, como sucede en este caso, la
intensidad del relato anima a profundizar en
las tesis que plantea.

Propone el folleto, por dltimo, recurrir a la
reflexion. Para ir més allé de la pura autome-
tizacion. Para aprovechar todas las posibili-
dades que ofrecen unas y ofras formas de cdl-
culo. Para plantear problemas sugerentes que
permitan profundizar en el sentido de cada
operacion y en la razén de ser de su algorit-
mo. Para ese, o cualquier otro fin, liberan tiem-
po las calculadoras. A esa finalidad dedica
también el autor, bajo el sugerente titulo del
«éngel de los nimeros», ese tercer capitulo.

Si a todo ello unimos el gusto exquisito con
que se montd la exposicidn de Barbastro y
el fuerte calado didéctico que rezumaban
los carteles que la acompaiiaban, esta rese-
fia se convierte en una invitacién a las dife-
rentes Sociedades de Profesores de Mate-
mdticas a seguir la linea marcada por las
JAEM de Madrid y organizar exposiciones
similares a la que nos ocupa. Pero también
a correr el riesgo de abrirlas simultdnea-
mente a los centros educativos de la zona y
a la sociedad en general. Que el balance,
al menos en este caso, resulta positivo lo
atestigua el elevado ntimero de asistentes.

Carlos Uson
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El College Board es una orga-
nizacién, sin dnimo de lucro, fundada en
1900 e integrada por diferentes escuelas,
facultades y organizaciones educativas que

trabajan conjuntamente para ayudar a los estudiantes america-
nos en su fransicién hacia los estudios superiores. Para ello trata
de conocer las necesidades de las escuelas, facultades, educa-
dores, estudiantes y sus familias, efc., con el fin de desarrollar
estandares de excelencia. Una de las acciones que promueve es
la realizacién de estudios y publicaciones, encargadas a autores
cudlificados para escribir con autoridad, sobre temas relaciona-
dos con sus obijetivos. Es decir, con la promocién universal a una
educacioén superior, y la igualdad de oportunidades en el acce-
so a la misma. El trabajo que comentaremos a continuacién, se
enmarca dentro de estas coordenadas.

El ciudadano de finales del siglo XX se ve «presa de una cre-
ciente marea de nimeros», en palabras de lynn Arthur Steen,
editor de este libro. Esta situacién no ha sobrevenido de repen-
te, sino que se viene fraguando a lo largo de los Gltimos siglos,
pero se ha acelerado enormemente con la irrupcién de los orde-
nadores y la explosién de las comunicaciones. Para aquellos que
tienen competencia cuantitativa el ordenador es una herramien-
ta que pone a su alcance toda la potencia de los nimeros, lo que
les permite manejar gran cantidad de informacién cuantitativa
en la que basar sus decisiones. Pero los que carecen de ella, los
«ciudadanos sin cultura numérica de hoy son tan vulnerables
como los analfabetos en los tiempos de Gutenberg».

El peligro de que la poblacién quede dividida en dos clases
segln cual sea su competencia numérica es real, lo que sin duda
es inaceptable en una sociedad democrética moderna. Para tra-
tar de evitarlo es importante describir en qué consiste hoy dia la
competencia cuantitativa de tal manera que sea posible adoptar
acciones que permitan que sea alcanzada por todos.

El libro recoge ensayos y entrevistas a diversas personas que pro-
vienen del mundo de la industria, los negocios, los medios de
comunicacién, la ciencia, la administracién, etc. Los autores
intervienen desde distintas experiencias laborales pero funda-
mentalmente como consumidores de matemdticas. Los expertos
en educacién matemdtica tambien se pronuncian al final, pero la
intencidén que preside el volumen es que a través de un amplio
debate aumente la compresién del problema buscando el senti-
do ante todo en el mundo del trabajo y la practica.

Una primera conclusién que se desprende de la lectura de las
distintas aportaciones es que la competencia cuantitativa signifi-
ca cosas distintas segdn a quien se le pregunte. Es 0til en muchas
dreas, tanfo en la escuela como en casa, en el trabajo o en la
diversién, o al afrontar los deberes como ciudadanos. Requiere
un trabajo conjunto sobre la capacidad de leer y escribir asi
como la de trabajar con nimeros. Evoluciona con la tecnologia
y esté configurada por la sociedad.

El reconocimiento de la necesidad de la competfencia cuantitativa
es general entre fodos los autores, aunque dado el plantel tan diver-
so es légico que no exista unanimidad en el contenido especifico
del término. Un poco mas allé de «lo basico» existen pocas coinci-
dencias. Pero de lo que se trata es de «desplegar para la discusién
publica las diversas perspectivas, a menudo conflictivas».




L. Steen, en ofro texto' resumié las cinco dimensiones que deben
constituir el contenido de la competencia numérica: practica
para uso inmediato en las tareas diarias; civica, para enfender
y tomar decisiones sobre las propuestas politicas méas importan-
tes; profesional, para proporcionar las destrezas necesarias
para el empleo; recreativa, para apreciar los juegos, el deporte,
las loterias, efc., y cultural, ya que constituye una parte impor-
tante de nuestra civilizacién. Ahora bien, esta caracterizacién
que proporciona un marco adecuado para la discusién, deja
pendiente la importante cuestién de establecer prioridades. En el
libro, desde diversos puntos de vista, los autores se pronuncian
sobre esta cuestién.

J. Dossey, dentro de su ensayo «National Indicators of Quan-
titatuve Liteacy», como ofros educadores matemdticos, habla de
competencia cuantitativa como de un cajén el el que caben las
principales partes del pensamiento matemético: cantidad, azar,
estadistica, &lgebra, geometria, efc. Es decir, los contenidos de
los cursos més o menos fradicionales de matemdticas. Esta per-
pectiva responde a uno de los extremos hacia los que se ha
orientado la educacién matemdtica: el que la considera una dis-
ciplina cuyo estudio tiene una estructura formal, en la que, en
realidad, cada curso es la preparacién para el curso siguiente.
Dentro de este punto de vista un enfoque alternativo, lo propor-
ciona G. Cobb que se centra en el razonamiento més que en la
competencia, ya que considera que el célculo no serd una nece-
sidad primaria de los ciudadanos en el futuro. Los Gltimos inten-
tos de reforma de la educacién matemdtica recogen esta pro-
puesta al hablar de la necesidad de que los alumnos tengan faci-
lidad para moverse entre distintas formas de representacién
matematica: algebraica, numérica, grafica y verbal.

Otros autores, cuyo enfoque se dirige a las necesidades del
empleo, caracterizan la competencia numérica de forma més
especifica y consideran como uno de sus aspectos més prag-
mdtico la resolucién de problemas del mundo real que debe
producir soluciones validas matemdaticamente y (tiles en la préc-
tica. Como apunta G. Cobb en «Mere Literacy Is Not Enough»,
no es suficiente con las herramientas matemdticas o el razona-
miento, sino que una buena cantidad de estrategias para la
resolucién de problemas reales depende del contexto en el que
éstos se plantean.

P. Denning, en «Quantitative Practices», desde la perspectiva de
los ingenieros y empresarios habla de la importancia de la préc-
tica cuantitativa muy ligada a la tecnologia, no preccupada por

1 Llynn Arthur STEEN ({1990):
Numeracy, Daedalus, Spring,
211-231.

teorias o modelos y descripciones, sino en
procesos que hacen cosas, para promver la
participacién activa de los ciudadanos en el

mundo en el que viven.

Estos Oltimos enfoques se orientan hacia el
ofro extremo de la educacién matemdtica
que se ha ligado a destrezas especificas de
cada érea de trabajo. Esta orientacién, en
su caso extremo, cada vez responde de
peor manera a las necesidades de un mer-
cado de frabajo que cambia con celeridad
y en el que no sélo se prevé que un traba-
jador realice varios cambios de ocupacién a
lo largo de su vida, sino que también la
naturaleza de los propios trabajos puede
sufrir cambios profundos que requieran de
destrezas cuantitativas sofisticadas.

Las propuestas de reforma deberén combi-
nar las dos orientaciones, disciplinar y
practica en una propuesta Gnica. A lo
largo del estudio se revela que la tarea de
conseguir la competencia cuantitativa supe-
ra el marco de las clases de matematicas y
debe ser abordado desde diversas mate-
rias. Como resume en el prélogo Robert
Orrill, como un mensaje que se desprende
de las distintas contribuciones que apare-
cen en el libro, «las oportunidades para
practicar y usar destrezas cuantitativas
debe ser parte de todas las materias y estar
asumido por los profesores de todas las
disciplinas».

Entrar en el contenido de cada uno de los
arficulos de que consta el libro supera el
alcance de esta resefia, pero baste decir
que por donde se abre y se lee se encuentra
alguna reflexion que contribuye a ilustrar el
contenido de la competencia cuantitativa y
que todo él en conjunto proporciona un
principio para una discusién que conduzca

a buscar la solucién al problema.

Julio Sancho

X JAEM
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Seminario de la Federacion
sobre recursos y materiales

s EMINARIO DE LA FESPM: Recursos para
el aprendizaje en el aula de matemati-
cas. Elaboracion y uso de material
didactico

Se ha celebrado en Granada, durante los dias 20, 21, 22y
23 de mayo de 1998, convocado por la Federacién Espa-
fola de Sociedades de Profesores de Matematicas y orga-
nizado por la Sociedad Andaluza de Educacién Mate-
mdtica Thales. Han participado alrededor de 80 profeso-
res entre representantes de las sociedades federadas e
invitados como expertos a las distintas mesas de trabajo
que se organizaron.

Tomando como punto de partida una de las conclusiones
del Seminario, celebrado en El Escorial, dmplantacién de
las Matematicas en la Educacién Secundaria Obligatoria»
(ver SUMA, n.° 27), en la que se afirma: {a FESPM debe-
ria realizar un esfuerzo para difundir la existencia de
estos materiales e invitar a las administraciones educati-
vas a realizar una distribucién que garantice la presencia
real en los centros y departamentos de estos materiales»,
se considerd oportuna y necesaria, por parte de la Fede-
racién y de Thales, una reflexién en profundidad sobre
este tema en un Seminario, a nivel nacional, que fuese el
germen de un gran banco de datos de materiales y recur-
sos educativos para la ensefianza y aprendizaje de las
Matemadticas.

Los objetivos del Seminario, entre otros, han sido:

a) Analizar los recursos que se pueden utilizar en la
ensefianza y el aprendizaje de las Matematicas.

b) Enumerar algunos de los recursos existentes en los
centros o departamentos y en el mercado, estudiando
la utilizacién real que se hace de dichos recursos.




«incomparable marco»...
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Acto de apertura
del Seminario.
Se podria decir lo del

(Foto: A. Pola)

Sugerir y discutir ciertas posibilidades de elaboracion
propia a nivel personal, de centro o de departamen-
to de dichos recursos, reflexionando sobre las difi-
cultades, limitaciones y ventajas que esto implica.

Proponer diversos canales de difusion, localizacion,
documentacién e instrucciones y posibilidades de
uso de «Recursos para el aprendizaje en el aula de
Matemadticas», al alcance de cualquier docente de la
materia que esté interesado en los mismos.

El Seminario estuvo organizado en torno a ocho mesas de
trabajo con los siguientes contenidos:

e I S

Nuevas tecnologias.

Juegos.

Materiales comercializados.
Bricolaje.

Exposiciones.

Biblioteca de aula. Documentacién.
Matematicas e Investigacion.

Matemadticas y...

Previamente a la celebracion del Seminario se elaboraron
una serie de documentos de trabajo (42 en total) por parte
de los ponentes que constituye una informacién comple-
tisima sobre los temas tratados. Los coordinadores de las
mesas realizaron una ardua tarea para sintetizar toda esta
documentacion en las cincuenta piaginas del documento
base que fue entregado a los asistentes al inicio del
Seminario y que sirvidé como guia tanto en las exposicio-

nes que tuvieron lugar como en los posteriores debates.

El Gltimo dia se dedicod a la presenta-

ci6én y debate de las conclusiones pro-
visionales de cada una de las mesas, asi
como de unas mas generales que sinte-
tizaran lo que habia sido el Seminario.
Tanto unas como otras se analizardn
por cada uno de los asistentes para

que, con las modificaciones que se
puedan introducir, se eleven a conclu-
siones definitivas.

Debido a la cantidad y calidad del
material recogido, es intencién de la

Federacidn, si las cuestiones financieras
lo permiten, elaborar un ntmero
monografico y extraordinario de SUMA

dedicado al Seminario.

Es de justicia rasaltar el enorme y eficaz
trabajo desarrollado por la Comisién

Organizadora, encabezada por su
Coordinador José Maria Sinchez Mo-
lina, que, ademds de cuidar al miximo
todas las cuestiones de tipo técnico y
cientifico, hicieron con sus amables
detalles que todos los asistentes nos
sintiésemos como en nuestra casa, a

pesar del apretado horario que tuvimos
que «sufrim, Si bien es verdad que este
«sufrimientor se difumind con la visita
nocturna a la Alhambra, mostrada, his-

toriada, matematizada y recreada por
Rafael Pérez y Ceferino Ruiz: ifue una
delicial

Emilio Palacian

Mesa n.° 2. Juegos
(Foto: F. Villarroya)



“estas actividades por

Investigacion en el aula de
Matematicas

Un afio mis se han celebrado en
Granada las jornadas <nvestigacién en
el aula de matemiticas», organizadas
por la Sociedad Andaluza de Educacion
matemdtica Thales y el Departamento
de Didictica de la Matemdtica de la
Universidad de Granada.

En ésta, su tercera edicibén, da tarea
docente» ha sido el tema en el que se
han centrado los trabajos desarrollados
a lo largo de dos fines de semana,
como ya viene siendo habitual. Durante
los dias 20, 21 y 22 de noviembre y 11,
12 y 13 de diciembre, mis de un cente-
nar de participantes de todos los nive-
les educativos —infantil, primaria, se-
cundaria y universidad— han comparti-
do ponencias, comunicaciones y talle-
res, ademas de los fructiferos didlogos
de pasillo, en torno a los distintos
aspectos de la tarea docente del profe-
sor de matematicas, tanto las compo-
nentes tedricas que abarcan aspectos
relacionados con la matemdtica y su
didéctica, como la dimensién prictica
que incluye esquemas de planificacién,
gestidon y gobierno de la clase.

Como en las ediciones anteriores las
jornadas han estado

abiertas, la cuota de
inscripcion era practi-
simbolica
para los miembros de

camente INVESTIGACION
la sociedad, a los
estudiantes de ulti-
mos cursos de carre-
ra, quienes habitual-
mente ven impedida
su participacién en

no ser profesores en
ejercicio, condicién
exigida por las insti-
tuciones que realizan
actividades de perfec-
cionamiento.

Antes de  hacer )
Didéctica de laM

EN EL AULA DE MATEMATICAS

Universidad de Granada. &
re fer enc 1 a a 1 as Sociedad Andaluza de Educacicn Matemétic Thales.
ponencias y comuni-
caciones mds desta-
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cadas es necesario felicitar al Comité de Organizacién por
el buen desarrollo de dichas jornadas, asi como por la
buena coordinacién, que de nuevo se ha puesto de mani-
fiesto, entre el departamento de Didactica de la
Matemdtica de la Universidad de Granada y la Junta
Directiva de la SAEM Thales de Granada.

Las ponencias individuales versaron sobre:

e El profesor de Matematicas, un profesional reflexivo
(Pablo Flores Martinez).

e El profesor, versus Maestro de matematicas (Antonio
Tortosa Lopez).

e El oficio de Maestro y la ensefanza de las Mate-
maticas (Manuel Alcald Hernandez).

e  Profesor sin nombre (Rafael Pérez Gémez).

e El profesor de Matematicas y su necesidad de forma-
cién (Antonio Marin del Moral).

Acentuando el sentido participativo de las jornadas se ha
incluido por primera vez el taller como forma de comunica-
cién. Los temas tratados bajo esta modalidad han sido enor-
memente variados: «a colmena de nimeros, <El uso del
ordenador en la enseflanza primaria», <El agua», dnternet,
as matemiticas en la Selectividad» o (NGmeros en figuras.

En el apartado de comunicaciones se presentaron por parte
del departamento de Didictica de la Matemadtica trabajos
que desatrollan aspectos de la educacién matemdtica y sus
implicaciones en la tarea docente: «Aportaciones de la
investigacion en educacion estadistica para la tarea docen-
te», Reflexiones semidticas con los futuros maestros sobre
la divisién y las fracciones», Disefio, desarrollo y evalua-
cién del curriculo: Los organizadores del curriculos, dos
profesores de matemadticas y la educacion ambiental»... Asi
mismo se presentaron otras comunicaciones directamente
relacionadas con el trabajo en el aula como: «Una expe-
riencia del comentario de texto en matemdticas: existencia
del nimero irracional, «Traduccién de terminologia mate-
mdtica al inglés y al francés. Aplicaciones didicticas en las
clases de idiomas y de matemdticas,, Evolucién de un
grupo de alumnos en la resolucién de problemass... Todas
ellas quedan recogidas en las actas de dichas jornadas que
ya se encuentran en manos de los asistentes.

El acto de clausura estuvo presidido por el Decano de la
Facultad de Ciencias de la Educacién, Antonio Romero, y los
profesores Luis Rico y Antonio Pérez como Director del
Departamento de Did4ctica de la Matemdtica y Presidente de
la SAEM Thales, respectivamente, acompanados por el
Delegado de la SAEM en Granada, José M2 Sanchez Molina.
Todos ellos elogiaron el nivel de participacion y la calidad de
las ponencias y comunicaciones, animando a la organizacion
a continuar con la actividad que tanto interés despierta,

Miguel Angel Fresno Martinez
SAEM Thales. Granada




CARBONERAS, del 18 de Mayo al 19 de Junio
1 9 9 8

ediciones S 71N Sl  DSMDeret
JUNTRA DE ANOALUCA DSM l‘)

Consejeria de Educacion y Ciencia HORNOS [BERICOS ALBA, SA.
Delegacidn Provincial de Almeria

Centros de Profesorado de Almeria, El Ejido y Cuevas/Olula




IX Olimpiada Matematica
de la FESPM y...

Olimpiada Matemética Nacional de la
FESPM

Esta actividad va dirigida a estudiantes de 2.° de ESO y
con ella pretendemos fundamentalmente fomentar el
gusto por las Matemdticas mostrando una visién de las
mismas complementaria (y mas agradable y divertida) a la
que se suele dar en las aulas, favorecer las relaciones de
amistad entre los chavales que participan y propiciar la
innovacion en la forma de ensefiar Matematicas entre el
profesorado. Entendemos la Matemdtica como una parte
mis de la formacién integral de nuestras chicas y chicos
v la utilizamos como excusa para inculcarles valores tan
importantes como la solidaridad, el comparfierismo, el tra-
bajo en equipo, la tolerancia, el espiritu critico, etc.

Hace nueve afios se planted por parte de la Federacion
Espafola de Sociedades de Profesores de Matematicas, la
posibilidad de organizar una fase nacional de la Olim-
piada Matemdtica y asi se hizo; desde entonces la
Olimpiada Matemdtica Nacional (en adelante OMN) se ha
organizado en Navarra, Canarias, Huelva, Andorra,
Burgos, Alicante-Castellén, Valencia de Alcdntara y
Asturias. En 1998 serd Carboneras (Almeria) la localidad
que organice la IX OMN. Sera la segunda vez que Anda-
lucia organiza una OMN.

Somos conscientes de la envergadura de un proyecto de
esta indole. Una OMN cuenta con la participacién, en sus
diversas fases, de decenas de miles de nifias y nifios que
estudian en miles de colegios publicos y privados de casi
todas las comunidades auténomas y provincias de Espafia y
de Andorra y de miles de profesoras y profesores que cola-
boran con las distintas Sociedades que componen la FESPM.

Pero ademds de un equipo de personas dispuestas a tra-
bajar altruista y con eficacia, hacen falta una serie de




recursos econdmicos y materiales para la organizacién de
una OMN. A lo largo de dos afios en Almerfa hemos lla-
mado a las puertas de docenas de empresas, casas comer-
ciales, entidades y organismos publicos, hasta conseguir
los recursos suficientes para organizar dignamente esta
actividad de dmbito nacional. A todos los que han presta-
do su colaboracion nuestro agradecimeinto.

Patrocina:

Excmo. Ayuntamiento de Carboneras, Junta de Andalucia-
Consejeria de Educacion y Ciencia (Delegacién Provincial
de Almeria), Grupo Endesa (ENDESA-CSE-CTL ALMERIA-
ATE; PUCARSA), Ediciones SM, DSM Deretil, HISALBA.

Convoca:

Federacioén Espafiola de Sociedades de Profesores de
Matematicas (FESPM).

Organiza:

Sociedad Andaluza de Educacién Matematica (SAEM)
«Thales» (Delegacién Provincial de Almerfa).

Comité Organizador:

Pedro José Martinez Ferniandez (Coordinador Nacional),
Francisco Morales Haro, Ricardo Contreras Calvache y
José Villegas Alcdntara.

Gabinete de Prensa:
Catalina Serrano Meca y José Maria Arcas Martinez-Salas.
Colaboran:

Maria Garcia Zamora, Carmen Pino Villalba, Juan Enrique
Gonzilez Jiménez, Pedro Gonzilez Ventura, Fco. José
Villegas Martin y componentes del grupo de coordinado-
ras y coordinadores de la Olimpiada Matematica Thales
de Andalucia.

Entidades colaboradoras:

Centros de Profesorado de Almerfa, Cuevas/Olula y El
Ejido, Delegacién Provincial de Cultura de Almeria,
Universidad de Almeria, Pescadores de Carboneras, s.c.a.,
Academia Platén de Granada, Almerimatik, Patronato
Provincial de Turismo, Fotosur, Ideal, La Voz de Almeria,
Caja Rural de Almeria y Anaya.

Participantes:
Participardn chicos y chicas de:

Albacete (2), Andalucia (9), Andorra (2), Aragoén (3),
Asturias (3), Canarias (3), Cantabria (3), Castilla-Ledn 3,
Catalufia (3), Extremadura (3), Galicia (3), Madrid (3,
Melilla (1D, Murcia (2), Navarra (3) y Valencia (3).

Todos ellos irdn acompafiados por el coordinador respec-
tivo de la Olimpiada en la fase autonémica.

No habrd premios paras las ganadoras o ganadores; si
obsequios y diplomas para todas y todos.

Programa de actividades

Domingo, 21
® Recepcion de participantes.
* Fiesta de bienvenida.

Lunes, 22 :

* Prueba por equipos en la Central
Térmica de ENDESA,

* Visita a la Central Térmica.

* Presentacién ‘de’ prueba foto-
gréfica: Mar y Mateméticas.

° Visita a la fébrica de cemento
HISALBA de Carboneras.

* Recepcién en el Ayuntamiento de
Carboneras.

o ~Actividades LCR.

Martes, 23

e Visita a la Central Solar de Tabernas.

® Visita lddica al poblado del oeste
y al zoolégico de Tabernas.

* Visita al Observatorio de Calar Alto.

o Observacién astronémica coordi-
nada por el grupo «Oribny.

Miércoles, 24

* Prueba individual y debate colo-
quio sobre la misma.

°  Reunién nacional de coordinadores.

* - Findliza el plazo para entrega de
carrefes del concurso de fotografia.

° Simulténea de ajedrez con el cam-
peon de Espafia y gran maestro
internacional, Alfonso Romero.

Jueves, 25

e Excursién a Granada visitando la
Alhambra.

e Charla del Profesor Rafael Pérez
Gomez en el Parque de las Cien-
cias de Granada.

* Visita al Parque de las Ciencias,

* Sdlida hacia Mojacar.

Viernes; 26

® Recorrido " turfstico . ‘por el
PNMTCGN. Incluye: Visita al
CRIN, ‘recorrido en barco por el
cabo de Gata y baiio en las pla-
yas de Ménsul y Genoveses.

°. Exposicion: de fotografias del con-
curso.

° Visita a Derefil y alrededores |ar-
queologia industrial).

e Fiesta de despedida y clausura
extraoficial,

Sébado, 27
* Acto final oficial de'la X OMN, con
entrega de diplomas y homendije al
profesor - D. Gonzalo - Sénchez
Vazquez.




Otras actividades:

A partir del 18 de mayo estarin abiertas
al publico v a colegios las siguientes
exposiciones:

e Exposicién de fotografia
Matemdtica de la SAEM THALES de
Andalucia,

e Exposicién de instrumentos y uni-
dades de medida tradicionales.

e Exposiciéon sobre la mujer y las
Matemaiticas.

e Exposicion sobre mar y
Matematicas.

Durante los dias de la olimpiada se rea-
lizardn las siguientes:

e  Exposicién de materiales didacticos
para manipular en Matematicas.

e Problema diario propuesto en
prensa local, radio y TV.

e Problema propuesto a los coordi-
nadores por las alumnas y alumnos
participantes.

e Pruebas sorpresa.

e Internet a disposicién de los parti-
cipantes.

e Exposicion de fotografias hechas
por los participantes en la prueba
de fotografia matematica.

e Montaje teatral a cargo del Taller
de teatro «der» Nicolds.

e Reportaje fotografico en CD ROM
que se entregard a los participan-
tes.

Pdgina WEB de la olimpiada:
HIPERVINCULO

http://www.arrakis.es/~fvillegas/IXOli
mpiada.htm

Y, por supuesto, siempre presente en
esta IX Olimpiada GONZALO, nuestro
querido profesor, en cuyo homenaje la
celebraremos en Carboneras (Almeria)
los dias 21 a 27 de junio de 1998.

Pedro José Martinez Fernandez
Coordinador Nacional

IX Olimpiada Matemdtica Nacional

Primer Congreso Internacional de Eino-
matematicas (1-1CEM)

Se celebrara en Granada los dias 2 al 5 de septiembre de
1998 organizado por la Universidad de Granada.

El 1-ICEM es un foro de debate cientifico que contribuird
a expandir las Etnomatemiticas como una forma de pen-
samiento iniciada por el grupo ISGEm.

Desde su origen en 1985, Ubiratin D’Ambrosio y sus
miembros realizan estudios matemdticos e historicos, en
contextos de interculturalidad y de grupos sociales depri-
midos y analizan las condiciones sociales y politicas de
los curriculos de ensefianza de las Matemadticas. Ensayan
la delimitacién tedrico-epistemolédgica del conocimiento
matemitico actual y su diversidad, influenciada por los
usos de matematicas en contextos cientificos, tecnologi-
cos y sociales. Existe una revista del grupo titulada ISGEm
Newsletter con periodicidad semestral.

En el ISGEm se consideran como gentes etnomatemdticas
a cuantos compartan una visién plural de las Matematicas
y de la cultura considerando:

e En el actual mundo multicultural y a la vez interco-
municado, la Matemaitica es un producto cultural, de
innegable poder de resolucién de situaciones proble-
miticas y de gran capacidad de identificacion social.

e Es parte del pensamiento y del modo de concebir el
mundo.

e Por ello puede convertirse en punto de encuentro de
las personas preocupadas por la educacién matema-
tica para el desarrollo, por la dignidad y equidad de
todos los pueblos y por la paz. '

En el 1-ICEM se van a estudiar especificamente tres blo-

ques de problemas:

A. Elementos tedricos, definitorios y explicativos de
Etnomatematica.

B. Aprendizajes y cognicién dentro y fuera de la escue-
la. El profesor.

C. Condiciones socioculturales y politicas del curriculum
matematico.

Ademis de las conferencias y ponencias encargadas a
expertos en este tema, los participantes podrin presentar
comunicaciones, posters y videos. Los idiomas oficiales
del congreso serdn el espafiol e inglés.

Para mis informacién dirigirse a:
ICEM-1. M2 Luisa Oliveras

Dpto. Didéctica de la Matematica
Facultad de Ciencias de la Educacién

Campus Cartuja. 18071 Granada

Fax: 958 24 63 59
E-mail: oliveras@platon.ugr.es

Web: http://www.ugt.es/local/oliveras




XIV Cursos sobre Aspectos Diddcticos
en la Ensefanza Secundaria (Mate-
madticas)

Tendrd lugar en Zaragoza los dias 7, 8y 9 de septiembre
de 1998, organizado por el Instituto de Ciencias de la
Educacioén de la Universidad de Zaragoza, de acuerdo con
el siguiente programa:

* Numeros, operaciones y cilculo: problemas y recur-
80s para la ESO, por Jordi Deulofeu.

* Educacién Matematica Y temas transversales: la edu-
cacion para la paz y la igualdad entre $exos, por José
Joaquin Arrieta.

e Juegos y estrategias de pensamiento, por Fernando
Corbalan.

*  Un taller de Matemticas, por Luis Balbuena.

* Los alumnos deben aprender iMatemiticas!, por Sal-
vador Guerrero.
Mis informacién:
ICE Universidad de Zaragoza
C/ Pedro Cerbuna, 12. 50009 Zaragoza
Tel.: 976 76 14 94. ¥ax: 976 76 13 45
E-mail: secice@posta.unizar.es
Web: http://ice.unizar.es

I Congreso sobre Comunicacién Social
de la Ciencia

Con el titulo «Comunicar la Ciencia en el siglo XXI» tendra
lugar en Granada del 25 al 27 de marzo de 1999. Esta
organizado por el Parque de las Giencias, la Universidad
de Granada y el Consejo Superior de Investigaciones
Cientificas.

El papel de la Ciencia y la Tecnologia en la sociedad con-
temporinea cobra cada dia mayor importancia. La veloci-
dad y calado de los cambios que el desarrollo cientifico
implica, exige una mayor participacién social y nuevas
estrategias de acceso permanente a la cultura cientifica. En
este marco, la comunicacion y divulgacién estin llamadas
a desempefar una funcién cada vez mas decisiva en las
sociedades democriticas, La ciencia debe normalizarse
como una parte mas de la cultura.

El Congreso pretende ser un foro de reflexién sobre las
cuestiones planteadas que interesan a periodistas, divul-
gadores, cientificos, educadores, instituciones museisticas,
industria, editoriales, administraciones publicas, entidades
educativas y culturales, etc.

La estructura del Congreso estari formada por ponencias
marco, mesas redondas y comunicaciones y posters, alre-
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dedor de los siguientes 4mbitos de tra-
bajo:

° Ciencia y Periodismo.

e Ciencia y Cultura.

* Ciencia y Educacién.

° Ciencia y Medio Ambiente,

e Centros de Divulgacién Cientifica.

Se puede solicitar mas informacién diri-
giéndose a:

Parque de las Ciencias
Avd. Del Mediterraneo, s/n.
18006 Granada
Tel.: 958 133 870. Fax: 958 133 582
E-mail: cpciencias@parqueciencias.com
Www.parqueciencias.com/congreso

| Jornadas Estatales de
Experiencias Educativas

Los departamentos y centros de la
Universidad Auténoma de Barcelona
vinculados al dmbito educativo, orga-
nizan los dias 8, 9 v 10 de septiembre
de 1998 las I Jornadas Estatales de Ex-
periencias Educativas, con la finalidad
de potenciar su desarrollo e intercam-
bio. Las 4reas temdticas consideradas
son: Ciencias de la Naturaleza, Mate-
mdticas, Ciencias Sociales, Lengua y
Literatura, Expresién Artistica, Edu-
cacién Fisica, Tecnologia, Organiza-
cién y Gestién de Instituciones, Plani-
ficacién y Gestién de la Educacién no
Formal y otras.

Paralelamente, Editorial Praxis beca las
€inco mejores experiencias de mayor
interés que hayan sido seleccionadas
de cada una de las dreas temiticas. La
beca consiste en: inscripcién gratuita en
las jornadas, beca de 20.000 pesetas
para gastos personales y publicacién de
un resumen de la experiencia.
Para mas informacién dirigirse a:
I Jornadas Estatales
de Experiencias Educativas
Instituto de Ciencias de la Educacién
Universidad Auténoma de Barcelona.
Edificio A
08193 Bellaterra (Barcelona)
Tel.: 93 581 19 78




10.

1.

NORMAS DE PUBLICACION

Los articulos se remitiran por triplicado a la redaccién de SUMA (Revista SUMA, ICE de Universidad de Zaragoza, C./
Pedro Cerbuna 12, 50009 Zaragoza), impresos a doble espacio, por una sola cara, en formato Din A-4.

Los datos de identificacién del autor no deben figurar en el texto original ya que éste seré enviado a asesores para ser
referenciado. Estos en ningdn caso serén informados de la identidad del autor o autores del trabajo y aconsejarén la
conveniencia o no de la publicacién del trabajo, o recomendarén posibles modificaciones, ete.

Los grdficos, diagramas y figuras se enviarén en hojas separadas (una para cada gréfico), en tinta negra sobre papel
blanco. Asi mismo, podrdn incluirse fotografias. En el texto debe figurar el lugar donde deben ser colocadas; de igual
forma, si tiene que llevar un pie de ilustracién, éste se resefiard en la hoja donde aparece la ilustracion.

Adjunto al articulo se redactard un resumen, de entre cinco y diez lineas, que no necesariamente tiene que coincidir
con la Introduccién al articulo. Debe ir escrito en hoja aparte. En ese mismo folio aparecerén los datos de identifica-
cién del autor o autores: nombre y apellidos; direccién completa; lugar de trabaijo; teléfono de contacto; sociedad fede-
rada a la que pertenecen (si procede).

Si se usa procesador de texto, agradeceremos que ademds se envie un disquette con el archivo de texto que contenga
el articulo, asi como tantos archivos graficos, como figuras elaboradas con el ordenador se quiera incluir. La etiqueta
del disquette debe identificarlo sin lugar a dudas. En cuanto al formato de los archivos de texto, se recomienda MS-
Word (hasta versién 5.0) en Macintosh, o WordPerfect (hasta version 5.1) en PC. Los archivos gréficos es preferible
que tengan formato EPS o TIFF.

En cualquier caso, tanto un ejemplar del texto como los gréficos, si proceden de impresoras, deben ser originales y no
fotocopias.

Los trabajos se enviarén completos, aunque por necesidades de edicién pudieran publicarse por partes.

Las notas a pie de pagina deben ir numeradas correlativamente, numeradas con superindices a lo largo del artficulo.
La bibliografia se dispondra al final del articulo, por orden alfabético de apellidos, indicando autor(es), afio, titulo del
articulo, titulo de la revista completo (en cursiva o subrayado), volumen y péaginas del mismo. Por ejemplo:

TRIGO, V. {1995} «Generacién de nimeros aleatorios», Suma, n.° 20, 91-98.

En el caso de libros se indicard el autor(es), afio, titulo completo (en cursiva o subrayado), editorial y lugar de edicién.
Por ejemplo:

GARDNER, M. (1988): Viajes por el tiempo y otras perplejidades mateméticas, Labor, Barcelona.

En el caso de articulos que se encuentran en una obra colectiva se indicard el autorles), afio, fitulo del articulo (entre
comillas), titulo del libro (en cursiva), editorial y lugar de edicién. Por ejemplo:

VILLARROYA, F. (1987): «Geometria: construir y explorars, en Aspectos diddcticos de mateméticas, 2, ICE Universidad
de Zaragoza, Zaragoza.

Dentro del texto, las referencias a la bibliografia se indicaran con el apellido del autor y el afio entre paréntesis. Por
ejemplo: ...supone un gran avance (Hernéndez, 1992).

Si el autor aparece explicitamente en el texto tan sélo se pondrd entre paréntesis el afio. Por ejemplo: ...segin Rico
(1993).

Posteriormente, se notificard a los interesados la aceptacién o no del articulo, asi como —en caso afirmativo- la posi-
ble fecha de su publicacién. En ese momento los autores se comprometerdn a retirar el articulo de ofras publicaciones
a las que lo hayan remitido. No se mantendrd correspondencia sobre las causas de no aceptacién de un articulo.




um ﬂ BOLETIN DE SUSCRIPCION

Importe
(] Suscripcién a partir del n.° {3 nimeros)
L] N.os sueltos:
Total
[ | Domiciliacién bancaria (rellenar boletin adjunto).
[ Transferencia bancaria (Ibercaja: 2085-0168-50-03-000415-98).
"] Talén nominativo a nombre de FESPM-Revista Suma. Firma y fecha:
[] Giro postal dirigido a Revista Suma.
Nombre y apellidos: .. ... .
Cédigo Cuenta Cliente
Enridodi ‘, Oficinotti“DC!I‘Cuenfo‘l‘]“l{l‘l
Banco/Caja. o o
Agencia n.® . . Direccion: .. ...............
Poblacion: ... ..o Provincia: . ................

Sefiores, les ruego atiendan, con cargo a mi cuenta/libreta y hasta nueva orden, los recibos que periédica-
mente les presentard la Federacion Espaiiola de Sociedades de Profesores de Matematicas {FESPM) para el
pago de mi suscripcién a la revista SUMA.

Atentamente (Fecha y firma):
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