Simulacion de la paradoja
de Stein con la hoja de calculo

Rafael Cortés Mora

La hoja de célculo constituye
un potente entorno para la
experimentacién en clase de
estadistica, comparable al
laboratorio en la de ciencias
experimentales. Entre sus
miltiples aplicaciones se
encuentra la de proporcionar
un medio para la
comprobacién experimental
de resultados teéricos. Para
ilustrarlo, proponemos un
modelo para verificar el
teorema de Stein relativo a
la estimacién éptima de un
conjunto de k > 2 medias. El
carécter paraddjico de este
resultado lo convierte en un
ejemplo ideal para este tipo
de simulaciones.
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A HOJA de cilculo constituye una poderosa herramienta
didactica para la enseflanza de la estadistica. Proporciona
un entorno ideal para la simulacién de experiencias alea-
torias, para la comprobacién experimental de resultados
tedricos y para la investigacion.

La posibilidad de comprobar experimentalmente resulta-
dos tedricos es especialmente importante cuando no se
dispone del aparato matemitico requerido para su
demostracién rigurosa, como ocurre frecuentemente en
la ensefianza secundaria. El alumno no tiene mis reme-
dio que «creer» los enunciados del profesor y hacer uso
de ellos en las aplicaciones y en los ejercicios que se le
proponen. En ocasiones, estos resultados chocan con sus
«creencias» previas y surge una qecesidad» de comproba-
cién. El objetivo de este trabajo es, precisamente, ejem-
plificar Ia situacién que acabamos de describir. Se ha ele-
gido un resultado poco conocido, cuya naturaleza para-
déjica provocard la mencionada «necesidad» de compro-
bacién. Se trata del teorema de Stein, cuyo campo de
aplicacién es la construccién de estimadores Optimos
para un conjunto de k > 2 medias.

Conviene recalcar que nuestro objetivo no es presentar
una actividad para ser trabajada con los alumnos (de
hecho, los contenidos desarrollados exceden el nivel de
la ensefianza secundaria) sino mostrar, mediante un
ejemplo, la necesidad de tratar la estadistica de forma
experimental y las posibilidades que ofrece para ello la
hoja de cilculo.

Estimacién de parédmeiros

El objetivo esencial de la estadistica inferencial o inducti-
va es obtener conocimiento de grandes conjuntos de




datos o poblaciones a partir de subconjuntos del mismo
llamados muestras. Uno de sus problemas fundamentales
lo constituye la estimacién de pardmetros que surge cuan-
do la distribucion de la caracteristica estudiada depende
de un pardmetro @ que debe estimarse a partir de los
datos obtenidos en una muestra. Para ello, se utilizan los
denominados estimadores o funciones de la muestra
T(xy,...,x,) cuyos valores en el muestreo deben ser proxi-
mos a w.

Una de las propiedades exigidas a estos estimadores es
que su esperanza matemdtica coincida con el valor del
parametro a estimar, es decir, que E(T) = w. Con ello
queda garantizada la convergencia del promedio de las
estimaciones hacia el verdadero valor del parimetro. Un
estimador que verifica esta propiedad se dice que es
insesgado o centrado. En caso contrario, es decir, cuan-
do E(T) = @ + e(w), se dice que el estimador es sesgado,

y a la expresion e(w) se la denomina sesgo o ervor siste-

mdtico del estimador. Por ejemplo, la media muestral

1+
X =— E X
n 4
i=1
es un estimador centrado de la media poblacional (EG)= p)
mientras que la varianza muestral

1 n

2 =2

8% == E &;-x)
n &

es un estimador sesgado de la varianza poblacional o2 ya
que

E(s2)= 27152
n

Para corregir este sesgo, suele utilizarse el estimador

1 n
§2=—— N - %)
n-—1 4
i=1

el cuil verifica que,

EGE?) = LE(SZ)= o?
n-1

Para valorar la eficiencia de un estimador, suele utilizarse
el error cuadrdtico esperado B(T — w)? Cuanto menor sea
esta cantidad, mas eficiente sera el estimador, ya que, en
promedio, proporcionari estimaciones mas cercanas a .
Cuando los estimadores son centrados el error cuadritico
esperado coincide con la varianza:

E(T — w)? = E(T ~ E(T))? = var(T)

Al comparar pues estimadores insesgados, se preferird
siempre al que tenga menor varianza. Si para una distri-
bucién dada existe un estimador insesgado, cuya varian-
za es inferior a la de cualquier otro, se dice que el esti-
mador es el mds eficiente. Si la distribucién es normal,
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puede demostrarse que la media mues-

tral X es el estimador mds eficiente para .
la media poblacional, es decir, ninguna

otra funcién insesgada de los datos

puede estimar la media mas exacta-

mente que X.

Cuando se elimina la hip6tesis de esti-
macién insesgada, los estimadores
deben compararse mediante el error
cuadrético esperado. Supongamos, por
ejemplo, los siguientes cuatro estima-
dores para la media de una poblacién
normal N(u, o):

T(&x,,..x) =X
T(x,,...x) = Md
T,(x,,...x) = X/2
T,&;,..x) =0

que son, respectivamente: la media mues-
tral o promedio, la mediana de los datos
muestrales, la mitad de la media muestral
y la funcién constante igual a 0.

Al calcular el error cuadratico esperado
para cada uno de ellos se obtiene:

E(T, — w? = S
n

En el grafico 1 se representan los erro-
res cuadraticos de los cuatro estimado-
res en funcién del pardmetro p. Puede
observarse como los errores cuadriti-
cos esperados de la media y de la
mediana (estimadores 1y 2, respectiva-
mente) no dependen del verdadero
valor de . Entre estos dos estimadores,
la media es uniformemente mejor que
la mediana ya que, para cualquier valor
de u, su error cuadritico esperado es
inferior. En la terminologia de la teoria
de la estimacion, se dice que la media-
na es un estimador inadmisible de u
pues existe otro uniformemente mejor.
Hay que recalcar que se estin compa-
rando estimadores para la media de
una distribucioén normal; si la distribu-




cién base no es normal, pueden darse
otros resultados.

Gréfico 1

Para los estimadores 3 v 4, ambos ses-
gados hacia el valor p = 0, las funciones
de error no son constantes. Las estima-
ciones que proporcionan serin muy
precisas cuando el verdadero valor de p
se encuentre proximo a 0. En cambio,
cuando p se aleja de 0, crece rapida-
mente el error cuadritico esperado
aunque este crecimiento es mas rapido
para T, que para T,.

El teorema de Stein

Puede demostrarse que el promedio X
es un estimador admisible para la
media de una poblacién normal; es
decir, no existe otro estimador unifor-
memente mejor. Este resultado sigue
siendo vilido cuando son dos las
medias a estimar, En cambio, Stein
(1961), en colaboracién con James,
demostré que no es cierto en el caso de
k > 2 medias; en otras palabras, cuando
hay que estimar un conjunto de mis de
2 medias, hacerlo a partir de sus pro-
medios individuales es un procedimien-
to inadmisible. La demostracién del teore-
ma es constructiva en el sentido que pro-
porciona un ejemplo de estimador para k&
medias cuyo error cuadritico esperado es
uniformemente inferior al obtenido con
los promedios individuales.

Con la ayuda de un ejemplo, se vislum-
bra la naturaleza paraddjica de este
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resultado. Supongamos que se quiere estimar la eficacia
de varios jugadores de baloncesto en el lanzamiento de
tiros libres. De alguna manera, lo que se quiere obtener
es una estimacion del porcentaje de acierto en dichos lan-
zamientos que alcanzardn al final de la temporada. Para
ello, se observan los 30 primeros lanzamientos de cada
uno de los jugadores. Si hay que dar una estimacién de la
eficacia de los jugadores al final de la temporada con los
datos de la muestra, la primera respuesta que a uno se le
ocurre es dar como mejor estimacién los porcentajes de
acierto individuales obtenidos en la muestra. El teorema
de Stein afirma que existe otra respuesta mejor y, ademas,
proporciona un método para construirla: los denomina-
dos estimadores de James-Stein.

La esencia del método de Stein consiste en contraer los
promedios individuales hacia el gran promedio (es decir
hacia el promedio de los promedios), seglin un factor de
contraccién que depende del grado de dispersion de los
promedios observados. Siguiendo con el ejemplo del
baloncesto, el estimador de Stein de un jugador determi-
nado se obtiene contrayendo su porcentaje de aciertos en
los 30 primeros lanzamientos hacia el porcentaje medio
observado entre todos los jugadores. Si el porcentaje de
un jugador es superior al gran promedio, deberd dismi-
nuirse; en caso contrario, aumentarse. En cierta forma, el
método de Stein postula que, en general, un promedio
inicial alto se transformard en uno menos alto y, vicever-
sa, uno inicialmente bajo no seri, al final, tan bajo.

Matemiticamente, la expresion de los estimadores de
James-Stein es:

Zi=§_7+C(yi—@

El factor de contraccién ¢ depende del nimero de medias
a estimar y de su dispersion. Su expresion es:

(k - 3)o?
1_7_‘2
z@ry)

C=

donde:

y: gran promedio

y; promedios individuales

o: desviacion tipica

k: niimero de medias a estimar

La interdependencia entre las estimaciones resalta atn
mds el aspecto paraddjico del resultado. jPor qué el grado
de acierto inicial de un jugador ha de influir en la esti-
macion de la eficacia de otro jugador? La respuesta a ésta
y a otras preguntas debe hacerse a partir de un andlisis
exhaustivo del comportamiento de estos estimadores y
del error cuadritico esperado para diferentes valores de
los pardmetros a estimar (las medias verdaderas). Su rea-
lizacién excede los limites de este trabajo y, para ello




remitimos al lector al articulo de Bradley Efron (1977).
Nuestra propuesta es menos ambiciosa: ya que no pode-

tros bdsicos del modelo: el tamafio de
las muestras 7y el nimero de medias

mos demostrar el teorema, jintentemos comprobarlo! estimar k. También, en esa zona, se
recogen los valores globales calculados
a partir de los datos observados: el gran
. s . . promedio my, la varianza muar (calcu-
Simulacién con la h0|a de célculo lada promediando las varianzas de las
El modelo ha sido implementado sobre la hoja de cilcu- C115 distr%buc'i/o nes Sinllllgfda?)’ el f;ito.r
lo Microsoft Excel 4.0, aunque es ficilmente trasportable ¢ contraccion ¢y los errores cuadrati-
N : . . . cos totales de los dos conjuntos de esti-
a cualquier otra con semejante nivel de prestaciones. dor a ] i
Consiste basicamente en simular 15 experiencias con la madores (SC y.p ara 105 p 1om<?d1os Y
distribucién binomial de parimetros n = 30 y p variable. SCz para los estimadores de Stein),
Con los resultados obtenidos, se calculan las estimaciones El drea A8:G22 contiene los resultados
de Stein para las proporciones teéricas P conocidas, lo de las 15 simulaciones. El contenido de
que permite compararlas con los promedios observados y las columnas es el siguiente:
ob/servar cuil de los dos méto.dos proporciona resultados Columna A: contiene los valores verda-
mas cercanos a los valores verdaderos. deros p de las proporciones a estimar,
La simulacif’)n Conllpftz_l p ?i}de 1verse En k.i ta}ala L I:Zn fa . . Columna B: incluye los promedios
parte superior de la hoja (filas 1 a 5) figuran los pardme- obtenidos en la simulaciones, Por ejem-
— - plo, la casilla BS contiene la formula
A B C D E F G W =Binomial($B$1;A8)/$B$1 que devuel-
ve la proporcién de éxitos al simular
1 n= 30 el a1 . .
una distribucién binomial de pardme-
2 k= 15 SCy= | 0,1058 tros $B$1=30 y A8=0,6. La funcién
3 my= 0,6422 Binomial ha sido implementada utili-
4 vate 0,007% SCze 0,0569 zand‘o el lenguaje de macros que.p.ro-
porciona Excel. Para ello se ha definido
5 c= 0,52844719 previamente la funcién Bernoulli(p)
6 que simula una distribucién de
Bernoulli de pardmetro p (devuelve 1
my]A2 A2 AD
4 P Y (y-my) var z py) (P2 con probabilidad p y 0 con probabili-
8 0,6 0,5333 0,0119 0,0080 0,5847 0,0044 0,0002 dad 1_p)v La tabla 2 de la pégina Si-
9 0,65 0,6667 | 0,0006 | 0,0076 | 0,6551 0,0003 | 0,0000 guiente muestra las implementaciones
10 0,58 | 05000 |0,0202 | 0,0081 | 0,5671 | 0,0064 | 0,0002 completas de ambas funciones.
1 045 | 05000 |0,0202 | 0,0083 | 0,5671 | 0,0025 | 0,0137 Columna G contiene los cuadrados de
las diferencias entre cada promedio
12 0,7 0,8000 |0,0249 | 0,0070 | 0,7256 0,0100 | 0,0007 observado y el gran promedio.
13 0,72 0,8333 |0,0365 | 0,0067 | 0,7432 0,0128 | 0,0005 Columna D: contiene las varianzas de
14 0,68 0,6333 | 0,0001 0,0073 | 0,6375 | 0,0022. | 0.0018 las distribuciones simuladas. [La varian-
15 066 | 07333 |0,0083 | 0,0075 | 0,6904 | 0,0054 | 0,0009 “a dfl Uﬂ; C]hsﬂ‘lbu@on Binomial (n; p)
es p(1-p)/nl.
16 0,7 0,6333 | 0,0001 | 0,0070 | 0,6375 0,0044 - | 0,0039
Columna E: contiene las estimaciones
17 0,64 0,6333 | 0,0001 | 0,0077 | 0,6375 0,0000 |- 0,0000 de Stein.
18 0,48 0,6667 10,0006 | 0,0083 | 0,6551 0,0348 | 0,0307 Columnas Fy G: contienen los cuadra-
19 0,54 0,5000 |0,0202 | 0,0083 0,5671 0,0016 | 0,0007 dos de las diferencias entre los valores
20 0,66 | 06333 |0,0001 | 0,0075 | 0,6375 | 0,0007 | 0,0005 verdaderos y sus correspondientes esti-
mados. La columna F se refiere a los
21 0,64 0,5333 10,0119 | 0,0077 | 0,5847 0,0114. | 0,0031 promedios observados y la G a las esti-
]
!2 0,74 0,8333 |0,0365 | 0,0064 0,7432 | 0,0087 | 0,0000 maciones de Stein.
Los graficos 2 y 3 presentan los resulta-
Tabla 1 dos de la experimentacién. Puede




Bernoulli

Binomial

=RESULTADO(7)

=RESULTADO(7)

=ARGUMENTO("p":15)

~ARGUMENTO("n";15)

=SI(ALEATORIO(}<p) =ARGUMENTO("p";15) Tabla 2
=VOLVER(1) =ESTABLECER.NOMBRE("suma";0}
=SL.NO|) =PARA("i"; 1;n)
=VOILVER(O} =ESTABLECER.NOMBRE("suma";suma+Bernoulli{p))
=FIN.SI) ~SALIR.BUCLE()
=VOLVER(suma)
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observarse como en 12 de las 15 simu-
laciones las estimaciones de Stein obtie-
nen mejores resultados. Solamente en
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un caso fue superior el promedio 9

observado. El error cuadritico total es
de 0,1058 para los promedios indivi-
duales, casi el doble del obtenido con
los estimadores de Stein: 0,0569.
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