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En la historia de las
matemdticas no todas las
curvas han sido
consideradas dignas de
figurar en el reino de la
geomefria. En la matematica
griega habia serios recelos
con las llamadas curvas
mecdnicas, generadas por
composicién de movimientos.
En el presente trabajo se
expone un ejemplo de curva
mecdnica: la cuadratriz de
Dinéstrato, se muestran las
objeciones que el
matemdtico griego Sporos de
Nicea aducia por las que la
cuadratriz no debia ser
considerada curva en sentido
geométrico y se traducen a
lenguaje andlitico esas
objeciones, que no son ofras
que las que genera la nocién
de limite y la poca eficacia
del método geométrico para
clasificar distintos tipos de
curvas. Prueba de esto es
que cuando se adoptaron los
métodos analiticos en
geometria se pasé de la
escasa docena de curvas
identificadas por los griegos
{contando cénicas,
cuadratrices, concoide, efc.)
a infinitas aunque sélo sea
con las llamadas parébolas
de Fermat del tipo y= x".

A NOCION de curva en la geometria griega no era igual
que la que tenemos actualmente; algunas curvas, de las
que hoy en dia nadie cuestiona su naturaleza geométrica,
despertaban serios recelos a sesudos geémetras. Una de
estas curvas fue la cuadratriz de Dindstrato.

La geometifa griega se habia planteado una serie de pro-
blemas y los habifa resuelto con el uso de los utensilios
permitidos para las construcciones geomeétricas, la regla y
el compids. Con estos instrumentos se podian hacer, geo-
métricamente, la suma, la resta, la multiplicacion y la divi-
sién de magnitudes, asi como raices cuadradas. Las cons-
trucciones geométricas griegas podriamos resumirlas en
lenguaje actual diciendo que, a partir de una unidad u se
podian construir nimeros de la forma a + by, donde 4,
by m eran nimeros racionales.

No todos las cuestiones que se planted la matemdtica grie-
ga se pudieron resolver con las operaciones que permitian
realizar la regla y el compis, de hecho, hacia el siglo V a.C.
aparecieron una serie de problemas que se resistieron a la
resolucién con los instrumentos citados; estos problemas,
conocidos como los tres problemas clasicos griegos, eran la
triseccion del 4dngulo, la duplicacién del cubo v la cuadra-
tura del circulo. Mas tarde se demostrarfa que no era posi-
ble resolverlos con el uso exclusivo de la regla y el com-
pas. El proceso de demostracion de la imposibilidad de la
resolucion de estos problemas con las condiciones exigidas
acab6 en 1882 cuando F. Lindemann demostrd que w era
un ndmero transcendente y que, por consiguiente, no era
posible construir, con regla y compds, un cuadrado de la
misma 4rea que un circulo y, como consecuencia, el pro-
blema de la cuadratura del circulo era irresoluble en los tér-
minos planteados por la matematica griega.

No obstante, los tres problemas fueron resueltos por los
griegos —como es natural no en la forma exigida—, de dife-
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rentes maneras. La duplicacién del cubo la solventaron
demostrando que su resolucién equivalia a intercalar dos
medios proporcionales entre @y 2a del modo siguiente:
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que equivale a hallar la abscisa del punto de interseccion
de las pardbolas:

x? = ay v? = 2ax

Para resolver los otros dos problemas clasicos griegos se
inventaron algunas curvas, como las anteriores, pero que
no se generaban de modo tan sencillo como las conicas, las
cuales eran la interseccion de un plano con una superficie
conica. Estas curvas no se podian construir con regla y com-
pis, su generacion se producia por combinacién de movi-
mientos en el plano. Los griegos las llamaron curvas mecd-

nicas entre las que figuraba la llamada trisectriz o cuadra- |

triz de Dinéstrato que analizaremos a continuacion,

Descartes y las curvas mecanicas

La matematica griega estaba dominada por la geometria y
sus métodos. Las operaciones elementales se hacian
mediante construcciones geométricas y estas construcciones
estaban en la base de sus razonamientos. Para los griegos
el hecho de hacer una multiplicacién mds aproximada
carecia de sentido y consistitia, en todo caso, en esmerarse
al maximo en el dibujo, en la construccidén geométrica con
la que se realizaba la operacién. Con todo, siempre existi-
1fa el convencimiento de que la perfeccion era inalcanzable,
pero que el dibujo realizado para resolver un problema nos
evocarfa la construccién perfecta. En este sentido, es per-
fectamente aplicable la representacién platonica de las
ideas mediante el mito de la caverna, segin el cual el
mundo real con todos sus seres y objetos serfa reflejo de
otros entes mas perfectos que serian las ideas.

Los griegos habfan distinguido en la geometria tres tipos
de problemas: lineales, planos y solidos. Los primeros
podian resolverse trazando lineas rectas (ecuaciones de
primer grado), los problemas planos precisaban para su
resolucién el uso de alguna conica (ecuaciones de segun-
do grado) y los problemas sélidos que necesitaban para
su resolucién alguna curva especial (combinacién de cur-
vas de segundo grado, tercer grado o mayor e incluso
curvas transcendentes).

Descartes, al comienzo del libro II de su Geometria, al tra-
tar la naturaleza de las lineas curvas, se extrafiaba de que
los griegos denominaran a unas curvas geométricas y a
otras mecdnicas. A las primeras las aceptaban dentro de
la geometria, pero las segundas fueron excluidas de ella.

La matemdtica
griega estaba
dominada
por la geometria
Y sus métodos.
Las operaciones
elementales se
bhacian mediante
constriucciores
geometricas
y estas
construcciones
estaban
en la base de sus
razonamientos.

La razon de la exclusién de la geome-
tifa de las curvas mecénicas no seria
porque, al ser lineas mis complejas,
fuera necesaria mayor precisién de tra-
zado o aparatos mds sofisticados que
no alcanzaran a dar la exactitud reque-
rida, puesto que la verdadera perfec-
cion de la geometria griega se lograba
en el pensamiento, esto es, en la clari-
dad del método para llevar a cabo las
construcciones.

Tampoco se puede decir que los grie-
gos admitieran Unicamente curvas
que pudieran construirse con regla y
compas, que eran los aparatos que
figuran implicitamente en los postula-
dos primero y tercero de los Ele-
mentos de Euclides [Postulado 1: Des-
de cada punto a cualquier otro se
puede trazar una linea recta. Pos-
tulado 2: En cualquier centro se pue-
de trazar una circunferencia de radio
arbitrario], ya que admitieron las sec-
ciones conicas que se generaban por
la interseccién de una superficie coni-
ca con un plano.

Descartes opinaba que si se entendia
por geométrico lo que era exacto y por
mecénico lo que no lo era, y si la geo-
metria era la ciencia que estudiaba y
enseflaba a conocer la medida de todos
los cuerpos, no habia razén para
excluir de la geometria el estudio de
curvas mds complejas con tal de que se
pudieran imaginar generadas por un
movimiento o por composicién de
varios. Este modo de pensar cartesiano
supuso un avance en la configuracion
del concepto de curva en geometria y
ampli6 la nocién de curva de los mate-
miticos griegos.

La cuadratriz de Dinéstrato

La geometria griega no admiti® en su
seno una curva mecinica llamada tri-
sectriz o cuadratriz de Dindstrato. La
historia de la invencién de esta curva es
algo dudosa. Algunos historiadores
dicen que la imagin6é Dindstrato, her-
mano de Menecmo, hacia el afio 390 a.
C. para resolver el problema de la divi-




sion del dngulo en cualquier nimero
de partes y para solucionar la cuadratu-
ra del circulo. Pero Proclo (412-485) en
sus Comentarios a los Elementos de
Euclides, Libro II, Cap. 1V, atribuyd a
Hippias la invencién de esta curva. El
matemdtico griego Pappus, hacia el 300
de nuestra era, estudié en el libro IV
de sus Colecciones Matemadticas las
propiedades de la cuadratriz, que llamé
de Dindstrato, sin entrar en la discusion
de quien fue su descubridor. La critica
actual duda sobre la autoria de los dos
matemdticos griegos y se piensa que
fuera invencién de algin matematico
griego anterior. '

La trisectriz o cuadratriz de Dindstrato
la describe Pappus de la siguiente
forma:

Dado un cuadrado ABGD describa-
mos :con centro A el arco BED. la
recta-BG, manteniéndose constante-
mente paralela-a la AD arrastre al
punto B en su recorrido sobre AB,
_ademds de que esta gire con veloci-
dad uniforme en el dngulo que for-
man AB y AD, es decir el punto B
recorrerd el arco BED en el mismo
tiempo que la recta BG se traslada o
lo largo de BA. Es evidente que las
rectas AB y BG coincidirdn simult4-
neamente con la AD 'y, como conse-
cuencia dichas rectas AB y BG coin-
cidirén en un punfo constantemente
transportado por ellas, el cual des-
cribird un linea céncava en la misma
direccién, tal como la BZH, en el
espacio comprendido entre las rec-
tas AB y AD y el arco BED.

Siguiendo la misma nomenclatura de
las figuras que Pappus podemos decir
que dado el cuadrado ABGD se llama
cuadratriz al lugar geométrico de los
puntos de interseccion de las recta BG
que se desplaza con movimiento uni-
forme hasta AD con las rectas AE que
giran en torno a A desde AB a AD, tam-
bién con movimiento uniforme cuando
AB y BG comienzan a la vez el movi-
miento y emplean el mismo tiempo en
el recorrido.

La grifica es:
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El dibujo de la grifica se hace determinando una serie de
puntos. A modo de ejemplo determinemos dos de ellos:

a) Cuando BG ha recorrido la cuarta parte del camino el
punto B habra llegado a P, a su vez, AB habra reco-
rrido la cuarta parte y B habra llegado E. La intersec-
cién de las rectas PQ y AE es un punto Z de la cua-
dratriz.

b) Cuando BG ha recorrido la mitad del camino el punto
B habra llegado a P!, a su vez, AB habra recorrido la
mitad y B habra llegado E'. La interseccién de las rec-
tas P'Q' y AE' es un punto Z' de la cuadratriz.

Sucesivamente se van determinando otros puntos que nos
proporcionan la forma de la curva.

Para hallar la ecuacién de esta curva tomaremos como eje
de abscisas positivo AD y a AB como eje de coordenadas
con origen en A. Los moviles P y E recorren en tiempos
iguales fracciones de espacio iguales, por lo tanto:

DE_AP _ ABO AP
BD AB AB% AB

haciendo AB = 1 se tiene:
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Ecuacién en coordenadas polares

Para hallar la ecuacién en polares z(p, 8) observemos que
se verifica

senf = AP
P
de donde:
_20 1
7T senf

que es la ecuacién buscada.

Ecuacién en paramétricas

Teniendo en cuenta, que

X = p cosf y = p senf
se tiene:
X = 26 ctg 6
7
20
y==
T

Ecuaciéon cartesiana

Partiendo de
20 1

7t senB

y teniendo en cuenta que

p=x/xz+y2 y sen9=ﬁ

se obtiene:
[o2, 2
X“+
Vx?+y2 = 2 arcsen — Y
n \/x2+y2 y
de donde:
= arcsen Y o) y =sen L
\/X2+Y2 \/X2+Y2 2

Se pueden hacer una serie de observaciones sobre la
construccién de la cuadratriz de Dinéstrato. En primer
lugar hacer notar que, para dibujar la curva, los griegos
no disponfan de un aparato trazador que la describiera
con un movimiento continuo. Pappus recogié en Colec-
ciones Matemdticas la critica que Sporos, gedmetra de
finales del siglo II de nuestra era, hizo de esta curva. Una
de las criticas de Sporos se basaba en que en la definicién
de esa curva aparecia como hip6tesis lo que lo que se

... los griegos
no disponian
de un aparato
trazador que
la describiera con
un movimiento
continuo.

queria demostrar. La base de la critica
de Sporos se puede resumir asi:

Si dos puntos empiezan a moverse a
partir de la posicién B ;Como puede
determinarse la velocidad constante
que ba de llevar cada movil para llegar
al mismo tiempo, uno a A siguiendo la
recta AB y el otro a D siguiendo el arco
BED, si no se conoce previamente la
razon entre el segmento AB y el arco
BED, que es, precisamente lo que se
quiere conocer?

En realidad para generar esa curva por
el movimiento de dos puntos es preci-
so imprimir a los mismos unas veloci-
dades determinadas previamente. Para
que los méviles lleguen simultinea-
mente es necesario que la razéon de las
velocidades de los movimientos que
generan la curva sea igual a la razén
entre las longitudes del segmento AB la
del arco BED y como esta razén es des-
conocida, opina Sporos de Nicea que
solo se podria hacer que llegaran simul-
tineamente de casualidad y la curva no
se puede ftrazar exactamente, tal y
como lo exige el rigor geométrico.

Otra pega que pone el gedmetra de
Nicea a esta curva para que esté bien
definida en todos sus puntos es que:

El punto extremo de la curva, esto es, el
punto en que la curva corta a la recta
AB, que algunos lo empleaban para
cuadrar el circulo, no estd bien deter-
minacdo geométricamente.

La razén es que, en el limite, la inter-
seccion de la recta BG, al desplazarse
paralelamente hasta AD, con la recta
AB, al girar un recto en torno a A, es
todo el segmento AD y el punto de
interseccién no estd definido en esa
posicién limite. Con esta critica lo que
Sporos ponia de manifiesto era un pro-
blema de cdlculo de limites. Para deter-
minar el punto de interseccién de la
curva con AD se debe calcular el limite
cuando 6 tiende a 0

.28 2
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con lo que admitfan que el punto extre-
mo H era el (2/z, 0). A partir de su abs-
cisa se podia calcular x y utilizarlo para
cuadrar el circulo. Pero los griegos, con
sus métodos geométricos, no tenian
una operacién que justificara ese paso
logicamente.

Utilizacién de la curva para
trisecar éngulos y cuadrar
el circulo

La primera utilidad de la curva de
Dindstrato es la de emplearla para la tri-
seccion un dngulo agudo e incluso para
dividir un dngulo en cualquier nimero
de partes.

A continuacién se expone como debe
procederse.

La segunda utilidad de la curva de Dindstrato procede del
valor limite del punto H, esto es de la abscisa del punto
2/z, 0), a partir del cual se puede determinar por el teo-
rema de Thales, seglin la construccién siguiente:

2/n

ZII

Sea el dngulo agudo ZAD, levantemos
una perpendicular, AB, al lado AD por
el punto A. Si suponemos trazada la
curva de Dindstrato BZH y, como en
los apartados anteriores AB=1, trazando
por Z una paralela a AD que corte a AB
en T. Dividiendo el segmento AT en tres
partes iguales se obtienen los puntos R
y S. Trazando por esos puntos paralelas
a AD se obtienen los puntos Z y Z
puntos de interseccién de las mencio-
nadas rectas con la curva de Dindstrato.
Los dngulos Z"AH, Z'AZ" y ZAZ' son las
tres terceras partes del dngulo ZAD.

Consideraciones finales

La curva de Dinostrato no fue admitida en el seno de la
geometria griega por varias razones, entre otras por las
que apuntaba Sporos de Nicea. En primer lugar era una
curva que se trazaba determinindola punto a punto y se
trazaba de manera aproximada, debido a que los movi-
mientos que la generaban eran independientes y no guar-
daban entre ellos ninguna relacién que pudiera ser medi-
da exactamente. En realidad las magnitudes que caracte-
rizaban los movimientos eran inconmensurables, cuestién
que seguramente sospecharian los gedmetras griegos.

No convencio a los griegos ni siquiera que Arquimedes
diera un método sencillo para trisecar el angulo AOB, que
denotaremos con 8. Para trisecar ese angulo se traza un
semicircunferencia con centro en O, sobre una regla mar-
camos la longitud CD = 1, manteniendo D sobre la semi-
circunferencia, haciendo que C se apoye en la prolonga-
cion de OA y haciendo que la regla pase por B, se tiene
que el dngulo ACB es la tercera parte de AOB, ya que

a+2a=0




Pappus expuso una gradacién en las dificultades que pre-
sentaban los problemas geométricos sélidos diciendo que
dentro de ellos habia unos de complejidad superior, lla-
mados problemas grdmicos: aquellos en cuya resolucién
harifa falta curvas que provenian bien de la interseccién de
superficies o bien de la composicién de varios movi-
mientos. Las superficies que generaban estas curvas no
eran tan simples como las que engendraban las cénicas
(cono y plano), sino de otras mds irregulares. Curvas de
este tipo se encontraban, segin testimonio de Pappus, en
obras, actualmente desaparecidas tales como Lugares
superficiales de Euclides o Consideraciones sobre las cur-
vas de Demetrio de Alejandria (Siglo I a.C.). Por las pala-
bras de Pappus parece que llegaron a distinguir curvas
transcendentes.

Aunque es opinién generalizada que hasta el siglo XVII se
conocian unas doce curvas clasificadas en coénicas, cua-
dratrices, concoides o cisoides, entre otras, las obras desa-
parecidas mencionadas anteriormente nos hacen pensar
la existencia de algunas curvas mds, aunque no entraron
en el cuerpo de la geometria griega. Probablemente el
estudio de los problemas grimicos constituiria una linea
de investigacién de algunos gedmetras griegos.
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El nimero de las curvas crecié con la
implantacion de la geometria analitica,
cuando con s6lo las llamadas pardbolas
de Fermat, del tipo y = ax", surgieron
infinitas curvas.

No cabe duda que desde la geometria
griega hasta el siglo XVII se produjo
una maduracién y una extension del
concepto de curva, una manera dife-
rente de definirlas, asi como una apli-
cacién diferente de las mismas a la
resolucién de problemas matemdticos.
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