Una breve introduccion
a la teoria de grafos

En este articulo presentamos
una breve introduccién a la
Teoria de los Grafos. La
Teoria de los Grafos es un
ejemplo de una rama de la
Ciencia que ha surgido y
evolucionado para ir
proporcionando soluciones a
problemas concretos. La
Teoria de los Grafos se
utiliza rutinariamente,
aunque quizds de una forma
inconsciente, en la Quimica,
la Fisica, la Electrénica, la
Informdtica... Por eso hemos
creido conveniente presentar
en un articulo de esta revista
las bases de dicha teoria
junto con algunas posibles
aplicaciones adecuadas
para abordar en el aula de
Secundaria.

Amador Menéndez Velazquez

XISTE cierto tipo de problemas que Gnicamente tienen
que ver con un determinado nimero de puntos y ciertos
trazos que los unen. La teorfa de los grafos (Ore, 1995y
Biggs, 1974) es la rama de la Matemdtica Discreta
(Bujalance y otros, 1993) que se ocupa de tal tipo de
problemas. La conectividad entre los elementos de un
conjunto es pues el objetivo fundamental de la teoria de
los grafos.

La teoria de los grafos es una de las 4reas de la
Matematica cuyo desarrollo ha estado siempre motivado
por sus aplicaciones. Asi, el primer articulo conocido
sobre ]a misma fue escrito por Euler y publicado en 1736
para dar solucién al célebre problema de dos puentes de
Konigsberg». La situacién era la siguiente: ¢Es posible
encontrar una ruta en la ciudad que recorra los siete
puentes, cruzando cada uno de ellos una sola vez y regre-
sando al punto de partida? Fuler demostrd que no era
posible. Asi surgié el concepto de grafo euleriano que,
informalmente hablando, es «aquel grafo que puede ser
dibujado sin levantar el lipiz del papel, sin pasar dos
veces por la misma linea y acabando en el punto de par-
tida». A partir de tal fecha muchos matematicos importan-
tes han realizado contribuciones. En los siglos XVIII y XIX
se puede citar a Euler, Vandermonde, Cauchy, Cayley,
Hamilton, Kempe, Tait, Heawood, Kirchoff y Petersen,
entre otros. Durante este siglo, los estudios en este terre-
no no han cesado y otro hito en la historia de la Teorfa
de los Grafos fue la aparicioén en 1936 del primer texto
sobre este topico escrito por D. Konig (19306). Desde sus
origenes, la Teorfa de los Grafos se utilizé para la resolu-
cién de juegos matematicos, para el estudio de circuitos
eléctricos y en diversas aplicaciones en una multitud de
campos tan diferentes como la economia (Avondo-
Bodino, 1962), fisica teérica (Haray, 1967 y Capra, 1979),
psicologia (Cartwright y Haray, 1963), fisica nuclear




(Mattuck, 1967), linguistica (Culik, 1964), sociologia
(Flament, 1963), zoologia (Lissowsky, 1971), tecnologia
(Korach y Haskd, 1972), antropologfa (Hage y Haray,
1983), computacién (Even, 1979), biologfa (Roberts, 1989),
ingenierfa (Johnson y Johnson, 1972), quimica (Balaban,
1976 y Trinajstic, 1977)... En la actualidad, la teoria de los
grafos sigue aplicindose dentro y fuera de las matematicas
y continda siendo una rama de investigacién muy activa.
Las aplicaciones de la teorfa de los grafos a la informatica
(por ejemplo, para la representacién de datos o disefio de
redes) han despertado interés en aspectos concretos de la
teorfa, como pueden ser la busqueda de algoritmos ade-
cuados para la exploracion de grafos.

La teorfa de los grafos estd estrechamente ligada a otros
campos de la matemdtica como la topologia (en realidad
la teorfa de los grafos es topologia monodimensional), la
teoria de grupos, la teorfa de conjuntos y la combinatoria.

A continuacién expondremos los conceptos fundamenta-
les de la teotia y algunas aplicaciones de la misma. El
estudiante de Enseflanza Secundaria podrd darse cuenta
de que el concepto de grafo ya lo ha utilizado, quizas
inconscientemente, a lo largo de sus estudios. Asi, por
ejemplo, las leyes de Kirchoff o las férmulas estructurales
de los compuestos quimicos son una manifestacién ine-
quivoca de la teorfa de los grafos.

El concepto de grafo

Los grafos pueden ser considerados formalmente como
diagramas o dibujos (representacién diagramatica), o bien
algebraicamente como un par de conjuntos (representa-
ciéon algebraica).

Definicion geométrica

Geométricamente, un grafo G es un conjunto de puntos
en el espacio, algunos de los cuales estin unidos entre si

mediante lineas. En la figura 1 mostramos un ejemplo de
grafo.

Figura 1. Representacion geométrica del grafo G

Este grafo puede representar una multi-
tud de situaciones posibles de la vida
real, Podrfa simbolizar por ejemplo, un
mapa de carreteras, donde los puntos
representarian pueblos o ciudades y las
lineas las carreteras que unen las ciuda-
des entre si. En este caso, el grafo nos
informaria de las posibles comunicacio-
nes que existen entre las ciudades. Pero
este mismo grafo también podria
esquematizar un circuito eléctrico, una
molécula quimica (donde los puntos
serfan los dtomos y las lineas los enla-
ces quimicos), etc. Debemos de adver-
tir, no obstante, que un grafo contiene
Gnicamente informacién topoldgica, es
decir, informacién sobre las conectivi-
dades entre puntos, careciendo de in-
formacién geométrica en el sentido eu-
clideo (distancias, dngulos...). Asi, los
dos dibujos mostrados en la figura 2 re-
presentan en realidad el mismo grafo.
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Figura 2. Dos representaciones geométricas
diferentes de un mismo grafo

Recordemos al estudiante que la teoria
de los grafos es topologfa monodimen-
sional y la topologia se puede definir
como la «geometria de la distorsiéne
(ver figura 3).

Figura 3. Una deformacién «continua» de un objeto
conserva la forma (topologia) del mismo.
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Definicion algebraica

Acabamos de ver que un grafo G es un
conjunto de puntos y de lineas conec-
tando algunas parejas de puntos. Esta
definicién nos proporciona una vision
muy intuitiva del concepto de grafo. Si
queremos formalizar el concepto de
grafo, debemos recurrir al dlgebra, ha-
ciendo previamente mencion explicita
a dos conjuntos: el conjunto de los vér-
tices (wertex set), V , y el conjunto de
los lados («edge set), E, del grafo G.
Asi, algebraicamente, un grafo G se
define como un par ordenado
G = (V,E) = (V(®, EG)

donde V es un conjunto no vacio de
puntos del espacio topol6gico, también
conocidos como vértices o nodos, y E
es un conjunto de pares no ordenados
de elementos distintos de V, denomina-
dos lados, lineas o aristas. En la mayo-
tfa de los casos de interés prictico,
ambos conjuntos son finitos. Si dos vér-
tices i y j estdn unidos por una misma
arista, diremos que los vértices iy json
adyacentes, y representaremos la arista
correspondiente por (, ) o (, D, ya
que, segin hemos advertido, se trata de
un par no ordenado. También podemos
decir que los vértices iy j son dos vér-
tices vecinos, que son los extremos de
un mismo lado, o que son #ncidentes al
lado @, j). Por otra parte, diremos que
dos lados son adyacentes si tienen al
menos un vértice en comln. Para
poder representar algebraicamente un
grafo es necesario que esté etiquetado,
es decit, que los vértices se distingan
unos de otros mediante etiquetas, las
cuales pueden ser ntimeros o letras.

En Ja figura 4 mostramos como ejemplo
un etiquetado posible del grafo G ante-
riormente considerado.
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Figura 4. Etiquetado del grafo simple G

Los grafos
son usados
con frecuericia
para representar
redes de
comunicacion
o transporte.
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La representacion algebraica de este grafo viene dada por
(notacidon explicita):

G = (V,B) = (V(®, EG)
V=V(G = {v,, v, v, v
E =EG) = {v,, v, (v,, vy, (v, v, (v;, V)

donde v, hace alusién al vértice con la etiqueta 7. Una
representacion alternativa (notacién simplificada) es:

G = (V, E) = (V(®), E(G)
V=V =11, 2, 3, 4
E=EQ® =1{1, 2, 2 3, 2 D, G45H

En este articulo usaremos la notacién explicita o la nota-
cién simplificada, dependiendo de las necesidades parti-
culares.

El nimero de vértices del grafo G, IV(G) I, se denomina
orden del grafo. El namero de lados del grafo G, |E(G)1,
se conoce como famario del grafo. Un grafo es finito si
IV(G) | y |E(G) | son finitos. En este articulo sélo tratare-
mos con grafos finitos.

Caminos y distancias en un grafo

Los grafos son usados con frecuencia para representar
redes de comunicacién o transporte. En un grafo que
represente una de estas redes es importante conocer la
existencia de caminos que recorran todas las aristas o
todos los vértices y que en cierto modo sean los mas «eco-
némicos». En este articulo examinaremos este tipo de pro-
blemas. Para ello comenzaremos dando una serie de defi-
niciones basicas.

Un camino o ruta en un grafo-G es una secuencia (finita)
en la que aparecen alternadamente vértices y lados de G:

Vo= Vg, V) v, > (v, V) =y, = (g, Vi = Vi

donde cada lado tiene por extremos los vértices inmedia-
tamente precedente y siguiente en la secuencia. Por lo
tanto, el camino también puede ser representado, sin pér-
dida de informacién alguna, por la secuencia:

VO—éV1—>V2—>..‘“9V

En esta Gltima secuencia no aparecen explicitamente los
lados, pero son evidentes por el contexto. A los vértices
V, ¥ vy se les denomina extremos del camino (v, vértice
inicial de] camino, v vértice final del camino) y se dice
que el camino va de v, a v, 0 que conecta v, y V. La
longitud de un camino es el nimero de aristas que con-
tiene. Un camino tiene la propiedad de que dos lados
consecutivos del mismo son o bien adyacentes o bien
idénticos (si retrocedemos en el camino).




El concepto de camino es demasiado general, asi que
vamos a imponer algunas restricciones que darin lugar a
diferentes tipos de caminos. Lo haremos fijandonos en el
grafo de la figura 5. Un camino se dice que es cerrado si
sus extremos coinciden, es decir, si empieza y termina en
el mismo vértice (ej., camino 2 = 3 — 4 — 5 — 2). En
caso contrario, se dice que es un camino abierto (ej.,
camino 2 — 3 — 4 — 5). Un circuito es un camino cerra-
do en el cual todos los lados (aunque no necesariamente
todos los vértices) son distintos (ej., camino 6 — 2 — 3 —
—4—=5-—>2-—=1-06). Un ciclo es un camino cerrado
en el cual todos los vértices (excepto el inicial y el final)
son distintos y, como consecuencia, todos los lados son
también distintos (ej., camino 2 =3 — 4 — 5 — 2, cami-
nl—=2-—=6-—1,

G

Figura 5. Grafo etiquetado G ilustrando
diferentes tipos de caminos

La longitud de la via mds corta entre los vértices 7y j en
un grafo G se conoce como la distancia entre esos dos
vértices y se representa por d(i, ). Esta distancia d es una
cantidad positiva y toma sélo valores enteros. Tiene las
siguientes propiedades:

PD dG,p=0<i=j

®P2) dG, p=dQ D, Vi, jEVWG)

®3  dG, R <dG p+dQ k), Vi, j, kEV©G)

®H  dG, D=1 G ) EEG)

Para el estudiante de Secundaria puede resultar muy inte-
resante comparar estas propiedades de la distancia topo-
logica con las propiedades de la distancia euclidea que
estudia en la asignatura de Matemiticas.

Existen grafos donde para cada par de vértices 7y j hay
al menos un posible camino conectindolos y existen gra-
fos donde no hay camino alguno conectando una deter-
minada pareja de vértices. Si un grafo representa una red
de comunicaciones es indudablemente importante cono-
cer si existe alglin camino entre una determinada pareja
de vértices. Esto llevo a los matemiticos a introducir el
concepto de grafo conexo. Si todas las parejas posibles de

vértices de un grafo G estin conectados
por al menos un camino, entonces se
dice que G es un grafo conexo. Si no
existe camino alguno entre alguna pare-
ja de vértices iy jdel grafo G, esto es,
dd, ) = e, se dice que G es un grafo no
conexo'y que los vértices iy j pertene-
cen a diferentes componentes del grafo,
El ntimero de componentes del grafo G
lo representaremos por k = k(G). En la
figura 6 mostramos ejemplos de grafos
de 1, 2 y 3 componentes, respectiva-
mente.
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G,

Figura 6. Representacion diagramdtica de los grafos

G,, G, y Gy, con una, dos y fres componentes

de grafo, respectivamente.

Podemos observar que el grafo G, es
un grafo conexo [k(G,) = 11. Sin embar-
go, los grafos G, y G, son grafos no
conexos [k(G,) = 2, k(G,) = 3].

Una vez que se ha introducido el con-
cepto de distancia en un grafo, se
puede definir ficilmente la valencia o
el grado de un vértice, Se define la
valencia o el grado de un vértice dado
i, gr), como el nimero de vértices
adyacentes al vértice 4, es decir, el
nlimero de vértices cuya distancia al
vértices ¢ es 1. Un vértice de valencia
cero se llama vértice aislado, por razo-
nes obvias. Un vértice de valencia uno
se llama vértice ferminal.




Representacion matricial
de los grafos

Los grafos también pueden ser repre-
sentados mediante matrices. La ventaja
de la representacién matricial de un
grafo es que para las matrices ha sido
desarrollada toda una teorfa, que nos
permitird la manipulacion de las matri-
ces para extraer cierta informacién
caracteristica del grafo. El estudiante
puede ver asi una aplicacién practica
de la teorfa matricial, que la primera
vez que se le presenta en COU o en 2.°
de Bachillerato le resulta un poco abs-
tracta y quizas inGtil.

La matriz que definiremos es la matriz
de adyacencia de los vértices. Esta
matriz también se conocen como
matriz topologica. Es preciso advertir
que para poder hacer uso de la repre-
sentacion matricial, al igual que ocurria
con la representacién algebraica, es
necesario que los grafos estén etiqueta-
dos. Esta matriz contendri exactamente
la misma informacién que la represen-
tacion algebraica del grafo, pero es
mucho més manejable computacional-
mente. En concreto, esta matriz goza de
multiples aplicaciones en fisica, quimi-
ca, diseno de redes...

La matriz de adyacencia de vértices
A(G) de un grafo etiquetado G con N
nodos es la matriz cuadrada simétrica
definida como

(A)ij _ {1 s? 1 y? son adyacentes (40
; 0 siivy jno son adyacentes

Ay =0

Por lo tanto, un elemento de la matriz
genérico (A)ij tomard el valor 1 si y s6lo
si hay un lado conectando los corres-
pondientes nodos 7y J.

Consideremos como ejemplo el grafo G
de la figura 4. La matriz de adyacencia
de vértices A(G) viene dada por

(0 1 0 0
Ayt 01
0101
0110

—_—

o O = O

ALG)=

La ventaja de
la representacion
matricial
de un grafo es que
para las matrices
ha sido
desarrollada
toda una teoria,
la cual nos
permitiva
la manipulacion
de las matrices
Dpara extraer cieria
informacion
caracteristica
del grafo.

Podemos observar que en esta matriz es muy facil visua-
lizar la conectividad interna de los vértices. Podemos tam-
bién observar la simetiia respecto de la diagonal principal,
es decir, (A); = (A)ii' Ello es debido a que ambos elemen-
tos de matriz nos informan de una misma realidad: que
los vértices iy jestan conectados por un lado.

De acuerdo a la la teorfa matricial, podemos calcular las
potencias n-ésimas de la matriz A. Estas potencias encierran
una importantisima informacion topolégica. Asi, un ele-
mento genérico de la potencia n-ésima de la matriz matriz
A, ay,
de longitud 72 conectando los vértices 7y j. En el ejemplo
que venimos considerando, las sucesivas potencias de A

vienen dadas por (el estudiante puede comprobatlo):

(con i # ) es igual al namero de diferentes caminos

0 0 (1 01 1) [0 3 1 1)
1 3011 3 2 4 4
A%(G)= A3(G)=
01 © 121 @ 4 2 3
10 111 2 1 43 2

Vamos a considerar, como ejemplo, el elemento a,, (o
a,) de cada una de estas tres matrices. En la primera
matriz, AI(G), (que coincide con la matriz de adyacencia
de los vértices) toma el valor cero, indicando que no exis-
te ningln camino de longitud 1 conectando los vértices 1
v 4, o lo que es lo mismo, que no existe lado alguno
conectando dichos vértices. Pero esto no significa que no
podamos viajar del vértice 1 al vértice 4. Podemos viajar,
aunque sea dando un pequefio rodeo. Asi, podemos
observar en la segunda matriz, AAG), que el elemento
toma el valor 2, reflejando la realidad de que existe un
camino de longitud 2 que nos lleva del vértice 1 al vérti-
ces 4. Ese camino viene dado por la secuencia de vértices
1 -2 — 4. Por dltimo, cabe destacar que en la tercera
matriz, A3G), este elemento toma también el valor 1,
reflejando nuevamente la existencia de un camino de
longitud 3 entre los vértices 1 y 4. Este camino ahora
viene dado por la secuencia 1 — 2 — 3 — 4,

Como ejercicio, el estudiante puede tratar de fijarse en los
diferentes elementos de cada una de las tres matrices
anteriores para saber el nimero de caminos de diferente
longitud entre las diferentes parejas de vértices. Una vez
conocido el nimero de caminos, entonces puede tratar de
averiguar cudles son cada uno de estos caminos exami-
nando el grafo. Vamos a considerar un nuevo ejemplo,
ésta vez fijandonos en los vértices 1 y 2. Asi, podemos ver
en la primera matriz, AYG), que el elemento a , toma el
valor uno. Esto significa que existe un lado o camino de
logitud uno conectando estos vértices. Este camino viene
dado por la secuencia de vértices 1 — 2. En la segunda
matriz, A%G), el elemento a,, toma el valor cero, refle-
jando la realidad de que no existe ningtin camino de lon-
gitud dos conectando los citados vértices. Por Gltimo,
podemos observar en la tercera matriz, AXG), que el ele-




mento a,, vale tres, indicindonos la existencia de tres
caminos de longitud tres conectando los vértices 1 y 2.
Estos caminos vienen dados, respectivamente, por las
secuencias de vértices 1 =2 =3 — 2,1 =2 = 4 — 2;
y1—=2->1-2

Una ampliacién del concepto de grafo:
grafo general

La definicion de grafo dada anteriormente se corresponde
con lo que algunos autores denominan grafo simple. En
ella hemos puesto alguna restriccién. Por ejemplo, hemos
dicho que los elementos de E son pares no ordenados de
elementos distintos de V. Por lo tanto, al no permitir que
un elemento aparezca repetido en un mismo par, no esta-
mos permitiendo la existencia de lazos o «doops» (aristas
que empiezan y terminan en el mismo vértice). También
hemos dicho que E es un conjunto de elementos y no una
Jamilia de elementos. En este contexto, entendemos por
conjunto una coleccién de elementos distintos, y por
familia una coleccién de elementos, algunos de los cuales
pueden repetirse varias veces. De acuerdo a esta defini-
cién, todo conjunto es una familia, pero lo inverso no
siempre es cierto. Asi, por ejemplo, (1, 2, 3, 4} es un con-
junto y una familia, mientras que {1, 2, 3, 3, 4, 4} es una
familia, pero no un conjunto. En definitiva, al imponer
que E(G) sea un conjunto, estamos impidiendo que el
grafo tenga mds de una arista conectando una misma
pareja de vértices. Existen algunas extensiones de la idea
de grafo que son muy utiles y frecuentemente usadas en
la vida real y las iremos examinando a continuacién.

La ampliacion del concepto de grafo simple surge preci-
samente al eliminar una o alguna de las restricciones
impuestas en la definicién del mismo.

Ast, un multigrafo es un grafo con (posiblemente) varios
lados entre un mismo par de vértices (lados muiltiples).
Por lo tanto, en la definicién formal de multigrafo se per-
" mite que E(G) sea una familia, es decir, que algunos ele-

mentos aparezcan repetidos (aristas con el mismo par de
extremos). En la figura 7 mostramos un ejemplo de mul-
tigrafo. El conjunto de vértices y la familia de aristas vie-
nen dados, respectivamente, por:

V(G = {1, 2, 3, 4}

EG) ={1,2,0,2,2 %, 2 0, 3,49

1
2
AN

e/
Figura 7.
Representacidn

geometrica

G del multigrafo G

La ampliacion
del concepto
de grafo simple
surge
precisamente
al eliminar
una o alguna de
las restricciones

impuestas
en la definicion
del mismo.

Si eliminamos la restriccién de que las
aristas tengan por extremos dos vértices
distintos de V, surge el concepto de pseu-
dografo. Por lo tanto, al contrario que en
un grafo simple, en un pseudografo
estin permitidas aristas que empiezan y
terminan en el mismo vértice. Tales aris-
tas se denominan /azos o doops. En la
figura 8 mostramos un ejemplo de pseu-
dografo. En este caso, el conjunto de vér-
tices y el conjunto de lados vienen
dados, respectivamente, por:

V(G) =11, 2, 3, 4}
EG) =11, D, 4, 2, 2,3, 2,9, (G, 4

Figura 8. Representacién geométrica
del pseudografo G

Permitiendo la existencia de lados mnil-
tiples y de lazos, llegamos al concepto
de grafo general. Asi pues, un grafo
general G puede definirse como un par
ordenado G = (V, E) = (V(®), E(G)),
donde V(G) es un conjunto no vacio de
elementos llamados puntos vértices o
nodos y E(G) una familia de pares no
ordenados de elementos (no necesaria-
mente distintos) de V(G), llamados
lados, lineas o aristas. Ahora, V(G) se
conoce como el conjunto de vértices
(wertex-set) del grafo G y E(G) como
la familia de lados («edge-family») del
grafo G. Cabe destacar que el primer
grafo de la historia, el grafo representa-
tivo de la disposicion de los puentes de
la ciudad de Konisberg, que pronto
analizaremos con detenimiento, no es
un grafo simple sino un grafo general,
ya que incluye mdltiples lados entre
algunas parejas de vértices.

Otro concepto ttil es el de digrafo (o
grafo dirigido). Un digrafo es una clase
especial de grafos, en los cuales a las




aristas se les asigna un sentido, el cual
se representa geométricamente median-
te una flecha. Se llama origen al primer
vértice de una arista y fin al segundo.
Algebraicamente, un digrafo D se defi-
ne como un par ordenado G = (V, A) =
= (V(D), A(D)), donde V(D) es un con-
junto no vacio de elementos llamados
puntos, vértices 0 nodos y A(D) es una
familia de (no necesariamente distintos)
pares ordenados de elementos de V(D)
llamados arcos o lados dirigidos. A
V(D) se le conoce como el conjunto de
vértices (wertex-setr) del digrafo D y a
A(D) como la familia de arcos (arc-
family») del digrafo D. Un arco que
tiene como origen el vértice 7 y como
fin el vértice j se representa mediante el
par ordenado [i, jl. El lector debe obser-
var que los elementos de A(D) [i, 1 y [j, i]
son ahora diferentes. La diferencia for-
mal entre un grafo general G y un
digrafo D consiste en que los pares de
vértices que definen los lados en un
grafo son pares no ordenados, mientras
que los pares de vértices que definen
los arcos o lados dirigidos en un digra-
fo son pares ordenados. En la figura 9
mostramos como ejemplo los dos dife-
rentes digrafos: los digrafos D, y D,
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Dy D,

Figura 9. Representacién diagramética
de los digrafos D, y D,

Podemos observar que aunque ambos
digrafos tienen el mismo conjunto de
veértices dado por

V(D) =VD,) =11, 2, 3, 4
la’familia de arcos es diferente:
A =11, 2], [2, 3], [3, 4], [4, 21}
A, =11, 2], [2, 4], 14, 3], 3,21}

Finalmente, cabe advertir que en un problema concreto
pueden presentirsenos conjuntamente varias de las
estructuras matematicas anteriormente definidas, dando
lugar a multipseudografos, multidigrafos, pseudodigrafos
o multipseudodigrafos. En la figura 10 mostramos un
ejemplo de multipseudografo,

Q]

2
VAN
// \\‘
34 N4 Figura 10.
(?‘ ) Representacién
diagramética
G del multipseudografo G

en el cual el conjunto de vértices y la familia de aristas
vienen dados, respectivamente, por:

VG =1(1,2,3, 4
EG®=11,D,10,2,0,2, 2,3,2,49,3,9,¢4 D, (4 D

Circuitos eulerianos

A continuacién presentamos el problema que la mayoria
de los autores sefialan como el origen histérico de la teo-
rfa de los grafos.

En la figura 11 mostramos un plano de la antigua ciudad
de Konisberg en la Prusia Oriental, mostrando el rio
Pregel que pasa por la ciudad y los siete puentes que la
atravesaban en el siglo XVIII. Hemos representado
mediante nimeros del 1 al 4 las diferentes partes de la
ciudad que estin separadas por el rio y hemos puesto eti-
quetas de la forma p; sobre los puentes, para reflejar que
el puente p; une los sectores de la ciudad etiquetados
como iy j.

P24
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Figura 11. La disposicién de los puentes en la antigua ciudad de Kénisberg en el siglo XVl




Muchos habitantes de Konisberg se plantearon el reto de
encontrar una ruta en la ciudad que recorriera los siete
puentes, cruzando cada uno de ellos una sola vez, y
regresando al punto de partida. Puesto que todos los
intentos resultaron fallidos, se comenzé a pensar que era
imposible encontrar tal ruta. El problema no fue tratado
matemdticamente hasta 1736 por Euler, quien escribié un
articulo probando que no existia tal ruta. Para ello Euler
formul6 el problema en términos de la teoria de los gra-
fos, representando el mapa de la ciudad mediante un mul-
tigrafo (ver figura 12) donde cada sector terrestre de la
ciudad venifa representado por un vértice y cada puente
por una arista.

2 Figura 12.

Representacion geométrica
de un multigrafo histérico:
el multigrafo de Euler,

el cual simboliza

la disposicién de

los siete puentes

de la ciudad de Kénisberg

o

3 G

Una vez traducido este problema al lenguaje de la teoria
de grafos, Euler trat6 de encontrar una respuesta al
mismo, como caso particular, y al caso més general de un
grafo cualquiera. Asi se planted el problema: ;En que gra-
fos es posible encontrar una ruta que recorra todas las
aristas una séla vez y vuelva al punto de partida?

Dado un determinado vértice del grafo, si tiene valencia
par, digamos 2n, podremos salir de él y regresar a él n
veces sin repetir arista. Sin embargo, si el vértice tiene
valencia impar, digamos 2n + 1, podremos salir de él y
" regresar a €l 72 veces sin repetir arista. Esto contabiliza 2n
aristas, por lo .que siempre nos quedard forzosamente una
arista por recorrer que nos separard del vértice en cues-
tién. Hecha esta observacién, el estudiante puede plantear-
se las condiciones que han de cumplirse para que exista
una ruta con las condiciones impuestas anteriormente
(salir de un vértice, recorrer una séla vez todas las aristas
y regresar al vértice de partida). Tras un poco de refle-
xi6n, quizds pueda llegar a las siguientes conclusiones a
las que en su dia llegb Euler:

* Sitodos los vértices del grafo tienen valencia par, es
decir, tienen un ntmero par de aristas incidentes, se
puede recorrer el grafo de una sola pasada y volver
al punto de partida. En este caso, la ruta o circuito
seguidos se denominan eulerianosy al grafo en cues-
tién se le denomina grafo euleriano.

Euler formulo
el problema
[de los puentes
de Kénisberg/
en terminos
de la teoria
de los grafos,
representando
el mapa
de la ciudad
mediante
un multigrafo
donde cada
sector terrestre
de la ciudad
venia
representado
por un vertice
y cada puente

por una arista.

e Si el grafo tiene dos vértices con
un nimero impar de aristas con-
currentes, se le puede recorrer
partiendo de uno estos vértices y
llegando al otro. A la ruta seguida
en este caso se le denomina ruta
semieuleriana y al grafo corres-
pondiente grafo semieuleriano. El
motivo de esta denominacién
resulta bastante obvio. No se
cumplen todas las condiciones
requeridas por Euler, sino sélo la
mitad. Asi, se recorren todas las
aristas del grafo una sola vez
(requisito exigido por Euler),
pero no se vuelve al punto de
partida (condicién también exigi-
da por Euler), sino que se
comienza en un punto y se termi-
na en otro.

e Siel grafo tiene mis de dos vérti-
ces con un nimero impar de aris-
tas concurrentes, el problema no
tiene solucién. El grafo en cuestion
es un grafo no euleriano.

Si nos fijamos en el multigrafo repre-
sentativo de la red de puentes de la
ciudad de Konisberg (figura 12),
podemos observar que los cinco vér-
tices del multigrafo tienen grado
impar. Por lo tanto, el problema no
tiene solucién, como en su dia con-
cluyd Euler. Asi pues: «No existe una
ruta en la ciudad de Konisberg que
permita comenzar en un punto, reco-
rrer una Unica vez los siete puentes
de la ciudad, y regresar al punto de
partida». Pero atn podemos ir més
alla: «Ni tan siquiera existe una ruta
que, comenzando en un punto deter-
minado, recorra los siete puentes de
la ciudad y termine en otro punto
diferente». Este es el historico proble-
ma conocido mundialmente por los
matemdticos como el problema de los
puentes de Konisberg. En la actuali-
dad Konisberg es la ciudad lituana de
Kaliningrado y el rio Pregel es llama-
do Pregolya. Sobre ella se han cons-
truido. dos puentes, no existentes en
la época de Euler, para permitir una
solucién positiva al histérico proble-
ma (ver figura 13).
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Figura 13. La disposicién

actual de los puentes en

Kaliningrado (la anfigua
ciudad de Kdnisberg)

Si observamos el multigrafo de la figu-
ra 13 vemos como ahora todos los vér-
tices tienen grado par. Por lo tanto,
dicho grafo admite un circuito euleria-
no. Una posible ruta serfa 1 —2 — 3 —
—-1—=2—>3—=4—2-—=4—1 Asi
pues, el problema de los puentes de la
nueva ciudad de Kaliningrado tiene
ahora una solucién positiva: Podemos
recorrer los nueve puentes de la ciudad
una tnica vez, partiendo de un deter-
minado punto y regresando finalmente
al mismo punto». Muchos turistas, sobre
todo matemiticos curiosos, acuden
cada dia a dicha ciudad para darse un
paseo euleriano por la misma. Sin duda
alguna, la construccién de dos nuevos
puentes, ha sido una buena inversién
para potenciar el turismo en la ciudad.

La respuesta dada por Euler al proble-
ma de los puentes de Koénisberg es de
una utilidad sin limites, pues no s6lo
responde a ese interrogante concreto
planteado por los habitantes de la ciu-
dad de Konisberg, sino que crea las
herramientas necesarias para abordar el
mismo tipo de problema con cualquier
otro grafo. Pero la grandeza de este
problema no soélo reside en el mismo,
sino en que gracias a él nacid y creci6
esa maravillosa disciplina que hoy
conocemos como teoria de los grafos. Si
este problema no hubiese caido en las
manos y el ingenio de Euler, un hom-
bre que con tan sblo 20 afios ya habia
sido invitado a ingresar en la entonces

Hoy en dia,

Y cada vez mds,
se buscan rutas
optimas
de transporte,
se diserian
redes,...
Siun
determinado
grafo admite
un recorrido
euleriano,
esa es sin lugar
a dudas
la ruta optima
de transporte.

prestigiosa Academia Rusa de las Ciencias, un hombre
que tenfa amplias conocimientos de Teologia, Medicina,
Matemdticas, Fisica y Astronomia, ademids de dominar
todas las lenguas orientales, quizds hoy no podriamos
regocijarnos y disfrutar de esta maravillosa teorfa. Muchas
gracias, Sr. Euler!

El dibujar rutas eulerianas constituye un entretenimiento
que quizas resulte familiar a muchos estudiantes de
Secundaria que estén familiarizados con pasatiempos
matemdticos. En dichos pasatiempos se les pide encontrar
la forma de dibujar una cierta figura usando una sola linea
continua, sin repeticiones y sin levantar el lapiz del papel.
Por ello, ésta puede ser una buena oportunidad para que
el profesor de Matemdticas les plantee a sus alumnos de
Secundaria alguno de estos pasatiempos durante la clase
de Matemiticas o durante algin Taller de Matemiticas.
Asi, al mismo tiempo que les propone alguno de estos
pasatiempos, puede ir familiarizdndoles con algunos con-
ceptos bidsicos de la teoria de los grafos, que le podran
ser muy utiles para futuros estudios. El estudiante podra
sentirse motivado porque vera que existen ciertas estrate-
gias para abordarlos, que probablemente no conociera.
Asi, por ejemplo, podrd aprender que si existen més de
dos vértices impares el problema no tiene solucién, o que
si existen solo dos vértices impares, uno de ellos ha de ser
el vértice de salida y otro el de llegada. En la figura 14
mostramos una serie de grafos y proponemos al estu-
diante que trate de encontrar una ruta euleriana o semieu-
leriana, si es que existe. En la tabla 1 presentamos la solu-
cién a estos pasatiempos.

A pesar de que el problema de bisqueda de una ruta
eulerina o semieuleriana puede usarse con fines ladicos
como un divertido pasatiempo, tal como acabamos de
exponer, ésto no debe de hacernos olvidar que tiene una
tremenda importancia pratica. Hoy en dia, y cada vez
mds, se buscan rutas Optimas de transporte, se disefian
redes,... Si un determinado grafo admite un recorrido
euleriano, esa es sin lugar a dudas la ruta 6ptima de trans-
porte. Podemos pensar, por ejemplo, en un viejo proble-
ma muy conocido en la literatura matematica: el problema
del cartero chino. Se trata de encontrar una ruta Optima
para un cartero que ha de recorrer las diferentes calles de
una ciudad. Este problema se puede formular en términos
de la teoria de los grafos. Las diferentes calles pasarfan
entonces a desempefar el papel de los lados del grafo. Si
el grafo es euleriano o semieuleriano, estd claro que la
ruta 6ptima serfa aquella que recorriera todas las calles
una sola vez. Y muchos otros problemas similares al del
cartero chino se nos pueden plantear en la vida cotidiana.
Por ejemplo, imaginemos una exposicion de pinturas. Los
organizadores de estos eventos tratan normalmente de
colocar las pinturas a lo largo de diferentes galerias de tal
forma que el visitante pueda verlas todas, sin pasar dos




Figura 14, Una coleccion de grafos




veces por las mismas pinturas y regre-
sando al punto de partida. En definiti-
va, tratan de colocar las pinturas en una
disposicion adecuada para que puedan
ser contempladas siguiendo un circuito
euleriano. La policia, cuando tiene que
patrullar una determinada red de carre-
teras, trata de seguir una via euleriana o
semiuleriana si es que existe. Esa es la
forma de garantizarse el recorrer todas
las carreteras una sola vez en cada
ronda. Y como estos, podriamos mos-
trar una multitud de ejemplos mas, pero
tampoco es el objetivo de este articulo.
Simplemente queremos concienciar al
lector que el diseflo de vias eulerianas
no es un puro pasatiempo matemdtico,
sino que goza de multitud de aplicacio-
nes en la vida real.

Ciclos hamiltonianos

En 1856, el astrbnomo y matematico
irlandés Willian Rowan Hamilton pre-
sentd al mundo el siguiente puzzle. El
juego estaba basado en un dodecaedro
regular, uno de los conocidos sélidos
platénicos regulares. Este poliedro
tiene 12 caras, cada una de las cuales es
un pentigono regular, y en cada uno
de sus 20 vértices confluyen tres aristas
de los pentigonos. Cada vértice del
dodecaedro de Hamilton se marcaba
con el nombre de una ciudad impor-
tante en aquella época: Paris,
Londres... El juego consistia en salir de
una determinada ciudad (vértice del
ciodecaedro), encontrar una ruta a lo
largo de las aristas del dodecaedro que
pasase por cada ciudad una Gnica vez y
regresar a la ciudad de partida. Con
objeto de hacer mis interesante el desa-
fio, se estipulaban de antemano unas
cuantas ciudades que debjan de ser
visitadas en los primeros movimientos.
Para recordar mas ficilmente qué ciu-
dades se habian visitado, se colocaba
un alfiler en cada vértice, para que se
pudiese arrollar un hilo alrededor de
los alfileres a medida que el viaje iba
progresando. El dodecaedro era un
tanto incémodo de manipular por lo
que Hamilton desarrollé una versién

...el diserio
de vias eulerianas
10 es Un puro
pasatiempo
matemdtico,
Sino que goza
de multitud
de aplicaciones
en la vida real.

del juego, en la que reemplazaba el dodecaedro por un
grafo con 20 vértices unidos entre si mediante 30 aristas
de la misma forma que en el dodecaedro (ver figura 15).
El grafo resultante se conoce como grafo del dodecaedro
y es uno de los cinco grafos platénicos existentes.

Figura 15.
Juego

de Hamilton:
el grafo del
dodecaedro

Dado un determinado grafo, si existe algin camino en el
mismo que verifique las condiciones anteriormente
expuestas (pasar por cada vértice una Unica vez y regresar
al punto de partida) se conoce como ciclo hamiltoniano.

Un posible ciclo hamiltoniano para el grafo del dodecae-
dro es

1—-2—-3—=>4->5—->10— 12— 17 = 16 = 20 — 19
- 18—-13—+9—14>-8—=15—-7—=11—-6—1

Pero cabe advertir que éste no es el Gnico ciclo hamilto-
niano posible. Otro posible serfa

]——92—>3—>4-—->5——>10—>13—>9-914—98—)15
—-7—>11=-16—-20—>19—=18—=17—-12—>6—1

En total, hay 60 posibles ciclos hamiltonianos diferentes.
Como ejercicio para el Taller de Matemiticas, el estudian-
te puede tratar de encontrar los restantes.

Al igual que sucedia con los grafos eulerianos, a los gra-
fos que admitan recorrer todos sus vértices mediante un
ciclo hamiltoniano, se les denomina grafos hamiltonianos.

Al presentirsenos por primera vez el concepto de grafo
hamiltoniano, quizds encontremos cierto parecido con el
problema de Euler de los puentes de Konisberg. Al fin y
al cabo se trata de encontrar una determinada ruta, suje-
ta a ciertos requisitos. Sin embargo, los requisitos ahora
son diferentes. En el problema de los grafos eulerianos,
se trataba de encontrar una ruta que pasara por cada lado
del grafo una sola vez. Ahora, sin embargo, se trata de
encontrar una ruta que pase por cada vértice del grafo
una Unica vez,

A pesar de la desesperada lucha de los matemiticos, no
existe hoy en dia teorema alguno (como ocurria con los
grafos eulerianos) que nos permita determinar si un grafo




Circuito euleriano o ruta semieuleriana/

Tipo . . .
¢ P Ciclo hamiltoniano
G NE —
! H 14295287 —>32>6->35
G NE _
2 H 15224-56-28-210—-11212-9-7>5-3-1
G NE _
3 NH 1-2—24-7-28-1029-5-12-11=6—-3-1
NE _
GA H J—
G NE —
s H 15253552627 28-9-10-11-12->4-1
NE -
© NH —
NE , _
Cs NH —
G NE —
° H 127 26-29-2125>4-11-10-3-8->2-=1
G NE e
10 H 1-2-5>4->6-28-7->3-1
NE o
Cn NH _—
G NE —
12 H 122242327 >8-6=5-1
G SE 1M>10-958=27>6-5-4-3-2->1-10
13 NH .
G SE 1522324252627 -28-9-10-11>12->1->7
B H 1522324252627 -8-29->10-11-12-1
G E 55753262227 2426-1-3->5-1-4-2-5
15 H 123252722 4-6-1
E 1> 2->3—>4-1
Cue H - 2-3—>4-1
17 NH —_
G E 1> 253>45556-1
8 H 1 2-23—-4-5-6-1
G SE 122-2334-35-6—-7—>8->5
19 H .
G SE 152532425267 —>4-1
20 NH .
G E ]->6—>H—»3—>8—>]3—>5—>10->2—->7——>12—>4~+9—->1—>2—>3»~>4—>5—>6~—>7—>8—>9—>10—>11—>12—>13—>l
2 H 152-23-4-5-6->7->8-9=10->11->12-13->]
G E 1 o2 >3 sd 5 s6a7eds]
22 NH - ;
G SE 152535451 23252420
z H 152245 -3>1

Tabla 1. Clasificacién de los grafos de la figura 14 en eulerianos (E), semieulerianos (SE) o no eulerianos (NE|

y en hamiltonianos (H) o no hamiltonianos (NH) y rutas correspondientes, si existen.




es o no hamiltoniano. El método de
ensayo y error (que puede realizarse
mediante ordenadores para acelerar el
proceso) es la Gnica forma posible de
tratar de encontrar una respuesta al
problema.

Como pasatiempo matemdtico, el estu-
diante puede tratar de buscar un ciclo
hamiltoniano, si es que existe, para
cada uno de los grafos de la figura 14 y
de acuerdo con ello clasificar el grafo
analizado. En la tabla 1 se exponen las
soluciones a este pasatiempo.

Primer Teorema de la

Teoria de Grafos

Este teorema dice lo siguiente: «La suma
de las valencias de todos los vértices de
un grafo G es el doble del namero de
lados del grafo G». Esto se debe a que
al sumar las valencias de todos los vér-
tices, contamos dos veces cada lado.

N
2 gr( = 2IE(G)I
i=1

H H

H N H
Un corolario que se deduce inmedia- \ /C\ /
tamente de este teorema es que el H—C C—H
ntmero de vértices de grado o valencia ‘ ’
: . H\C C —H
impar ha de ser cero o un nimero par, / \C - \
ya que es la Unica manera posible de H N H
obtener un namero par al sumar las H

valencias de todos los vértices. ,
formula estructural

Un ejemplo ilustrando este teorema se
muestra en la figura 16.

1

\2

s/

G

N
Egr(i)=1+3+2+2=2‘4

i=1

Figura 16. Un ejemplo ilustrando el «primer teorema de la teoria de los
grafos». Los nOmeros en los vértices del grafo representan ahora la
valencia de los mismos

R

Una aplicacién a la Quimica: los grafos
moleculares

Es precisamente la posibilidad de poder representar a los
grafos mediante diagramas la que hace que sean muy uti-
lizados como modelos estructurales en la ciencia. En par-
ticular, es muy frecuente su utilidad en la Quimica
(Balaban, 1976 y Trinajstic, 1977). De hecho, el término
grafo fue sugerido por Silvester para referirse a la formu-
la estructural de un compuesto. Y es que es dificil encon-
trar algo en la ciencia que se asemeje tanto a un grafo
como la férmula estructural de un compuesto quimico.
Tales grafos se denominan grafos moleculares. En un
grafo molecular (Ballaban, 1976), los vértices representan a
los dtomos v los lados a los enlaces quimicos que conectan
ciertas parejas de dtomos. Es decir, los atomos de la molé-
cula constituyen el conjunto V. Algunos de estos pares de
atomos se encuentran enlazados. El conjunto de todos los
pares de dtomos que forman enlace quimico constituye el
conjunto E. En los grafos moleculares, suelen suprimirse los
atomos de hidrdgeno, ya que esto simplifica el grafo y no
da lugar a ambigtiedad. Estos grafos se denominan «grafos
moleculares con los hidrégenos suprimidos» o «esqueletos
del grafor. Como ejemplo, consideremos una molécula muy
familiar a la comunidad quimica: la molécula de ciclohexa-
no, de férmula empirica CH,, (ver figura 17).

@
'//

esqueleto molecular

c
¢

— | |

C C
~c

grafo molecular

Figura 17. Obtencién del esqueleto del grafo molecular del ciclohexano

La Teoria de los Grafos se ha usado mucho en la Quimica
para contar isémeros. Por isdmeros entendemos moléculas
con la misma fomula empirica (y por lo tanto, con el
mismo peso molecular), pero diferente formula estructu-
ral. En la figura 18 mostramos dos moléculas con la misma
férmula empirica (C;H,OH) pero diferente formula estruc-
tural (diferente conectividad de los dtomos o diferente red
de enlaces).

H
/
DN
/
g b
HHH HHH

Figura 18. Los dos compuestos de férmula estructural C;H,OH.



Las diferencias en la férmula estructural conllevan dife-
rentes propiedades fisicas y/o quimicas para estos com-
puestos. De hecho, también se pueden definir los iséme-
ros como aquellos compuestos quimicos con idéntica for-
mula empirica que se diferencian en alguna propiedad
fisica y/o quimica. El término isomerismo proviene de
1830 y fue introducido por Berzelius. Para los quimicos
tiene mucho interés conocer los diferentes isdmeros hipo-
téticos posibles para cada férmula empirica. Algunos de
éstos isémeros quizas no existan en la realidad porque no
son estables. De hecho, existen compuestos quimicos que
no tienen isdémeros. Tales compuestos se denominan u#ni-
meros. No obstante, nunca estd de mdas el saber todo el
espectro posible de isémeros de un determinado com-
puesto quimico. Por eso se han desarrollado a lo largo de
la historia diferentes y fascinantes métodos de enumera-
ciébn que usan conjuntamente la teorfa de los grafos, la
teorfa de grupos y la combinatoria. No es el objetivo de
este articulo examinar todos estos métodos, sino simple-
mente exponer unos materiales que puedan servir en el
aula para que el estudiante pruebe su imaginacién tratan-
do de generar los diferentes isémeros de una serie de
compuestos quimicos. Esto le servird para ver una nueva
aplicacion practica de la teorfa de los grafos, al mismo
tiempo que le servird para ir afianzdndose en sus conoci-
mientos quimicos.

Vamos a tratar de generar los isémeros mds sencillos: los
de los hidrocarburos. Los hidrocarburos son unas sustan-
cias quimicas, como el petréleo y la parafina, cuyas molé-
culas estin formadas exclusivamente por dtomos de car-
bono e hidrégeno. Al estudiar las formas en que éstos
pueden combinarse, los cientificos han demostrado que
los atomos de carbono se comportan como si tuvieran
cuatro brazos (valencia 4), mientras que los de hidrégeno
lo hacen como si sélo tuvieran uno (ver figura 19).

—C—
1

H—

Figura 19. El 4tomo de carbono (valencia 4)
y el dtomo de hidrégeno (valencia 1)

Para formar una molécula, un cierto nimero de itomos
de carbono se juntan «ddndose la mano», de manera que
no quede ningtn 4tomo aislado. En la figura 20 mostra-
mos dos formas posibles de estrechar sus manos tres ato-
mos de carbono.

NS
C

/N

[

Figura 20. Dos posibles formas de combinar tres dtomos
de carbono para formar el esueleto de la molécula
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Una vez que los dtomos de carbono se
han dado la mano entre si de una deter-
minada manera, los dtomos de hidrége-
no ya estin condicionados. Cada dtomo
de hidrégeno ha de dar su Gnica mano
a alguna mano libre de los carbonos
(ver figura 21).

H H
NS
C

L\C/H

\
H

H—c
H

Figura 21. Férmula estructural
{incluyendo explicitamente
los dtomos de hidrégeno)

de dos hidrocarburos

Por eso decimos, que la representacion
de las moléculas sin dtomos de hidro-
geno no encierra ninguna pérdida de
informacién estructural ni da lugar a
ambigtiedad alguna. El quimico es
consciente de que los brazos libres de
los dtomos de carbono estan enlazados
(«dandose la mano») a dtomos de hidro-
geno, aunque estos Gltimos no aparez-
can explicitamente,

La familia de hidrocarburos menos
compleja es la de los alcanos. Estos
compuestos estin formados por dtomos
de carbono y de hidrégeno unidos
entre si mediante enlaces simples (no
hay mis que un cruce de manos entre
cada pareja de atomos unidos). Dentro
de los alcanos, los mas sencillos son los
aciclicos, entendiendo como tal aque-
llas disposiciones de dtomos de carbo-
no que no se repliegan formando
ciclos. Estos compuestos tienen como
formula empirica C H, ., siendo 7 el
ntmero de 4tomos de carbono. A con-
tinuacién mostraremos los diferentes
isémeros posibles que se pueden gene-
rar para los valores mids pequefios de 7.
Para simplificar, mostraremos el grafo
molecular con los hidrogenos suprimi-
dos para cada uno de los diferentes
compuestos que aparezcan.

Los tres primeros miembros de esta
familia son el metano, CH,, el etano,




C,H,, v el propano, C;Hy Son todos
ellos unimeros. A partir de aqui, al ir
aumentando el nimero de dtomos de
carbono, ya nos encontramos con dife-
rentes isémeros (al menos, isémeros
teéricos posibles) para cada férmula
empirica. Asi, hay 2 posibles grafos
moleculares diferentes con férmula em-
pirica CH,,, 3 posibles grafos molecu-
lares con férmula empfrica CH,,, 5 po-
sibles grafos moleculares con férmula
empirica C,H,, y 9 posibles grafos mo-
leculares con foérmula empirica CH,.
Una interesante y, al mismo tiempo,
divertida tarea para el aula serfa propo-
ner al estudiante que intente encontrar
los diferentes grafos moleculares repre-
sentativos de los diferentes isdmeros de
cada serie. Hay que advertirle previa-
mente, no obstante, de no contar como
diferentes dos estructuras moleculares
que en realidad sean la misma. En la
figura 22 mostramos como ejemplo dos
estructuras moleculares iguales.
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Figura 22. Dos grafos isomorfos
(misma red de enlaces o misma
relacién de concetividades)

Aunque las disposicién de los dtomos
de carbono en las figuras siguientes
pueda, en principio, parecer distinta, si
se mira detenidamente podrd compro-
barse de que la red de enlaces es la
misma: «cada atomo estd dando la mano
a los mismos compafieros». Para que
dos grafos moleculares sean diferentes
deben pues de diferenciarse en la
conectividad de los dtomos. La diferen-
te disposicion de los 4tomos en el espa-
cio no es relevante en la teoria de los
grafos, ya que esta teorfa esté referida a
un espacio topoldgico, donde la Gnica
propiedad de interés es la conectividad
entre los elementos de un conjunto. En
las figuras 23, 24, 25 y 26 mostramos los
isébmeros del butano, pentano, hexano

y heptano, respectivamente, para que el estudiante pueda
comprobar si ha realizado bien el ejercicio que acabamos

de proponetle.

L.

Figura 23. Los isdmeros del butano (férmula empirica C,H, )

1. T

Figura 24. Los isémeros del pentano (formula empirica C;H, )
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Figura 25. Los isémeros del hexano (férmula empirica C,H, )
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Figura 26. Los isémeros del heptano (férmula empirica C,H, )

Bibliografia

AVONDO-BODINO, G. (1962): Economic Applications of the
Theory of the Graphs, Gordon & Breach, New York.

BALABAN, A. T. (Ed) (1976): Chemical Applications of Graph
Theory, Academic Press, London.

Biggs, N. L. (1974): Algebraic Graph Theory, Cambridge Univer-
sity Press, Cambridge.

BUJALANCE, E. y otros (1993): Elementos de Matemdtica Dis-
creta, Editorial Sanz y Torres.

CAPRA, F. (1979): Am. J. Phys., 47, 11.

CARTWRIGHT, D. y F. HARAY (1963): Psychol. Rev., 63, 277.




CULIK, K. (1964): Application of Graph Theory to Mathematical
Logic and Linguistics, Czechoslovak Academy of Sciences,
Prague.

DIAS, J. R. (1993): Molecular Orbital Calculations Using Chemical
Graph Theory, Springer-Verlag, Berlin.

EVEN, S. (1979): Graph Algorithms, Pitman, London.

FLAMENT, C. (1963): Applications of Graph Theory to Group
Siructure, Prentice-Hall, Englewood Cliffs, NJ.

HAGE, P. y F. HARAY (1983): Structural Models in Anthropology,
Cambridge University Press, Cambridge.

HARAY, F. (1967): Graph Theory and Theoretical Physics, Acade-
mic Press, New York.

JOHNSON, D. E. y J. R. JOHNSON (1972): Graph Theory with
Engineering Applications, Ronald Press, New York.

KONIG, D. (1936): Theorie der endlichen und unendlichen
Graphen, Akademische Verlagsgesellschaft, Leipzig.

Amador Menéndez
Universidad de Oviedo

KORACH, M. y L. HASKO (1972): Acta Chem
Acad. Sci. Hung., 72, 77.

LISSOWSKY, A. (1971): Acta Protozool., 11, 131.

MATTUCK, R. D. (1967): A Guide to
Feynman Diagrams in the Mawy-Body
Problem, McGraw-Hill, New York.

ORE, O. (1995): Grafos y sus aplicaciones,
DLS-EULER, Madrid.

ROBERTS, F. (Ed) (1989): Applications of
Combinatorics and Graph Theory to the
Biological and Social Sciences, Springer-
Verlag. New York.

TRINAJSTIC (1977): Semiempirical Methods
of Electronic Structure Calculation. Part
A. Techniques. Vol. 7. Modern
Theoretical Chemistry, G. A. Segal, Ed.
Plenum Press, New York.

N.° 128. Dentro de una plaza de forma cuadrada,
que tiene 80 m. de lado, se ha frazado un cfrculo
de 42 m. de didmetro. {,Cndl es la superficie que ha

quedado fuera del circulo?

IO X850 = 8500 on 'k

3 X 2/%= /3

£4 TS5 m?

2500139475 = //fi%m;?zm gecoclar

N.?129. Una mesa cuadrada, de 2 metros de
tado, tieme dos prolongaciones semicirculares, una
# cada parte, ,Cudl es la superficie total de la mesa?

LY = 4 et
Iy x4t= 374
4""3’//0-‘7 7(/1( /rnz

Multiplicar dos niimeros comprendidos entre 10 y 20.  Se suma uno de los

i CALCULO  pumeros con las unidades del otro, se multiplica por 10 y se afiade el producio
MENTAL de las unidades de ambos. '
Nam. 43

16 X 12 = (16.+ 2) X 10 4 (2 X 6) == 180 4 12 = 192




