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@ N EL ARTICULO «Una visién distinta de un problema cla-

En un articulo anterior,
publicado en el n.° 24 de
SUMA, aborddbamos un
problema clésico desde un
punto de vista diferente.

Ahora, aplicamos la misma
técnica de resolucién
geoméirica para otras dos
desigualdades clésicas que
relacionan las razones
trigonométricas de un angulo
con el arco.

sico», publicado en el nimero 24 de SUMA (febrero 1997),
aborddbamos una desigualdad clésica desde un punto de
vista diferente. Allf indicAbamos que la técnica usada para
demostrar

Sena S Senf
o p

nos servia también para probar que

n
si 0<u<B<E

Tano, < Tanf
o B
Tal vez solo para ello no nos hubiéramos animado a escri-
bir esta continuacién, sin embargo, buscando relaciones
entre el arcoy el dngulo, encontramos (Kiirschak, 1963)
el siguiente enunciado

si O<a<B<g

B<%[Sen[3+TagB] si O<B<§

Junto con el enunciado se presentan dos soluciones dis-
tintas. Una de ellas, como es ficil suponer, razonaba en
términos de dreas. Sin embargo, abordaremos el proble-
ma en Ja misma linea que habfamos utilizado para las dos
expresiones anteriores, es decir, arrastrando el dngulo
para intentar conseguir una posicién de Thales.

Como esta visién es distinta y, ademds, utilizamos la rela-
cidén de las tangentes, vamos a presentar aqui ambos
resultados como continuacién del articulo antes citado.

De las tangentes

Nuestro primer objetivo era probar

Tano, _ Tanf
< —_—

o p

T
si O<G<B<E




Para ello recurrimos a la figura 1 en la que hemos tomado

|OAl = 1OBI = |OCI =1
arco(AB) = a , arco(AC) = 3

y, por consiguiente

|AS| = Tano , 1AR| = Tanf

Figura 1

Figura 2

Arrastremos el dngulo 8 bacia la dere-
cha de modo que [AR'l = ARl y R’
se encuentre sobre la prolongacién de
la linea OS. El arco(A’C") es pues igual
al arco(AC).

Tracemos el arco de centro O y radio
|OA’l que serd el arco(A’B).

Visto asi, tenemds en la figura 2 que
o |OAl = arco(AB)
o |OA’l = arco(A'B)

Es claro entonces que se verifica la
siguiente relacién

IOAl  arco(AB)
[OA'l  arco(A'B")

Y por simple proporcionalidad

|OAl _ IAS!

IOA'l  1A'R']

De ambas expresiones se sigue que

IASI  arco(AS)
IA'R'l' arco(A'B")

Tano =«
Tanff arco(A'B")

ES

Si somos capaces de ver que
arco(A’B) > arco(A’C) = f3
habremos conseguido nuestro proposito.
Si despejamos un poco la figura ante-
rior y nos fijamos en la figura 3, «pare-
ce» bastante claro lo que queremos pro-

bar pues, no sblo se cumplird lo pre-
visto sino mas atn:

arco(A’B’) > arco(A’Z) > arco(A’C) = B

Figura 3




Para verificar esto Gltimo, vamos a afa-
dir algunas lineas auxiliares que cons-
truyan la figura 4 en la que

[0O’l = 1070’1, |OA’] = [O”"A”|

Figura 4

En realidad hemos tomado la figura 3 y
hemos aplicado una simetria respecto a
la recta O'R. Como se observa, no
hemos trazado todas las lineas del dibu-
jo simétrico para no provocar confu-
sioén. para completar la imagen simétri-
ca nos faltaria un segmento O”R’ que es
el simétrico del OR’ y el segmento A"R’
que seria el simétrico del A'R’.

Se observa perfectamente que el sector
circular determinado por O’A’A” es
menor que la figura determinada por
los dos fragmentos O’'A’Z y O'A”Z,
Como ademas son figuras convexas y
tienen los lados |O’A’| y |O’A” | igua-
les, podemos deducir que:

2 arco(A’Z) = arco(A’Z) + arco(A”Z) >
> arco(A’C") + arco(A”C) = 2 arco(A’C")
y de aqui es inmediato que:

arco(A'B”) > arco(A’Z) > arco (A’C) = f3

Lo que sustituyendo en [*] da lo que-
buscibamos:

Taga ] Taga < TagP
Tagh B a p

De la semisuma del seno y la tangente
Nuestro segundo objetivo era:

B< -;—[Sen[3+Tag[3] si 0<fB <g—

La expresion anterior se podria leer: «l arco es menor que
la media aritmética del seno y la tangente, cuando el
ingulo es agudo.

En apariencia, no hay una desigualdad como las analiza-
das entre el seno y el arco, sin embargo, tranformémosla
ligeramente:

1[Senp - Cosf +Senfd - B - Senf

B<
2 Cosf 1+Cosff  2-Cosf

(si0<B<m/2)

Ahora si que disponemos de una desigualdad en térmi-
nos de arcos y funciones trigonométricas de un dngulo
agudo. Construyamos la figura 5 partiendo de que:

IOAl = OBl =1

|OCI = Cosp
IBC| = Senp
B
i
9 C A
Figura 5

«Arrastrando el dngulo hacia la derecha» hasta que obtenga-
mos una posicién de Thales en la que ICA’l = [CB'| =1
y entonces (figura 6):
[CC’'l = Cosp
IB'C’l = Senf
[OA’] = |OCI] + ICA’| = Cosf + 1
lOC’'l = 1OCI| + ICC'| = 2Cosf

Figura 6




Aplicando proporcionalidad de tridngulos resulta que:

IEA'l _IB'CI _IEA
[OA'l  10C 1+ Cosf

Senf
2+ Cosf

sl

Fijémonos que esta Gltima expresion es casi la que que-

remos demostrar. Para ello sélo es preciso probar que:
|EA’] > arco(A'B") = f.

Para comprobar este resultado, tracemos alguna linea

auxiliar mas en la figura anterior, obteniendo la siguiente
figura 7:

Figura 7

Si aplicamos proporcionalidad de tridngulos, como

|AX|=Tagay IOAl =1

IAX|  IBC'I IAXI  Senp
- -

1
= = Taga = —Ta, =
1 |OC' 1 2-Cosf & 2 8P

(m/2)-p

Al

(m/2)-B

©) C A

Figura 8

Los dngulos a y p cumplen las condi-
ciones de la relacién vista en el aparta-
do anterior, por ello, podemos afirmar
que:

<> —;—< < fB<2a [**%]

=|R

Vamos ahora a centrarnos en la esquina
superior derecha de la figura 7, afia-
diendo lineas auxiliares para definir el
tridngulo EB’Z (figura 8).

Mirando dngulos y aplicando [***]:
y=n-[(n/2)-al-p <=
Sy=m2)-B-a) =

<y > @2 -a

Como en un tridngulo, a mayor 4angulo le

corresponde mayor lado: |[EZ| > IB'ZI.

Y por eso:

IEA’] = |EZI + | ZA’] > IB'Z| + | ZA’]

Ahora IB’Z| + |ZA’| forman una con-

vexa que contiene al arco(A'B’), acaba-
mos de ver lo que queriamos:

IEA’| > arco(AB) = f

Otras observaciones impor-
tantes

a) En realidad, el transformar la expre-
sibn de partida en una desigualdad
diferente, nos ha ocultado ligeramente
que:

EA'l = %(Senﬁ +TagP)

En efecto, basta aplicar la proporciona-
lidad de los tridngulos y la relaciéon es
evidente.

b) Hasta qué punto es ajustada la desi-
gualdad demostrada en el apartado
anterior, lo da la tabla 1 de la pagina
siguiente de valores en incrementos de
0,1 radianes.

En definitiva, como es sabido, el seno
es una aproximacion al arco mejor que
la tangente (TagP — 3 > B — Senf) y esto
determina que:

B < %[Sen[smagﬁ] si 0<p <%
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B Senf TagB (Senp+Tagpl/2
n/2-1,5=0,0708 0,07074 0,07091 0,07083
n/2-1,4=0,1708 0,16997 0,17248 0,17122
/2 -1,3=0,2708 0,26750 0,27762  0,27256
/2 -1,2=03708 0,36236 0,38878  0,37557
n/2-1,1=0,4708 0,45360 0,50897 0,48128
n/2-1,0=0,5708 0,54030 0,64209 0,59120
n/2<0,9 =0,6708 0,62161 0,79355 0,70758
n/2-0,8=0,7708 0,69671 0,97121 0,83396
n/2-0,7=0,8708 0,76484 1,18724 = 0,97604
n/2-0,6=0,9708 0,82534 1,46170  1,14352
/2 -0,5=1,0708 0,87758 1,83049 1,35404
n/2-0,4=1,1708 0,92106  2,36522 1,64314
n/2-0,3=1,2708 0,95534 3,23273  2,09403
n/2-0,2=1,3708 098007 4,93315 2,95661
/2 -0,1 =1,4708 0,99500 9,96664  5,48082

Tabla 1




