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Matemadticas y actualidad

S MATEMATICAS parece que se han puesto de moda.
Ultimamente han aparecido en los medios de comunicacion
diversas noticias y comentarios relacionados con ellas, de forma
directa o indirecta. Resulta estimulante leer el editorial de un
periédico o escuchar una tertulia radiofonica en que se utilice a
las matemdticas como un argumento de peso, aungue con cierta
Jrecuencia se ponga de manifiesto un anumerismo bastante
pronunciado.

En el mes de noviembre pasado un sorteo, el de los excedentes de
cupo para el servicio militar, consiguio que todo el pais hablase
de cosas como azar, probabilidad, aleatorio, sesgado,
equiprobable. .., aunque, en general, con bastante
desconocimiento por parte de periodistas y politicos, e incluso
con serios errores por personas que por su profesion tienen
menos disculpa. Constituyé una oportunidad tinica de llevar la
actualidad al aula de Matemdticas Y estamos seguros de que fue
aprovechada por el profesorado.

Las tiltimas navidades llevaron a la seccion de best-sellers de los
escaparates de las librerias un libro que habla de matemditicas,
El diablo de los ntmeros, y entré en las listas de los libros mds
vendidos. Pudo ser por la personalidad del autor, o por el
lanzamiento publicitario, incluidos suplementos semanales de
gram tirada, pero en todo caso es una noticia agradable. Es
posible que algtin desengachado de las Matemditicas les baya
dado una nueva oportunidad.

También la enserianza de nuestra materia ha estado sometida a
discusion. Los resultados del Tercer Estudio Internacional de
Matematicas y Ciencias (TIMSS) fueron motivo, incluso en altas
instancias, para ponerla en entredicho, debido al bajo




rendimiento de nuestros alumnos. Incluso sirvié para descalificar de
alguna manera la reforma actual, ;desconociendo? que las pruebas se
habian aplicado en 7.°y 8.° de EGB y no en la ESO.

Nuestra Federacion siempre ha tratado de estar implicada en los
debates que afectan a la ensefianza de las Matemdticas, dentro de este
marco convocod sendos seminarios de trabajo en El Escorial y Jaca en
los que se trataron temas tan actuales como son la implantacion de la
ESO y de los nuevos Bachilleratos.

Este niimero de SUMA, como no podia ser menos, contiene articulos
relacionados con estos temas de actualidad. Esperamos que las
Matematicas sigan estando presentes en los medios de comunicacion
—eso si, mejor utilizadas—, que el interés por la ensefianza de las
Matemdticas siga en progresion y sirva para profundizar en su mejora
y que los colaboradores de SUMA sigan enviando trabajos que
analicen los temas de actualidad que vayan surgiendo.




Carta abierta de la Secretaria
General de la Federacién

Carmen Azcarate

UERIDAS SOCIAS y queridos socios de la FESPM:

Ha pasado mas de un afio desde que tomé el relevo de
la Secretarfa General de la Federacién Espafiola de So-
ciedades de Profesores de Matemiticas de la mano de
Luis Balbuena que habia ocupado el cargo durante cinco
afios. Conmigo, en la Comisién Permanente, estin Ri-
cardo Luengo, Maria Jests Luelmo y Florencio Villarroya,
presidente, vicepresidenta y tesorero de la Federacion,
respectivamente. v

Mi incorporacién a la Secretaria General coincidié con la
clausura del ICME en Sevilla, un congreso de éxito indis-
cutible, que supuso un largo y agotador esfuerzo para
nuestra Federacion, para todas las sociedades y, en parti-
cular, para la Sociedad «Thales» que se encargd de su orga-
nizacion. El resultado ha valido la pena y ha confirmado
la cohesidn, estabilidad, eficacia y solidez de nuestra Fe-
deraciéon. Es el mejor tributo que le podiamos ofrecer a
nuestro compafiero Gonzalo Sianchez Vazquez, principal
impulsor de la presencia del ICME en Sevilla, presidente
de la Federacién durante su celebracién, en la que no
pudo participar, aquejado de una grave enfermedad que
le llevd a la muerte,

A partir de ese momento, el reto que afrontamos las nue-
vas Junta de Gobierno y Comision Permanente era retor-
nar al trabajo cotidiano, tanto de las sociedades, como de
las actividades de la Federacion. En los afios transcurridos
desde su creacién, por las Sociedades Andaluzas, Canaria,
Aragonesa y de Castellon, alla por 1989, esta Federacion
ha crecido mucho, tanto en nimero de sociedades fede-
radas, como en nimero de socios de cada una de dichas
sociedades. Esto nos ha llevado a revisar, no la estructura
y el funcionamiento de nuestra organizacién, sino los
estatutos y reglamento interno, superados en algunos
puntos por el devenir de los acontecimientos.




Actualmente la Federaciéon consta de 14 sociedades con

mis de 4.500 socios, es decir, constituye una organizacion
importante y, sobre todo, compleja si tenemos en cuenta
la gran diversidad, y por tanto riqueza, de las sociedades
que la componen. Como consecuencia de esta situacion
la Junta de Gobierno, en su sesion del 30 de noviembre
de 1996, acord6 constituir una comision de revision de los
estatutos y del reglamento interno de la Federacién, comi-
sion formada por Javier Brihuega, Salvador Guerrero y
Luis Balbuena, que ya nos han presentado un primer
borrador de los mismos. Entramos, por tanto, en una fase
de discusion y de aprobacién de unos nuevos estatutos
que nos abocari a una nueva etapa de Unos nuevos esta-
tutos que nos servirdn en una nueva etapa de consolida-
cién y crecimiento. Esperamos poder contar «pronto» con
nuevas sociedades en Euzkadi, Castilla-La Mancha, Mur-
cia, La Rioja, Baleares...

En segundo lugar, cabia preguntarse jcuales son la activi-
dades propias de la Federacién? ;qué podemos ofrecer a
nuestros socios, a los profesores de Matemiticas del
Estado Espafiol, a la sociedad espafiola, en general? En
este sentido podemos distinguir, por un lado, las activida-
des ya tradicionales como son la revista SUMA, las Olim-
piadas Matemiticas (8.° EGB y 2.° ESO) de la Federacién
y las JAEM, nuestras jornadas bienales, y por otro, las acti-
vidades de formacién y de reflexién acerca de temas,
tanto referentes a la ensefanza y el aprendizaje de las
Matemiticas, como de politica educativa, en aquellos
aspectos en que estén implicadas las matematicas (que
por cierto, son casi todos) y que se organizan en forma de
seminarios puntuales, de tres o cuatro dias de duracién, a
los que asisten representantes de todas las sociedades
federadas y otras personas invitadas.

Recuerdo brevemente las actividades de la FESPM duran-
te el afo 1997:

e La revista SUMA ha salido puntualmente con sus tres
ntmeros anuales: febrero (24), junio (25) y noviem-
bre (26). El nimero 25 se dedico6 a la memoria de
Gonzalo Sanchez Vizquez. Su nimero de paginas
aumenta, gracias al esfuerzo de sus directores, y de
todos aquellos que envian sus colaboraciones.

e La Sociedad Asturiana de Educacidén Matematica
Agustin de Pedrayes organizé la fase final de las VIII
Olimpiadas Matematicas de la FESPM en Gijon entre
los dias 23 y 28 de junio de 1997, como culminacién
de las diferentes olimpiadas que organizan la mayo-
rfa de las sociedades. Participaron 43 estudiantes y 15
profesores acompafiantes.

o La Sociedad Castellano-Leonesa de Profesores de
Matemdticas organizd las VIII Jornadas para el Apren-
dizaje y la Ensefianza de las Matematicas (JAEM) en
Salamanca los dias 9, 10 y 11 de septiembre de 1997.

Esperamos poder
contar pronto»
con nuevas
sociedades
en Euzkadi,
Castilla-La Mancha,
Murcia,

La Rioja,
Baleares. ..

Asistieron un total de 667 partici-
pantes de los cuales 515 eran
socios de la FESPM. En estas
Jornadas la FESPM convocd el
Premio Gonzalo Sinchez Vizquez,
aprobado en la Junta de Gobierno
celebrada el 7 de junio de 1997 y
cuyas bases se publican en este
mismo ntmero de SUMA.

e La Organizacién Espafiola para la
Coeducacidén Matemdtica «Ada
Byron, organizo el curso «Matema-
ticas y Coeducacidén» los dias 24, 25
y 26 de abril de 1997, con un cen-
tenar de participantes.

e La Sociedad Aragonesa «P. Sinchez
Ciruelo» de Profesores de Matema-
ticas ha organizado el «Seminario
para el estudio de los nuevos
bachilleratos y su coordinacién con
los nuevos planes de la Univer-
sidady, en Jaca, los dfas 16, 17 y 18
de octubre de 1997. En este ntime-
ro 27 de SUMA se publican las con-
clusiones de dicho seminario.

e La Sociedad de Profesores de
Matematicas Madrilefia Emma Cas-
telnuovor ha organizado el semina-
rio dmplantacién de las Matemadticas
en la Educacién Secundaria Oblig-
atoria: un analisis en el contexto in-
ternacional, en El Escorial, los dias
27, 28 y 29 de noviembre de 1997.
En este nimero 27 de SUMA tam-
bién se exponen las conclusiones de
dicho seminario.

Pero nuestras actividades, no se cierran
en nuestro pais. Hemos reforzado nues-
tras relaciones con las sociedades de
Educaciéon Matemdtica actualmente
existentes, por un lado, en algunos pai-
ses de Iberoamérica, nombrando a Luis
Balbuena «Vocal de la Junta de Gobier-
no de la FESPM para las relaciones con
Iberoamérica» (acuerdo de la Junta de
Gobierno del 30 de noviembre de
1996). Luis y otros compafieros han
asistido a congresos de dichos paises,
pronunciando conferencias. Por otro
lado, en esa misma Junta se nombré el
responsable de las relaciones con
Europa, a Florencio Villarroya (hace
algunos dias hemos recibido una invita-



cién de las sociedades francesa y belga
para formar una Federacion Europea de
Profesores de Matematicas).

Ademis hay otras cuestiones que nos
preocupan y que no son de ficil solu-
cién. Por ejemplo, hace ya mas de dos
afios que la Junta de Gobierno de la
FESPM se propuso crear un Servicio de
Publicaciones; sin embargo, esta inten-

Carmen Azcarate
Secretaria General
de la Federacién Espafiola
de Sociedades de Profesores
de Matemdticas
(FESPM)

Complemento
Arenisca, 162x47x14
José Miguel Fuertes

ci6én no se ha concretado todavia. Esperemos que los nue-
vOs estatutos sienten ‘unas bases que nos permitan des-
bloquear esta cuestion.

Queridos socios y queridas socias de la FESPM, espero
que este breve repaso de nuestras actividades nos ayuden
a todos a mantener nuestra ilusién y nos animen en nues-
tras actividades como profesores y profesoras de
Matemdticas en este lugar y en este tiempo que nos ha
tocado compartir.
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Seminario para el estudio

de los nuevos Bachilleratos

y su coordinacion con los nuevos
planes de la Universidad*

*

Sociedad Aragonesa de Profesores
de Matematicas «Pedro S. Ciruelo»

Documento elaborado en el
Seminario convocado por la
Federacién  Espafiola  de
Sociedades de Profesores de
Matematicas y organizado
por la Sociedad Aragonesa de
Profesores de Matematicas
«Pedro S. Ciruelo».

Fue coordinado por Emilio
Palacién y Florencie Villarroya
y se celebré en Jaca {Huesca)
los dias 16, 17 y 18 de octu-
bre de 1997.

El presente informe ha sido
redactado por: Pilar Alonso,
Jes0s Antolin, Guillermo Dor-
da, Emilio Palacian, Ana Pola,
Julio Sancho, José Maria
Sorando y Florencio Villarroya.

A FINALIDAD de este Seminario estd contemplada en su
titulo. Ante los nuevos bachilleratos y ante los nuevos pla-
nes de los estudios universitarios, parece conveniente que
exista una cierta coordinacién entre ambos niveles,

Hasta ahora esta coordinacién s6lo se ha llevado a
cabo en algunos casos muy concretos (hay experiencias
muy meritorias) y en la coordinacién de COU, entre el
coordinador de la universidad correspondiente y los
profesores de bachillerato, con vistas casi exclusiva-
mente a determinar los contenidos de las Pruebas de
Acceso a la Universidad.

Recientemente se han elaborado, por parte del MEC, los
nuevos curriculos de ESO y Bachillerato y, simultinea-
mente, los nuevos planes de los distintos estudios univer-
sitarios, por parte de las universidades, y sorprende que
no haya habido, que nosotros sepamos, ningln tipo de
comunicacién entre las personas que los han confeccio-
nado; que se hayan hecho de forma totalmente indepen-
diente como si los destinatatios de ambos fueran conjun-
tos disjuntos.

No hay que esforzarse en demasia para ver la convenien-
cia (Ia necesidad mas bien) de esta coordinacion. Nuestra
impresion es que el profesorado de ambos niveles lo esta
demandando.

Un apunte mds: si la coordinacién es necesaria en todas
las materias, en Matemdticas lo es en mayor grado. Las
Matemdticas no es una asignatura aséptica en ningln
nivel, es de las mas problemadticas. En diversos estudios
sobre actitudes de los estudiantes las Matemdticas suelen
aparecer como la asignatura mds Gtil y mas importante
pero también como la mis aburrida y la mas dificil. No es
ningin secreto el alto indice de suspensos (no nos gusta
lo del fracaso) que hay en nuestra asignatura en
Bachillerato y, sobre todo, en la Universidad, que en algu-



nos casos excede lo razonable. No se trata de distribuir
responsabilidades, a lo que los docentes somos muy afi-
cionados, es muy fécil decir que los alumnos vienen mal
preparados del nivel anterior o que los profesores del
nivel siguiente son muy duros. Se tratarfa de reflexionar
conjuntamente sobre los problemas que nuestra materia
tiene en los dos niveles y establecer si es posible una serie
de recomendaciones dirigidas a las administraciones edu-
cativas y al profesorado correspondiente para intentar
paliar los problemas existentes en este siempre paso difi-
cil del Bachillerato a la Universidad.

Asimismo, pensamos que éste tiene que ser un primer
paso en dicho sentido, y que a partir de aqui las socieda-
des de profesores de Matemiticas deben iniciar procesos
semejantes a éste en sus comunidades auténomas para
que en el futuro ya no se pueda hablar de que los profe-
sores de cada nivel van cada uno por su lado. Sabemos
que es una tarea dificil, pero merece la pena, al menos,
intentarlo.

Desarrollo del Seminario

Durante los dias 16, 17 y 18 de octubre de 1997 se cele-
bré en la Residencia Universitaria de Jaca (Huesca) en el
que patrticiparon 52 profesores y profesoras de educacion
secundaria y de universidad, de diferentes comunidades
espafiolas. Este encuentro estaba organizado por la
Sociedad Aragonesa de Profesores de Matemiticas, y for-
maba parte del plan de actividades de la Federacion
Espafiola de Sociedades de Profesores de Matematicas.

Cada sociedad estaba representada por varios socios y
ademds se invitaba a uno de los coordinadores de COU
de cada comunidad. Participaron varios profesores de la
Universidad de Zaragoza en las mesas redondas.

Fl seminario se inicié con la sesidén de inauguracion en la
que intervinieron: Tomas Escudero, Vicerrector de Eva-
luacién y Mejora de la Ensefianza de la Universidad de
Zaragoza; Alfonso Garcia Roldan, Director Provincial del
MEC de Zaragoza; Carmen Azcdrate, Secretaria General de
la FESPM; Florencio Villarroya y Emilio Palacidn, coordi-
nadores del seminario.

Durante la mafiana del viernes se desarrollaron dos mesas
redondas y una conferencia, que debian servir para suge-
rir temas para el debate de los asistentes, constituidos en
dos grupos de trabajo, uno sobre cada una de las moda-
lidades del Bachillerato.

La primera mesa redonda tenfa por objeto analizar las
Matemadticas Aplicadas a las Ciencias Sociales, que se cur-
san en el Bachillerato de la modalidad de Humanidades y
Ciencias Sociales. En la misma participaron Javier
Brihuega, una de las personas que participd en la elabo-

... las sociedades
de profesores
de Matemditicas
deben iniciar
procesos
semejantes a éste
en sus
comunidades
autonomas. ..

...hizo bincapié
en dos aspectos
basicos de estas
matemdticas:
su cardcter
de matemdlticas
aplicadas
y la utilizacion de
las denominadas
nuevas
tecnologias
[Javier Bribuegal

racién del curriculum, Ana Pola, profe-
sora de Matemiticas en el IES Avem-
pace de Zaragoza, con experiencia en
la imparticion de esta materia, Isabel
Pérez, profesora de Matemaiticas en la
Facultad de Econdmicas de la Uni-
versidad de Zaragoza y que habia sido
coordinadora de las Matemadticas II de
COU, y José Maria Cuadrat, profesor de
la Facultad de Geograffa. Fue modera-
da por Florencio Villarroya.

La segunda mesa redonda gird en torno
a las Matemdticas del Bachillerato de
Ciencias de la Naturaleza y de la Salud
v del Tecnolbgico. Partticiparon en la
misma Antonio Pérez Sanz, que tomd
parte en la elaboracién del curriculo de
esta materia, Julio Sancho, profesor del
IES Avempace de Zaragoza con expe-
riencia en su imparticién, Emilio Rubio,
profesor de Estadistica de la Facultad
de Medicina de la Universidad de Zara-
goza y Manuel Vizquez, Director del
Departamento de Matemiticas de la
Universidad de Zaragoza. Fue modera-
da por Emilio Palacidn.

La conferencia de Josep Gascén, profe-
sor de matemdticas de la Universidad
Auténoma de Barcelona, llevd por titu-
lo «Cambios en el contrato didéctico: el
paso de estudiar Matemadticas en
Secundaria a estudiar Matemdticas en la
Universidad». Estd publicada en el
namero 26 (noviembre 1997) de la
revista SUMA.

Resumen de la Mesa Re-
donda sobre las Mateméticas
en el Bachillerato de Huma-
nidades y CC.SS.

La primera intervenciéon correspondié a
Javier Brihuega, quien tras hacer alu-
sién a la parte del curriculo que fija el
Estado (60%) y la que corresponde a
cada comunidad auténoma con compe-
tencias (40%), hizo hincapié en dos
aspectos basicos de estas matematicas:
su cardcter de matemadticas aplicadas y
la utilizacién de las denominadas nue-
vas tecnologias, especialmente calcula-
doras graficas y ordenadores. Destacod
asimismo la importancia del bloque de




Estadistica y de la Resolucién de Pro-
blemas, asi como el caricter instrumen-
tal de los bloques de Cilculo, Algebra y
Andlisis.

Ana Pola centr6 su intervencion en los
problemas que se encuentra al desarro-
llar esta asignatura en el aula. La diver-
sidad del alumnado y la angustia por
no poder terminar los programas son
dos de sus principales preocupaciones.
Piensa, asimismo, que estas matemdti-
cas le parecen «ortas» para algunos
alumnos, por lo que plantea la posibi-
lidad de que hubiera una doble via.
Considera que, pese a las buenas
intenciones legislativas, en los centros
no se tienen los medios adecuados
para hacer un uso efectivo de las nue-
vas tecnologias.

Isabel Pérez incide en que la existencia
del salto tan grande que existe entre el
bachillerato y la universidad, y la des-
coordinacién que hay, se puede expli-
car por cémo se elaboran las propias
leyes. También incide en la necesidad
de reglamentar la figura del coordina-
dor o armonizador, figura no contem-
plada en el Bachillerato LOGSE y que si
existia en el COU. Hace alusion al gra-
ve problema que se plantea en Econo-
micas cuando se juntan alumnos que
provienen de las dos modalidades de
Bachillerato y de las dos de COU. A su
juicio las mayores deficiencias que
observa en el alumnado que llega a la
universidad es la falta de destreza en
cuestiones bisicas, asi como en el paso
de lo concreto a lo abstracto. Cree, ade-
mis, que en los planes de estudio de la
licenciatura se ha reducido mucho el
tiempo dedicado a las matemdticas y
los muchos contenidos que tienen que
dar en ese tiempo, por lo que, a su jui-
cio, consideraria mas conveniente que
los alumnos cursasen en el Bachillerato
LOGSE las Matematicas II.

El papel cada dia mis relevante de las
matemdticas, especialmente la estadisti-
ca, en los estudios de Geografia fue
destacado ampliamente por José Maria
Cuadrat en su intervencion. Piensa que
la orientacién de las Matemadticas Apli-
cadas a las Ciencias Sociales es muy

...en los centros
10 Se tienen los
medios adecuados
para hacer un uso
efectivo de las
nuevas tecnologias.
[Ana Pola]

...Se debe
reglamentar
la figura
del coordinador
o armonizador...
[Isabel Pérez]

Es cada dia mas
relevante el papel
de las matemaditicas,
en los estudios
de Geografia
[José M2 Cuadrat]

...es falso que
estas matemadaticas
1o sean una
continuacion
de las de la ESO.
[Antonio Pérez]
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Acto inaugural del Seminario

adecuada a las necesidades matemdticas que requiere el
alumnado que se incorpore a estos estudios.

Resumen de la Mesa Redonda sobre las
Mateméticas en los Bachilleratos de Cien-
cias de la Naturaleza y de la Salud y
Tecnolégico

En su intervencién, Antonio Pérez expuso las premisas
planteadas por el Ministerio a los grupos que debfan ela-
borar el curriculo de las diversas materias del bachillera-
to. En su opinidn, es falso que estas matematicas no sean
una continuacién de las de la ESO vy lo justificé a partir
del preambulo del Decreto de Curriculum. Hizo especial
énfasis en los términos en que estdn redactados los obje-
tivos y los criterios de evaluacién, y alude al problema
politico que se plantea con el reparto 60%/40% en los
contenidos entre el Ministerio y las comunidades auténo-
mas, problemas que ya se empiezan a ver en la ESO (se
refirié a la posible reforma de las Humanidades).

Julio Sancho, desde su experiencia impartiendo esta mate-
ria, piensa que no hay continuidad, especialmente en
relacién a lo metodologico, entre la ESO y el Bachillerato.
Esta diferencia es atn mis acusada en el segundo curso,
donde la falta de tiempo para desarrollar los contenidos
es muy acusada. Cree que la presencia de las PAU y la
propia concepcidn que tiene el profesorado hacen pare-
cer que la Unica salida de este bachillerato es la universi-
dad. Hizo alusién a cémo las pruebas de acceso condi-
clonan el desarrollo del programa de Matematicas 1I. Se
lamenta de que, al llegar a la universidad, los profesores
comienzan dando por supuesto que los estudiantes domi-
nan temas que ni siquiera han visto como, por ejemplo,
los espacios vectoriales. Como su compaflera del otro
bachillerato, es muy escéptico sobre el uso de las nuevas



tecnologias, por la falta de medios en los centros y sugie-
re que sean reconocidas las pricticas de matematicas al
profesorado de esta materia. A su entender la oferta de
matematicas en este curso deberfa ser mas diversificada,
por ejemplo, unas matematicas bisicas y varias asignatu-
ras complementarias. También solicité que los profesores
encargados de la elaboracién de las pruebas de acceso
tengan en cuenta los criterios de evaluaciéon oficiales del
bachillerato y que en la Universidad se parta realmente de
los conocimientos que poseen los alumnos.

Emilio Rubio inici6 su exposicion destacando el papel de
las matemadticas en las diversas carreras relacionadas con
las ciencias de la salud. A su juicio, en lo que él denomi-
na Ciencias de la Vida, las necesidades se concretarian en:
un 90% de Estadistica y Probabilidad, un 3% de Inves-
tigacién Operativa, y en porcentajes menores el resto, es
decir, Algebra, Anilisis, etc. Por eso cree que las matemé-
ticas que mejor cubrirfan estas necesidades serfan preci-
samente las Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales
II. Destaca asimismo el cardcter prictico de su materia,
tanto por el hecho de trabajar siempre con datos reales,
procedentes de tesis, estudios, etc, como por el mayor
peso de las clases practicas sobre las tedricas.

Para Manuel Vizquez lo mis importante serfa no dar en
el bachillerato una imagen de las matematicas distinta de
la que tienen en la Universidad. Propone que las mate-
mdticas sean un poco mis demostrativas, aunque sin
pasarse, que no sean tan algoritmicas. Para ello sugiere
que se aumente el nimero de horas, pero no los progra-
mas, lo que favoreceria la comprensién de los conceptos.
Le preocupa la situacién que se estd produciendo en la
carrera de Fisicas, donde el ntmero de créditos de mate-
maticas ha descendido de 75 a 39, asi como en las carre-
ras de ingenieria, donde ha habido reducciones similares,
sin que haya habido modificaciones sustanciales en los
programas.

Grupos de trabajo

Durante las tardes del viernes y sdbado los asistentes se
distribuyeron en dos grupos para dialogar sobre cada una
de las materias de Matemdticas de las modalidades:
Ciencias de la Naturaleza y de la Salud y Tecnologia y
Ciencias Sociales y Humanidades.

Conclusiones del grupo de trabajo del
Bachillerato de Ciencias de la Natu-
raleza y de la Salud y Tecnologia

Carécter formativo

Existe bastante consenso en que las Matemaiticas tienen
que tener una triple finalidad —y asi se afirma en el DCB

...las pruebas
de acceso
condicionan
el desarrollo
del programa
de Matemdticas 1.
[Julio Sancho]

... las matemadticas
que mejor
cubririan

las necesidades
(de las carreras
biomédicas)
serian
precisamente
las Matemdticas
Aplicadas
a las Ciencias
Sociales
[Emilio Rubio/

...1n0 dar
en el bachillerato
una imagen
de las
matemdaticas
distinta
de la que tienen
en la Universidad
[Manuel Vizquez]

de secundaria— formativa, funcional e
instrumental y esta Gltima la descom-
pondriamos en tres: instrumental para
la «wida», instrumental como herramien-
ta para la comprensién de otras cien-
cias (entendidas en sentido amplio) e
instrumental para poder seguir estu-
diando matematicas.

Estas tres finalidades se deberian tener
en cuenta de forma equilibrada cuando
se hagan las programaciones de las
matemdticas en el bachillerato. En los
Gltimos tiempos este equilibrio no se ha
cumplido: las matemadticas se han
impartido fundamentalmente teniendo
en cuenta el caricter instrumental y, en
especial, el cardcter instrumental del
estudio de las matematicas para seguir
progresando en las mismas, con lo que
ha tenido un cardcter endogimico bas-
tante acentuado. Existe el peligro de
que con los nuevos bachilleratos se siga
dando este fenémeno o, como mucho,
consideriddolas como instrumental de
forma mas amplia (incluyendo la ins-
trumentalidad para la vida y para otras
materias), pero en todo caso olvidando
el cardcter formativo que deben tener
en esta etapa.

Asi pues, se recomienda que se intente
dar més peso a este caricter formativo
y que en la realidad diaria se contem-
ple el equilibrio aludido. Es evidente
que las matematicas poseen unas
potencialidades que la hacen idonea
para desarrollar determinadas facetas
intelectuales de los alumnos: rigor inte-
lectual, abstraccidn, juego de la deduc-
cidn junto a la induccién, formaliza-
cién, lenguaje sin ambigtiedades, ...

Este cardcter formativo de las matema-
ticas incide, ademds, en el caricter cul-
tural que deben tener las matematicas y
que tiene que ser transmitido a los
alumnos. No solo es que las matemati-
cas tengan una historia y, por tanto, for-
men parte de la historia de la cultura de
la humanidad, sino que, ademis, son
uno de los saberes esenciales culturales
por la gran aplicabilidad que tienen en
diversos ordenes de la vida y por su
caracter formativo y cultural en su sen-
tido mis amplio; lo que en definitiva



viene a afirmar la necesidad del equili-
brio de las tres finalidades enunciadas
al inicio de este apartado.

El peso de las Matematicas
en el curriculo de los Bachi-
lleratos

Existe la impresién en ciertos sectores,
no siempre relacionados directamente
con la ensefianza, de que los nuevos
bachilleratos inciden especialmente en
aspectos cientificos y técnicos en con-
traposicién con los humanisticos.
Parece como si todos los alumnos de
bachillerato tuviesen un curriculo exce-
sivamente sesgado a favor de materias
«ientificas y técnicas» en detrimento de
materias diumanisticas».

Esto en modo alguno es cierto. Por
ejemplo, los alumnos del Bachillerato
de Ciencias de la Naturaleza y de la
Salud tienen, a lo largo de los dos cur-
s0s de bachillerato, como méximo 36
horas de clase de materias «ientificas» y
18 horas de materias shumanisticas», Los
de la modalidad de Humanidades y
Ciencias Sociales reciben como méximo
8 horas de materias «cientificas» y 46 de
«humanisticas». Ademds, segin datos
del MEC, la distribucién del alumnado
matriculado por modalidades en Bachi-
llerato LOGSE estid bastante equilibrada
entre «alumnos cientificos y técnicos» vy
«@lumnos humanisticos» (Ciencias de la
Naturaleza y la Salud: 36,9%; Tecno-
logfa: 13,9%; Humanidades y Ciencias
Sociales: 43,5%; Artes: 5,7%).

Creemos que queda bastante claro que
no se puede decir, al menos con un
cierto rigor, que los bachilleratos actua-
les estin excesivamente tecnificados. Es
un argumento que no se sostiene mini-
mamente,

Desearfamos transmitir a la sociedad no
dudas sino certezas: la Matemitica es
un hecho cultural significativo y, ade-
mds, tiene una dificultad intrinseca rele-
vante, lo que debe implicar la necesi-
dad de una dedicacién escolar impor-
tante, Consideramos imprescindible
que se reconozca esta dedicacién para
lo que se necesitarfa:

... 1m0 se puede
decir,
al menos con
un cierto rigor,
que los
bachilleratos
actuales estan
excesivamente
tecnificados.

...la Matemdtica

es un hecho
cultural
significativo y,
ademds tiene
una dificultad
intrinseca
relevante,
lo que debe
implicar
la necesidad
de una
dedicacion
escolar
imporitante.

e Un mayor horario en la ESO dedicado a las
Matemadticas, para que sin ningGn aumento de los
contenidos, éstos puedan llevarse a cabo con la
metodologia y profundidad que indican los disefios
curriculares oficiales. Con un minimo de cuatro horas
de Matematicas los alumnos llegarian en mejores con-
diciones al bachillerato lo que también redundaria en
una mejor cualificacion a la hora de iniciar sus estu-
dios universitarios.

e La creacién de un aula-laboratorio de Matemdticas
con la dotacién material y humana necesarias para
poder ensefiar las Matematicas acorde con los nuevos
instrumentos tecnoldgicos y dar cumplimiento a las
nuevas orientaciones metodologicas reflejadas en los
documentos oficiales sobre la ESO y el Bachillerato.

Pruebas de Acceso a la Universidad

La norma que regula estas pruebas, que tiene caricter
transitorio, pretende tratar a los alumnos provenientes de
los dos planes de estudios (COU y Bachillerato LOGSE),
en su acceso a la universidad, de la misma forma. El for-
mato actual de las Pruebas de Acceso de Matematicas del
bachillerato LOGSE, aun cuando hay diferencias notables
segln las universidades, en general no responde ni a la
metodologia, ni a los criterios de evaluacién que se reco-
gen en el disefio curricular del mismo. Las caracteristicas
de estas pruebas son un referente para el trabajo en el
aula de los profesores, pues cualquier prueba externa
condiciona fuertemente el desarrollo del curriculo. La res-
ponsabilidad de la prueba de acceso recae en una comi-
sién, que en cada universidad ha resuelto la coordinacién
de forma diferente (desde las que no existe, hasta otras en
que hay comisiones mixtas de profesores de matematicas
de ambos niveles), sin existir una regulacién ni finan-
ciacién adecuada.

La previsible reforma de las Pruebas de Acceso a la Uni-
versidad deberfa:

e Reconocer explicitamente la influencia de las pruebas
de acceso en la configuracién del curticulo y aprove-
charla para orientar su desarrollo.

e Ser coherente con los criterios de evaluacion de la
asignatura que figuran en el curriculo.

e  Regular la coordinaciéon para el diserio de estas prue-
bas, con participacién de profesorado de universidad
y bachillerato, y dotarla de la financiacién adecuada.

Trénsito entre las EEMM y la Universidad

Es un hecho que en los ultimos afios se ha ido produ-
ciendo un paulatino aumento de la exigencia en las
asignaturas de contenido matemitico en los primeros



cursos universitarios. Paralelamente, el acceso de un
mayor namero de estudiantes a la universidad, debido a
la extension de la escolarizacion, produce un descenso
del nivel medio de los alumnos en matemdticas. Todo ello
ha llevado a que exista un desfase entre los niveles de
bachillerato y del primer curso universitario.

La reforma de los planes de estudio de las universidades ha
supuesto, en muchos casos, una reduccién del tiempo
dedicado a las matemdticas con un mantenimiento de los
mismos contenidos. Por otra parte, la elaboracién de estos
planes de estudio, aun siendo responsabilidad de una
misma administracidn, no ha tenido la necesaria coordina-
cién con las reformas habidas en otros niveles educativos.
Sobre todo, en los estudios técnicos la ensefianza de las
matemdticas pone el énfasis en el dominio de técnicas
algoritmicas, relegando la comprensién conceptual adecua-
da, lo que acrecienta las dificultades de los alumnos.

Ante esta situacion creemos conveniente las siguientes
acciones:

e La realizacién de investigaciones sobre el aprendiza-
je de las matemdticas en estas etapas y su difusion
entre el profesorado.

e Una mayor atencidn a la formacion diddctica de los
profesores y una preocupacioén por la metodologia
tanto en bachillerato como en la universidad.

e la coordinacién entre los planes de estudio en bachi-
llerato y universidad, lo que supone analizar cuil es
la formacién conveniente a cada nivel y reconocer los
puntos de llegada y partida.

e La elaboracién de materiales curriculares que mostra-
ran cémo podrian ser desarrollados estos curriculos.

e Al elaborar los programas universitarios que desarro-
llan los planes de estudio se deberia partir de qué y
cémo aprenden los alumnos, asi como de los cono-
cimientos y destrezas reales que poseen al acceder a
la universidad.

e Revisién de los itinerarios para evitar que se pueda
acceder a determinadas carreras sin haber cursado las
Matematicas II (en la actualidad se pueden iniciar
Fisicas o algunas Ingenierias, sin Matematicas II).

e Creacién de una optativa en segundo curso de bachi-
llerato, cuyos contenidos y métodos proporcionaran
una aproximacion a la formalizacién del conocimien-
to matemdtico, una profundizacién en algunos aspec-
tos algebraicos y algoritmicos, etc.

Conclusiones del grupo de trabajo del
Bachillerato de Ciencias Sociales

A continuacion se reflejan las conclusiones a las que se
llegd en los temas tratados por el grupo de trabajo sobre

La reforma
de los planes
de estudio de

las universidades
ha supuesto,
en muchos casos,
una reduccion
del tiempo
dedicado
a las miatemdticas
con un
mantenimiento
de los mismos
contenidos.

En Ciencias
Sociales
[Estadistica
y Probabilidad]
es una de las partes
de la Matemdtica
Jundamental
en la formacion
de los estudiantes.

la situacién de las Matematicas en el
Bachillerato de Sociales.
Muchos otros temas quedaron sin tratar
por limitaciones de tiempo o tan sbélo
fueron esbozados, como, por ejemplo:
la relacién entre contenidos y capaci-
dades, la funcién y la adecuacién de
los libros de texto, la opcion de
Matematicas A o B en 4.° curso de ESO
como condicionante, el cambio meto-
dolégico al pasar de ESO al Bachi-
llerato, etc. Por lo tanto, la fidelidad a
las conclusiones del grupo hace que
este documento no sea un estudio
exhaustivo, pero a la vez le confiere el
valor de ser la expresion del parecer y
puntos de acuerdo de un cualificado

Ciencias

grupo de profesionales de todos los
ambitos académicos implicados y de
variadas procedencias geogrificas.

Dos aspectos han centrado principal-
mente el analisis: por una parte, el sig-
nificado y las implicaciones de unas
matematicas aplicadas; por otra, las
relaciones que se establecen con las
etapas educativas anterior y posterior y
su tensién con el caricter propio del
Bachillerato.

Unas matemdticas aplicadas

El hecho de que las Matematicas que se
disefian para este Bachillerato tengan el
cardcter de aplicadas concede una gran
relevancia a:

e La necesidad de dar a la Estadistica
y Probabilidad la misma importan-
cia que al Algebra y al Analisis.

e La resolucién de problemas como
¢je fundamental para el desarrollo
de los contenidos.

e La incorporacion de medios tecno-
légicos.

La Estadistica y Probabilidad

Debe considerarse como un bloque de
contenidos importante a lo largo de
toda la Educacién Secundaria Obli-
gatoria y no, como frecuentemente ha
sucedido, ser aquello de lo que se pres-
cinde en caso de falta de tiempo para
acabar los programas. En Ciencias So-



ciales es una de las partes de la Mate-
matica fundamental en la formacién de
los estudiantes.

Sin embargo, la incorporacién de la
Estadistica Inferencial abre algunos
interrogantes: ¢son capaces de enten-
derla los alumnos de esta edad?; ;debe-
rfa formar parte del curriculo de
Bachillerato 0 no? De hecho, la res-
puesta actual es diversa seglin de qué
comunidad auténoma se trate.

La resolucién de problemas

La necesidad de que los alumnos
adquieran estrategias para la resolucion
de problemas es incuestionable. Pero
se advierte una diversidad de enfoques
al establecer qué se entiende por reso-
lucién de problemas: la ensefanza de
las estrategias en si mismas, ejercicios
contextualizados o situaciones proble-
maticas de las Ciencias Sociales.

Se considera que las estrategias para la
resoluciéon de problemas debieran
desarrollarse, en este Bachillerato, a la
vez que se abordan y resuelven situa-
ciones de las Ciencias Sociales, que no
deben ser confundidas con los ejer-
cicios con datos obtenidos de la reali-
dad. Pero constatamos la dificultad de
encontrar situaciones y problemas liga-
dos a los contenidos y cuyos conceptos
de Ciencias Sociales sean comprensi-
bles por los alumnos.

A este respecto, se aprecia una total
falta de adecuacién de los actuales
libros de texto, que parecen haber
sido elaborados desde la urgencia de
su publicacién y sin haber tomado en
consideracidén los anteriores plantea-
mientos. El profesorado no encuentra
en estos libros los problemas que se
necesitan para desarrollar los objetivos
propuestos.

El desarrollo de las capacidades asocia-
das a la resolucion de problemas con-
lleva una metodologfa investigadora y
participativa, que exige tiempo en clase
para orientar el trabajo de los alumnos.
Pero, a su vez, estid presente el com-
promiso de cubrir todos los contenidos
del curso y aun otros contenidos ante-

La necesidad
de que
los alummnos
adquieran
estrategias para
la resolucion
de problemas
es incuestionable.

Existe un amplio
acuerdo sobre
la conveniencia
de la
incorporacion
de las tecnologias
de la informacion
ydela
comunicacion
como medios
diddcticos

riores (como comentaremos més adelante). Finalmente, la
limitacién del horario hace que las exigencias de la meto-
dologia propuesta y el compromiso sobre los contenidos
resulten poco compatibles.

Los medios tecnolégicos

Existe un amplio acuerdo sobre la conveniencia de la
incorporacion de las tecnologias de la informacién y de la
comunicacién (retroproyector, calculadora grafica, video,
ordenador, etc.) como medios didacticos, lo cual suscita
necesidades y abre interrogantes:

e No se trata de un cambio de medios neutro, pues los
nuevos medios en este caso crean nuevas situacio-
nes y esto implica, a su vez, cambios del curriculo: en
la metodologia (p.ej: la clase con ordenadores se
desarrolla de otro modo), en los contenidos (al sim-
plificarse las rutinas de calculo, el nicleo de interés
se traslada tanto a la comprension de los conceptos
como a la interpretacién y la toma de decisiones) y
en la evaluacién (en este contexto, por ejemplo, cier-
tas capacidades no se pueden evaluar mediante una
prueba escrita).

e El cambio de medios también supone cambios en la
organizacién de los espacios y recursos escolares. Si
éstos se deben compartir con otras materias (o con
caracter subsidiario respecto de la Informitica, en el
caso de los ordenadores), los problemas organizati-
vos terminan por conferir un caricter anecdotico a
su uso. Ha habido unanimidad en considerar que la
solucién estd en conseguir una asignacién horaria
sobre el aula de ordenadores y, muy especialmen-
te, en la existencia de un Laboratorio de Matema-
ticas en cada centro, lo que conlleva: el reconoci-
miento de un enfoque experimental de las Mate-
maticas y de las consiguientes clases de pricticas
con desdobles, la disposicién de un espacio propio
para el Laboratorio y una dotacién material sufi-
ciente y adecuada (materiales manipulables, medios
tecnolégicos, etc.).

e No basta con disponer de medios ni tampoco se trata
de usarlos permanentemente. Se hace necesario, en
cada caso, un andlisis de la adecuacién de los medios
a los fines, considerando que nuestro objetivo es
hacer Matemadticas, y no es tecnolégico en si mismo.

El Bachillerato entre la ESO y la Uni-
versidad

Es una opinidn altamente generalizada entre el profesora-
do de Matematicas la necesidad de ampliar el horario del
drea en la ESO con una cuarta clase semanal, que se jus-
tifica esencialmente por razones nacidas del contraste



entre los objetivos y la realidad de la propia ESO, que
deberdn ser estudiadas y formuladas en otro seminario
dedicado a esta etapa. Pero también desde un andlisis de
la situacién en el Bachillerato constatamos que uno de los
requisitos para la mejora de dicha situacién es la amplia-
cién del horario en ESO, insuficiente en la actualidad. Esta
insuficiencia provoca que los profesores de Bachillerato
deban asumir los desajustes de contenidos que se han ido
produciendo a lo largo de la etapa anterior y, al mismo
tiempo, tratar de homogeneizar conocimientos de alum-
nos procedentes de distintos centros y opciones. Esta
situacion limita la posibilidad de cubrir los contenidos
propios del Bachillerato con la metodologia deseable para
Ciencias Sociales.

Por tanto, se reivindica una cuarta clase de Matemdticas
en ESO, no para cubrir mds contenidos, sino para poder
desarrollarlos con la metodologia adecuada. Ello, a su
vez, favoreceria que los programas de bachillerato se
desarrollasen en el tiempo disponible.

En general, los contenidos establecidos en este Bachi-
llerato parecen suficientes para acceder a cualquiera de
las carreras universitarias de Ciencias Sociales, excepto
para algunas facultades de Econémicas que exigen mayo-
res conocimientos de Anlisis. Este parece un problema
de dificil solucién desde el Bachillerato: no se puede
sobrecargar el programa para todos los alumnos con el fin
de preparar especificamente a algunos para una carrera
determinada; tampoco es la solucidén que estos alumnos
sigan las Matematicas II del Bachillerato de Ciencias de la
Naturaleza, inferiores en contenidos de Estadistica que
también precisan. Por lo tanto, vemos necesario que en
las facultades de Econdmicas se asuman como propias
esas necesidades de formacién y se conceda una mayor
presencia a las Matemdticas en el primer curso.

Las Pruebas de Acceso a la Universidad condiciona, en la
practica, los contenidos y la metodologia del Bachillerato,
convertido en una carrera por llegar a unas metas, en
unas ocasiones establecidas por la ley y en otras marca-
das por la Universidad. En esta situacion es imprescindi-
ble que entre ambos niveles educativos exista una coor-
dinacién institucionalizada, y no, como ahora, sin medios
v dependiente de las distintas sensibilidades e interpreta-
ciones locales.

Se ha constatado una preocupante falta de reglamenta-
cién y una amplia diversidad de pricticas segin universi-
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dades, en cuanto a la coordinacién para
dichas pruebas de acceso: en algin
caso se ha creado la figura del
Armonizador y hay una coordinacién
efectiva, incluso a través de seminarios
permanentes; en otros, dicha coordina-
cién se limita al envio de circulares o
convocatoria de reuniones esporadicas;
y también hay universidades en las que
se desconoce atin quién es el interlocu-
tor valido.

En cualquier caso, se considera que la
necesaria coordinacién entre bachillera-
to y universidad no deberfa limitarse a
la negociacién de un examen, sino que
también los planes de estudio de la uni-
versidad deberfan tener en cuenta los
programas de bachillerato. De esta
manera, no se producirian unas veces
solapamientos innecesarios y otras sal-
tos dificilmente superables por los
alumnos.

Las aspiraciones de gran parte del
alumnado hacen que la Universidad
sea obligado punto de referencia
durante el Bachillerato. No obstante,
éste debe ser considerado como una
etapa con objetivos propios, no deter-
minados exclusivamente por las
Pruebas de Acceso a la Universidad, ni
por una especializaciéon demasiado
temprana, sino que abra a un sentido
mdas universal del conocimiento.

En ese sentido, y tras haber constata-
do la importancia de las Matemdticas
en una cultura humanistica (donde,
por ejemplo, cada vez es mds necesa-
ria la utilizacidén del método cientifico
en las Ciencias Sociales), reivindica-
mos una mayor presencia de las
Matemadticas en los planes de estudio
de la Educacién Secundaria, en sus
dos etapas, pues la cultura cientifica
es la que mayor menoscabo horario
ha sufrido en la dltima reordenacién
del Sistema Educativo.
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ACE ahora cinco afios que comenzd a implantarse la Edu-
cacion Secundaria Obligatoria en algunos centros de dife-
rentes lugares. Desde entonces, el nimero de estudiantes
y de centros que se han incorporado a esta etapa educa-
tiva ha ido creciendo progresivamente. Tenemos ya algu-
na experiencia que nos permite hacer un primer balance
de sus caracteristicas més relevantes y sus efectos en rela-
cién con la ensefianza y el aprendizaje de las Matemi-
ticas y de las condiciones en las que se ha ido poniendo
en marcha.

Por otra parte, recientemente han salido a la luz pablica
informaciones y opiniones acerca de la ensefianza de las
Matemdticas, no siempre suficientemente matizadas. Quiza
la situacién de los escolares espafioles en estudios com-
parativos internacionales ha sido lo mas llamativo. La
superficialidad de las informaciones y andlisis sobre estos
estudios ha llevado, por ejemplo, a asociarlos a la implan-
tacion del nuevo curriculo, ignorando asi que el alumna-
do participante era del plan de estudios anterior. Debe
destacarse, en todo caso, que la metodologia utilizada en
estos estudios no tiene en cuenta suficientemente aspec-
tos esenciales de los diferentes sistemas educativos y de
sus respectivos curriculos de Matematicas. Los resultados
de dichas evaluaciones deben ser tomados, por lo tanto,
con todas las cautelas.

El peculiar debate sobre las bumanidacdes también ha
tocado tangencialmente la ensefianza de las Matemadticas,
aunque a menudo por omisién. Se ha dado por supuesto
que si las humanidades estin en declive es porque lo
cientifico estd en auge. En general, las opiniones mani-
festadas en torno a este debate han evitado reflexionar
sobre el hecho de que hay aspectos de la formacién de
los jévenes no considerados tradicionalmente en el entor-
no de las humanidades, como es el caso de la educacién



matemadtica y que, sin embargo, constituyen una parte
muy importante de su desarrollo intelectual y personal.

Todo ello ha dado lugar a la aparicién de una cierta pre-
ocupacién acerca de la enseflanza de las Matematicas,
que no ha sido acompafiada de rigor en el analisis de la
situacién. En este contexto parece posible, y en cierto
modo se anuncia, una modificacién en la normativa sobre
la Educacién Secundaria Obligatoria. Ante la posibilidad
de que ello produzca un retroceso en la ensefianza de las
Matematicas, pretendemos contribuir con las reflexiones
que siguen a que cambie lo que deba cambiar y a que no
se modifique lo que se ha comprobado que funciona.

La organizacion de la educacién en Espafia permite que
las distintas administraciones educativas hayan tomado, o
puedan tomar, decisiones diferentes en relacién con
aspectos que inciden muy directamente en la ensefianza
de las Matematicas. Conviene aprovechar la riqueza de
experiencias que esta situacién genera, analizando la via-
bilidad y la conveniencia de cada una de las alternativas.

Es conveniente también conocer y analizar las reformas
que se han llevado a cabo en paises de nuestro entorno
y que han afectado asimismo a la ensefianza de las
Matematicas en etapas educativas equivalentes. Y ello
con todas las prevenciones que se deban tomar por tra-
tarse de contextos y, sobre todo, de situaciones de parti-
da diferentes.

Las personas que asistimos a este Seminario, organizado
por la Federacion Espafiola de Sociedades de Profesores
de Matematicas, hemos tenido ocasién de analizar la situa-
ci6én de la ensefianza de las Matemiticas en la Educacién
Secundaria Obligatoria. Para ello, se ha partido de los cues-
tionarios en los que cada una de las sociedades federadas
expuso la situacién de la ensefianza de las Matematicas en
su ambito territorial, manifestando su opinién inicial acerca
del tema de discusién. Se han revisado, en particular, las
condiciones en las que se estd implantando la Etapa.
También hemos analizado, contando con la participacion
activa en el Seminario de colegas franceses, portugueses e
ingleses, algunos aspectos de la enseflanza de las
Matemdticas en estos paises, asi como hemos podido cono-
cer mas a fondo los problemas que suscitan las evaluacio-
nes internacionales de rendimiento matematico.

Este documento pretende, en Gltima instancia, oftrecer algu-
nas reflexiones que contribuyan a mejorar la educacién
matemdtica en la Secundaria Obligatoria. Recoge las discu-
siones habidas en los tres grupos de trabajo del Seminario
y las aportaciones hechas en las demis actividades (confe-
rencias y mesas redondas). En todo caso son conclusiones
provisionales, muy condicionadas por cémo se ha desarro-
liado la implantacién, proceso que ha distorsionado el fun-
cionamiento y los resultados del sistema educativo y que en
una situacién estable probablemente no tendrfan lugar.
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Obligatoria.

en la Secundaria

Condiciones de la implan-
tacion

Situacién de partida

La educaciébn matemitica que propot-
cionaba el sistema educativo anterior
(EGB y EE.MM.) necesitaba de un cam-
bio importante. Aunque nos parezca
evidente, es conveniente apuntarlo
aqui, recordando el malestar que ya se
detectaba en los afios ochenta entre el
profesorado debido al programa de
BUP y al exceso de contenidos que
marcaba, y recordando también el alto
indice de fracaso y rechazo que susci-
taban las Matematicas entre el alumna-
do, para evitar comparaciones simplis-
tas con tiempos supuestamente #dilicos.

Podemos resumir las razones de la
necesidad del cambio en tres aspectos:

1. El curriculo de Matematicas ya no
era el adecuado a las demandas
sociales. Habia en él demasiada
formalizacién y se centraba el inte-
rés en alcanzar automatismos poco
atiles. La mayor parte del alumna-
do era incapaz de utilizar las
Matematicas fuera del aula.

2. Hay una situacion social distinta
(mejora del nivel] de vida, acceso a
la Educacién Secundaria de un ma-
yor sector de la poblacién, fracaso
escolar, paro juvenil...) y por tanto
el sistema escolar tiene que inten-
tar responder a nuevas demandas
sociales.

3., El impacto de las nuevas tecnologias
en la educacién en general, y en la
enseflanza de las Matemdticas en
particular, abre nuevas posibilida-
des de aprendizaje (pensemos, por
ejemplo, en el tratamiento dindmi-
co de la geometria con la ayuda del
ordenador, o en la posibilidad de
procesar conjuntos numerosos de
datos reales de modo estadistico o
grifico) a la vez que vuelve obso-
letas algunas habilidades tradicio-
nales (excesivo énfasis en los
mecanismos de calculo aritmético
o simbdlico, por ejemplo).



Estas circunstancias obligaron a la pues-
ta en marcha simultinea de dos refor-
mas: la del sistema educativo en su con-
junto y la del cutriculo de las distintas
materias. En nuestra opinién, un sector
importante del profesorado de Matem4-
ticas ha aceptado de modo positivo el
cambio curricular, mientras que es mas
reticente ante algunos aspectos del cam-
bio global del sistema educativo.

(Responden estas reformas a las nuevas
necesidades? Aln es pronto para saber-
lo, pero creemos conveniente iniciar
desde este momento un andlisis de la
situacion.

Desconcierto y preocupacién

La implantacién de la Secundaria
Obligatoria ha generado un desconcier-
to v una preocupacién considerables.
Creemos que esto es debido, funda-
mentalmente, a las condiciones suma-
mente precarias e inadecuadas con que
el proceso de implantacion se ha desa-
rrollado en gran parte de las comunida-
des auténomas. Algunos ejemplos pue-
den ser:

e Coexistencia de varios sistemas
escolares (FP, BUP, ESO...) con dis-
tintas exigencias de acceso a cada
uno de ellos.

e Seleccién poco representativa de
los centros que iniciaron la implan-
tacién, viéndose muchos de ellos
forzados a participar sin la sufi-
ciente adaptacién previa; tampoco
ha sido representativa la muestra
del alumnado, que elegia entrar en
la ESO cuando fracasaba en BUP o
en 8.° de EGB.

e Comienzo de la implantacién por
3.° de Secundaria, incorporandose
a él el alumnado desde la EGB sin
haber cursado el Primer Ciclo de
una etapa que se define de un
modo global; esto crea en el alum-
nado la sensacién de que no va a
aprender nada nuevo.

® Falta de integracién, en general, de
los dos ciclos de Secundaria en un
mismo centro. Es mis, en alguno
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de los centros de Primaria que contintian impartien-
do el Primer Ciclo de la ESO, las Matemiticas siguen
al cargo de profesorado no habilitado ni preparado
para ello. Las administraciones educativas no deben
consentir esta Situdcion, que esperamos sea transito-
ria y de la menor duracion posible: toda la etapa debe
cursarse en el mismo centro. Ha resultado positiva la
experiencia de algunas comunidades auténomas en
las que hay centros especificos de Secundaria Obli-
gatoria, pues se facilita la coordinacién.

e TFalta de explicacién y de comprensién social hacia las
finalidades de la Reforma: desconocimiento de los obje-
tivos por parte de las familias, falta de referencias sobre
los contenidos nuevos y su ubicacién temporal, etc.

¢ Desconcierto y ansiedad en el profesorado: miedo a lo
nuevo, rechazo a la gran cantidad de trabajo afadido
que supone la ESO, aumento de responsabilidades
sociales al tener que tomar decisiones importantes sobre
promocién v titulacién de alumnas y alumnos, etc.

e Sensacién de que se produce un descenso del mivel
en Matematicas debido, en parte, al menor nimero
de horas dedicadas a la materia. Esto provoca anali-
sis comparativos muy superficiales con respecto al
BUP, siendo que no es posible establecer paralelis-
mos simplistas entre sistemas cuando sus objetivos y
contextos son completamente diferentes.

Hay alguna experiencia, comentada por los compafieros
de Asturias, que ilustran el hecho de que una implanta-
cién adecuada y con implicacién del profesorado no pro-
duce ni desconcierto ni preocupacion.

Importancia de las Mateméticas en la for-
macién de las personas

Es un lugar comtn decir que las Matematicas son necesa-
rias para fodo, pero ;qué Matemiticas necesitamos? vy,
(qué Matemadticas utilizamos? Ante estos interrogantes, la
respuesta las Matemdticas que necesita una persond en s
vida social y para su desarrollo personal no debe ser la
Gnica. Debemos ofrecer al alumnado un abanico de op-
ciones que le abra las puertas a otros intereses, perspec-
tivas y estudios. Ademds, es necesario recobrar la con-
fianza en que se puede aprender, rompiendo con la opi-
nion, errénea a nuestro juicio, de que en la ESO no se
aprende.

No nos conformamos con un aprendizaje para sobrevivir
en el sistema escolar, pedimos muchas mds cosas a la
educacién matematica: desde su utilidad en la vida coti-
diana hasta la preparacién para estudios superiores, desde
la percepcién de la belleza hasta el placer de resolver un
problema... Las Matemdticas estdn presentes en nuestra
cultura: ses posible desarrollar el curriculo actual en s6lo



tres horas de clase a la semana, como se hace en algunas
comunidades? Creemos que no: si pedimos mucho a la
educacion matemdtica son necesarias mds boras de clase
a la semana.

Departamentos o Seminarios de Matemdticas

Entre el profesorado no estd suficientemente extendida la
costumbre de trabajar en equipo. Es muy conveniente que
esta situacion cambie, ya que el hecho de trabajar y actuar
de forma coordinada influye de manera determinante en
la calidad de la ensefianza de las Matemiticas de un cen-
tro. Tanto las administraciones educativas como los equi-
pos directivos tienen la responsabilidad de favorecer la
creacion de babitos de trabajo en equipo. Una buena
actuacion de la Jefatura de Departamento o Seminario
puede asegurar, en buena parte, la formacion del profeso-
rado, individualmente y como equipo.

La Secundaria genera nuevas necesidades, sobre todo en
estos primeros afos de implantacién, como son la elabo-
racién de documentos y proyectos para la organizacion de
los centros, ademds del trabajo propio referido a las
Matematicas. Por otra parte, hay que tener en cuenta que
la etapa estd compuesta por dos ciclos, de muy dificil
coordinacién en las actuales circunstancias debido no sélo
a la falta de experiencia sino, por un lado, al distinto tipo
de profesorado que los imparte y, por otro, a la persisten-
cia de distintos centros para cada uno de los ciclos, a
veces, incluso, ubicados en municipios diferentes.

Estos nuevos retos a la labor de los Departamentos o
Seminarios bacen que sea necesaria, como minimo, una
hora semanal mds de trabajo conjunio para poder desa-
rrollar una tarea eficaz.

El profesorado

Adecuarse a una reforma exige mucho tiempo y trabajo por
parte del profesorado, que en nuestro caso no ha sido moti-
vado ni compensado suficientemente, ni siquiera con horas
lectivas, como se ha hecho, por ejemplo, con las tutorias.

Se ha iniciado esta reforma sin que una parte del profe-
sorado tenga aln la formacién més adecuada para lle-
varla a cabo. Los esfuerzos de formacién se centraron,
en muchas ocasiones, en desarrollar determinados
aspectos estructurales del nuevo disefio curricular, rele-
gando a veces el anilisis de los cambios profundos que
afectan a las Matemadticas. En este tipo de formacion
queda atin mucho por bacer, tanto en aspectos metodo-
logicos como en determinados temas matemdticos que
tradicionalmente ban sido ignorados en la formacion
universitaria inicial.

Por otra parte, los cambios habidos en la composicion de
los centros han hecho que aumente la movilidad entre las
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plantillas, lo que dificulta la creacién de
equipos docentes y provoca rechazos
personales muy fuertes a la nueva situa-
cién entre el profesorado afectado.

El curriculo

Consideramos muy positivo el cambio a
un curriculo que da mds importancia a
los procedimientos, a las actitudes, pone
de relieve la resolucion de problemas,
proporciona otro enfoque de la geome-
tria y de los nilmeros y preconiza una
mayor presencia del azary la estadisti-
ca, en linea con otros paises de nuestro
entorno.

Hemos detectado algunas interpretacio-
nes, que creemos erroneas, de la se-
cuenciacién, transfiriendo bloques te-
maticos enteros a un curso determina-
do. Ademis, la distribucién temporal
debe cuidar que no se estudie el mismo
bloque de contenidos siempre —de
modo un tanto apresurado— a final de
curso, como es tradicion.

La materia optativa «Taller de Matemad-
ticas» es muy importante como elemento
de motivacion, favorece el trabajo mani-
pulativo, de creacién y de investigacion
y el desarrolio de la capacidad matemd-
tica. En algunas comunidades no se han
admitido propuestas de los centros
sobre esta materia. Los objetivos de esta
optativa no son los mismos que los de
las clases de refuerzo, por otra parte
necesarias, por lo que pensamos que
tanto unas como otras horas se deberfan
tener en cuenta para la confeccién de
los cupos de profesorado.

Evaluacién

El punto de atencién del sistema edu-
cativo se ha desplazado, a nuestro
parecer acertadamente, ‘de las materias
al alumnado. Por ello, la promocién y
la titulacién del alumnado se deben
centrar en los objetivos generales de la
etapa, valorando el esfuerzo y el traba-
jo personal, asi como la integracién
social, aspectos a los que nuestra
sociedad no da la importancia que real-
mente tienen en el desarrollo de las
personas,



Recursos humanos, mate-
riales y de infraestructura

Llevar a la prictica cotidiana del aula
todos los aspectos recogidos en el
curriculo de Matemaiticas de la ESO es
complejo, por las dificultades que para
el profesorado implica enfrentarse a un
curriculo abierto, con una metodologia
renovadora que lleva implicita la utili-
zacién de recursos didacticos variados:
materiales bibliogrificos, impresos,
manipulables, calculadoras cientificas y
grificas, medios audiovisuales, infor-
miticos v telemdticos.

Antes de entrar a valorar las dificultades
que puede suponer la utilizacion de
estos recursos queremos plantear como
cuestién determinante la posicién del
profesorado ante ellos.

Recursos humanos

1. Actitudes del profesorado

No todo el profesorado mantiene una
actitud positiva ante los cambios meto-
dolégicos contemplados de forma pres-
criptiva en el curriculo de Matematicas.
Quizis podamos apuntar algunas de
sus causas, referidas a la utilizacién de
los recursos didécticos:

e Una prictica docente tradicional
consolidada e inercial.

* Desconocimiento de la existencia
de recursos no tradicionales.

¢ Ausencia de modelos pricticos de
gestién de clase utilizando dichos
recursos

e Mitificacidn del libro de texto como
recurso exclusivo y elemento de
cierre del curriculo.,

La integracion en la prictica docente
de nuevos recursos exige, por una parte,
mds tiempo de preparacion de las clases
bara el profesorado y, por otra, plantea
la necesidad de incrementar el nimero
de horas lectivas de Matemdticas en
cada curso de la ESO.

2. Aptitudes del profesorado

Un cambio metodolégico de esta enver-
gadura no se improvisa de la noche a la
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mafiana. Ya hemos apuntado antes que el profesorado de
Matemdticas en ejercicio no ha recibido una formacién
universitaria inicial adecuada que le familiarice con la uti-
lizacion de estos recursos. Los recientes cambios en los
planes de estudios de las Facultades de Matemiticas y de
las Escuelas de Formacion del Profesorado no contribu-
yen de forma clara a mejorar esta situacién. Por otra
parte, la prictica docente institucionalizada durante afios
no ha facilitado, e incluso ha dificultado, la utilizacién de
estos recursos.

La formacién permanente referida a los recursos didacti-
cos, concentrada en forma de cursos en su mayoria
impartidos en las instituciones oficiales de Formacién del
Profesorado (CPR, COP...), se ha limitado en general a una
presentacién descontextualizada de los mismos. Menos
frecuentes han sido las presentaciones y reflexiones sobre
experiencias de aula practicas, concretas, integradoras y
modelizadoras. La mayor parte del profesorado que utili-
za de forma habitual recursos manipulables o medios
audiovisuales e informéticos es o ha sido autodidacta al
respecto, basindose su prictica en el ensayo-error y en el
voluntarismo en muchas ocasiones,

Recursos materiales

La metodologia propugnada por la LOGSE cuestiona la
exclusividad del profesor, la pizarra y el libro de texto
como recursos diddcticos y Unicos referentes para el
alumnado. La comunicacion y las interrelaciones dentro
del aula deben dejar de ser unidireccionales (profesor-
alumno) para pasar a ser multidireccionales (profesor-
alumno, profesor-recursos, alumno-recursos, alumno-
equipo) y se plantea la necesidad de introducir en el aula,
e integrar en el proceso de ensefianza/aprendizaje, distin-
tos tipos de recursos didicticos.

1. Recursos bibliogrdficos

La reforma ha contribuido en buena medida a la elabora-
cién y traducciébn de materiales didacticos interesantes,
bien de reflexién tedrica o de caricter prictico, aunque se
echan en falta mas experiencias de aula ejemplificadoras,
Gracias a esto, una buena parte del profesorado ha leido
en estos Gltimos afios més sobre didictica de las Mate-
maticas que en varias de las décadas anteriores.

Sin embargo, muchos de estos materiales no han tenido la
difusion adecuada entre el profesorado, debido en parte
a la descoordinacién de esfuerzos entre las distintas auto-
nomias con competencias educativas y el MEC. La FESPM
deberia realizar un esfuerzo para difundir la existencia
de estos materiales e invitar a las administraciones edu-
cativas a realizar una distribucion que garantice la pre-
sencia real en los centros y Seminarios o Departamentos
de estos materiales.




2. Recursos manipulables y calculadoras

Estos materiales existen en el mercado aunque no de mane-
ra extensiva y facilmente accesible. Sus precios son altos,
mis adn en relacién con la escasa dotacién econdémica de
los Seminarios o Departamentos de Matemdticas en los cen-
tros. En algunos casos, la imaginacién del profesorado y la
coordinacién con el Departamento de Tecnologia puede ser
una solucién parcial a estas dificultades.

La integracién de este tipo de recursos en un proceso de
aprendizaje por descubrimiento encuentra una serie de
dificultades:

e Exigen mis tiempo para el desarrollo de los conteni-
dos y esto choca frontalmente con la situacién actual
de tres horas semanales de Matematicas en todos los
cursos de la ESO en la mayoria de las Comunidades
Auténomas. En otros términos mas ajustados: los 150
minutos semanales de la actualidad (3 periodos de 50
minutos) frente a los 220 minutos (4 periodos de 55
minutos) del BUP.

Si queremos abordar todos los contenidos del curricu-
lo con una metodologia activa, participativa, de
aprendizaje por descubrimiento e integrando recur-
sos diversos de forma babitual es imprescindible el
aumento a cuatro boras del nimero de clases de
Matemdticas en todos los cursos de la ESO.

e Se choca también con la rigidez de los médulos hora-
rios (50 minutos) y de los espacios escolares, asi como
con la escasez objetiva de recursos para todo el alum-
nado del grupo, demasiado numeroso casi siempre.

Para un enfoque experimental de las Matemdticas es con-
veniente una organizacion escolar menos rigida que
cuente con aulas-laboratorio de Matemdticas dotadas con
el material necesario, desdobles de los grupos, posibilidad
de actividades con mds de un profesor en el grupo...

3. Recursos audiovisuales e informdticos

En la actualidad nadie cuestiona, al menos a nivel intuiti-
vo —no hay estudios serios al respecto en nuestro pais—,
la rentabilidad didéctica de estos recursos. No existe una
tradicién de utilizaciéon de recursos audiovisuales en
Matemiticas, en gran parte debido al deficiente sistema de
produccién, distribucién y comercializacién de videos
didacticos.

En el 4ambito del MEC y en algunas comunidades, los CPR
o instituciones similares de formacién del profesorado,
que si disponen de este material, deberfan potenciar una
campafia de informacion-formacion sobre la utilizacién de
los medios audiovisuales en Matemdticas, aunque Gltima-
mente ha desaparecido en muchos de ellos la figura del
asesor de Matematicas, lo que dificulta cualquier esfuerzo
en la formacién sobre esta materia.

Para un enfoque
experimental de
las Matemdticas
es conveniente
una organizacion
escolar
menos rigida
que cuente con
aulas-laboratorio
de Matematicas
dotadas
con el material
necesario,
desdobles
de los grupos,
posibilidad
de actividades
con mds de
un profesor
en el grupo...

Las administraciones educativas debe-
rian impulsar una linea de elabora-
cion, difusion y distribucion de mate-
riales adaptados al curriculo de
Secundaria, estimulando la iniciativa
privada y un enfoque adecuado de las
televisiones educativas. La formacion
inicial y permanente del profesorado
deberia contemplar la integracion de
estos materiales en la prdctica docente.

Sin embargo, los recursos informaticos si
gozan de predicamento entre el profeso-
rado, aunque a veces se dedican casi ex-
clusivamente a las asignaturas de informa-
tica, vinculadas muchas veces al Depar-
tamento o Seminario de Matematicas.

A pesar del esfuerzo realizado por algu-
nas administraciones —MEC, Catalufia,
Canarias, Andalucia...— para dotar a los
centros de Secundaria en la década
anterior de material informatico, la
situacién en al actualidad no es muy
esperanzadora:

e Los equipos informiticos de los
centros han quedado obsoletos
con relaciéon al nuevo software.

e Paraddjicamente, y gracias en parte
a Internet y al abaratamiento de los
programas, el acceso a software
educativo de Matemadticas adecuado
al curriculo de Secundaria, estd cre-
ciendo en progresion geométrica.

e El aula de informaitica estd alcan-
zando un nivel de ocupacidon muy
alto, tanto por parte de las asigna-
turas especificas de informitica
como por su utilizacién en cada
vez mis materias. Esto hace dificil
su disponibilidad en el momento
preciso en el que el desarrollo de
la programacién aconseja la utiliza-
cion de estos medios.

Parece llegado el momento de empezar
a pensar, en la linea antes apuntada de
creacion de espacios especificos de
materia, en la utilizacion de un orde-
nador en el aula, accesible en todo
momento al profesor/a y al alumnado y
utilizable como pizarra electronica y
berramienta de investigacion.

El profesorado del Primer Ciclo ha teni-
do menos oportunidades de acerca-



miento a los recursos informaticos.
Seria conveniente un esfuerzo especifico
de formacion, ya que consideramos que
en este Ciclo pueden tener una gran
rentabilidad diddctica.

En el futuro inmediato nos vamos a
enfrentar a dos fendmenos nuevos que
merecerdn nuestra reflexion, por la
repercusiéon que pueden llegar a tener
en el proceso de ensefianza/aprendiza-
je: el acceso facil a software e informa-
cién matematica a través de Internet y
la presencia en el mercado de produc-
tos multimedia de contenido matemati-
co, accesibles tanto a los centros como
al alumnado.

Infraestructura y organiza-
cién escolar

El espacio fisico de los centros de
Secundaria estd pensado para una ense-
fianza tradicional basada en la leccion
magistral. La incorporacién del Primer
Ciclo de la ESO en centros de Secun-
daria, o las necesidades de las nuevas
areas curriculares, ha multiplicado los
problemas de infraestructura de los mis-
mos: desaparicién de aulas de desdo-
bles, de aulas de audiovisuales, utiliza-
cién de laboratorios para clases no expe-
rimentales... Es urgente una fierte inver-
sion en la remodelacion ywo ampliacion
de los centros de Secundaria.

La organizacién escolar debe adoptar
una estructura mas flexible, implantan-
do de forma progresiva las aulas de
materia en lugar de las aulas-grupo.
También es urgente revisar y actualizar
el mobiliario de las aulas: armarios,
pupitres que permitan el trabajo en
grupo, medios en las aulas, biblioteca
de aula...

La atencién a la diversidad

Para qué la atencién a la
diversidad

Una ensefianza obligatoria y compren-
siva como la nuestra no solo debe
entenderse como aquella que obliga a

Una sesion de trabajo del Seminario

Admitimos
el reconocimiento
de la diversidad
como un elemento
positivo y realista
de abordar
la existencia
de diferencias
individuales
en nuestro
alummnado,
en cuanto a estilos
Y ritmos
de aprendizaje,
experiencia
escolar,
capacidades
e intereses.

chicos y chicas a asistir a un centro escolar hasta los 16
afios, sino que, correlativamente, obliga al sistema educati-
vo a ofrecer propuestas educativas de calidad para todos y
todas y que permitan, dentro de ese marco escolar comun,
desarrollar al maximo las capacidades de cada cual.

Admitimos el reconocimiento de la diversidad como un
elemento positivo y realista de abordar la existencia de
diferencias individuales en nuestro alumnado, en cuanto
a estilos y ritmos de aprendizaje, experiencia escolar,
capacidades e intereses. Este hecho parece obvio, pero,
generalmente, se descuida en la prictica educativa. Recor-
demos que el alumno medio no existe. Es mis, la diversi-
dad en el aula puede aprovecharse como principio enri-
quecedor y optimizador del aprendizaje de todos y cada
uno de nuestros alumnos y alumnas.

Desde esta optica, la diferencia ha de verse como la regla,
no como la excepcibén. Es preciso centrar mas la atencion
en lo que cada alumno puede aprender, atencién que en
la actualidad estd excesivamente centrada en lo que fodos
deben aprender.

Pero, generalmente, el profesorado vive la diversidad
como un problema, pues la falta de atencién sistemdtica
desde etapas tempranas hace que se enquisten los pro-
blemas de aprendizaje y actitud en determinados alum-
nos y alumnas que, a veces, dificultan el aprendizaje de
los demis.

Qué implica la atencién a la diversidad

e Reflexién y acuerdos de los Seminarios o Departa-
mentos de Matematicas de cada centro sobre las fina-
lidades de la educacién matemdtica y sobre los con-
tenidos nucleares de la misma, que sirvan para orien-
tar sus decisiones posteriores en cuanto a adaptacio-



nes curriculares mas o menos significativas adecuadas
a grupos O personas concretas.

Coordinacion y asuncién de presupuestos comunes
entre todos los miembros de la comunidad educativa,
con especial énfasis en las familias, acerca de la nece-
sidad, del sentido y de la articulacién de la atencion
a la diversidad.

Recursos didicticos adecuados.

La realizacién sistemdtica del diagnoéstico y de la
detecciéon de necesidades de cada uno de los alum-
nos y alumnas: conocimientos previos, estilos de
aprendizaje, bloqueos...

Una recuperacion del sentido de ciclo, especialmente
en el Primer Ciclo de la ESO, como marco temporal
amplio de consecucion de aprendizajes, que permite
el desarrollo del alumnado mis lento.

Una adecuada orientacion vocacional y profesional al
alumnado, que dé sentido positivo y no segregatorio
a sus aptitudes e intereses.

Algunas alternativas

En esta linea de nuestra vision de la diversidad, la mayor
parte de las alternativas que proponemos han de contem-
plarse como elementos ordinarios de actuacién del profe-
sorado, y no como excepcionales para el tratamiento de
casos especiales.

La mejor metodologia es aquella que utiliza estrategias,
formas de trabajo, materiales y contextos variados, de
modo que se pueda conectar en un momento u otro
con el mayor nimero de alumnos y alumnas.

FEs necesario realizar agrupamientos flexibles del
alumnado, que varien tanto en el tiempo como en el
espacio, efectuados con criterios diferentes y que per-
mitan tanto la ampliacién como el refuerzo.

En algunos casos excepcionales, estos agrupamientos
permitiran dotar a algunos estudiantes de una forma-
cién practica, con un enfoque de los contenidos desde
un contexto radicalmente diferente al académico.

La diversificacion de los medios de evaluacién, adap-
tadas a los distintos estilos de pensamiento matematico
y de las capacidades que se pretenden desarrollar.

Es imprescindible la personalizacién de los objetivos
de aprendizaje, ofertando adaptaciones curriculares
més o menos significativas adecuadas a cada caso.

Necesidades

Para poder abordar con garantias de éxito un trata-
miento apropiado de la diversidad dentro de la clase
de Matemiticas es preciso aplicar de forma inmediata

Para poder
abordar
con garantias
de éxito
un tratamiento
apropiado
de la diversidad
dentro
de la clase
de Matematicas
es preciso aplicar
de forma
inmediata
una serie
de medidas...
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una serie de medidas en los siguien-

tes frentes:

Profundizar en lineas de forma-
cion de profesorado especificas
para enfrentarse a la diversidad
del alumnado.

Revisién de los objetivos y tareas
del profesorado de apoyo para rea-
lizar una misién tan delicada y
especifica.

Dotacién suficiente de los Depar-
tamentos de Orientacion, que ban
de estar bien coordinados con los
Seminarios o Departamentos de
Matemdticas para asumir conjun-
tamente la elaboracién y puesta en
prdctica de los proyecto de atencion
a la diversidad.

Cambio de dptica en la elaboracion
de horarios en los centros, que per-
mitan agrupaciones flexibles del
alumnado, la accion del profesora-
do de apoyo y las reuniones de
coordinacion.

Cambio de vision en la Adminis-
tracién para la dotacion de perso-
nal a los centros, que contemple la
existencia de desdobles, profesora-
do de apoyo suficiente, efc.

Dotacion de recursos materiales
diddcticos suficientes en los cen-
tros, que permita la puesta en préic-
tica de metodologias variadas.

La utilizacion de metodologias
especificas que contemplen la
diversidad del alumnado bace
necesaria und mayor continui-
dad espacio-temporal en el traba-
jo con las Matemdticas, por lo
que consideramos imprescindible
que se disponga de una bora mds
a la semana para las Mate-
mdticas.

Es preciso resolver urgentemente la
situacion coyuntural de separa-
cion espacial de los dos ciclos de la
ESO en centros diferentes, que
impide la coordinacion real y efec-
tiva entre el profesorado y la consi-
deracion de la etapa como un todo
CONLinuOo.
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E ELEGIDO este titulo para mi charla porque creo que
representa el ntcleo del problema del desarrollo del curri-
culum de matemdticas para alumnos de la etapa 12-16. Es
un problema al que se ha hecho frente en muchos paises,
no sélo en Catalufia o en Espafa. -

Lo que trataré de hacer en esta charla es:
e  Situar este problema en un contexto internacional.

e Presentar un marco curricular que puede ayudar a
estructurar algunas soluciones.

e Ofrecer algunos ejemplos de actividades, proyectos e
investigaciones, que pueden facilitar el equilibrio al
que se refiere el titulo.

Comprendo que los documentos curriculares en el Primer
Nivel de Concrecién especifican los contenidos, procedi-
mientos, y actitudes que los profesores deben desarrollar
en el Tercer Nivel, usando los ejemplos ofrecidos en el
Segundo Nivel. He estudiado los documentos (Disseny
Curricular, 1993) y he tratado de entender todo lo que he
podido de ellos. Por lo tanto, espero que mis ideas les
ayuden en la dificil tarea de hacer la «ransposicion didac-
tica» desde documentos a la realidad del aula. Deben
hacerse cargo también de que no estidn solos en este tra-
bajo. Muchos profesores a lo largo del mundo también
estan haciendo frente a este desafio, y espero que los
ejemplos que mostraré probarin como puede aprenderse
de sus esfuerzos.

El contexto internacional

En primer lugar, situemos el problema en un contexto
internacional. Coombs (1985), al tratar de interpretar las
tendencias educativas mundiale,s nos ha permitido obser-



var una distincién importante entre tres tipos de edu-
cacion matemditica. La educacién formal en matemati-
cas que es la que nos preocupa aqui, y para la que
todos los paises tienen sus requerimientos. La educa-
cibn matemadtica 7o formal que consiste en cursos
optativos y en clases que no son parte de los requeri-
mientos educativos formales y que, a menudo, son
después de las horas de escuela. Ademds, constituye la
mayor parte de la oferta de educacion matemaitica para
los adultos. La educacién matemdtica informal tiene
lugar mediante diferentes medios tales como la televi-
sion y los periédicos y es, en cierto sentido, una edu-
cacién accidental (en Bishop, 1993, se desarrolla mis
esta distincién).

Coombs indica que la sociedad demanda tantas cosas del
curriculo de la educacion formal que es posible ver dos
tendencias. La primera es que, en la educacién formal, no
puede esperarse tener mucho tiempo para dedicarlo a
ningln tema. La segunda consiste en que, tanto la educa-
cién no-formal como la educacién informal, se estin
extendiendo con rapidez. La expansién de Internet es,
simplemente, un ejemplo del papel creciente de la edu-
cacion informal.

Por tanto, esto significa que debe pensarse con mucho
cuidado lo que debe constituir el curriculo formal de
matemdticas en la etapa 12-16. De hecho, ésta es una
decisién cada vez mas complicada a causa de las inten-
sas presiones sociales y politicas que la circundan como
se puede ver en muchos paises. El diagrama (ver cua-
dro 1) basado en el de Abraham y Bibby (1988) repre-
senta a los grupos sociales involucrados en lo que ellos
han llamado «el debate curriculam, y en el articulo se
muestra como el «grupo de preparadores industriales»
quiere una instruccion para especialistas en matematicas
como la que a menudo se encuentra en los programas
tradicionales, mientras que el «grupo de educadores
piblicos» estd mas preocupado por el papel de la edu-
cacién matemdtica en la educacion general dentro de
una sociedad democritica.

Por tanto, ;qué criterios deberfa satisfacer la educacién
matematica formal en la etapa 12-16? Desde mi punto de
vista deberia ofrecer:

°  Algo diferente de la educacién matematica informal y
no-formal,

°  Algo mas bisico, fundamental y generalizable,
e Algo completo y bien estructurado,

* Algo enriquecedor y estimulante,

e Algo relevante y significativo.

Si han de cumplirse estos criterios, ;c6mo podemos cons-
truir un curriculo apropiado de matematicas para que los
profesores lo usen en sus clases?

Durante
los ultimos quince
anos hemos
observado
un interés
creciente
en los aspectos
culturales
Y sociales
de educacion
matemdtica.

Influencias culturales y
sociales

Durante los Gltimos quince afios hemos
observado un interés creciente en los
aspectos culturales y sociales de educa-
cibn matemitica. La dimension social se
ha revelado importante (Bishop, 1987)
para configurar nuestras opiniones
sobre el curriculum, la ensefianza y el
aprendizaje. La dimensién social dirige
nuestra atencién hacia la gente y las
instituciones sociales implicadas, y
sobre las influencias politicas y sociales
que ejercen los unos sobre las otras y
sobre la educacién matemitica.

En la actualidad, el documento curricu-
lar cataldn (Disseny Curricular, 1993)
sobre todo tiene una estructura mate-
mitica, con algunas recomendaciones
metodolégicas. En esencia es una
colecciéon de contenidos organizada en
listas. El problema es que uno no
puede ensefiar listas, al menos de
manera significativa. No es mucho
mejor que intentar de ensefiar con la
guia de teléfonos, ya que lo normal es
que ello conduzca a aprendizaje sin
sentido. jSeguramente, uno puede tratar
de ensefiarles a los alumnos a aprender
los nombres y ntimeros de la guia tele-
fénica, pero la ensefianza de listas difi-
cilmente satisface los criterios que, para
una educacién formal matemitica,
hemos dado antes!

Desafortunadamente, desde mi expe-
riencia, los comités encargados de ela-
borar el curriculum, que forman parte de
una estructura burocritica, parece que, a
menudo, producen listas. Esto es asi
debido a que los miembros del comité
compiten y argumentan en defensa de
sus prioridades, necesitan entonces que
la lista tenga consistencia 16gica y por,
altimo, comprueban si estd completa, y
todo ello les fuerza a pensar en listas
detalladas. Sin embatgo, el pensamiento
politico y burocritico no es lo mismo
que el pensamiento pedagdgico y edu-
cativo. Lo que se necesita es un modelo
estructurado que ayude a la dransposi-
cién didactica» desde una /ista de conte-
nidos hasta un esguema pedagogico.



LA INSTITUCION SOCIAL DE LAS MATEMATICAS

Padres, profesores, EL Formadores
educadores publicos, | —————& DEBATE - industriales -
humanistas CURRICULAR
EDUCACION MATEMATICA FORMAL
incluye alumnos, profesores, curriculo
Evaluacién y niveles
de certificacién
Difusion . Utilizacién y organizacion
de los «no matemdticos» de los certificados mateméticos
en la sociedad
Control Personal militar Organizacion Industria
gubernamental p.e.: modelizacién de los negocios p.e.: sistemas
p.e.: estadisticas de los sistemas p.e.: opiniones de prueba
oficiales de misiles y seguros y procesos técnicos
El impacto de la actividad Los matemdticos como productores

matemética organizada

e de conocimientos organizados
sobre las experiencias

que estructuran la experiencia
diaria de los demds

Cuadro 1. Tomado de Abraham y Bibby {1988)




Por fortuna, el movimiento que considera los aspectos cul-
turales y sociales en la educacién matematica ha estimula-
do ese modelo. En mi libro Mathematical Enculturation
(Bishop, 1988), he tomado la idea de «matematicas como
una cultura» y desarrollo un modelo de curriculo pedagé-
gico que da respuesta a la necesidad de una educacién
matematica general, asi como a la necesidad de desarrollar
el conocimiento especializado de los alumnos.

El modelo consta de tres componentes: el componente
simbdlico y conceptual, el componente aplicable y social,
y el componente estructural y cultural, Bl primero se refie-
re a los conceptos y a los procedimientos que se requie-
ren como soporte conceptual minimo para una buena
educacién matemdtica bésica. El segundo enfatiza los
usos especificos de modelos matematicos, como ayuda a
la resolucién de problemas en la sociedad. El tercero se
fija en la cultura matemitica en s{ misma y procura el
desarrollo de estrategias matemadticas generalizables.

Sin embargo, dentro de mi charla, la parte mds importante
de este modelo tiene que ver con las estrategias pedagogi-
cas para ensefiar estos componentes en clase. Para el com-
ponente simbélico y conceptual, los constructos pedagdgi-
cos son las actividades matemdticas de las que se ocupan
los alumnos y que los profesores deben seleccionar y pla-
nificar. Para el componente social, el constructo pedagdgi-
co apropiado es el proyecto, y para el componente cultural
la investigacion. A continuacién, describiré cada de uno de
estos junto con algunos ejemplos, asi como los criterios
para su seleccion. Por dltimo, discutiré las maneras en qué
estos componentes pueden integrarse en un curriculo fac-
tible y sensato desde el punto de vista de los profesores.

Los conceptos mediante actividades

El énfasis en esta parte del curriculo estd en el aprendizaje
de los conceptos clave mediante actividades especificas den-
tro de determinados contextos. Los conceptos elegidos
deberfan formar la parte central del curriculo, con el que
todos los alumnos deberian enfrentarse y la seleccién de este
nlcleo minimo es el primer paso crutial que debe darse,

Lo primero que debe reconocerse es que el distin teleféni-
co» del documento curricular no estd tan al dfa como seria
necesario. Se deben hacer comparaciones con curriculos
de otras partes para asegurar que los contenidos tradicio-
nales no estdn incluidos tan sélo porque siempre lo han
estado. El mundo cambia con rdpidez, en particular por
influencia de la tecnologia, y cada nueva propuesta de
curriculo es una oportunidad para volver a evaluar las
prioridades curriculares.

Por ejemplo, en un curriculo moderno de matematicas no
es necesario que se ensefien las cuatro operaciones con

El énfasis
en esta parte
del curriculo estd
en el aprendizaje
de los conceptos
clave [que]
deberian formar
la parte central
del curriculo
con el que todos
los alummnos
deberian
enfrentarse
Y la seleccion
de este niicleo
minimo
es el primer paso
crucial que
debe darse.

fracciones. La presencia de las calculado-
ras y los ordenadores ha provocado que
los decimales sean mucho més impor-
tantes que las fracciones y que, por ejem-
plo, la divisién de fracciones no se use
nunca fuera de clase de matematicas.

Asi mismo, las manipulaciones y algo-
ritmos complejos ya no son necesarios
en la ensefianza del dlgebra. La aten-
cién deberfa dirigirse a las estructuras
conceptuales involucradas, y a la
obtencién y demostracién de relaciones
algebraicas mids que a los algoritmos y
manipulaciones.

Se deberia aprovechar cada oportuni-
dad para usar de forma inteligente las
calculadoras aritméticas, cientificas y
grificas, asi como los ordenadores con
programas de estadistica y hojas de cil-
culo. Los alumnos mis avanzados
podrian beneficiarse, también, del uso
de programas de manipulaciéon alge-
braica por ordenador, como DERIVE.

También es importante incluir los con-
ceptos geométricos aunque no es nece-
sario un progreso exhaustivo mediante
la memorizacién de teoremas y demos-
traciones. En la actualidad, sabemos
que la importancia de la geometrfa se
extiende a los modelos conceptuales e
imadgenes mentales que ofrece a
muchos campos de la matemdtica pura
y é4reas de la matematica aplicada, tales
como la arquitectura y el urbanismo.
Esto no significa que no se deban
incluir demostraciones en geometria,
pero el énfasis deberia recaer sobre las
actividades de demostracién, justifica-
cién y explicacién, y no tan sélo en
memorizar demostraciones. Por otra
parte, demostrar es una actividad que
deberia formar parte de todos los
temas matemdticos y no ser privativa
de la geometria.

Para no mostrarme demasiado critico
con el curriculo descrito en el docu-
mento oficial, también deberia decir
que me parece bien que incluya los
conceptos estadisticos y probabilisticos,
ya que a los ojos de mucha gente estas
son dos de las 4reas conceptuales cla-
ves que serdn necesarias en el futuro,
tanto en las matemiticas de la industria



~ como en el desarrollo de las mismas

matematicas. También es importante la
forma de concebir el campo de la com-
binatoria como una manera de contar
inteligentemente. Ademds, es muy inte-
tesante ver la referencia a la historia de

 matemdticas. Esto se suele ignorar en
los curriculos escolares, lo que condu-
ce a que muchos alumnos ignoren que
las ideas matemdticas tienen una histo-
tia, que han sido inventadas por
muchas personas diferentes de muy
diversas culturas, y que también hay
una cultura de las matemaiticas que ha
llegado a ser muy importante en socie-
dades industrializadas actuales.

Si pasamos desde los conceptos clave
en si mismos a su enseflanza, el cons-
tructo importante, como se dijo ante-
riormente, es el de las actividades mate-
maticas. Estas actividades y sus contex-
tos deberfan ser elegidas de manera
que sean significativas y relevantes para
los alumnos si se desea ser capaz de
ensefiar las ideas a todos ellos, vy esto
significard, a menudo, el uso de con-
textos de fuera del aula. Muchas de las
dificultades al ensefiar matemdticas, en
la etapa 12-16, estin causadas por con-
textos irrelevantes y poco significativos y
por profesores que no usan contextos
de fuera del aula. Investigaciones como
las de Abreu (1993) nos muestran que
muchos profesores ignoran el importan-
te conocimiento matematico que los
alumnos traen desde su educacién infor-
mal matemdtica fuera de la escuela, lo
que les causa conflictos culturales y cog-
nitivos. Realmente, los alumnos, con fre-
cuencia, aprenden de sus profesores
que sus conocimientos de fuera de la
escuela son irrelevantes y sin sentido. El
siguiente extracto de una entrevista de
Abreu con la hija de un granjero del N.E.
de Brasil ilustra parte del problema:

Entrevistador. Me contaste que tu padre
no sabe escribir, pero que no hay nadie
como él para hacer las sumas oralmen-
te. ;Como te ayuda en tus tareas de
matematicas?

Severina: Yo le pregunto, por ejemplo,
cudnto es 3 por 7 o 8 y &l contesta.
Cudnto es 3 m4s 12. El lo contesta todo.

Estas actividades
Y Sus contextos
deberian ser
elegidas
de manera que
sean significativas
y relevantes para
los alummnos
si se desea ser
capaz de enseniar
las ideas
a todos ellos,

Y esto significara,
a menudo,
el uso de contextos
de fuera del aula.

Entrevistador. ;Podrias decirme qué piensas de la manera
en que tu padre hace las sumas?, ¢es la misma manera o
es diferente de la que aprendes en la escuela?

Severina: Es diferente, €l lo hace en su cabeza, yo lo hago
con el lapiz.

Entrevistador. ;Qué forma crees tu que es la apropiada?
Severina: La escuela.

Entrevistador. ;Cudl piensas tu que da el resultado correcto?
Severina: Mi padre.

La confusién en la mente de Severina es evidente. Valora
el conocimiento de su padre y reconoce su importancia,
a la vez que sabe que la escuela no lo aprecia. Sabe lo
que debe hacer el que aprende en la escuela, pero toda-
via confia en el conocimiento y razonamiento de su
padre. Uno se pregunta cuanto tiempo pasard antes de
que deje de confiar en éL

Al trabajar con actividades matematicas, el papel del pro-
fesor consiste en hacer de puente entre las estructuras
conceptuales esenciales de las matematicas y el conoci-
miento de los alumnos sobre el mundo. En cierto sentido,
el profesor es el legitimador del conocimiento al decidir
que conocimiento matematico es aceptable e importante
en clase. Gran parte del conocimiento del alumno se basa
en el mundo exterior que, con frecuencia, no estd formu-
lado de forma matemdtica pero que, no obstante, es acce-
sible al aprendizaje matematico.

De esta manera, la profesora debe actuar como una especie
de «antropdlogo sociab, aprendiendo mas sobre las vidas de
sus alumnos fuera de la escuela. Esto es importante para selec-
cionar o crear las actividades relevantes y significativas que
permitan a los alumnos mostrar y usar el conocimiento que ya
tienen. Por supuesto, son los alumnos por si mismos los que
deberan asimilar los nuevos conocimientos en sus esquemas,
o acomodar sus esquemas previos, pero la profesora tiene un
papel muy importante que jugar en el proceso.

La gama de actividades matemdticas potencialmente Gtiles
en clase en la actualidad es enorme, y el cuadro 2 con-
tiene varios ejemplos para la etapa 12-16 que ilustran su
posible variedad. Sabemos que existen muchas situacio-
nes geométricas y numeéricas, en el mundo de los alum-
nos, que pueden proporcionar contextos Optimos para
tareas matemadticas. Actividades aritméticas, estadisticas y
probabilisticas pueden situarse ficilmente en contextos
reales y, como todo el mundo cuenta, la tabla de las
representaciones numéricas proporciona una fuente inte-
resante de ejemplos de contraste con los que plantear pre-
guntas acerca de niimeros, sus origenes y representacion.
Las ilustraciones geométricas, ciertamente, estimulan la
creatividad de los profesores para generar actividades y
las 4reas de orientacién espacial y disefio permiten un
contacto facil con el mundo de los alumnos.




Mumpucacién Vibica

Podemos multiplicar 42 x 21 de la siguiente manera

S

. 4 2 2
3Tercel’ paso S3 d . . ,
4x3=12 “x ;)gtin(zoxpg;o: 10 P;u:er e
Comprueba que es correcto,
Trata de multiplicar 33 x 72 de esta manera,
Ahora prueba estos ntimeros de 3 cifras: 302 X 514
Son 5 pasos:
D2x4=s,
302 D OxH+@x1)=2
514 D GXH+OxD+@x 5) = 22, (llevamos 2)
155228 4)(3X1)+(0x5)=3,3+2=5,
2 5) 3x5 =15,

Veamos un patrén del producto de forma vertical y cruzada:
3 0 2

o, XDK X

5.° paso 4.° paso 3.° paso 2.° paso 1.° paso

iCompruébalo!
Intenta hallar 217 x 385 de la misma forma
¢Puedes hacerlo sin dibujar el patrén?
Prueba con 283 x 175
Para los adictos a las matemdticas, jhalla 8123 x 42041

HOJA DE ACTIVIDADES SOBRE FIGURAS 3-D

POSTES PARALELOS

(_ Necesitards: un lipiz )

1. Dibuja el resto de los pos-

tes del telégrafo. Estin en
el mismo lado de la carre-
tera y van hasta las mon-
tafas. La distancia entre
ellos es siempre la misma.

Deberfas ser capaz de
practicar a -verlo- usando
bloques.

2. Compara tus dibujos con
los de algin compaiiero,

Habla sobre lo que les pasa

a los postes de telégrafo.

w

\

Curvas de anchura constante

—

Cuadro 2




No aparecen con tanta frecuencia otras
actividades que involucren situaciones
algebraicas en el mundo de los alum-
nos fuera de la escuela, pero la «bts-
queda de patrones» es la actividad mas
importante en este caso. En una seccion
posterior, veremos que las «nvestigacio-
nes» proporcionan un contexto mejor

para aprender sobre las estructuras con-
ceptuales algebraicas, sobre la demos-
tracién y sobre la naturaleza estructural
del conocimiento matematico.

Todas estas actividades deberfan cum-
plir los siguientes criterios:

o Ser relevantes para la mayoria de
los alumnos.

o Ser significativas y razonables para
ellos.

e Estar situadas en un contexto fami-
liar o desarrolladas a partir de uno
de ellos.

o Tener posibilidades de ser extendi-
da matematicamente para desafiar
a los alumnos mas rapidos.

e  Estar conectadas con otros concep-
tos matematicos.

El profesor deberfa considerar también
cudl es la mejor manera de ensefiar con
estas actividades. Asi como ensefiar a
toda la clase o individualmente, sera
importante que los profesores desarro-
llen sus métodos para ensefiar a peque-
fios grupos. Mientras que educadores
de todo el mundo intentan crear situa-
ciones de aprendizaje satisfactorias para
todos los alumnos, estin encontrando
atil el uso de métodos de pequefio
grupo. Esto es debido a que permiten
que los alumnos colaboren y trabajen
juntos sobre los problemas, facilitando
asi que compartan sus habilidades y
conocimientos previos. Los grupos
pequefios también crean un contexto
de aprendizaje que proporciona apoyo
y no es amenazador para los alumnos
que no son buenos en matemiticas y
que se sienten desafiados al estar en la
misma clase que los que tienen mis
conocimientos que ellos.

En mi experiencia, los profesores de
matematicas no estin tan familiarizados

las
dnvestigaciones»
proporcionan
un contexto mejor
para aprender
sobre
las estructuras
conceptuales
algebraicas, sobre
la demostracion y
sobre
la naturaleza
estructural
del conocimiento
matemdatrico.

como debieran con los métodos de pequefio grupo.
Parecen tener miedo de permitir que los alumnos discutan,
colaboren, comparen ideas y hagan trabajos conjuntos. Sin
embargo, asi es como les guista trabajar a los profesores
cuando asisten a cursos de formacién permanente.

En particular, en matematicas es posible y deseable traba-
jar en grupos ya que por su naturaleza es autocorrectiva,
Si un alumno pregunta, ¢mi respuesta es correcta’ de
forma ficil y legitima, se le puede responder «;cémo pue-
des verificar y averiguar por ti mismo si tienes razon?
Discutelo en tu grupor. No se trata de una excusa para no
darle la respuesta, sino que es una estrategia para hacer
que los alumnos se den cuenta de la naturaleza autoco-
rrectiva del conocimiento matemdtico. Ahora bien, es
mucho mds ficil para el profesor contestar «$i» o <No, estd
malb». {La parte dura de ensefiar matematicas, y podzia afir-
mar que la més importante, es como ensefiar a los alum-
nos el conocimiento que permite al profesor saber si la
respuesta es correcta o erroéneal

Otra importante estrategia curricular consiste en aumentar
el tiempo dedicado al estudio de un determinado tema. Si
los temas se planifican por separado y se secuencian
estrictamente, entonces es muy dificil para el profesor
atender las diferentes habilidades y ritmos de aprendizaje
de los alumnos. Por lo tanto, mejor que pensar en ense-
fiar una leccién de una vez, que es lo que se ha hecho
usualmente, es mis importante que los profesores se ani-
men a ensefiar unidades de trabajo que puedan durar
unas tres semanas. Este periodo de tiempo permite cubrir
una cantidad considerable de material conceptual
mediante actividades variadas. También permite a los
alumnos mis lentos cubrir los aspectos basicos permi-
tiendo mientras a los mds rapidos considerar puntos mas
complejos. Para ello es necesario pensar cuidadosamente
en qué conceptos deben contener estas unidades, y cua-
les deben ser los aspectos mds bésicos que deben apren-
derse. Este trabajo no puede ser hecho por profesores ais-
lados, y hace falta que el Ministerio considere la mejor
forma de proporcionar apoyo y guia sobre esta idea.

Los proyectos y aplicaciones de las
matemdticas

El aspecto conceptual, que hemos planteado antes, nor-
malmente no permite que los alumnos observen los pro-
cesos involucrados en el uso de las matemadticas en gran
parte de la sociedad. Para ello, es necesario usar pro-
yectos especificos que puedan servir de ejemplo de
estos procesos, y en este aspecto del curriculo ante todo
se buscan proyectos significativos para los alumnos y
que sean buenos ejemplos de aplicaciones. Aqui no
tenemos el objetivo de cubrir un programa detallado,



sino que desearfamos presentar un muestrario de contex-
tos de proyectos.

En la actualidad, la ensefianza con proyectos se usa en
todos los niveles de la educacion, pero en el pasado su
principal uso fue en el trabajo de alto nivel en las uni-
versidades y en la industria. Sin embargo, su uso en la
ensefianza secundaria no estd extendido en todo el
mundo, en apariencia pbl‘que los profesores piensan que
no es una manera ficil de ensefiar. De hecho realmente
se trata de un método muy facil de usar, ya que son los
alumnos los que deben hacer todo el trabajo, con tal de
que el profesor tenga presente que se propone lograr
metas diferentes de las que se pretenden en el enfoque
habitual de la ensefianza.

Hay tres aspectos diferentes que son particularmente
importantes:

e Un buen proyecto da la oportunidad a los alumnos
de seguir un tema al nivel que puedan, de maneras
diferentes, ofreciendo asi una ensefianza individuali-
zada y personalizada, lo que es una forma de tratar
de equilibrar la educacion general y la preparacién
especializada.

*  Un buen proyecto fomenta el uso de diferentes recur-
sos materiales, que ahora incluye material al que
puede accederse con ordenadores. Estos recursos no
los proporciona necesariamente la escuela y podtian
encontrarse en bibliotecas o en otras fuentes como
las industrias, dependiendo del proyecto. Los alum-
nos de los paises donde se usan proyectos son cons-
cientes del provecho obtenido de averiguar informa-
ci6n en diferentes fuentes, incluyendo Internet.

e Un buen proyecto fomenta la actividad en un nivel
reflexivo, lo que supone que los valores y las opinio-
nes sean, deberfan serlo, discutidos.

El ejemplo de proyecto medioambiental que muestra el
cuadro 3 satisface estos criterios. Es un proyecto que,
basicamente, pide a los alumnos que estudien la cantidad
de basura que genera su escuela cada dia para hacer esti-
maciones a partir de ellas a escala nacional, usando esta-
disticas que deberan reunir, y calcular las consecuencias
de réciclar y reducir los desperdicios. Existe la posibilidad
de extenderlo de diversas maneras que abarquen discu-
siones estadisticas sobre muestreos, situaciones tipicas, v
generalizaciones.

Un buen proyecto, como éste, no es tan sélo un produc-
to, por ejemplo, un ensayo con algunos cilculos e ilus-
traciones. Es una actividad, a menudo cooperativa, en un
contexto particular en el que aparecen muchos proble-
mas, resultados y preguntas, y en la que los alumnos es
preciso que sean animados a aclarar el sentido de su
implicacién personal con las ideas del proyecto. Una pro-

En la actualidad,
la enserianza
con proyectos

se usa en todos
los niveles

de la educacion,

pero en el pasado

su principal uso

Jue en el trabajo

de alto nivel en
las universidades

Y en la industria.

fesora describe su proceso de ensefian-
za en estos términos:

Entregué a la clase una coleccién de pro:
blemas para escoger. Eligieron sus pro-
blemas y trabajaron con sus amigos en
grupos de 2 o 3, teniendo tareds y lec:
ciones de mateméticas durante dos sema-
nas. Tenia cierfa idea de lo "que queria
que sucediese. Queria que trabajasen de
forma activa e independiente, entusias-
mdéndose ocasionalmente 'y generando
ideas con las que sorprenderme yendo
mas allé de sus planes originales, 'y no
los querfa aburridos, hartos y diciendo
continuamente, sahora que hago, sefiori-
ta? (ATM, 1987).

Para ello les ayuda a planificar, escucha
sus ideas, les ofrece recursos y suge-
rencias, discute los resultados con ellos,
y les ayuda a planificar los informes de
su trabajo. Porque un proyecto produce
algo que es mds importante que el pro-
pio trabajo de los alumnos, ya que exis-
te la oportunidad de dar forma a lo que
hacen, y de ensefarles indirectamente
sobre valores y consecuencias.

Por dltimo, un trabajo de proyecto
puede permitir que todos los alumnos
se beneficien de la ensefianza, algo
mejor que sélo los pocos que lo hacen
en la actualidad. En una investigacion
en Brasil en la que Pompeu compro-
metioé a profesores en el desarrollo de
proyectos basados en los conocimien-
tos de sus alumnos fuera de la escuela,
los resultados fueron muy alentadores:

Hasta ahora: los resultados ‘del cuestio-
nario han sido impresionantes. Todos los
profesores: hicieron cambios importantes
en sus punfos de Vista sobre la ensefian-
za de las mateméticas a-todos los nive:
les, 'y ‘los alumnos- se comprometieron
con entusiasmo en las actividades. En
vez de la pasividad, memorizacién y
repeticién que se asocia a la educacién
tradicional, hubo una mayor - evidencia
de dctividad comprometida, de alumnos
que contribuian con confianza con conc-
cimientos parficulares 'y especificos, de
discusién y debate sobre ideas matemé-
ticas significativas (Bishop y Pompeu,
1991, p. 181).



Este proyecto fue disefiado para hacer conscientes a los nifios de
la cantidad de basura que producen personalmente en un dia y
un curso escolar, y después extrapolar este estudio para calcular
cuénta basura producen todos los nifios de las escuelas prima-
rias de Victoria en un afio. Se imagindé que el Campo de Cricket
de Melbourne (MCG) era un basurero gigante, y pensamos que
ilustrarlo con el «césped sacrosantor de este famoso terreno de
juego cubierto con la basura presentaria una imagen impactante.
Los nifios podian referirse a la cantidad de basura de dos mane-
ras. Una era averiguar cudnto tiempo se tardaria en llenarlo hasta
la altura de la Grada Sur, y la otra hallar qué profundidad alcan-
zaria la basura cada afio, y ajustar las cantidades después de que
se hiciese el reciclaje.

Figura 1:
Representacién artistica del Campo de Cricket de Melbourne

Tu grupo es un equipo de basureros ecologistas que estd deci-
dido a tener influencia sobre la recogida de basuras. Debeis
escribir un informe basado en vuestros hallazgos y presentarlo al
consejo local.

¢Cuanta basura puede caber en el MCG?

El drea del campo de juego del MCG es 22.000 m2 La Grada Sur
tiene 45 m de altura desde el campo. Si imaginamos un cilindro
gigante que sube desde el campo de juego hasta lo alto de la
Grada Sur, scudl serfa su volumen?

¢Cuanta basura se produce en las escuelas de Victoria?

Recientemente, se han tomado muestras de basura en cuatro
escuelas primarias de Victoria, una de ellas esta escuela. Se reco-
gi6 toda la basura producida por los nifios y profesores de cada
de las escuelas un dia cualquiera y se clasifico en varias cate-
gorias: papel, plastico, aluminio y restos de alimentos. El vidrio
no se consideré un componente significativo dentro de la basu-
ra de las escuelas ya que estd prohibido en la mayoria de las
escuelas de Victoria. Se recogieron los siguientes datos:

N.° de alumnos de las escuelas que participaron
en el muestro 1504

N.° total de bolsas de basura producidas en un dia 35,1

N.° total de bolsas de papel recogidas 15,75

N.° total de bolsas de pldstico recogidas 12,6

N.° total de bolsas de restos de alimentos recogidas 62

N.° total de bolsas de alumnio (latas y papel) recogidas 0,6

N.° de nifos en las escuelas primarias de Victoria 430.175

N.° de dias escolares en un afio 200

/Cudntos litros de basura producen los alumnos de estas
cuatro escuelas cada dia? Las bolsas contienen 54 litros.

Un litro equivale a 1.000 centimetros ciibicos (abreviada-
mente cm?), ;cudntos centimetros clbicos de basura pro-
ducen las cuatro escuelas cada dia?

Hay 100 cm en 1 m, y por tanto en un metro cuadrado hay
100 X 100= 10.000 cm? Imaginar una pila de centimetros
cuadrados. ;Cuantos se necesitarian para construir una pila
de un metro de altura?

Esta es la cantidad de centimetros ctibicos (¢cm?) que hay en
un metro cibico (m?.

¢Qué tipo de cosas hay cerca de tu casa que se midan en
metros cibicos?

Ahora que sabes cuintos centimetros ctibicos (cm?®) hay en
una metro ctbico (m?), estima la cantidad de metros cbi-
cos de basura producidos en las escuelas primarias de
Victoria cada dfa? ;Cada semana? ;En un afio escolar?

(Cuénto tiempo harfa falta para llenar el MCG con la basu-
ra de todas las escuelas primarias de Victoria?

Atendiendo a los tipos de basura enumerados en la tabla,
scudl serfa la mds conveniente para tratarla y reciclarla si
realmente se quiere que se produzca alglin cambio en el
problema de la basura? Calcular cuanto tiempo harfa falta
para llenar el MCG si la basura se clasificara en las escuela
y se hiciesen reciclar todos los materiales reciclables.

Preparar un informe de grupo sobre las basuras para presentar-
lo al School Council. Presentar los cdlculos pertinentes y explicar
lo qué significan.

EXTENSION DEL PROYECTO

Una extension de este proyecto implica comunicarse con una escuela de otro
pafs que pueda hacer una recogida similar de basura por las escuelas implica-
das y presentar a nuestros alumnos los datos de diferente forma a como se pre-
sentaron los propios. Con ello, se podrian proponer, para su discusién, una
serie de preguntas adicionale y se pueden establecer contactos con las escue-
las implicadas en los diferentes paises para explicar las diferencias culturales.
Por ejemplo: ;Por qué esos nifios recogieron hojas y palos en su escuela como
parte de su recogida de basura?

BASURA EN OTROS PA[SES

Se hizo una recogida de basuras similar en cuatro Escuelas Comunitarias en
Papua Nuevo Guinea, Los resultados se resumen en la siguiente tabla:

Escuela N.° de Papel/ hojas/ latas/
1\ plastico palos vidrio

Wardstrip 966 1,2 md 0,97 m? 0,09 m?
Rakunai 500 1,17 m? 3,17 m? 0,17 m?
Vanimo 400 1,8 m? 1,97 m? 1,7 m?

Kumin 529 0,09 m? 0,07 m? 0,01 m?

 TOTALES

Cudintos m? de basura producen los alumnos de estas cuatro escuelas
en un dia? ;En una semana? ;A lo largo de un curso?

Hay aproximadamente 450.000 alumnos que asisten a las escuelas
comunitarias de PNG. ¢Cudnta basura producen todos los alumnos de
las escuelas comunitarias de PNG en una semana y en un afio escolar?
iCudnto tiempo les llevaria llenar el MCG de basura a los nifios de las
escuelas del PNG ?

#Qué diferencias se observan entre las basuras producidas en las escue-
las del PNG y en las escuelas de Victoria?

Si hacemos abono (compost) con las hojas y los palos, jcuanto tiempo
costard llenar el MCG?

Si todo el vidrio y las latas fuesen recicladas, jcudnto tiempo costari lle-
nar el MCG?

Esto tan s6lo deja el papel y el pldstico. Averiguar, para una de las
escuelas, las cantidades de papel y el plastico recogidas. Usa esa pro-
porcién para estimar cudnto papel hay que reciclar en las escuelas de
PNG vy si prescindiese de ella cudnta basura no reciclable quedaria?
¢Cuinto tiempo costaria llenar el MCG con lo que queda?




Tallas de la ropa

Los alumnos trabajardn en grupo para obtener datos
sobre distintas variables involucradas en las tallas de la
ropa.

Analizardn los datos para decidir en qué casos se pro-
ducen relaciones lineales aproximadas, encontrando
cuando sea apropiado, las ecuaciones. Por ejemplo,
tratardn de relacionar la talla del cuello, el pecho, la
cadera con la talla de la'cintura.

Cuadro 3 (cont.)

Asi, queda claro que el trabajo con proyectos tiene una
gran potencialidad en situaciones de ensefianza donde
hay grupos heterogéneos de alumnos, y que todos los
alumnos pueden beneficiarse de proyectos bien escogi-
dos y apropiados para sus niveles.

Investigaciones y estructuras matemédticas

Las investigaciones tienen cierta similitud con los proyectos
en tanto que también deberfan usarse a modo de ejemplo,
més que para tratar de cubrir un detallado programa. Sin
embaigo, en este caso el objetivo no es mostrar la aplica-
bilidad y la utilidad de las ideas matemdticas, sino mas bien
mostrar la forma en que se derivan y estdn estructuradas
esas ideas. Las investigaciones involucran tanto el razona-
miento deductivo como el inductivo, y fomentan la refle-
xi6én en un nivel mds profundo del que es habitualmente
posible en las actividades conceptuales normales.

Son particularmente dtiles en situaciones geométricas y
algebraicas y quizd la mejor manera de apreciar cémo
usarlas sea considerar un ejemplo sencillo de geometrfa.
Imaginemos el siguiente episodio en clase:

Pedimos a los alumnos que dibujen dos puntos sobre un
Dpapel en blanco, en la misma linea borizontal y separa-
dos 10 cm entre si. Etiquetamos los puntos A y B. Abora
solicitamos buscar un punto C «sobre» la linea AB y tal que
el angulo ACB sea recto.

Una vez que bayan encontrado uno se les anima a encon-
trar otro, C1, y otro, C2, y otro..,

Qué se observa?» Parece que estdn sobre un semicirculon
«Realmente, estdis todos de acuerdo?

(Abora viene una pregunta crucial para la investigacion)
«Supongamos que el dngulo no es de 90 grados, suponga-

@

particularmente

en situaciones
geometricas
y algebraicas. ..

mos que es de 45 grados. Tratad de

encontrar aigunos nuevos puntos, D1...»

Y varias preguntas nuevas

A qué forma se parece abora?»

«Qué sucede por debajo de la linea AB?

wSiempre serd parte de un circulo?»

Prueba algunos ejemplos mds»

Sucede stempre esto?

«Puedes probarlo?

Esto muestra la sucesion tipica de una

investigacion:

a) Comenzar con una situacién y peti-
cién simple.

b) Generar ejemplos.

¢ Buscar pautas y sucesiones.

d) ¢ContinGan las pautas de esta
manera?

e) (Por qué?
f)  ¢Hay alguna regla general?
[Las g) Intenta demostrarlo.

investigaciones/ La sucesion desde a) hasta ¢) fomenta y

son requiere razonamiento inductivo, mien-
tras que desde d) hasta g) se necesitan
habilidades del razonamiento deductivo.
titiles En el cuadro 4 hay algtin otro «punto de
partida» de investigacién. Sin embargo,
los profesores que se han familiarizado
con la idea de ensefiar con investigacio-
nes descubren que llega a ser facil cre-
arlas uno mismo a partir del programa
de la etapa 12-16. Por ejemplo, puede
darse una nueva vida a cualquier teore-
ma geométrico como resultado de una
investigacién similar a la del ejemplo
anterior y muchas de las actividades de
«contar de forma inteligente» se prestan a
dar lugar a una investigacion algebraica.
Como un ejemplo sencillo de un pro-
blema de «contar de forma inteligente
consideremos el siguiente:

- Un blogue rectangular {un paralelepipedo: rectangulo) de 3 e¢m

por 4 cm por 5 cm, estd hecho de pequefios cubos de 1 :cm de

. arista. Se pinta por fuera. 3Cudntos de los pequefios cubos ten-
- dran una sola cara pintada? 3Cudntos tienen dos, o tres o cua-

tro, o niingund cara pintada?

«' Supongamos que el parolelep|pedo tiene ofras dimensiones.

VA

on.

n el caso generol de un pqra[eleplpedo de

dlmens:ones mxnxp¢

eQue sucede en el caso especicl de un cubo?




sCUANTOS PEQUENOS TRIANGULOS HAY EN EL CENTRO DE
ESTE DIAGRAMA?

JCUANTOS APUNTAN HACIA ARRIBA?

JCUANTOS APUNTAN HACIA ABAJO?

SI SE SIGUEN LAS LfNEA% SE PUEDEN VER ALGUNOS
TRIANGULOS GRANDES. ;CUANTOS PUEDES VER TU?

DISENA TU PROPIO DIAGRAMA DE CONTEMPLACION EN
UNA TRAMA TRIANGULAR. USA PARA ELLO TRIANGULOS
GRANDES Y PEQUENOS.

/CUANTOS TRIANGULOS HAY EN ESTE DIAGRAMA? ;97, ;12? ;137

INVESTIGA EL MODELO EN OTROS TRIANGULOS. (USA LA
TRAMA TRIANGULAR)

ONONONONININININININ/N/N
NANANNNNININNIN/

como 1252

Cuadrando cincos

157 =10 X 20 + 25 = 225
25% =20 x 30 + 25 = 625

352 = 30 x 40 + 25 = 1,225

Extensiones posibles

* Se aplica el truco a los decimales como 2,5%

Un tritco para calcular los cuadrados de los ntmeros cuya cifra
de las unidades es un cinco funciona como sigue:

Los estudiantes deben explorar la pauta numérica y explicar con
sus propias palabras como funciona generalizandola, para lo que
hardn uso de la expresion del cuadrado de una suma:

(10a +5)? = (102)* + 2 X 5 X 10a + 52 = 100a(a + 1) + 25

Se pretende que sepan extender correctamente la pauta, genera-
lizar y comunicar un argumento razonando de forma clara.

* Se puede adaptar el #ruco para nimeros mayores que 100,

Cuadro 4




Como con un proyecto, con una investigaciéon la buena
profesora estard dispuesta a que los alumnos descubran
ideas que ella misma puede no haber percibido antes.
Este no deberia ser un problema y, desde luego, es un
indicador de una buena ensefianza. La buena profesora
fomentard siempre que los alumnos vayan mds alld de lo
que ha hecho ella, y quizds de lo que sabe.

La experiencia deja claro que, con esta forma de ensefiar,
la buena eleccion de las investigaciones permite estimu-
lar a los alumnos a trabajar , sea el que sea su nivel de
habilidad matemdtica. Como ocurria con el método de
proyectos, incluso los alumnos mas lentos, pueden ani-
marse a iniciar la investigacién y ser capaces de generar
algunos ejemplos, comenzando a buscar pautas. Por
supuesto, el profesor debe tomar la decisién de cémo y
cudnto ha de guiar para permitirles ir mas alld. Para los
alumnos mds ripidos, y aquellos que querrdn continuar
su estudios matematicos después de los 16 afios, el desa-
rrollo de investigaciones, con éxito, en la etapa 12-16
proporcionard una base 6ptima para los procesos de
demostracién y simbolizacién, asi como en los de induc-
cién y deduccién.

Creacion de un curriculum pedagégico
a partir de los tres componentes

El desafio final para la planificacién de un nuevo curriculo
pedagogico serd la integracion de los tres elementos en un
todo sensato. Por supuesto, no hay respuesta 6ptima a este
problema tal como ocurre con cualquier problema de edu-
cacion matemdtica debido a las diferencias entre los siste-
mas educativos, organizaciones escolares y experiencia de
los profesores. A pesar de todo, se puede dar algiin con-
sejo basado en las experiencias de otros paises.

Por ejemplo, si se acepta como razonable la idea de uni-
dades de trabajo conceptual de tres semanas de duracion,
entonces una forma de tener en cuenta los proyectos e
investigaciones consiste en utilizarlos alternadamente en
cada unidad. Es decir, en una unidad de tres semanas
incluir una investigacion, en la unidad siguiente incluir un
proyecto y asi sucesivamente. Por ejemplo, en las 12 uni-
dades posibles durante el afio escolar, esto supone que
habria seis investigaciones y seis proyectos.

Un esquema inicialmente mis razonable podria ser reali-
zar tres investigaciones y tres proyectos con los alumnos
de 12 afios mientras que tanto los profesores como los
alumnos se estén acostumbrando a las nuevas ideas.
Entonces serfa posible incrementar gradualmente el
nimero, tanto de investigaciones como de proyectos, a lo
largo de los afios siguientes. Evidentemente, esto
dependerd mucho de cémo se desarrollen las bases con-

Se deberia hacer
un buen uso
de la estructura
de la escuela
y del
departamento
de matemadticas
para permitir
a los profesores
trabajar
cooperativamente
en el desarrollo
Y creacion
del nuevo
curriculo escolar
de matemadaticas.

ceptuales a través de las actividades, y
con qué confianza se enfrenten los pro-
fesores a las innovaciones.

Otro punto a destacar aqui es que, nin-
gin profesor deberfa sentir que esta
haciendo él solo esta creacién y estruc-
turacién. Se deberfa hacer un buen uso
de la estructura de la escuela y del
departamento de matematicas para per-
mitir a los profesores trabajar coopera-
tivamente en el desarrollo y creacion
del nuevo curriculo escolar de matemi-
ticas. En los centros con la etapa 12-16,
los jefes de departamento de matemati-
cas tienen una gran responsabilidad
coordinando y dando soporte a los pro-
fesores individuales y organizando rela-
ciones de cooperacién con escuelas
parecidas que también estén experi-
mentando estas nuevas ideas.

Las asociaciones profesionales de pro-
fesores de matemadticas también pue-
den jugar un gran papel ayudando a
desarrollar materiales para las activida-
des, investigaciones y proyectos y faci-
litando el intercambio necesaric de
ideas y métodos. Este ha sido el caso de
The Mathematicas Association y The
Association of Teachers of Mathematics
en el Reino Unido, de la Asociacion de
Profesores de Matemdticas en Australia,
del National Council of Teachers of
Mathematics en los Estados Unidos de
América del Norte v de los IREM en
Francia. En cada uno de los casos, la
asociacién ha sido el foco para que los
profesores trabajasen cooperativamente
con los colegas investigadores para
desarrrollar unos curriculos escolares
de matematicas innovadores.

Finalmente, el Ministerio de Educacién
deberia darse cuenta de que convertir
la «guia telefénica» en un esquema
pedagdgico que pueda resultar til es
un gran reto para los profesores.
Necesitardn un considerable apoyo de
formacién permanente y recursos para
desarrollar los materiales necesarios en
sus escuelas. El Ministerio deberia con-
siderar seriamente también la idea de
un proyecto de desarrollo elaborado
por profesores e investigadores que
estarfan encargados de desarrollar



emplos de materiales curriculares ade-
uados a las unidades conceptuales, pro-
,yéctos e investigafiones basadas en las
eas anteriores. Esta serfa una manera
mﬁy atil de comenzar el proceso y ayu-
atfa a aquellos profesores que pudie-
sentirse sin coraje ante este proceso
“cambio. En otros paises, en los que
s profesores han estado apoyados y
stimulados a participar completamente
_en este tipo de nuevo desarrollo, se ha
puesto de manifiesto que hay mucha
energia creativa con posibilidades de
ser utilizada en las escuelas.

~ por dltimo, es mi deseo que las tres
_ ideas estructurales que he esquematiza-
~do os capaciten, individual y colectiva-
_ mente en vuestro sistema, para desarro-
llar una educacidon matemdatica para
vuestros alumnos que no consiga tan
_ s6lo el equilibrio entre las necesidades
_ de la educacién general y la instruccién
_especializada, sino que también ayude
_a crear una experiencia de aprendizaje
matemdtico més actualizado, significati-
- vo y satisfactorio. Os deseo «buena
suerte» en vuestros esfuerzos.

Tres arcos
Alabastro, 40x45x21
José Miguel Fuertes

Alan J. Bishop
Facultad de Educacién
Universidad de Monash

Melbourne 3168

Australia
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Tercer Estudio Internacional
de Matematicas y Ciencias.
Andlisis de los resultados
espaioles en matematicas

En 1995 se realizé una
evaluacién internacional en
matematicas y ciencias con

41 pafses participantes,

entre ellos Espafia, con

alumnos de 7.° y 8.°. Los
resultados espafioles de
matemdticas fueron
modestos. Considerando el
rendimiento por bloques de
contenidos se constatan
mejores resultados en
algebra y peores en
aritmética, geometria y
medida. Los alumnos
esparioles responden mejor a
las preguntas que requieren
céleulos rutinarios que a las
que exigen comprension o
aplicacion practica de
algunos conceptos.

Esos resultados estén en

consonancia con ofras
evaluaciones internacionales
de mateméticas realizadas
en los Gltimos 10 afios y con
los resultados obtenidos en

las participaciones en las
olimpiadas matemdicas
internacionales a partir de
1991.

Jose Antonio Lopez Varona
M.° Luisa Moreno Martinez

resentacion del TIMSS

En todos los paises del mundo los estados gastan grandes
cantidades del presupuesto en la educacién primaria y
secundaria. En muchos, la escolarizacion ya llega al cien
por cien de los jovenes con edad de escolarizaciéon obli-
gatoria. A su vez, el deseo de disponer de ciudadanos con
una mayor preparacién intelectual, por asociarse ésta con
la capacidad de desarrollo de un pais, hace que se bus-
que darle mayor eficacia al sistema educativo. En ese con-
texto se vienen realizando en muchos paises evaluaciones
que tienen como centro el estudio del rendimiento de los
alumnos de cursos concretos en algunas materias con la
finalidad de determinar si es posible mejorar el grado de
preparacion de los jovenes y cémo se puede lograr, Las
evaluaciones nacionales presentan algunas limitaciones,
pues cada pais tiene su propia ordenacion del sistema
educativo y su tradicién y no puede saber qué resultados
se obtendrian en otras situaciones. En los Gltimos 35 afios
han tenido lugar experiencias de evaluaciones interna-
cionales con una creciente participaciéon de paises.
Aunque una de las finalidades de las evaluaciones inter-
nacionales es la comparacién, hay que ser cautos al reali-
zarlas pues son muchas las variables implicadas y es difi-
cil determinar el modo en que inciden en el resultado. No
obstante, si se llevan a la practica con rigor, pueden pro-
porcionar informacién comparable que sea fiable y util
sobre diversos aspectos del sistema educativo como su
organizacion y su practica.

Entre 1991 y 1997 se ha llevado a cabo el mayor estudio
internacional jamids concebido con la participacién de 45
paises, cinco cursos implicados (3.° y 4.°: alumnos de 9
afios, 7.° y 8.°: alumnos de 13 afos y tultimo afio de
secundaria), con mas de medio millén de estudiantes de
mis de quince mil escuelas evaluados simultineamente



en matemdticas y ciencias. Este estudio ha sido auspicia-
do por la IEA (International Association for the Evaluation
of the Educational Achievement) y es el colofén de su
experiencia anterior en dos evaluaciones en matematicas
y otras dos en ciencias. La denominacién de la evaluacién
es Tercer Estudio Internacional de Matematicas y Ciencias
(Third International Mathematics and Science Study), bre-
vemente TIMSS.

Espafia ha participado en el estudio sélo con los alumnos
de 7.°y 8.° de EGB. La aplicacién de pruebas y cuestiona-
rios ha tenido lugar a finales de 1994 en los paises del he-
misferio Sur y en el primer semestre de 1995 en el resto. En
Espafia se aplicaron en mayo y principios de junio de 1995,
con un total de 153 centros y 7.596 alumnos implicados, de
ellos 3.855 eran de 8.° y los 3.741 restantes de 7.°.

Aparte de los objetivos que cada pafs participante se
haya marcado para el TIMSS, de forma general se pre-
tende medir y conocer el rendimiento de los alumnos de
los niveles evaluados, comparar los resultados entre los
paises participantes y tratar de explicar las diferencias
observadas en funcién de las caracteristicas de los siste-
mas educativos.

Pruebas y cuestionarios usados

En cada colegio participante se seleccioné una clase de 7.°
y otra de 8.°. A los alumnos de las clases seleccionadas se
les pas6 una prueba conjunta de matemdticas y ciencias y un
cuestionario con preguntas sobre su contexto personal, fami-
liar y de centro. A los profesores de matemdticas y ciencias
de los alumnos seleccionados se les aplicé un cuestionario
para recoger informacién sobre su historial y contexto pro-
fesional, sobre la clase objeto de estudio, sobre el curriculo
que imparte y cdmo lo imparte y sobre el enfoque pedagé-
gico que le da a esa materia. A los directores de los centros
seleccionados se les aplicé un cuestionario para recoger
informacién sobre la organizacién y la vida del centro.

Para elaborar las pruebas se constituyd un banco de 151
preguntas de matemdticas y 135 de ciencias. Hay tres for-
matos diferentes de preguntas, de opcién mdltiple con
cuatro o cinco alternativas y una sélo correcta, de res-
puesta abierta y breve en que el alumno debe escribir la
solucién y de respuesta abierta y extensa en que el alum-
no debe dar una explicacién o escribir en detalle el pro-
ceso seguido hasta llegar a la solucién. Con este conjun-
to de preguntas se construyen ocho modelos de cuader-
nillo con unas 70 preguntas cada uno, aproximadamente
la mitad de cada materia. Algunas preguntas son comunes
a todos los cuadernillos, otras a una parte de ellos y otras
van en un solo cuadernillo.

Cabe hacer dos consideraciones sobre las pruebas de con-
tenido. En primer lugar, su formato es novedoso para nues-

El TIMSS,

de forma general
Dretende medir

Yy conocer
el rendimiento
de los alumnos

de los niveles
evaluados,
comparar
los resultados
entre los paises
participantes
y tratar

de explicar
las diferencias

observadas
en funcion de

las caracteristicas

de los sistemas

tros alumnos, hasta el punto de que
muchos respondian a preguntas de
opcién multiple por primera vez en la
prueba. Una consecuencia de ello fue la
mala administracién del tiempo que ori-
giné que muchos alumnos terminaran
con mucha antelacién. En segundo
lugar, hay que considerar las diferencias
en el curriculo entre los paises partici-
pantes. Esas diferencias no sélo se pre-
sentan en los contenidos, sino también
en el énfasis que se les da en cada nivel,
en los objetivos y en el enfoque. Es justo
reconocer que se hizo un gran esfuerzo
para asumir las sugerencias de los paises
individualmente a fin de reducir los ses-
g0s que inevitablemente llevan las pre-
guntas al aplicarse a una gran heteroge-
neidad de curriculos y culturas.

Los contenidos evaluados

El hecho de que se hayan empleado
151 preguntas de matemdticas en el
total de la prueba ha permitido tener
presente de manera significativa todas
las partes esenciales del curriculo. La

educativos. tabla 1 presenta los seis bloques de
contenido en que se ha dividido el
curriculo, el nimero de preguntas por
cada bloque de contenidos y el por-
centaje que ese nimero representa en
el total de la prueba.
Preguntas Respuestas puntuables
Blogue de
‘ confenidos‘ Nimero | Porcentaje | Nomero | Porcentaje
Fracciones
y sentido numérico 51 34 52 33
. Geometria 23 15 23 15
Algebra 27 18 29 18
Representacién
y andlisis de datos.
Probabilidad 21 14 20 13
Medida 18 12 21 13
Proporcionalidad 11 7 12 8
Total ‘ 151 100 157 100

Tabla 1. Didtribucién de las preguntas por bloques de contenido



gl primer blogue enumerado, Fraccio-
hes y sentido numérico, constituye la
_tercera parte de la prueba. Las pregun-
tas del bloque hacen referencia a ope-
~ :faciones y problemas con niimeros
_naturales, fracciones y ntmeros deci-
fnales, estimacién y redondeo. Ademas,
se incluye el cilculo y resolucion de
problemas con porcentajes. El dltimo
bloque, Proporcionalidad, estd consti-
tuido por preguntas sobre el concepto
de razoén y proporcionalidad y proble-
mas de aplicacién. Los contenidos de
este bloque se pueden incluir en el pri-
meto v en el de Geometria, semejanza,
k pero se ha preferido considerarlo apar-
te por el especial énfasis que se le da
~en el curriculo de algunos pafses. Estos
. dos bloques hacen referencia a los con-
tenidos mds elementales de la aritméti-
ca incluidos mayoritariamente en los
- curriculos de los paises participantes. El
~curriculo espafiol hasta 8.° de EGB
cubre, al menos formalmente, todos los
contenidos requeridos por las pregun-
tas de estos dos bloques, excepto la
estimacion y el redondeo.

El segundo bloque atendiendo al peso
en la prueba es el de dlgebra, con 23
preguntas sobre expresiones algebrai-
~_cas, sustituciones rutinarias y resolucién
_de problemas sobre patrones o pautas,
relaciones, expresiones y ecuaciones
lineales. La cobertura del bloque por el
curticulo de la EGB es desigual. Los
contenidos referentes a expresiones y
ecuaciones estdn ampliamente tratados,
pero el trabajo con patrones e incluso
relaciones no figura con la importancia
que en el curriculo de otros paises.

El bloque de Geometria comprende la
visualizacion y propiedades de las figu-
ras geométricas en el plano y el espacio
¥y, ademis, las transformaciones geomé-
tricas, simetria, congruencia y semejan-
za. El curiculo cubre ampliamente la
geometria del plano excepto transforma-
ciones geométricas, no asi la del espacio
en que esencialmente se estudia sélo la
superficie y volumen de sélidos.

En las preguntas de Medida se pide el
concepto de medida, la interpretacién
_de escalas, manejo de las unidades de

...toda
comparacion
del curriculo
basandose en

los documentos en
que se establece
y en los libros
de texto es
una comparacion
Jformal,
pues no es posible
considerar
el énfasis
que se va a poner
en cada una
de las partes
del mismo,
ni la forma
en que se va
a presentar
a los alumnos,
ni qué conjunto
de habilidades
de las que hay
que poner
en juego para
unos contenidos
concretos
se han trabajado
en la clase.

longitud, 4rea, volumen, masa y tiempo. Ademds, se
pide estimacion de medidas, errores y precision, asi
como la resolucién de problemas de medida. Nueva-
mente podemos decir que el curriculo espafiol cubre for-
malmente los contenidos de este bloque excepto la esti-
macion, errores y precision.

En dltimo lugar, consideramos el bloque de Representa-
cién, andlisis de datos y probabilidad. En este bloque hay
preguntas sobre representacién, lectura, interpretacion y
andlisis de datos en cuadros, tablas y grificos. Ademas
aparecen a nivel elemental los conceptos de azar y de
probabilidad. La representacién y el tratamiento de datos
estadisticos se presenta de forma elemental en séptimo de
EGB. Las grificas en el plano cartesiano se presentan por
primera vez en octavo de EGB. Sin embargo, el azar y la
probabilidad no han sido tratados por el curriculo de EGB
de forma explicita.

Antes de terminar esta visién del curriculo que aparece en
las preguntas y su ajuste al curriculo seguido por los
alumnos espafioles evaluados conviene resaltar una vez
mis el hecho de que todos esos alumnos estabarn siguien-
do la EGB y que el curriculo que siguen los alumnos del
plan LOGSE ha sido modificado.

Ademis, toda comparacion del curriculo basindose en los
documentos en que se establece y en los libros de texto -
es una comparacion formal, pues no es posible conside-
rar el énfasis que se va a poner en cada una de las partes
del mismo, ni la forma en que se va a presentar a los
alumnos, ni qué conjunto de habilidades de las que hay
que poner en juego para unos contenidos concretos se
han trabajado en la clase. Es decir, no podemos concretar
la oportunidad real de aprendizaje de los alumnos sobre
los contenidos pues ésta depende de varios factores como
el curriculo, las creencias pedagdgicas de los profesores,
la prictica en clase y los libros de texto. A su vez, sobre
esos factores inciden la tradicion didactica del pais, la pre-
paracién del profesorado y la incidencia de las corrientes
pedagdgicas modernas. :

Puntuaciones de la prueba

Una vez aplicada la prueba a los alumnos se eliminé una
pregunta del bloque Representacion y anilisis de datos.
Probabilidad». Cinco de las 150 preguntas restantes cons-
tan de dos partes y una tenfa tres partes. Cada parte se ha
calificado por separado.

La mayoria de las calificaciones han sido dicotémicas:
bien o mal. Algunas calificaciones han tenido una o dos
categorias intermedias entre bien y mal dando una pun-
tuacién parcial a soluciones que no eran ni correctas ni
incorrectas del todo.



En total se dan 157 puntuaciones individualizadas en mate-
miticas, repartidas por bloques como indica la tabla 1.

En este articulo se dan los resultados en los siguientes
tipos de porcentajes de aciertos:

e Porcentaje de aciertos de un pais en una pregunta es
el porcentaje de alumnos que da una respuesta com-
pletamente correcta a la pregunta entre todos los que
la tenfan que responder.

e Porcentaje de aciertos de un pafs en un conjunto de
preguntas (bloque de contenidos o prueba completa)
es la media de los porcentajes de aciertos de las pre-
guntas en ese conjunto.

e Porcentaje internacional es la media de los corres-
pondientes porcentajes de los paises participantes.

Resultados globales y por bloques de
contenidos en la prueba de matematicas

En el informe internacional de los alumnos de 13 afios se
dan resultados de 41 paises de 8.° y de 39 de 7.°. 1a tabla
2 presenta los resultados generales de esos paises para los
cursos 7.° y 8.°, Esos resultados se dan en términos de
porcentajes medios de alumnos que aciertan las pregun-
tas. El porcentaje internacional en 8.° es de 55% y en 7.°
es de 49%, mientras que para Espafia son de 51% y 42%
respectivamente. En ambos cursos el porcentaje espafiol
estd claramente por debajo del porcentaje internacional,
ocupando el puesto 31.° de 41 en 8.° y el 32.° de 39 en
7.°. De los paises de la UE que participan s6lo Grecia y
Portugal quedan por debajo de Espaiia.

El porcentaje de aciertos espafiol en la prueba completa es
un 7% mas bajo que el internacional en 7.° y un 4% en 8.°.

A nivel internacional hay una diferencia (aumento) de 6%
entre el porcentaje de 8.° y el de 7.° que resume lo que
han aprendido a lo largo del Gltimo curso los alumnos de
8.°. En Espafia ese aumento de 7.° a 8.° es de un 9%, tres
puntos superior al internacional. Este mayor aumento
puede ser debido a que el contenido del curso 8.° espa-
fiol incide més en aspectos del curriculo de la prueba que
lo hace en otros paises.

La tabla 3 muestra el porcentaje de aciertos y el aumento
espafiol e internacional en 7.° y en 8.° en la prueba com-
pleta y en los seis bloques de contenidos. El aumento en
«Algebra», «Fracciones y sentido numéricor y en Re-
presentacion y andlisis de datos. Probabilidad» espaiiol es
respectivamente 5%, 4% y 3% superior al internacional. El
de «Geometria» es un punto menor y en los otros dos blo-
ques es igual.

El curriculo de me matematicas de 8.° de EGB ponia espe-
cial énfasis en el dlgebra, lo que podria explicar ese mayor

En ambos cursos
el porcentaje
espaviol
esta claramente
por debajo
del porcentaje
internacional,
ocupando
el puesto 31.
de 41 en 8.°
yel32.°
de 39 en 7.°

Alumnos de 8.° Alumnos de 7.°
Pais % Pais %

Singapur 79 Singapur 73
Japén 73 Japén 67
Corea 72 Corea 67
Hong Kong 70 Hong Kong 65

Bélgica (FI) 66 Bélgica (FI) 65

Rep. Checa 66 Rep. Checa 57
Eslovaquia 62 Austria 56
Suiza 62 Bulgaria 55
Austria 62 Holanda - 55

Hungria 62 Bélgica (Fr) 54
Francia 61 Eslovaquia 54
Eslovenia 61 Hungria 54
Rusia 60 Ilanda 53

Holanda 60 Suviza 53

Bulgaria 60 Rusia 53

Canadé 59 Eslovenia 53

Irlanda 59 Australia . 52

Bélgica (Fr.) 59 Tailandia - 52

Australia 58 Canadd 52
Tailandia 57 Francia 51

Israel 57 Alemania 49
Suecia 56 EE UU 48
Alemania 54 Inglaterra 47
N. Zelanda 54 Suecia 47
Noruega =~ 54 N. Zelanda 46
Inglaterra 53 Escocia 44
EE UU 53 Noruega 44
Dinamarca 52 Letonia 44
Escocia 52 Dinamarca. 44
Letonia 51 Rumania 43
Espafia 51 Islandia 43

Islandia 50 Espaia = 42
Grecia 49 Chipre 42

Rumania 49 Grecia 40
Lituania 48 Lituania 38
Chipre 48 Portugal 37
Portugal 43 Irén 32
Irén 38 Colombia ~ 26
Kuwait 30 Sudéfrica 23

Colombia - 29 ‘

Suddfrica 24

Internacional 55

Internacional 49

Tabla 2. Porcentajes de acierfos por

paises y cursos




Espaia klnrernacijon‘q[k - ‘ : i:

loque de confenidos 7.2 8.° Aumento 7.° 8.° A(‘,‘menb .
Fracciones y sentido numérico 43 52 9 53 58 5
 Geometria 43 49 6 49 56 7
Algebra 41 54 13 44 52 8
Representacion y andlisis de datos. Probabilidad 52 60 8 57 62 5
Medida 38 44 6 45 51 6
 Proporcionalidad 35 40 5 40 45 5
Prueba completa 42 51 9 49 55 6

aumento en el bloque. Igualmente, la
representacion en el plano cartesiano se
introducfa por primera vez en 8.°. Esto
potenciarfa en los alumnos de 8.° la
_capacidad de resolver problemas de este
tipo lo que explicaria ese gran aumento
eni el bloque de «Representacién y anali-
sis de datos», pues una de sus partes es
_ la lectura e interpretacién de datos en
 graficos y tablas.

 La geometria elemental, no analitica,
del plano y del espacio se presenta en
~ cursos anteriores a 8.° por lo que los
alumnos de ese curso se encuentran en
similares condiciones que los de 7.°, lo
que justifica que el aumento a nivel
_internacional en ese bloque sea supe-
rior al espafiol.

El porcentaje de aciertos espaiiol en la
prueba, como vimos, es un 7% mais
bajo que el internacional en 7.° y un 4%
en 8.°. Si nuestro rendimiento en los
bloques de contenidos fuese similar al
de la prueba completa, cabrfa esperar
que los porcentajes de aciertos en los
bloques se diferenciasen de los interna-
cionales de forma similar a como lo
hacen los de la prueba completa en
cada curso. Nétese que cada bloque
tiene diferente dificultad, medida por
los porcentajes de aciertos interna-
cionales, pero al considerar y comparar
las diferencias entre los porcentajes

Tabla 3. Porcentaje de aciertos infernacionales y espafioles por bloques de contenidos y curso

espafioles e internacionales estamos equiparando las difi-
cultades para hacer legitimas las comparaciones. La tabla
4 presenta esas diferencias y en ella se aprecia una enor-
me heterogeneidad por bloques y cursos. En «Fracciones
y sentido numérico» se obtiene un rendimiento un 3%
menor que en la prueba completa en 7.° y un 2% en 8.°,
En «Geometria» se rinde en 7.° un 1% mejor que en la
prueba completa, pero en 8.° es un 3% peor, mientras que
en «Algebra» se obtiene un 4% mids en 7.° y un 6% en 8.°,
En Representacion y andlisis de datos. Probabilidad» se
hace un 2% mejor en ambos cursos, en Medida» se rinde
un 3% menos en 8.° y en Proporcionalidads un 2% mejor
en7.°yun 1% en 8.°.

Diferencia

Bloque de contenidos 78 8.2
Fracciones y sentido numérico -10 -6
Geometria =6 -7
Algebra =3 2
Representacion y andlisis de datos. Probabilidad -5 =2
Medida -7 -7/
Proporcionalidad -5 =5
Prueba completa -7 -4

Tabla 4. Diferencias entre los porcentajes de aciertos de Espaifia e
internacionales por bloques de contenidos y por cursos

Podemos concluir que los bloques de contenidos en que peor
se rinde son el de Fracciones y sentido numéricor en 7.° y los
de «Geomettia» y Medida» en 8.°. El bloque en el que mejor
se rinde tanto en 7.° como en 8.° es el de «Algebrar.



Nuevamente hemos encontrado que el bloque en el que
mejor rinden los alumnos espafioles es en el de «Algebras.
Una razén que explica esto es que el curriculo de EGB
introducia muy pronto el dlgebra y de forma bastante
intensa, con el curso de 8.° dedicado en gran parte a ella
y el de 7.° también en parte. En el libro Mathematics
Textbooks: A Comparative Study of Grade 8 Texts, de
Howson, se analizan libros de texto de ocho paises: Ingla-
terra, Francia, Japon, Holanda, Noruega, Espafia, Suiza y
EEUU. Por parte de Espafia se analizd el libro Azimut
Matemdticas 8.°, Equipo Signo, Anaya, 1992. Del estudio
se desprende que los 29 capitulos del libro de texto con-
tienen 4lgebra, pues aunque hay alguno dedicado a
nlmeros y, por ello, podiia ser catalogado como de arit-
mética, el énfasis en la parte estructural de los nimeros
lleva a considerarlos de 4lgebra. Este aparente desequili-
brio del curriculo explicarfa, en parte, la diferencia en el
rendimiento en los bloques de contenidos.

En qué lo hicimos mejor y peor

Espafia se encuentra tanto en 7.° y en 8.° encabezando el
Gltimo cuarto de paises por orden descendente de puntua-
cién, sin embargo considerando las preguntas de manera
individualizada las posiciones son muy heterogéneas, encon-
trando algunas preguntas en las que tenemos porcentajes de
aciertos entre los mejores y otras entre los peores.

Si nos fijamos en los porcentajes de aciertos de los alum-
nos de 8.° en cada pregunta y los comparamos con los
correspondientes internacionales encontramos diferencias
en uno u otro sentido de mas de 20 puntos. Vamos a con-
siderar las preguntas cuyo porcentaje de aciertos en 8.°
sea mas de un 10% mayor o menor que el internacional.

La Tabla 5 muestra el nimero de esas preguntas distri-
buidas por bloques de contenidos. Llama la atencién que
hay tres veces méds preguntas con puntuacién inferior, 39,
que superior, 13. En «Algebra» hay cinco preguntas por
encima y sélo una por debajo.

...el bloque
en el que
mejor rinden
los alumnos
esparioles es

en el de Algebrav.

Espafia més de Espafia mas de

10% por encima 10% por debajo
Bloque de contenidos Nimero' - % Nimero =~ %
Fracciones y sentido humérico 7 54 19 49
Geometria 0 0 6 15
Algebra 5 38 1 3
Representacién y andlisis de datos. Probabilidad 0 3 8
Medida 1 8 7 18
Proporcionalidad 0 3 8
Total 13 100 39100

Tabla 5. Preguntas con porcentajes de acierfos de 8.°

mdés de un 10% mayor y menor que el inte

rnacional

Las preguntas en que se
hizo mejor

A continuacioén se exponen ejemplos
de las preguntas en que los alumnos de
8.° obtiene un porcentaje de aciertos
mis de un 10% por encima del porcen-
taje internacional.

Ejemplo 1 (Algebra):
Hallar x si:

10x-15=5x+20
Respuesta: .....cccovvevviviiiniinicninnnn,
Ejemplo 2 (Algebra):

Juan tiene 5 sombreros menos que
Maria y Clara tiene 3 veces mis som-
breros que Juan. Si Maria tiene n som-
breros, scual de estas expresiones
representa el nimero de sombreros
que tiene Clara?

A 5-3n
B. 3n

C. n-5

D. 3n-5
E 3(-5

Ejemplo 3 (Fracciones y sentido numé-
rico):

¢Cudl de estos nimeros es quinientos
cuatro con siete décimas?

A, 547
B. 5047
C. 547

D. 50047

Ejemplo 4 (Fracciones y sentido numé-
rico):

3/4 + (2/3 X 1/4)=

A 1/8
B. 5/16
C. 17/48
D. 5/6
E. 11/12

Ejemplo 5 (Medida):

Se pone un pastel al horno a las 7:20. Si
el pastel tarda tres cuartos de hora en
hacerse, ja qué hora habri que sacarlo
del horno?

Respuesta: ..o,



| resto de las preguntas se presentan
esumidas en las siguientes lineas.

Dividir 8/35 : 4/15

De cuatro listas de tres fracciones
cada una, como 3/4, 6/8, 12/24,
~ seleccionar la Gnica en que las tres
fracciones son equivalentes.

Efectuar 6000 — 2369
Efectuar 2’201 — 0’53
Efectuar 3/4 + 8/3 + 11/8
Si x = =3, —3x vale

e FEfectuar 2x/9 — x/9

1a mayor parte de estas preguntas
mplican la realizacién de operaciones
o sustituciones formales, lo que apunta
a que ese puede ser el punto fuerte de
_ nuestros alumnos en comparacién con
los de otros paises. Esto parece indicar
que el curriculo o los profesores pone-
mos especial énfasis en ello.

Las preguntas en que se
hizo peor

_ Hay treinta y nueve preguntas con pun-
tuaciones mas de un 10% por debajo de
las internacionales. A fin de ilustrar
sobre su tipo se exponen a continuacion
seis ejemplos, uno de cada bloque y a
 estos le sigue una breve resefia del con-
junto de las treinta y nueve preguntas.

Ejemplo 6 (Fracciones y sentido numé-
tico):

Redondeando a la decena de kilogramo
mas proxima, el peso de un delfin
resulta ser 170 kg. Escribe un peso que
pueda ser el verdadero peso del delfin.

Respuesta: ...

[Se considera respuesta correcta dar
uno o varios nimeros mayores o igua-
les que 165 y menores que 175, o una
expresion del tipo «De 168 a 171» que
defina un intervalo completamente
correcto.]

Ejemplo 7 (Geometria):

En un cuadrildtero, dos de sus angulos
miden 110° cada uno, la medida de un

A.
B.
C.

D.

o ow

tercer dngulo es 90°. ;Cudl es la medida del 4ngulo que

queda?

A 50°

B. 90°

C. 130°

D. 140°

E. Ninguna de las anteriores

Ejemplo 8 (Algebra):

Si 4 veces un namero es 48, ;qué serd 1/3 de ese nimero?

4
8
12
16

Ejemplo 9 (Representacién y andlisis de datos. Pro-
babilidad):

Cada una de las seis caras de un cubo esta pintada de rojo
o azul. Al lanzar el cubo, la probabilidad de que quede
una cara roja arriba es 2/3. ¢Cudntas caras son rojas?

A.

Una
Dos
Tres

Cuatro

Cinco



Ejemplo 10 (Proporcionalidad):

Una clase tiene 28 alumnos. La razén de chicas a chicos
es de 3 a 4. ;Cudntas chicas hay en la clase?

RESPUESLA: ...evvvvvviiiiriciiicciiive e
Ejemplo 11 (Medida)

La figura muestra un paralelogramo sombreado dentro de
un rectangulo.

¢Cuil es el drea del paralelogramo?

'*—2 cm—>

ke 10cm |

Respuesta: ......occocveviveiiiiiiniiinn,
[Se considera la respuesta valida venga o no con unidades.]

De esas treinta y nueve preguntas siete conllevan realizar
aproximaciones, redondeos o estimaciones, y de las tres
preguntas que corresponden al bloque (Representacién y
anilisis de datos. Probabilidad» dos exigen aplicar el con-
cepto de probabilidad. Ya habiamos comentado que esos
contenidos (aproximacién, redondeo, estimacién y pro-
babilidad) no formaban parte del curriculo de la EGB lo
que podria explicar ese bajo porcentaje de aciertos.

Hay algunas preguntas que implican interpretacién o cil-
culo con razones, proporciones o porcentajes, otras piden
comparar nimeros racionales en forma decimal o frac-
cionaria, en una hay que pasar un nmero en forma deci-
mal a fraccionaria y en otra se da. Las preguntas de «Geo-
metria» versan sobre dngulos y lineas de simetria de figu-
ras planas y una sobre coordenadas de un punto en el
plano y las de Medida» sobre medidas en figuras (lados,
petimetros y 4reas). Todos los contenidos exigidos para
las preguntas comentadas en este parrafo formaban parte
del curriculo de la EGB.

En resumen, de las preguntas en que peor han respondi-
do los alumnos de 8.° espafioles hay algunas que estan
claramente fuera del curriculo que los alumnos segujan
entonces, pero hay otras, la mayoria, que hacen referen-
cia a contenidos del curriculo y cuyos malos resultados
pueden ser debidos al enfoque que se les da a esos con-
tenidos, a un menor énfasis que el requerido para res-
ponder correctamente o a otras causas por averiguar.

Un andlisis global de las ideas surgidas del estudio de las
preguntas de mejores y peores resultados apunta por una
parte que el curriculo de la EGB estaba desfasado o no se
correspondia con el de muchos paises de nuestro entor-
no. Esos desfases ya se han eliminado en el curriculo de

Parece que
las preguntas que
requieren cdalculo

rutinario se
responden mejor,

pero las
que exige
una aplicacion
prdctica
de los objetos
Yy conceptos
matemdricos se
responden peor.

la reforma. Por otra parte, hay conteni-
dos en que el bajo rendimiento puede
ser debido al enfoque con que se pre-
sentan a los alumnos. Parece que las
preguntas que requieren cilculo rutina-
rio se responden mejor, pero las que
exigen una aplicacién practica de los
objetos y conceptos matematicos se res-
ponden peor.

Resultados en otros even-
tos internacionales

Ante los resultados negativos obtenidos
por Espafia en matemadticas en el TIMSS
uno se pregunta si es un resultado ais-
lado que no determina nuestra posicién
en el mundo en cuanto al aprendizaje
de las matemadticas o es de verdad un
indicador fiable del nivel que tenemos
en relacién con los paises de nuestro
entorno econdmico y geografico. Ante
esta duda puede ser ilustrativo recoger
los resultados cosechados en otros
eventos de esta naturaleza en los Glti-
mos afios y analizarlos en relacién con
el TIMSS.

En 1988 y en 1991 Espaa particip0 res-
pectivamente en los IAEP [ y II, evalua-
ciones de matemdticas y ciencias con
alumnos de 8.° de EGB en el I y de 8.°
y 4.° en el II. Interesan especialmente
los resultados de los alumnos de 8.°. En
ambos estudios participan entre otros
paises Irlanda y Estados Unidos.

En los dos estudios los resultados de
Espafia en 8.° son bajos. En el IAEP I se
tienen mejores resultados que Irlanda y
Estados Unidos. En el IAEP II Espafa
tiene similares resultados que Estados
Unidos, pero peores que Irlanda y en el
TIMSS son significativamente peores
que los de Irlanda y peores que Estados
Unidos, pero no significativamente.

Cabe preguntarse si los malos rendi-
mientos en matemiticas son de la
poblacion de estudiantes como un todo
pero no de los alumnos mejores. Es
decir, queda la sospecha de si nuestros
mejores alumnos son equiparables a los
mejores de otros paises. Las olimpiadas



atematicas son eventos internaciona-
donde confluyen alumnos de
1chos paises, buenos alumnos, y
mpiten en la resolucion de proble-
s. Espafia suele participar en estos
entos con seis alumnos, el maximo
mero permitido por pais, junto con
4 mayoria de los paises de nuestro
entorno. En los resultados desde 1991
uestro pais ha ocupado siempre posi-
iones retrasadas, en torno a las prime-
as posiciones del Ultimo cuarto. La
posicion con relacion a los paises de
nuestro entorno es similar a la de los
studios de evaluacién, estando por
_debajo de Francia, Estados Unidos,
Alemania, Italia y por encima aunque
proximo de pafses como Irlanda y
Portugal. Cabe resaltar el caso de
stados Unidos, que aunque en las eva-
Juaciones de la poblacién en su con-
unto tiene resultados pobres, en las
limpiadas, con los mejores alumnos,
btiene resultados siempre buenos,
ntre los primeros paises.

En conjunto se observan resultados de
spafa similares en todos estos eventos
por lo que podemos considerar que
nos estdn dando la verdadera medida
del rendimiento en matematicas de
nuestro sistema escolar.

Consideraciones finales

Lo que aprenden nuestros alumnos de
matematicas medido por los resultados
obtenidos en diversas pruebas interna-
~ cionales parecen no corresponderse
con la posicidon econdmica de nuestro
_pafs. Es verdad que estamos conside-
rando resultados obtenidos por alum-
:nos que habian seguido la EGB y esta
ha desaparecido en la actualidad. La
reforma ha afectado al curriculo y pare-
ce que el que se ha implantado estd
mis en consonancia con el que existe
en otros paises de nuestro entorno.

Estos resultados no pueden dejar indi-
ferentes a los que tienen que ver con la
ensefianza de las matematicas: adminis-
traciones educativas, profesores, pa-
dres, formadores de profesores, etc.

Estos resultados
no pueden dejar
indiferentes
a los que tienen
que ver con
la ensenianza de
las matemdticas:
administraciones
educativas,
profesores,
padres,
Jformadores
de profesores, etc.

J. Antonio Lépez Varona
M? Luisa Moreno
Instituto Nacional
de Calidad y Evalvacién
(INCE)

Es posible que se requiera un debate sobre este problema
en el que haya que mirar los resultados de la reforma y
discutir si hacen falta ajustes en algunos aspectos como
tiempo dedicado a las matemdticas, itinerarios y optativi-
dad, formacién y actualizacién del profesorado, libros de
texto, etc.

Espero que este material sirva para mostrar algunas fuen-
tes de informacion sobre el rendimiento de nuestros
alumnos en matemdticas para aquellas personas interesa-
das su ensefianza.

Maés sobre el TIMSS

Si se quiere saber mias sobre el TIMSS, aparte de a la
bibliografia, se puede acudir a las siguientes direcciones
INTERNET:

Del INCE: www.ince.mec.es

Del Boston Colege, con acceso a los informes interna-
cionales y mucha otra informacién en relacién al TIMSS:
wwwesteep.be.edu/timss

Mi direccidén de INTERNET es: varona@ ince.mec.es y en
ella puedo recibir preguntas sugerencias y cuanto os inte-
rese mandar.

Estin disponibles los datos de todos los paises que han
participado y en la pagina web del Boston C. informan
cOémo conseguirlos.
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Premio «Gonzalo Sanchez Vazquez»

la Junta de Gobierno de la Federacién Espafiola de Sociedades de Profesores de
Matemdticas, en su sesién ordinaria celebrada en Salamanca el 12 de septiembre de 1997,
acuerda por unanimidad instituir el Premio «Gonzalo Sénchez Vézquez», en homenaje de -
quien fue su Presidente de Honor. Se regiré por las siguientes:

BASES

Se frata de premiar la labor docente y los «valores humanos»: la entrega desinteresada, el amor, el espiri-
tu tolerante, la buena disposicién, etc. hacia sus aluminos, compafieros, amigos y, en general, hacia la ense-
fianza de la Matemdtica. Es decir, el magisterio en sentido amplio.

La periodicidad del Premio serd la misma que la de las Jornadas para el Aprendizaje y Ensefianza de las
Mateméticas (JAEM).

. El Premio consistira en el nombramiento de «Socio de Honors de la FESPM y placa conmemorativa u obje-

to alegérico.

Podran concurrir al Premio los profesores dedicados a la ensefianza de las Matemdaticas en cualquier nivel
educativo.

Las candidaturas podrén ser presentadas por una sociedad federada en la FESPM, Los promotores presen-
taran el curriculo e informes que estimen pertinentes, entre ellos el informe de la junta directiva de la socie-
dad o del conjunto de socios proponentes.

El plazo de presentacién de candidaturas finalizard el 31 de diciembre para el Premio que corresponda
entregarse al afio siguiente.

La concesion del Premio se hard por la Junta de Gobierno de la FESPM. Para ello, el candidato deberé
obtener mayoria absoluta en la correspondiente votacién. De no alcanzarse mayoria absoluta en primera
votacién, se procederia a una segunda; de no obfener mayoria absoluta se declararé desierto.

Para la concesion del Premio, la Junta de Gobierno atenderd, entre ofros, a los siguientes criterios:
® Su labor docente (dedicacién a la ensefianza de la Matematica).

® Valores humanos (folerancia, entrega a los demds, talante, espiritu de didlogo, respeto a los compafie-
ros, alumnos, efc.). Constatados por sus avalistas.

* Curriculo con hechos, anécdotas, etc., referidos por los proponentes que pongan de manifiesto estos
valores humanos del candidato. 4

° Ofros criterios a determinar por la propia Junta de Gobierno en cada covocatoria.
SUMA publicaré el resultado de la concesién del Premio y una semblanza del premiado.

La entrega del Premio se llevaré a cabo en el acto de apertura o clausura de las JAEM.




Aproximaciones histéricas
al area del circulo

Carlos Maza Gomez

La estrategia de
aproximacién aparece
ligada, en la actual reforma
educativa, al procedimiento
de estimacion y se
fundamenta en el
preconizado objetivo de que
el estudiante construya su
propio conocimiento
matemdtico. El aprendizaje
del célculo del érea del
circulo se basa més en
«intuiciones» guiadas del
estudiante que en dichos
procesos de construccion. A
este respecto, los diversos
intentos de cuadrar el circulo
mediante valores
aproximados que se han
registrado en la historia de
la Matemdtica y que aqui se
exponen y fundamentan,
permiten disponer de unas
herramientas adecuadas en
el aula para conseguir los
objetivos citados.

A APROXIMACION en la Educacion Ma-
tematica

La actual reforma educativa relaciona de manera estrecha
el aprendizaje matemadtico con la resolucion de proble-
mas. Ahora bien, el modelo de esta actividad ha sufrido
continuos refinamientos desde que la atencién de la
comunidad matemdtica se centrd en los problemas a
comienzos de los afios ochenta. Factores metacognitivos
o afectivos, por citar dos ejemplos relevantes, han mos-
trado una considerable importancia dentro de los dos pro-
cesos biasicos de la resolucién de un problema: la cons-
truccién de una representacion mental de los elementos y
relaciones del problema y el conocimiento y aplicacion de
heuristicos (English y Halford, 1995).

Esto Gltimo tiene relacién con uno de los objetivos esen-
ciales de la reforma educativa actual: la consideracion del
aprendizaje de procedimientos generales por si mismos.
Asi, se encuentra en una de sus formulaciones iniciales
(MEC, 1989, 491):

En una tercera categoria pueden agruparse aquellas estrate-
gias mds generales, que comiinimente se conocen como e
tegias beuristicas o simplemente beuristicos... Por ejempl.

antes.

puede considerarse un caso pm'ticul;ir de o
general atin: plantear conjeturds'e biﬁo’tés‘is, er
lantan explicaciones o respueétas, no ne ‘
ricas, a distintas situaciones. =

La aproximacién, que puede definirse como. da btisque-
da de un dato numérico suficientemente preciso para un
determinado propésitor (Segovia y otros, 1989, 22) es un
procedimiento estrechamente . refacionado con la estima-
cién, que resulta ser un heuristico de mayor generalidad.



No pretendemos en este articulo mis que ofrecer una
breve introduccién, que enmarque v justifique otros con-
tenidos de naturaleza histérica, pero antes de abordarlos
hay que mencionar otro aspecto de interés. En efecto, es
bastante conocida la reluctancia de los estudiantes a tra-
bajar con aproximaciones e incluso a admitirlas como
expresiones matematicas, de donde se desprende el feno-
meno conocido como «ntolerancia al error» (Carter, 1986).
Ello puede ser debido a la creencia, transmitida en gene-
ral por el profesorado pero inmersa en la propia sociedad,
de que las Matematicas son una ciencia exacta y, atin mas,
el paradigma de la exactitud en las Ciencias.

De todo lo dicho se desprende la importancia de dispo-
ner de ejemplos concretos para el aula de aproximaciones
con las que realizar estimaciones de valores afectados por
un determinado error, sea por desconocimiento del valor
exacto o (como seri el caso en este articulo) por imposi-
bilidad de llegar a €l. Estos ejemplos pueden provenir de
la vida cotidiana pero también de la historia de la
Matemadtica con lo que, ademis, se ayudara a desterrar la
idea de una naturaleza exacta de la Matemitica donde sea
inadmisible el error.

Primeras aproximaciones al éarea del
circulo

El caso escogido para ilustrar la accion de aproximar es el
problema de transformar el circulo en un cuadrado que,
eventualmente, se presentaba con el problema inverso: la
circularidad del cuadrado. Estos problemas, relacionados
en muchos casos con las medidas de la extensién de un
campo, fueron abordados con mayor o menor compleji-
dad matemitica lo que responde, paralelamente, a una
mejor 0 peor aproximacion.

El problema 50 del papiro Rhind (datado alrededor del
1800 a.C.) plantea y resuelve el siguiente enunciado:

Ejemplo.de un campo redondo de didmetro 9 kbet, ;Cudl es el
drea? [Solucion:] Tomar 1/9: del didmetro, el resto es 8.
Mudtiplicar 8 veces 8; son 64. Por tanto, contiene 64 setat de
tierra.

Seidenberg (1972) considera este procedimiento formado

por los siguientes pasos, para 1o que se apoya en un dibu-

jo que aparece en el papiro:

1. Se considera un cuadrado de lado igual al didmetro
del campo, 9.

2. Se divide cada lado del cuadrado en tres partes igua-
les (figura 1), de forma que cada cuadradito serfa de
9 setat (siguiendo la denominacién egipcia).

3. Se quitan las esquinas, es decir, la mitad de los cua-

draditos de los extremos (de extension 4 1/2 setat). El
area de este octogono resulta ser entonces de 63 setat,

Estos ejemplos
pueden provenir
de la vida
cotidiana pero
también
de la bhistoria
de la Matemdtica
con lo que,
ademdas,
se ayudara a
desterrar la idea
de una
naturaleza exacta
de la Matemditica
donde sea
inadmisible
el error.

Figura 1

Esta es, en si, una aproximacién al
valor desconocido del 4rea del circulo.
Pero como se desea dar una regla sen-
cilla de recordar y de facil aplicacién
(una de las caracteristicas propias de la
estimacion) se hace una nueva aproxi-
macion, esta vez al drea del octdgono,

de manera que

De ahi que la solucién de la cuadratura
del circulo venga dada en el enunciado
d

del problema 50 por:
2 2
Area = (d———) = (§) d?
.9 9

Comparemos esta aproximacion, reali-

Area (Circulo)

Didmetro 2

05
81

zada aplicando la construccién de un
poligono inscrito de manera implicita
en el circulo que se trataba de medir,
con otra realizada entre los siglos IX y
X. Cita Smeur (1969) el caso planteado
en el manuscrito de esta época, De
tugeribus metiundis:

y asi en el siguiente problema, para
enconitrar el drea de un campo redondo
con una. circunferencia de 80 varas,
seguir el método de multiplicar la cuarta
parte de 80 por si misma (pag. 250).



s decir, que el circulo serfa igual al
rea ‘de un cuadrado que tuviera por
ado la cuarta parte de la circunferen-
ia, Dado que se toma:

Circunferencia 2

 ' Area (Circulo) = Y

“ello significarfa que se toma un valor
:de 7 igual a 4. Obsérvese, no obstante,
que esta aproximacién no es arbitraria:
este circulo equivaldria al cuadrado de
lado C/4, es decir, el cuadrado cuyo
perimetro coincide con la longitud de la
circunferencia. En otras palabras, lo que
se busca es un cuadrado isoperimétrico
con el circulo dado, en la falsa creencia
de que si los contornos tienen la misma
longitud las 4reas serdn iguales.

Cuadrados inscritos y cir-
cunscritos

Hacia el siglo IV a.C. desarrollé6 su
labor en Atenas un discipulo de S6-
crates (o de Euclides de Megara) llama-
do Bryson al que se adjudica el intento
de cuadratura siguiente (Heath, 1981):

1. Se construyen los cuadrados inscri-
to y circunscrito al circulo, de
manera que éste se encuentre
comprendido entre ellos.

Se considera el cuadrado interme-
dio a los dos anteriores.

Basandose en que tanto el circulo
como este cuadrado intermedio
son menores que el cuadrado cir-
cunscrito y mayores que el inscrito,
entonces ambos deben ser iguales
(figura 2).

Hacia el siglo
IV a.C. desarrollo
su labor en Atenas
un discipulo
de Sécrates
(o de Euclides
de Megara) .
llamado Bryson
al que se adjudica
el intento
de cuadratura
siguiente. ..

Figura 2

La aproximacién podiia considerarse «grosera» si no
corriéramos el riesgo de ser anacrdénicos. No obstante,
desde el punto de vista escolar, nos da motivo para cal-
cular el drea de los cuadrados mencionados:

El cuadrado circunscrito se caracteriza (Libro 1V, prop. 7
de los Elementos) porque sus lados son tangentes a la cir-
cunferencia, por lo que el lado coincidird con un didme-
tro. De ahi que el 4rea sea

Q21)? = 412

mientras que el cuadrado inscrito necesita la aplicacién
del teorema de Pitdgoras para llegar a la conclusién de
que su 4area €s

(«/51’)2 =2r2

Y ahora es necesario interpretar qué queria decir Bryson
con lo de «uadrado intermedio». Su propuesta parece
mas bien de naturaleza l6gica que matemadtica, en el sen-
tido del errébneo razonamiento que constituye el tercer
paso. No obstante, lo podemos interpretar desde el punto
de vista matematico.

Si se interpretase que el «uadrado intermedio» es el de
Jdrea intermedia», dicha drea serfa 3r? (o 3/4 d?. Pero si
la interpretacién consistiese en considerar el cuadrado «de
lado intermedio», dicho lado medio seria:
| 2
2

2r++2r
Db L 2\/7 =11+

de forma que el 4rea final resultaria ser:

A= (%—\Ejrz =2,914.. .1

Varios siglos antes, en Babilonia (aproximadamente el
actual Iraq), se utilizaba un calculo del drea del circulo en
funcién de su circunferencia que tiene relacién con el

~ cuadrado intermedio de Bryson. En efecto, se ha docu-

mentado (Seidenberg, 1972) que los sacerdotes de la
época utilizaban las relaciones:
C=3d A= C¥12

donde C es la longitud de la circunferencia del campo
redondo, d el didmetro y A su drea. Como vemos, la
expresion de esta Gltima se aproxima mejor al drea real
del circulo que la andloga medieval de

A =C¥16
ya que, entre los babilonios, se manejaria un valor de ©t
de 3.

Pues bien, para Seidenberg (1972), a la expresion del 4area
se llegaria del siguiente modo:

1. Existen datos que indican que era conocida por los
babilonios la inscripcién de un hexdgono regular en



un circulo. Por ejemplo, la utilizacién de seis radios
en las ruedas de los carros asirios asi lo atestigua.

2. El perimetro de este hexdgono es de 3d, expresion
que se habria extendido a la circunferencia dando
paso a C = 3d.

3. Si, como en el caso de Bryson, se considera el drea
del circulo como la del cuadrado intermedio respec-
to al inscrito y al circunscrito, se tendria, como ya
hemos indicado:

A =3/4d*
4. De las dos expresiones encontradas, se deduce que:
= —3—d 2 C_d _c d
4 4 22
expresion que también se encuentra como regla 7 en

el Aryabbatiya (siglo VD) del indio Aryabhata (Smeur,
1969):

Regla 7. La.mitad de.la circunferencia multiplicada por la
mitad del didmetro es el area de un circulo (pag. 258).

A

lo que da lugar, teniendo en cuenta el valor dado para C,
a que

A =CY12

Los Sulba Sutras indios

Una de las tradiciones geométricas mds antiguas se
remonta a los Sulba Sutras indios, tratados de cuerdas que
continian una tradicién de construccién de altares y reso-
lucién de otros problemas del ritual planteados en aque-
lla cultura. El Baudbyana Sulba Sutra es el mis antiguo,
datdndose entre los 800 y los 500 a.C. (Gupta, 1988).

E
N

Una de las
tradiciones
geomeétricas
mas antiguas se
remonta
a los Sulba Sutras
indios, tratados
de cuerdas
que continuan
una tradicion
de construccion
de altares
Y resolucion
de otros problemas

del ritual
planteados
en aquella
cultura,
D
C Figura 3

El problema fundamental que se plan-
tea en esta obra es la construccién de
un altar (como figura plana) de forma y
drea dadas. Queriendo construir un
altar circular el primer problema pro-
puesto fue, curiosamente, el de la «ir-
cularidad del cuadrados, que se resuel-
ve del siguiente modo:

En el cuadrado ABCD (figura 3) sea M la
interseccion de las diagonales. Se dibuja el
circulo de centro M y radio MA. Sea ME el
radio del circulo perpendicular al lado AD
y cortando a AD en G. Sea GN = 1/3 GE.,
Entonces MN es el radio del circulo que
tiene un 4rea igual al cuadrado ABCD.

El problema inverso, el clasico de la cua-
dratura del circulo, es resuelto a través
de la regla siguiente (Seidenberg, 1972):

St quieres cambiar un circulo en un cua-
drado, dividir el diametro en 8 partes, y
nuevamente una de estas 8 paries en 29
Dbartes; de estas 29 partes quiiar 28, y ade-

-mds la sexta parte [de una de las partes
quitadas] menos la octava parte [de la
sexta partel (pag. 173).

En otras palabras, el lado del cuadrado
buscado es

7 1 1 1

- +
8 829 8.29-6 8:29.-6-8

del didmetro del circulo dado. ;Cémo
pudieron llegar a este valor? La btisque-
da de una explicacién razonable resul-
ta un proceso apasionante.

En efecto, el problema de la circulari-
dad del cuadrado resulta ser un proce-
so resuelto a través de un recurso mera-
mente geomeétrico de aproximacién.
Ahora bien, la cuadratura del circulo se
aborda como el problema -algebraica-
mente» inverso. Asi, si se considera que
el lado del cuadrado original es s,
entonces MG = s/2 (figura 4).

Como AG = s/2 resultard que

AM =2

2
2
Ello da lugar a:

«/5 s \/5—1

EG=s——2 =g
2 2




Figura 4

donde el radio y el didmetro del cir-

2-1  2+42

=8

6 6
2442
3

didmetro =

pdr lo que resulta la relacion entre el
didmetro y el lado del cuadrado:

d_2+2

S 3

El valor de la raiz cuadrada de 2 se
encuentra, como es sobradamente
conocido, en el cdlculo de la diagonal
“de un cuadrado. Este problema, que
fue rechazado por la geometria griega
por su consideracién exclusiva de los
nimeros naturales y que fundamenta el
interés por un 4lgebra geométrica en
Grecia, es abordado en la India con
métodos aproximativos y de manera

Aunque existen distintas aproximacio-

nes indias al valor de la raiz cuadrada

de 2 uno de los caminos para alcanzar

una de ellas podria ser el siguiente
(Seidenberg, 1972):

s/2

La forma
bhabitual
de introducir
la formula
del drea
del circulo
a partir de 6.°
 de Primaria
liene poco
de constructiva.
Comnsiste
basicamente
en calcular areas
de poligonos
a partir
del cuadrado
y el rectangulo
basta llegar
al hexdagono
o el octogono.

1. Se considera un altar cuadrado de lado 12. Su drea
sera

122 = 144

2. Ahora se plantea el problema de construir un altar
cuadrado cuya 4drea sea el doble que la anterior, es
decir,

2122 =288

3. La mejor aproximacion parece ser la del cuadrado de
lado 17, ya que

17% = 289

4. Esto supone que
2x12% =17%  luego V2 = %

que expresado a través de fracciones unitarias darfa:

17 1 1
V2 =Ll
12 3 3-4
5. La consideracién de esa unidad de diferencia entre
288 y 289 precisaria considerar la sustraccidon de una
fracciébn cuya construccién vamos a eludir por su
complejidad (se puede consultar en el texto citado) y
que daria finalmente el valor:

1.1 1
2l
\/_ 3 3.4 3-4.-34

Pues bien, si esta expresidn se sustituye en la relacion
inversa de la antes planteada se alcanza finalmente el
valor del lado del cuadrado en funcién del didmetro del
circulo:

7 1 1 1 41

s
d 8 829 8-29-6 8.29-6-8 8-29-6-8-1393

desprecidndose el dltimo término.

El procedimiento de exhaustividad

La forma habitual de introducir la férmula del drea del
circulo a partir de 6.° de Primaria tiene poco de cons-
tructiva. Consiste bisicamente en calcular 4reas de
poligonos a partir del cuadrado y el rectingulo hasta
llegar al hexigono o el octégono. A partir de la ins-
cripcién de este dltimo, por ejemplo, en un circulo
(figura 5) se afirma que, cuando el poligono inscrito
(eventualmente puede afiadirse el circunscrito) aumen-
te el namero de lados, el perimetro tiende a «confun-
dirse» con la circunferencia y la apotema con el radio.
Tomando como base la férmula del 4rea del poligono
regular se consigue «ransformarla» con los nuevos ele-
mentos en el drea del circulo.



Recordado esto, quizd sea oportuno defender de nuevo
que
...el conocimiento matemdtico implica la construccion de
relaciones elaboradas en y a partir de la actividad sobre los
objetos... Desligado de la actividad constructiva que estd en s
origen, el conocimiento matemdtico corre el peligro de caer en
puro formalismo y de perder toda su potencialidad como ins-
trumento de representacion, explicacion y prediccion (MEC,
1989, 482).
Pues bien, esta induccién de la férmula del drea del cir-
culo supone apelar a la «dntuicién» del alumno, que debe
saltar de un poligono de un niimero finito de lados a otro
de nimero infinito y que debe suponer que en este pro-
ceso de o finito a lo infinito no se alteran las relaciones
entre los elementos (de perimetro y apotema a circunfe-
rencia y radio). Esta «ntuicidén» puede no existir. Desde el
punto de vista didactico es mds aconsejable llevar a cabo
alglin proceso constructivo en esta direccién. Este proce-
S0 sera siempre una aproximacion.

El procedimiento actual de ensefianza muestra su primer
ejemplo en la aportacién de Antifén, contemporineo de
Sticrates en Atenas (siglo IV a.C.). En efecto, propone ins-
cribir un poligono en un circulo (por ejemplo, un cua-
drado como en la figura 5) para, a continuacidn, trazar la
mediatriz de cada lado, marcar el punto de corte con la
circunferencia y unir este punto con los extremos de
dicho lado, erigiendo asi tridngulos isésceles sobre cada
lado (Knorr, 1986). En el caso planteado la figura resul-
tante serd un octdgono.

Figura 5

Naturalmente, este proceso se puede repetir tanto como
se quiera alcanzando aproximaciones cada vez mayores

El procedimiento
actual
de enserianza
muestra su primer
ejemplo
en la aportacion
de Antifon,
contempordneo
de Socrates
" en Atenas
(siglo IV a.C.).

al drea del circulo. Siendo r el radio del
circulo, el area del tridngulo isésceles
puede calcularse:

Area (Tridngulo ) = %rz(\/z —1)

de manera que el drea del octbgono
resultaria ser:

Area (Octbgono ) = 2r2 + 4%r2(\/5—1) =
=221 = 2,828, 12

Este tipo de aproximacién es algo com-
pleja desde el punto de vista algebrai-
co, pero hay maneras de introducir la
misma idea sin cdlculo algebraico algu-
no por lo que puede realizarse con faci-
lidad desde Primaria. El procedimiento
es conocido y se basa en hallar un 4rea
«por defector y «por exceso» cuando el
circulo se coloca dibujado en papel
transparente sobre tramas de distinto
grosor (figura 6).

Figura 6




puede apreciar, a través de esta
onstrucciéon v cileulo introductorios,
:ﬁe el 4area del circulo se puede apro-
imar con un error menor al hacer mas
fina la trama que nos sirve de medida.
’or otro lado, permite también plantear-
e la necesidad de contar con dos medi-
las: una «por defecto» (papel que luego
se asignard al poligono inscrito) y otra
'«por excesor (al poligono circunscrito),
que permitan acotar con un margen
‘cada vez menor ese valor desconocido
al que nos vamos aproximando.

 Antifén no pas6 de proponer un acer-
camiento al 4rea a partir del desdobla-
miento de los lados de un poligono ins-
_ crito. Corresponde a Arquimedes (siglo
1V), en su obra Medida del circulo, apli-
car con rigor el método de exhaucién
(o exhaustividad) de Eudoxio para
demostrar por reduccién al absurdo
que Un circulo es equivalente a un
tridngulo rectingulo cuyos catetos sean
_iguales al radio y a la circunferencia del
circulo» (Cit. en Vera, 1970, 94).

Entendemos que esta demostracién
queda fuera del alcance del estudiante
_de Secundaria por lo que remitimos al
_lector interesado a la obra citada.

Cuadraturas medievales

Anteriormente se ha mencionado una
cuadratura del circulo realizada entre
los siglos IX y X, con cierta analogia
. con los procedimientos babilénicos o
egipcios. Sin embargo, existen intentos
diversos de los que vamos a dar dos
ejemplos finales, siguiendo ambos la
tradicién griega pero con distintos pro-
positos: el primero es una nueva apro-
Ximacion de tipo geométrico construida
con evidente ingenio y la segunda
tesulta una complicada demostracién
de la existencia de una cuadratura del
circulo basada en las propiedades de la
_ proporcionalidad.

Hacia el afio 1050, Franco de Lieja
_escribe un tratado sobre cuadraturas en

dades de didmetro (Smeur, 1988).

el que considera un circulo de 14 uni-

Corresponde
a Arquimedes
(siglo 1V),
en su obra
Medida del
circulo,
aplicar con rigor
el método
de exhaucion
(o exhaustividad)
de Eudoxio
para demostrar
por reduccion
al absurdo. ..

Siguiendo a Arquimedes, supone que
n=31/7

lo que le permite afirmar que su circunferencia es de 44
unidades. A continuacién, divide el circulo en 44 sectores
iguales, cada uno de ellos correspondiendo a un arco de
una unidad de longitud.

Si cada sector se aproxima a un tridngulo rectingulo de
catetos 1 (el arco) y 7 (el radio) se pueden disponer los
44 triangulos asi considerados en forma de rectdngulo de
14 por 11 y cuya drea (11 X 14 = 154) constituye una
buena aproximacion al drea del circulo (figura 7).

14

11

Figura 7

Knorr (1991) realiza un estudio de la autoria de la demos-
tracion que, finalmente, vamos a exponer, atribuyéndose-
la a Johannes de Tinemue (siglo XIII). En ella se parte de
un circulo O inscrito en un cuadrado A, para el que se
cumple que existe una figura rectilinea o curvilinea M que
verifica (figura 8):

A:O = O:M

Figura 8



Estadio de apertura y cierre
Alabastro-madera, 60x52x52

* 8i M es un circulo se llamara S al cuadrado circunscrito:
Por la proposicién 2 del libro XII de los Elementos, resul-
tara:

A:S = O:M
Por la definicién 13 del libro V de los Elementos:
A:O = SM
a lo que si se une la hipétesis de partida resultara:
OM = S:M
de donde se deduce que O =S, el circulo es igual al cua-
drado en idrea.

* Si M es una figura rectilinea puede transformarse en un
cuadrado que denominaremos S: la hipétesis de partida se
escribird entonces
A:O =0:S

es decir, que O es la tercera proporcional respecto de los
cuadrados A y S. El autor considera entonces un rectin-
gulo cuyos lados fueran L, y L, los correspondientes a
estos dos cuadrados. Este rectdngulo puede transformarse

en cuadrado por lo que habrfamos encontrado un cua-
drado de igual 4rea al circulo O.

Como es posible apreciar, el procedimiento, aunque
limitado por falta de generalizacion, resulta de interés
para apreciar los muy distintos intentos medievales para
realizar una medida lo més aproximada posible del 4rea
del circulo.

José Miguel Fuertes

Carlos Maza
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de Matematicas.
Facultad de Ciencias
de la Educacién.
Universidad de Sevilla.
Sociedad Andaluza de
Educacién Matemdtica
«Thales»
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Investigacion sobre

los mecanismos de orientacién
lateral. El aprendizaje de los
conceptos izquierda y derecha

José Antonio Fernandez Bravo

Investigacién realizada sobre
el aprendizaje de los
conceplos: izquierda y
derecha. Se describe la
dificultad de distincién
inmediata de estas nociones,
existente para muchas
personas, y se analizan las
causas en un estudio de
relacién de variables. Se
formula una hipétesis de
investigacién, elaborando
una propuesta didactica de
trabajo cuyo confraste con
los métodos tradicionales nos
sugiere un rendimiento mds
significativo. Se concluye
afirmando cinco niveles de
adquisicién para el
aprendizaje de estos
conceptos, asegurando la
necesidad de una
Lateralidad Definida en el
sujefo y un método de
ensefianza basado
en el Movimiento.

E EXTIENDE a muchos de nosotros una dificultad ope-
rante en el dominio de los conceptos: izquierda y dere-
cha. ¢A qué se debe este problema acusado por tan ele-
vado nimero de personas?, ;qué variables pueden inter-
venir en su aprendizaje?, sexiste error de definicion desde
una epistemologia del conocimiento?, ses posible que la
canalizacién de su ensefianza no recoja apropiados crite-
rios de distincién?... Personas que dominan estos con-
ceptos con un grado Optimo de intelectualizacién han
recibido la misma ensefianza, e incluso, el mismo ejemplo
didactico, que aquellos que poseen una insuficiencia de
asimilacion; ¢es cuestidon de madurez, de capacidad?,
¢depende de la cantidad de experiencias a las que se ha
podido aplicar el concepto? Es posible suponer que se
haya antepuesto, en el tiempo, —para algunos sujetos—, el
momento de su ensefianza al momento que sefiala el
grado de madurez necesario para su aprendizaje. Parece,
también, evidente que la cantidad de experiencias distin-
tas a las que se hayan podido aplicar los conceptos. sea
directamente proporcional al grado de asimilacién de
estos; las personas que requieran, por su profesién, una
necesidad constante de aplicacién utilizaran los conceptos
derecha e izquierda mucho mejor que aquellas cuya nece-
sidad de aplicacidon se presenta de forma esporadica, e
incluso, imprevista, cuya inmediatez de reaccion debilita-
ra una distincién clara. Surgen, sin embargo, serias pre-
guntas a las que corresponden respuestas adversas: ;,cOmo
es posible que, —sefialando un ejemplo de validez extre-
ma— profesores de autoescuela, quienes normalmente dan
6rdenes correctas sobre estos conceptos, duden, conside-
rablemente, cuando son ellos quienes reciben, de forma
inmediata, 6rdenes para su aplicacion? ;Depende, enton-
ces, de la cantidad de experiencias? ;Existe «algo», no dado
en la mayoria de los sujetos, que dirige el desarrollo de
los conceptos tratados, con independencia de la edad, la



madurez, la cantidad de experiencias y la capacidad del
individuo? Y, si es ast, jqué es ese «algon?

La ensefianza actual del concepto

El andlisis de las aportaciones actuales didécticas para la ense-
fianza de estos conceptos, anota que todas ellas tienen un
punto en comun: lo introducen como posicion. Se elige una
mano, supongamos la derecha, y, colocando un objeto cono-
cido por el alumno en dicha mano, se hace corresponder el
objeto con la posicién en la que éste se encuentra, nom-
brando a esa posicién —y, en este caso, por la mano elegida—
con la palabra «derechar. Que el sujeto recuerde la posicién
no depende de la palabra, sino del objeto que se asocia a la
palabra, siendo la palabra consecuencia de la posicion deter-
minada por el objeto en cuestion. Ensayado esto unas cuan-
tas veces se nombra, por contraposicién, dzquierda», o se
pone algo en la otra mano que sirva de distincion asociativa,
bien otro objeto, bien el mismo con propiedades distintas. A
partir de ahi se dird que todo lo que esté en el lado de la
mano derecha estd a nuestra derecha, y, todo lo que esté en
el lado de la mano izquierda estd a nuestra izquierda. Otras
veces, se pinta cada mano de un color distinto para ir aso-
ciando mano-color de forma sensorial.

Observaciones sobre el aprendizaje
que se realiza a partir de la ensefianza
descrita

Para un alumno, el éxito de determinacién de la posicidn
de un objeto cualquiera respecto a su derecha o a su
izquierda, estd en funcién de que recuerde cuil es su
mano derecha y cudl su izquierda. Este recuerdo estd en
funcién de que asocie perfectamente los objetos utiliza-
dos en el aprendizaje a las manos con las que se corres-
ponden, que, a la vez, esti en funcién de que recuerde
los mecanismos de asociacién fijados. Si en uno de estos
pasos comete error el resultado no seri correcto.
Supongamos que una persona tiene el mecanismo de aso-
cacion: «mano con la que comor a «derechan, y, «mano
con la que no comor a o derechas o dzquierda», cuando
tenga que determinar la posicién de un objeto respecto a
si mismo, o realizar un movimiento respecto a una orden
de giro dada, tendri que saber que el mecanismo de aso-
ciacion es «mano con la que como», «mano con la que no
como»; que la «mano con la que come» es la «derecha» y
que, todo lo que se encuentre en la posicién lateral de su
mano derecha, se dice que se encuentra a su derecha;
tendrd que determinar si es, o no es asi, para llamarlo de
una u otra forma. Demasiado anilisis de composicion de
funciones, a nuestro juicio.

¢Existe «algos,
no dado
en la mayoria de
los sugetos,
que dirige
el desarrollo
de los conceptos
tratados, con
independencia
de la edad,
la madurez,
la cantidad
de experiencias
Y la capacidad del
individuo?
Y, sies asi,
cqué es ese «algo»?

1 Generalmente, en los primeros
afios, se indica una clara fen-
dencia lateral. Pero la laterali
zacién no es sistemdtica y el
proceso de su definicion pasa
por algunos cambios, que sue-
len desconcertarnos. Es nece-
sario aseguramos de que las
observaciones realizadas so-
bre la lateralidad del nifio son
certas y precisas, antes de
sefialar una determinacién la-
teral fiable.

Observamos que los mecanismos de
asociacion para la distincién lateral sye-
len ser indicados con uniformidad para
todos los alumnos que tenemos en el
aula. Hay que tener cuidado para que
esa uniformidad sitva para todos. No
serfa de utilidad para un zurdo apren-
der el mecanismo de asociacién «mano
con la que como» a «derecha». Pero,
¢son vilidas para todos las asociaciones
que el profesor elige?, ;,como determi-
nar la fiabilidad de esta validez sin estu-
diar si el alumno tiene, o no, una late-
ralidad definida?! ¢Un pafiuelo, quizis,
atado a una mano que se define poste-
riormente  como  correspondencia? No
deja de ser una asociacién que, con el
tiempo, pueda crear ambigiiedad; un
pafiuelo se cogerd en multitud de expe-
riencias cotidianas de su entorno, indis-
tintamente, con una u otra mano, Dema-
siadas analogias para conseguir una clara
diferenciacién como la que expone Egan
(1981) para el anilisis de la orientacién
espacial. Los alumnos, ante la confusién
de alternativa, crearan sus propios crite-
tios de distincién a partir de mecanismos
de asociacién personales.

Dependiendo de cuil sea nuestra posi-
cién, un objeto cualquiera puede estar
a nuestra derecha y, también, a nues-
tra izquierda. Del mismo modo que,
dependiendo de cuil sea el sentido de
nuestra marcha, para situarnos en una
misma calle, unas veces tendremos
que girar a la derecha, otras, a la
izquierda. Tuego, un objeto no esti
siempre en la misma posicién lateral
respecto a nosotros; depende de la
posicion que perciba desde mi situa-
cién espacial. La posibilidad de cam-
bio de la posicién del objeto se acom-
pafa, Gnicamente, de la posibilidad de
cambio de mi situacién espacial. Es,
entonces, mi situacion la que constitu-
ye la posicién del objeto, y no, la posi-
cién del objeto la que constituye mi
situacion. El objeto no tiene movi-
miento alguno; o se mueve el sujeto, o
el objeto es movido por el sujeto. De
estas consideraciones podemos expre-
sar que existe una relacion enire lugar
Y tiempo; habilidad para el movimien-
to, siguiendo la educacién espacial de



Bishop (1980). Yo puedo decir que
existen dos lados: un lado y otro lado;
~ gueun lado es «para alld» y otro lado es
para acd. Lo Gnico que digo es que
. existen dos lados distintos, y nada mas.
Eso, nada asegura de la distincion de
los lados. Si existen dos lados existe
una frontera de separacion de los lados,
(donde estd? Este lado es «ara alld,
pero, ¢«desde donde es «para alla? Po-
detnos dibujar una linea recta y afirmar
que existen dos lados en ella; cualquier
punto de esa recta del que, consciente-
mente, asegurdsemos que pertenece a un
lado, podria, perfectamente, pertenecer al
otfto si no indico, en primer lugar, el
punto de origen que genera la existencia
de los dos lados afirmados.

Se ensefia izquierda y derecha sin crear
en el alumno necesidad de descubri-
miento alguno para la formacién de los
conceptos. Siguiendo a Eccles, citado
por Simonov (1990, 217), «Cada uno de
nosotros sabe lo Gnico que es su
mundo interior. El proceso de forma-
cién de cada individualidad Gnica se
halla fuera de los limites de las investi-
gaciones cientificas.» ¢Por qué se sabe
que la mano derecha se llama «mano
derecha-? Situémonos con la imagina-
cién en los comienzos primitivos de
distincién del concepto. No existe dis-
tincion lateral en la humanidad y hay
que crearla. Nos preguntamos si la
humanidad ya sabia cual era la mano
derecha y, por tanto, todo lo que se
situase a ese lado se llamd derecha, o,
la denominacién de la mano fue una
consecuencia de la definicion de un
movimiento lateral. Se tendria que defi-
nir primero el eje a partir del cual se
considera un lado u otro lado. A partir
de ahi se genera inmediatamente una
eleccién con cabida de seleccion y, por
tanto, un movimiento respecto a ese
eje; simetrfa que bien puede ser la
concienciacién mental de tu posicion
en el espacio desde la posibilidad de
dirigirte lateralmente sobre ese espacio.
Como la concienciaciéon mental se da
en tu mente se puede considerar eje
frontera a la concienciacion de ese pen-
samiento, o, a la metaconciencia del
fenomeno, distinguiendo, a partir de

2 Entendemos que un sujeto tiene

lateralidad definida cuando
mecaniza de forma sistemética
la fijacién de los elementos
dominantes: mano, pie, ...

El aprendizaje no es una va-
riable dependiente, sino un
resultado del rendimiento; la
ensefianza, sin embargo, sf lo
es. En algunas ocasiones
hemos querido permutar la
expresién  «ensefianza-apren-
dizaje de ...» por «aprendi-
zaje-ensefianza de...», sin
querer enfrar en ningln juego
de palabras, se pretende
subordinar la ensefianza al
aprendizaje; los métodos de
ensefianza son siempre hipdte-
sis que se aceptan o rechazan
en funcién de los resultados
del aprendizaije: criterio firme
de cualquier investigacion
pedagdgica. Lla expresién
«ensefianza-aprendizaje» solo
sirve cuando significa: se ense-
fia asi, para obtener asf, pero
cuando se ensefia asi y se
obtiene ofra cosa que no es
asi, es necesario permutar la
expresion: «aprendizaje- ense-
fianza», que significa: Se
debe aprender asi y en conse-
cuencia se debe ensefiar para
aprender asi. Entonces, surge
la bisqueda, en una investiga-
cién, sobre cémo se debe
ensefiar para aprender asf,
cuando esto se consigue se
vuelve a la expresion: «ense-
fianza-aprendizaje», que po-
see un contenido con alguna
diferencia significativa respec-
to a las anteriores expresiones
homéfonas. Lla investigacion
pedagbgica asegura el carée-
ter infinito de cadenas de con-
cepto («Aprendizaje-ensefian-
zan-«ensefianza-aprendizaje»
«aprendizaje- ensefianza»-
«enseﬁanza—aprendizaie»- )
y relaciones de cadenas.

entonces la movilidad de concienciacion h

que se defini6 universalmente como «erechas o,
ha» o,

otro, definido universalmente como zquierda

conciencia, por ejemplo, de la movilidad «derechas conc
be objetos posicionados como resultado de esa movilidéd,
encontrando un brazo, una mano, una pierna,... a las que,
por consecuencia, se les denomina: brazo derecho, mano
derecha, pierna derecha,... (Qué hubiese ocurrido si a la
concienciacion de movilidad hacia un lado determinado
se le hubiese llamado Pereka», en vez de «derecha»
Nuestra «mano derecha» no serfa nuestra «mano derechas,
sino nuestra «mano Pereka». Entonces, la posicion de la
mano no es causa de posicibén, sino posicién por conse-
cuencia de una movilidad de conciencia.

Desarrollando la profundizacién en la investigacion de
estos conceptos encontramos algo de razén cuando
Simonov (1990, 217) afirma que «Las investigaciones de la
lateralizacién de las funciones de los hemisferios cerebra-
les han mostrado que la conservacion de los enlaces en
las zonas gnosticas de la corteza con las estructuras ver-
bales del cerebro, es una condicién indispensable del fun-
cionamiento de la conciencia» Parece ser que una latera-
lidad claramente definida? ayuda a una movilidad de
conciencia desde las funciones cerebrales.

Observamos que el vocabulario utilizado crea en muchas
ocasiones dificultad de distincién lateral para la realiza-
cién de una orden dada. Asi, por ejemplo, cuando indi-
camos 4 un nifio que se sitGe a la derecha de la pizarra,
normalmente se sitda a la izquierda de ésta. Algunos pro-
fesores lo dan por correcto, cuando nunca deberfa ser asi.
La concienciacién lateral depende de la concienciacién de
situacién espacial que tenga el alumno, es €l quien deter-
mina la posicién y no el objeto. Hay una clara diferencia
entre la orden itGate a Ia derecha de la pizarra», y la
orden sitGate a td derecha de la pizarrar,

Formulaciéon de la hipétesis

Para la creacion de una hipotesis, como posible viabilidad
de la solucién del problema, intervienen, tanto los ele-
mentos de la légica en los razonamientos, como los ele-
mentos de la observacién, la imaginacion 'y la intuicion.
La combinacién de estos elementos sefialan que el «apren-
dizaje-ensefianza»® del fenémeno tratado, mas que como
posicion, hay que entenderlo como movimiento; movili-
dad de conciencia como seleccién diferencial entre dos
posibilidades, a las que se identifica con un nombre dis-
tinto (Fernindez Bravo, 19955, 89-97). El resultado del
movimiento es una posicion de autoconciencia. Si los
conceptos izquierda y derecha se ensehan desde una
posicién determinada evitando la movilidad de pensa-
miento, se confunde causa con consecuencia, generando-



se en el sujeto situaciones arbitrarias que dispersan la
reflexioén y, también, la armonia, adaptindonos a Weyl,
da imagen del equilibrio nos da un camino natural hacia
[..] la simetifa bilateral, simetria de la derecha y de la
izquierda [..] esta simetria bilateral es un concepto estric-
tamente geomeétrico y absolutamente preciso» (1975, 16).

La hipétesis de trabajo se formula diciendo que la ense-
flanza de los conceptos izquierda y derecha debe presen-
tarse una vez que el alumno tenga definida su lateralidad
y apoyarla en un método didéctico basado en el movi-
miento.

Plan de trabajo. Propuesta didéctica

La siguiente propuesta diddctica ha sido creada a partir de
las observaciones realizadas y el respeto a las respuestas de
nuestros alumnos. La secuenciacion de las actividades que se
presentan sirve como proceso de aprendizaje. No se debe
pasar de una actividad a la siguiente si no se ha dominado
perfectamente aquella en la que se estd trabajando.

Cuando se haya llegado a superar la dltima actividad de
esta propuesta didactica, el nifio estd preparado para tra-
bajar grificamente en un papel; no antes, aunque asi lo
parezca. El acto didactico requiere de cuatro etapas
(Ferndndez Bravo, 1995@) claramente definidas y ordena-
das para favorecer la intelectualizacién de cualquier con-
cepto: Elaboracién, Enunciacién, Concretizaciéon y
Transferencia o Abstraccién. La actuacion metodologica y
la interpretacion grifica de algunos ejercicios propuestos
en los textos comercializados superan la intelectualizacién
que el nifio tiene en el 4mbito experimental.

Actividades para la percepciéon de movi-
mientos

Actividad 1

Situaremos a dos nifios frente a la pizarra. Les daremos un
balén para que jueguen, con las manos, a pasirselo de
uno a otro sin mover los pies. No pueden jugar solos. Los
demis nifios irdn diciendo cémo se va desarrollando el
juego: A se lo ha pasado a B; B se lo ha pasado a A; A se
lo ha pasado a B;... Seran tres, los nifios que ahora jue-
guen con el balén frente a la pizarra, El resto comentara
en voz alta lo que sucede.

Actividad 2

Sacaremos a dos nifios (A, B) y los pondremos frente a la
pizarra. (Todos los demds alumnos deberin estar detris de
los dos nifios que juegan y, siempre, frente a la pizarra.)

El profesor le dird a un nifio: Este eres ti», mientras dibu-
ja en la pizarra la representacién de un nifio. Mirando al

La bipotesis
de trabajo se
Jormula diciendo
que la ensefianza
de los conceptos
izquierda
Y derecha
debe presentarse
una vez que
el alumno tenga
definida
su lateralidad
Y apoyaria
en un método
diddctico basado
en el movimiento.

4 las representaciones de movi-
miento con flechas hacia la
derecha, y en trazo grueso
continuo, deben pintarse con
tiza de color rojo. Las repre-
sentaciones de movimiento
con flechas hacia la izquierda,
y con linea discontinua simple,
deben pintarse con fiza de
color verde. Pudiendo seguir,
desde esta aclaracién, debido
a la carencia de color, tanto la
lectura del texto, como la
actuacién en el aula.

otro nifio, actuard de la misma forma.
Le dard el baldn al nifio que esté a la
izquierda respecto a la visién de los
demis nifios y le dird: Juega, como
hemos jugado anteriormente. Este nifio
(A) lanzard el balon al otro nifio. Y el
profesor, preguntard al resto: ;,Qué ha
hecho A?

— Pasarle el balén a B.

— Entonces, dird el profesor: Jo dibu-
jamos asi, y sélo asik (representando
una linea de color rojo en la pizarra,
desde el dibujo que representa al nifio
A hasta el dibujo que representa al nifio
B) Pediremos, al nifio B, que juegue.
Lanzard el baldn al nifio A.

— ¢Qué ha hecho B?
— Pasar el balén a A.

Entonces, dira el profesor: {Lo dibujamos
asi, y sblo ash (representando una linea
de color verde* en la pizarra, desde el
dibujo que representa al nifio B hasta el
dibujo que representa al nifio A).

Seguiremos jugando, de la misma
forma y varias veces, con otras parejas
de nifios, pero en vez de representar a
los nifios mediante dibujos significati-
vos, los representaremos mediante
puntos con tiza blanca. Este eres ti»,
les diremos mientras nos ven hacer el
punto. Jugaremos con tres nifios (A, B,
O). Dialogaremos y representaremos los
movimientos del juego de la misma
forma, con tiza roja y tiza verde, segin
corresponda.

Le daremos el balén al nifio A. El nifio A
se lo puede pasar al nifio C. El nifio
C se lo puede pasar al nifio A. El nifio A
se lo puede pasar al nifio B. El nifio
B se lo puede pasar al nifio C.

—

A —— *(B) —— *(q)




En todos v cada uno de los movimien-
tos se detiene el juego hasta que el pro-
fesor lo represente segin corresponda.
Jugaremos varias veces de la misma
forma, y cambiando siempre de nifios,
generando distintas representaciones.

Actividades para la distincién
de movimientos

Actividad 3

Jugaremos con tres nifios. Ahora es el
profesor el que dirige el juego, sin
hablar nada en absoluto, con las re-
presentaciones con tiza roja y tiza
verde. En la actividad 2 el nifio jugaba
y, después de jugar, el profesor repre-
sentaba lo que habia sucedido. En
esta actividad es el profesor el que
representa el movimiento que poste-
riormente se realizard con el baldn,
segin corresponda.

Actividad 4

Se actda de la misma forma como hemos
actuado en la actividad 2. Pero en esta
actividad no es el profesor el que repre-
senta los movimientos con la tiza roja o
verde, segn cotresponda, sino otro nifio
de la clase y, que en ese momento, no
juegue con el balén. En la pizarra sélo
habra dos tizas: verde y roja.

Actividad 5

El profesor dibujard tres puntos en la
pizarra, que representaran a tres nifios.
Jugaremos de la misma forma como
hemos jugado en la actividad 3, pero
en esta actividad no serd el profesor el
que dirija el juego, sino otro nifio. Los
que jueguen con el balén tendrin que
jugar, segn corresponda, y, posterior-
mente, a la representaciébn con tiza
verde o tiza roja del nifio que dirige el
juego.

Actividad 6

Jugaremos de la misma forma como
hemos jugado en la actividad 4. Un
nifio representa el juego de sus com-
pafieros.

Esta vez el profesor dejard en la pizarra,

Unicamente, la tiza roja. Empezaremos
a jugar. Tres niflos se lanzardn el balén

Estos ejercicios
se deben
presentar
en orden
creciente de
dificultad.

5 La percepcién y distincién de
movimientos se requiere en
toda instruccién espacial,
podemos observarlo con clari-
dad en los trabajos de Smith y
Schroeder {1979).

y otro nifio representard, segln corresponda, los movi-
mientos del juego. Llegard un momento, en el que el nifio
que representa los movimientos no pueda hacerlo porque
no hay tiza verde (movimiento hacia la izquierda). Es muy
importante esta actividad. Como no hay tiza verde el nifio
que representa puede hacer lo siguiente:

1. Decir que no puede, que no hay tiza verde, que...
Perfecto, eso es lo que estamos buscando, ese nifio
empieza a distinguir los dos movimientos utilizados.
Si estos o parecidos son los razonamientos ante el
desafio presentado, le daremos la tiza verde.

2. Al no haber tiza verde y sentir la necesidad de repre-
sentar el movimiento, utilizard para cualquiera de los
movimientos la misma tiza, roja. Si es asi, callaremos.
Nos dirigiremos hacia la pizarra y borraremos, sin decir
nada en absoluto, la representacién incorrecta. Esto se
hard tantas veces como haga falta. No serdn muchas;
los nifios que observan advertirin que se necesita una
tiza verde. Serd entonces cuando se la daremos. Y serd
entonces cuando continuemos el juego.

Actividad 7

S6lo jugamos con la tiza roja. Los nifios que jueguen: dos,
tres, cuatro,... solo podran jugar lo que dibuje la linea roja.
Ellos serdn quienes nos digan cuando acaba el juego’.
Cada vez empezard a jugar un nifio distinto. El profesor
representard el juego, una vez que se ha jugado.

Actividades para la intelectualizacién de
movimientos

Actividad 8

El juego esta abierto a todos los nifios. El profesor dibu-
jard, mientras los niflos estin con los ojos cerrados, un
grafico cualquiera utilizando las dos tizas, segin el color
que corresponde a cada movimiento, y sin indicacién de
sentido mediante flechas. Una vez realizado les mandara
abrir los ojos y les invitard a describir los movimientos
que se han representado. Estos ejercicios se deben pre-
sentar en orden creciente de dificultad.

Segtn el grafico anterior, los nifios pueden deducir lo
siguiente: El nifio A ha empezado el juego pasidndole el
balén al nifio B. El nifio B se lo ha pasado al nifio C y
éste se lo ha pasado al nifio B.

Actividad 9

Cogeremos un nifio al azar. Lo situaremos en el centro de
la clase y le taparemos los ojos con un pafiuelo. Le dare-
mos un balén.




— Linzalo jugando como la linea roja, le diremos.
— Ahora, tienes que ir a buscarlo.,

Observemos que el nifio tiene los ojos tapados. Cuando
camine buscando el balén lo hard en el mismo sentido en
el que lo ha lanzado. Lo que importa no es que lo
encuentre; mientras camina en ese sentido es consciente

de una movilidad que ha seleccionado mediante intelec-
tualizacién de movimientos laterales. Situaremos al nifio,
con los ojos cerrados, en otros puntos del espacio del aula
y jugaremos de la misma forma, cambiando el balén por
otros objetos cualesquiera. Una vez hayamos observado

que no hay confusién alguna, cuando camine en busca

del objeto lanzado, le diremos: Estas caminando hacia TU

‘ DERECHA. (En esta actividad, todos los demds mniiios

i deben estar, siempre, detrds del nifio que realice el juego.)
|
|

Jugaremos con otros nifios: con los ojos cerrados, con los
ojos abiertos. A partir de ahora, no utilizaremos la expre-
sion dinea roja», sino «u derecha». La orden de localiza-
cién de un objeto serd la siguiente: Qué ves a TU derecha
de...; Pon este objeto a TU derecha de...; Enséfiame la
mano de TU derecha; ...

No es aconsejable utilizar la expresién «zquierda», como
distincién enunciativa del movimiento contrario lateral,
hasta que el nifio comprenda y domine perfectamente la
expresion «derecha». Aunque nombre convencionalmente,
en un principio, sélo uno de los movimientos, ha inte-
| riorizado los dos, si no fuese asi no hubiese distinguido

«derecha» como una de dos opciones de movimiento.

Ellos suelen crear desde su propio vocabulario la expre-
lg sién «o derechas, como distincién. dndudablemente, el
lenguaje constituye una condicién necesaria para que se
completen las estructuras de cierto nivel, pero no es con-
dicién suficiente de ninguna construccién operatoria»
(Piaget y Beth, 1968, 357).

Metodologia de la investigacién

«El trabajo cientifico consiste en proponer teorias y en
| contrastarlas [...] cémo se le ocurre una idea nueva a una
t , persona carece de importancia para el analisis légico [...]
| En consecuencia, distinguiré netamente entre el proceso
‘ de concebir una idea nueva y los métodos y resultados de
| examen logico» (Popper, 1973).

La investigacién se realiza sobre una muestra de 186
i alumnos de edades comprendidas entre 5 y 9 afios,
mediante comparacién de grupos con dos tratamientos
distintos: Tratamiento de ensefianza como Posicion (apli-
cando propuestas de actuacion similares a las indicadas
en «<a ensefianza actual del concepto») y Tratamiento de
ensefianza como Movimiento (aplicando la propuesta
didactica indicada anteriormente en el «Plan de trabajo»).

A estos grupos se les dividio, a su vez,
en dos: Grupos cuyos componentes
tenfan una lateralidad definida, y gru-
pos cuyos componentes tenfan una
difusa lateralidad definida.

Ensefianza Ensefianza
como como
Posicién Movimiento
Lateralidad definida 1 2
Lateralidad sin definir 3 4

Se analizaron los datos obtenidos, un
mes después de la realizacién de los
distintos tratamientos, que se aplicaron
una vez al afio, durante dos afios suce-
sivos, trabajando el segundo de estos
afios, solamente, con los grupos 1 y 2
de la clasificacién anterior.

La interpretacion de los resultados ob-
tenidos en el andlisis de datos, durante

No es aconsejable ) N
el primer afio, expresa que:

utilizar
I L e Existen diferencias significativas, al
a expresion nivel del 95%, entre los grupos que
dzquierda, lo aprenden como posicién (1 y 3)
como distincion y los grupos que lo aprenden
enunciativa como movimiento (2 y 4), alcan-

zando estos Gltimos un nivel de

del movimiento . i
rendimiento mis elevado.

contrario lateral,

,~ e No existen diferencias significati-
hasta que el nirio

vas entre los grupos Lateralidad

comprenda definida-Movimiento» (2) y los gru-
y domine pos dateralidad sin definir-Movi-
perfectamente miento» (4).
la expresién e Existen diferencias significativas, al
derecha nivel del 95 %, entre los grupos 1y
« »,

los grupos 3, alcanzando los gru-
pos 1 un nivel de rendimiento mas
elevado.

e No existen diferencias significativas
entre los grupos «Lateralidad defini-
da-Posicién» (1) y los grupos date-
ralidad definida-Movimiento» (2).

La interpretacién de los resultados ob-
tenidos en el andlisis de datos, durante
el segundo afio expresa que:

* No existen diferencias significativas
entre el rendimiento obtenido por
los grupos 1 el primer afio, y el
rendimiento obtenido por los gru-
pos 1 el segundo afio.




Existen diferencias significativas, al
nivel del 95%, entre el rendimiento
obtenido por los grupos 2 el pri-
mer afo, y el rendimiento obtenido
por los grupos 2 un afio después,
alcanzando, el segundo afio, un
nivel de rendimiento mas elevado.

Conclusiones de la investi-
gacion

__ En los sujetos que han formado la
muestra, el aprendizaje de los concep-
tos derecha e izquierda, no ha depen-
dido de su capacidad o de su madurez.

- . De los sujetos que han formado la

muestra, solo los que, teniendo una
lateralidad definida, aprendieron los

conceptos izquierda y derecha, con un

método basado en el Movimiento obtu-

vieron resultados mis satisfactorios que

_evolucionaron con el paso de un afio

_de tiempo.

_—  Un buen rendimiento en el apren-

‘dizaje de los conceptos izquierda y
derecha, depende de cinco niveles de

_ adquisicién:

Nivel I: Lateralidad Definida.

Nivel II: Percepcion de movimien-

tos laterales.

Nivel III: Distincién de movimien-

tos laterales.

Nivel IV: Intelectualizacién de esos
movimientos.

J. Antonio Feméndez Bravo
Departamento de Didéctica
Facultad de Educacién
UNED.

Sociedad Madrilefia
de Profesores de Mateméticas
Emma Castelnuovo

e Nivel V: Enunciaciébn convencional de esos movi-
mientos.

La movilidad de concienciacién lateral se desarrolla cuan-
do existe en el sujeto una percepciéon mental de movi-
mientos. Una vez que los haya percibido, tendrd posibili-
dad de distincién de esos movimientos. Sélo en tanto que
han sido distinguidos podran ser intelectualizados, y s6lo
en tanto que han sido intelectualizados, podran ser iden-
tificados con la utilizacién de los nombres convenciona-
les: derecha o izquierda.
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Modelos lineales
de ajuste de datos

Antonio R. Quesada

Nicolas Rosillo Ferndndez

En este arficulo se presentan
y contrastan, de acuerdo
tanto a la suma de los
cuadrados de los residuos
como a la existencia de
puntos atipicos, los dos
modelos lineales que estan
disponibles en las
caleuladoras Texas
Instruments TI-82 y TI-83. Al
mismo tiempo se demuestra
la facilidad con que algunos
de los célculos tradicionales
relacionados pueden llevarse
a cabo cuando, por razones
de tipo pedagédgico, se
estime conveniente.

§OS AVANCES y la masificacién de ordenadores personales
y otros productos electrénicos, asi como la difusion de los
medios de comunicacién y de internet, estin poniendo a
nuestra disposicién una avalancha, cada vez mayor, de
informacién. Afortunadamente, tanto los nuevos progra-
mas de estadistica para ordenadores como las calculado-
ras modernas nos permiten almacenar y analizar datos
con un minimo de esfuerzo y de tiempo. Esta situacion,
que esti creciendo exponencialmente, sugiere la necesi-
dad de equipar a nuestros estudiantes de secundaria con
las herramientas y el conocimiento necesario para llevar a
cabo analisis de datos. No es de extrafiar que el anilisis
de datos aparezca en las ultimas recomendaciones curri-
culares (NCTM, 1989), y que haya empezado a aparecer
en los libros de texto (Core-Plus Mathematics Project,
1997; Demana & Waits, 1997; The North Carolina School
of Science and Mathematics, 1992), asi como en manuales
de reciente publicacién (Morgan, 1997).

En este articulo se presentan y contrastan los dos mode-
los lineales que estin disponibles en las calculadoras
Texas Instruments TI-82 y TI-83, al mismo tiempo que se
demuestra la facilidad con que algunos de los célculos tra-
dicionales relacionados pueden llevarse a cabo cuando,
por razones de tipo pedagdgico, se estime conveniente.

Deliberadamente, en deferencia al lector poco familiariza-
do con estas calculadoras, se han usado una profusion de
figuras para describir los distintos procesos que se llevan
a cabo, de forma que sea facil reproducirlos.

La recta de minimos cuadrados

En primer lugar se considera un ejemplo con el que se
ilustra el cilculo de la recta de regresion tradicional que,



como es bien sabido, se obtiene de forma que la suma de
los cuadrados de los residuos (distancia vertical de un
punto dado a la recta) sea minima.

Ejemplo 1. La tabla que sigue contiene el valor esperado
de vida para los ciudadanos estadounidenses en el afio
1989. Encuentre un modelo que describa este conjunto de
datos y Uselo para estimar la esperanza de vida de dos
personas con edades de 85 y 43 afios respectivamente.

Edad 10 20 30 40 350 60 70 80
Esperanza . - - .
de vida 66 56 47 37 29 20 14 -8

Tabla 1. Centro Nacional de Estadisticas
de la Salud de EEUU

Una vez que se entran los datos de la tabla en dos listas,
digamos L, y L, en este caso (figura 1.a), se procede a
obtener el diagrama de dispersién seleccionando, como
ilustra la figura 1.b, el tipo de grafo y especificando las lis-

tas que contienen los datos.
Flotz  Flot:
ot
yred B8 |~ Jhy
HH-- HIH

Lir=18@

Figura 1.0

* Ymin=-1.96
n Ymax=75. 868

a Yecl=25

e Ares=]

Figura 1.c Figura 1.d

En este caso se ha dejado que la calculadora determine
las dimensiones de la ventana (figura 1.d) usando
ZoomStat. Ya que el diagrama parece ser lineal (figura
1.0), se selecciona la recta de minimos cuadrados (figura
2.2) y en la pantalla base se especifican las listas que con-
tienen los datos, asi como la funcién en la que se quiere
almacenar la ecuacién (figura 2.b), aunque esto Gltimo es
opcional (disponible s6lo en la TI-83). La calculadora
muestra los coeficientes de la ecuacién de la recta en la
pantalla principal (figura 2.0 a la vez que escribe la ecua-
cion en la funcién Y, elegida (figura 2.d).

A fin de obtener el coeficiente de correlacién 7y su cua-
drado 1% junto a los coeficientes de la recta, se debe selec-
cionar y ejecutar la instruccion DiagnosticOn del CATA-
LOG (disponible sélo en la TI-83). La figura 3.a muestra

que la grifica de la recta se ajusta casi
perfectamente a los puntos, lo que con-
firma el coeficiente de correlacién obte-
nido de casi —1. Una vez obtenido el
modelo lineal, se puede sencillamente
evaluar la funciéon Y, usando la tabla

1

(figuras 3.b y 3.0) o la pantalla principal
(figura 3.d) para estimar la esperanza
de vida correspondiente a las edades
dadas de 43 y 85 afios. Serfa interesan-
te discutir con los estudiantes los valo-
res esperados para personas de 86 o de
90 afios.

EDIT TESTS LinReg{ax+h) Li.
131-Var Stats z: 108
21 2-Var Stats
32 Med=Med
EﬂLlnEegﬁax+b)
fGuadiReg
&iCubicReg
r4HuartReg
FigUTCI 2.a Figurq 2.b
LinReg [TAEE Ptz Fiots
w=3x+h MR- 8392857142
a=-, 8392857143 So7l¥+72. 3928571
b=F2. 39285714 42857
re=, 992820287 T “e=
=-,9964033722 “Na=
“Ny=
“He=
Figura 2.c Figura 2.d
THELE SETUFR
ThlStart=8
ThURRLE Fut
hdriht: Rubo
Derend: [FHER E.;E
Figura 3.a Figura 3.b
s . V1(85£ B535714249
BE 10535 .
36204 Y1(432
iilIL 36. 36357143
W
Figura 3.c Figura 3.d

Tradicionalmente, dado el conjunto
de puntos {(x, y): 1 <1 < n}, la recta
de minimos cuadrados y = ax + b que
los modela se calcula usando las

expresiones;



n ficientes de X, sea cuadrada, lo que permite resolver por
nY Xy - ZIXi Vi X usando la inversa, esto es,
__i=1 i=1 i
a R 5 ATAX = ATB de donde X = (ATA)'ATB.
2
1=Zl i [§' ] Las figuras 5.a y 5.b muestran las matrices A y B mientras que
: la figura 5.c contiene los computos necesarios y la matriz
) resultante que de nuevo confirma los resultados anteriores.
(z yi—2 2 X )
=1 MATREIX[A] 8 =28 MATRIXIB] &8 x1
- 10 1 1 [ 66 1
En la figura 4.a se han usado estas f6r- §3 1 . } E E? }
mulas para obtener los coeficientes de 3] ] L3 3
la recta de regresidn. Las figuras 4.b y gg i 1 E Eﬂ 1
4.c ilustran los mismo cilculos usando
el tipo de datos lista y las operaciones ]
asociadas. Figura 5.a Figura 5.b
. T 1 T
%ngz§§}>§§IH)xtn §d1”‘%13§””<%ﬂL§ ;IH] [RT3IRITIE
B T —sunilq dsumil z [[-.8392857143]
~. 8392857143 dotdimiL 2sumdly
TSR 23=CzumiL13233A [rz. 39285714 11
) . 8392857143
Figura 4.a Figura 4.b Figura 5.c
- 5 Asi como antes se obtuvieron los coeficientes de la recta
gg’lﬂié&%{ﬁﬁ?gm“‘ de regresion a partir de sus expresiones formales [1], del
T2.39285714 mismo modo podemos, por razones pedagbgicas, estar
interesados en obtener el coeficiente de correlacion a par-.
tir de alguna de las expresiones que lo definen:
‘ Sxi-(ZuZn )/ nFne) -
Figura 4.c po i [ _ __1 X=X ¥i=Y [2]
(0 ~1)8,8y (n—1)848y n-17 84 Sy
La variedad de representaciones dispo-
nibles en las nuevas calculadoras per- La figura 6.b muestra como calcular 7 en la pantalla prin-
miten abordar un problema usando cipal usando las variables de la calculadora de acuerdo a
enfoques completamente distintos. Asf, la primera y segunda fraccién. También se pueden nor-
por ejemplo, a continuacién se consi- malizar primero las listas de datos (figura 6.c) y usar las
dera c6mo obtener la recta de regre- listas resultantes (figura 6.d).
siébn usando sistemas de ecuaciones
lineales. Ya que todo par ordenado de H"r'; EGl TEST PTS EEE?;EEEE?JF’HL"{
la tabla debe satisfacer la ecuacion de I " - ?gcggq,gsg?gg
la recta y = ax +' b que se busca, s.usti- Ei %32 %H?Eé&i;giéb%-g)
tuyendo se obtiene el sistema lineal 51 Ty -.9984@39782
" que sigue y que se ha expresado en
forma matricial.
10a +b = 66 10 1 66 Figura 6.a Figura 6.b
20a+b =56 20 1 a 56 Lz Lz W 4 sumCLzLy) tn=13
M AX =B, donde A = M M’ X= [b} yB= M EE :il’;sg ______ « FE4AZIFIZ
80a+b=8 80 1 8 i Bl
eg eoylz
|1
Multiplicando por la izquierda ambos TERARTVT B
lados de la ecuacion matricial por AT se
consigue que la matriz ATA, de los coe- Figura 6.c Figura é.d




Antes de presentar el segundo modelo lineal, conviene
ponderar el porqué puede ser deseable el uso de otro
modelo.

Ejemplo 2. Consideremos la siguiente tabla de valores
cuyos datos se han almacenado en las listas L, y L, (figu-
ra 7.a).

x| 1 3 4 5 7 8

9 10 11 12 14 16 23

y |7 11 13 15 15 17 16 18 3 18 20 21 4

Tabla 2

La figura 7.b muestra que, con la excepcién de dos pun-
tos alejados, el resto de los puntos sugieren una tenden-
cia lineal. Ahora bien, el efecto de estos dos puntos atipi-
cos en la recta de regresidon es contundente. Como vemos
en la figura 7.c el coeficiente de correlacién es casi nulo,
a la vez que, como nos muestra la figura 7.d, la grifica de
la recta de regresion estd «alejada» de la mayoria de los
puntos. No seria razonable, pues, el hacer proyecciones
usando este modelo. A continuacién, se presenta un
modelo lineal altenativo mds resistente a un nimero redu-
cido de valores extremos.

L1 Lz L3 2 -
; 11 oot "
y iz Q
£ 15 ]
¢ it
g i7 o
9 16 a a
Lx(1r=
Figura 7.a Figura 7.b
LinRed o
w=axth .
a=, 8113431761 -
b=13.5849238 o
re=1, 33024 -4 s
r=.0115682318 ]
Figura 7.c Figura 7.d

La recta med-med

El tipo de situacion descrita en el ejemplo anterior lleva a
John W. Tukey (1977) a inventar la recta med-med
(mediana-mediana) como una recta de ajuste mds
resistente a los efectos de puntos atipicos, o puntos anor-
malmente alejados de la mayorfa de los puntos del con-
junto de datos.

Algoritmo para obtener la recta med-med

Dado un conjunto S de # puntos se procede asf:

...lleva a Jobn W.
Tukey (1977)
a inventar
la recta med-med
(mediana-
mediana)
como una recta
de ajuste
mas resistente
a los efectos
de puntos atipicos,
0 puntos
anormalmente
alejados
de la mayoria
de los puntos
del conjunto
de datos.

1. Se ordenan los puntos de S en
orden creciente de abscisas.

2. Se subdivide el conjunto ordenado
de datos en 3 grupos, digamos G,,
G, ¥ G,. Si el nimero de puntos de
S es maltiplo de 3, esto es si n = 3k,
entonces cada grupo constara de &
puntos. Si n = 3k+1, se deja que el
segundo grupo G, conste de k+1
puntos. Finalmente si n = 3k+2, se
asignan k+1 puntos a los grupos de
los extremos. La Gnica excepcién a
esta regla se hace cuando dos
pares tienen la misma abscisa, en
cuyo caso se ubican en el mismo
grupo.

3. Se procede a calcular para cada
grupo G, 1 <i < 3, el punto P,
cuyas coordenadas (x,, y.) son, res-
pectivamente, la mediana de las
abscisas y la mediana de las orde-
nadas de los puntos en el grupo.

4. Se obtiene la ecuacién de la recta
t, de ecuacién y = mx + b, que
pasa por P(x, y)) y P,(x;, v).

5. Por altimo, se desplaza la recta fun
tercio de la distancia vertical entre
el punto P,(x,, y,) vy la recta, esto es

d=%(mx2 +b)-v,

El desplazamiento se hard siempre
hacia (x,, v,).

Existe otra formulacién alternativa de
este quinto paso:

5b. Por Gltimo, se desplaza la recta ¢
paralelamente a si misma obligin-
dola a que contenga al punto (a, b),
cuyas componentes son

_Kitx x5 b=Y1+Y2+Y3
3 3

Cualquiera de las formulaciones implica
la otra. Para ver esto considérese el tridn-
gulo que tiene por vértices P(x;, y,),
P,(x,, ¥,) ¥ P3(%;, ¥;) como el de la figu-
ra. La recta med-med contendri el lado
formado por P, y P, y ha de desplazar-
se un tercio de la distancia que separa
D de P, (al punto B). Al mismo tiempo,
la recta med-med pasard por el bari-



atro del tridngulo descrito (punto C
e la figura, siendo P,E mediana), o lo
e es lo mismo, por su centro de gra-

Py

donde 7 se obtendra obligando a dicha recta a que pase
por el punto (a, b) de coordenadas

3,5+9+15 55 12+16+19 47
a=2 -~ ==y b="r-——""" =
3 6 3 3

Por tanto
47 14 55 696
—=——tn=S>n=—
3 23 6 69

lo que indica que la recta med-med tiene de ecuacién

= léx+é9—§ =~ 0,609x +10,087
23 69

=10,087

y

que, como se observa en la figura 8.e, produce un ajuste

‘bastante mejor que la recta de regresion antes hallada. Las

figuras 8.a, 8.b, 8.c y 8.d ilustran cémo obtener la recta
med-med e incluso los tres puntos P, P, y P, que ayudan
a determinarla.

Los tridngulos P,CB y P,ED son seme-
08 NN 08 (2P Y 5 EOT TESTS | [Hed-Med LisLz. vz Med-ed
jantes, lo que indica que 11 tatz g a=ax+h
L1r, - i
== DB =—DP ed_Me =14,
EC 3EP2¢$ 3 2 §§L1nR99{3x+b}
2% Buadkea
) » ) &iCubicRedq
Ejemplo 3. A continuacién se aplica el FlAuartReg
algoritmo descrito para hallar la recta ) £ 8b .
med-med asociada a la distribucién del Figura 8. ‘gura ©. Figura 8.c
ejemplo 2. 12Kz, 62}
Los subgrupos y puntos correspondien- 9.4z fg;:‘? 9 132 J..3"“/:'9//
tes son: {12716 19 —
G, =11, 7, G, 1D, (4, 13), G, 15)) P, = (35, 12) Ta
G, =17, 15), (8, 17), (9, 16), (10, 18), (11, 3)} P, = (9, 16) -
G, = {(12, 18), (14, 20), (16, 2D), (23, 9) P, = (15,19 Figura 8.d Figura 8.e
La recta que pasa por los puntos P, y P,
o oot v 2 El efecto de los puntos patolégicos
S (x—15)=>y=—x+—7zO,6O9X+9,87O
15-3,5 23 23 A la hora de comparar los dos modelos lineales conside-
- _ rados conviene analizar tanto la suma de los cuadrados
Siguiendo el paso 5, para x = 9, se . L
obtiene de los residuos como el efecto de los puntos patoldgicos
en ambos modelos. Para la distribucion de la tabla 2, se
14.9 227 353 11]353 puede comprobar que la recta de regresion minimiza la
=222 220 g =222 16=0,217 ; . .
23 23 23 3| 23 - suma de los cuadrados de los residuos sélo con introdu-

por tanto, si la recta que pasa por P,
y P, tiene como ordenada en el ori-
gen 9,870, la recta med-med tendrd
9,870 + 0,217 = 10,087, con lo que su
ecuacién serd y = 0,609x + 10,087

Si seguimos las indicaciones del paso 5. b,
la recta med-med serd de la forma

I SR
Y=

cir en L, y L, los residuos correspondientes a los dos
modelos lineales usados. Ya que en Y, se guarda la recta
de minimos cuadrados y en Y, la med-med, se definen
L,=L,-Y,@)yL, =L, ~Y,A). Debe sehalarse que en
la TI-83 la lista de residuos se calcula automdticamente
con cada modelo lineal y se almacena como la lista LRE-
SID. Por tanto, bastarfa definir L, = LRESID, respectiva-
mente L, = LRESID, immediatamente despues de calcular
cada una de las rectas. Como asegura la teoria y se com-
prueba en la figura 9.b, la recta de minimos cuadrados da
la menor suma, pero como se ha observado en la figura



8.e, tener la menor suma no garantiza el mejor ajuste.
Ahora bien, suprimiendo en L, y L, las entradas corres-
pondientes a los pares de puntos patologicos (11, 3) y
(23, 4), y recalculando la recta de minimos cuadrados, la
nueva recta posee una pendiente y una ordenada en ori-
gen mucho més préximas a las dadas por la recta med-
med obtenida del conjunto inicial de datos (figura 9.d).
Este es el principal valor de la recta med-med: recoger la
tendencia de la mayoria de los puntos sin necesidad de
remover los puntos patoldgicos del conjunto de datos.

Lz Lz L4] y sumclzed
? 6505 [ o 418. 71426
i ‘2B sumiLy2) :
iF 1 5Eas . 6234785994
it R
i7 BEENZ
is FRTEL)
Li=Lz=Yz(li2
Figura 9.a Figura 9.b
LinRegd{ax+b> L1, LinReg
Lz.%zH@ Y=ax+h
a=, 816872428
b=3, 936213992
ré=, B94BL 30075
r=. 34597199689
Figura 9.c Figura 9.d

La nueva recta de minimos cuadrados estd marcada con
trazo grueso en la figura 10.a, y la suma de sus residuos
al cuadrado se observa en la figura 10.b,

sumiLsz)
17.312893804

Figura 10.a Figura 10.b

Es un ejercicio sencillo el construir conjuntos de datos para
comprobar empiricamente el efecto de los puntos atipicos en
los modelos lineales estudiados. Asi por ejemplo, podemos
pedir a los estudiantes que calculen la recta de minimos cua-
drados y la recta med-med para los tres conjuntos de datos
de la tabla 3, y que describan gréfica y algebraicamente como
los puntos atipicos (que en este caso son los que no siguen
la relacién y = 2x-1) afectan los resultados obtenidos.

x |2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Y, |3 7 11 15 19 25 o7 31 35 5
Y, |3 7 11 15 38 23 27 31 35 39
Y, 173 11 15 19 23 27 31 35 a9

Tabla 3

La eleccion
de un modelo
u otro depende de
Si queremos incluir
fodos los datos,
extremos o 1o,

0 si consideramos
suficiente el captar
la tendencia
de la mayoria
de los punitos.

Antonio R. Quesada
Department

of Mathematical Sciences

The University of Akron

Nicolés Rosillo
IES Francisco Nieva

Valdepefias
{Ciudad Real)

Es importante indicar que si bien cuan-
do se encuentran puntos atipicos se
deben revisar los datos para asegurarse
de que no se trata de un error, estos
puntos a menudo pueden denotar algu-
na caracteristica adicional del modelo
que no se ha considerado.

Conclusién

La eleccién de un modelo u otro depen-
de de si queremos incluir todos los datos,
extremos O no, o si consideramos sufi-
ciente el captar la tendencia de la mayorfa
de los puntos. Es claro que si el conjunto
de datos es suficientemente grande, la eli-
minacién de los puntos atipicos puede no
ser immediata. En todo caso la decisién,
como hemos visto, est entre la recta que
minimiza las distancias verticales entre los
datos reales y los predichos o la recta
menos afectada por los puntos patologi-
cos. En general, la existencia de puntos
atipicos cerca del centro del conjunto tien-
de a afectar la interseccién con el eje de
ordenadas de la recta de minimos cuadra-
dos, mientras que cuando estos puntos
ocurren cerca de los extremos del conjun-
to de datos afectan la pendiente de esta
recta. De hecho, la influencia de un punto
en la pendiente de la recta es directamen-
te proporcional a su distancia al centro del
conjunto de datos. En contraste, la recta
med-med es relativamente resistente a los
efectos de puntos atipicos.
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Los Problemas Aritméticos
Elementales Verbales (PAEV)
de una operaciéon formulados
con nUmeros muy pequenos

Manuel Aguilar Villagran

Jaime Martinez Montero

A través de la comparacién
de resultados obtenidos entre
problemas verbales
formulados con nimeros-
grandes y con nimeros muy
pequefios, se ofrecen perfiles
caracteristicos de estos
problemas en funcién de la
distancia, el paralelismo y el
progreso en los resultados
curso a curso. Del estudio
comparado de estos datos se
obtienen conclusiones que
ayudan a una mejor accién
didéctica y a una més
adecuada secuenciacién de
estos problemas.

AY una diferencia notable en los rendimientos que alcan-
zan los alumnos en resolucién de PAEV cuando un pro-
blema es planteado con nlimeros muy pequefios O con
ntmeros con los que el alumno no tiene mas remedio que
emplear las operaciones. Establecer este hecho tuvo un cul-
tivo temprano (Knight y Behrens, 1928) al hilo de las inves-
tigaciones por el aprendizaje de los hechos biasicos, que
establecen que el problema es mas dificil cuanto mayor sea
el resultado. A este respecto, se puede consultar a Aschraft
(1982, 1983); Barcody (1988); Groen y Parkman (1972);
Groen y Poll (1973); Suppes y Groen (1967); Svenson
(1975); Svenson y Broquist (1975); Martinez Montero (1995).
Incluso las estrategias que pongan en juego los nifios pue-
den estar influenciadas por el tamafio de los sumandos
(Siegler y Robinson, 1982), Vergnaud (1991, 174-175). La
diferencia notable, en rendimientos, es, naturalmente, a
favor de los problemas presentados con nfimeros muy
pequefios. Pero las implicaciones concernientes al empleo
de los niimeros van més alld de la constatacién de que un
alumno resuelve mejor un problema si viene con nimeros
pequefios que si viene con nimeros grandes. Este es un
hecho establecido que aqui se reafirma.

Plantear a los alumnos PAEV con nimeros muy pequefios
tiene mas utilidades. Suele ser practica frecuente someter
a un elevado niimero de alumnos a la resolucion de tests
o pruebas que contienen PAEV cuya solucién se dilucida
por el alumno eligiendo la operacion u operaciones que
resuelven el problema, sin necesidad de realizar los cil-
culos. Esta opcién presenta la ventaja de diferenciar, en
una solucién incorrecta del problema, si ésta se debe a
desconocimiento del calculo o a una mala eleccién de'la
operacién. Numerosos investigadores, cuando han tenido
que trabajar con un elevado ntimero de alumnos, han
optado por esta via (Bell y otros, 1983; Fischbein y otros,
1985; Greer, 1987a; Vergnaud, 1983, 1988). Junto a este
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procedimiento cabe acompafiar PAEV idénticos a los pro-
puestos, pero formulados con nimeros muy pequefios y
adecuadamente intercalados entre ellos. Del estudio con-
junto de las soluciones, se pueden extraer interesantes
conclusiones:

a) Se puede establecer el itinerario que sigue el alumno
desde que desconoce el camino para la solucién
hasta que lo resuelve con seguridad y sin dudas.

b) Se puede establecer la «potencia» de aprendizaje que
cada tipo de problema tiene para cada curso o agru-
pamiento de alumnos.

¢) Se pueden descartar con certeza todos los casos en
que los alumnos resuelven los problemas porque eli-
gen la operacion al azar. En el caso de los PAEV de
una etapa, la probabilidad de acertar por azar no es
pequefa, puesto que alcanza el 25%.

d) En funcién de las correcciones de resultados deriva-
das de ©), se pueden establecer con mayor exactitud
los indices de dificultad y de discriminacion de los
problemas empleados. Tal modificacion puede llegar
4 ser sustantiva.

e) Las respuestas dadas en los problemas formulados con
nimeros pequefios, comparadas con las dadas en los
problemas con ndmeros grandes, van a ayudar a com-
prender las ideas previas de los alumnos y las concep-
ciones que tienen de las operaciones elementales.

En el presente articulo nos vamos a ocupar del apartado
b), aunque para ello hemos de hacer referencia, siquiera
sea de forma somera, a algunas consecuencias que se
derivan del apartado a). De acuerdo con nuestra expe-
riencia (Martinez Montero, 1995; Aguilar, 1996), en la
resolucion correcta de los PAEV de una operacion que se
les proponen a los alumnos, presentdndoles los corres-
pondientes a cada tipo formulados con nimeros muy
pequefos y con nimeros muy grandes, los nifios siguen
el siguiente itinerario:

1.°) No contestan correctamente a ninguno de los dos
tipos. El alumno ni comprende la situacion que le
plantea el problema ni sabe, como es loégico, qué
operacion la resuelve.

2.°) Suelen dar una respuesta al azar al formulado con
numeros grandes y yerran en el propuesto con niime-
ros muy pequefios. El alumno sigue sin entender la
situacion, pero sabe que una de las operaciones pro-
puestas lo debe resolver, por lo que se aventura a
elegir una de ellas (a veces por simple azar o, en
otras ocasiones, por indicadores semdnticos deriva-
dos del texto del problema).

3.°) Resuelven bien el propuesto con nimeros muy
pequefios y mal el propuesto con nimeros grandes.
Aqui ya hay un avance sustancial, puesto que el

.81 se puede
establecer, a partir
del estudio
de las respuestas,
queé camino,
en cada curso,
le queda
al alummno
por recorrer ),
por tanto,
qué potencial
de aprendizaje
guarda
el problema
repecto
al aprendiz.

alumno, al acertar siempre en el
caso del problema formulado con
nlmeros muy pequefos, entiende
la situacién matemadtica que tipifica
el problema, pero atin no sabe qué
operacién lo resuelve.

4.°) Resuelven bien ambos. Es decir,
entiende la situacién y, ademis,
sabe qué operacién es el modelo
matematico adecuado para resolver
la misma.

Naturalmente, en el anterior itinerario
las transiciones entre un paso y otro no
son uniformes ni llevan el mismo tiem-
po a todos los alumnos. Pero si se
puede establecer, a partir del estudio de
las respuestas, qué camino, en cada
curso, le queda al alumno por recorrer
y, por tanto, qué potencial de aprendi-
zaje guarda el problema repecto al
aprendiz. En este sentido, la compara-
cién de los datos ofrece pistas adecua-
das para saber en qué curso se pueden
esperar resultados razonables en cada
una de las situaciones tipificadas por
los problemas.

Planteamiento

A partir de una muestra de 182 alumnos
de los cursos 3.°, 4.° y 5.° de Primaria,
a los que se les han pasado una colec-
cién de diversos problemas (cuadro 1)
tipificados segtin las categorias semin-
ticas de Combinacién, Cambio, Compa-
racién, Igualaciéon, Isomorfismo de Me-
didas, Escalares (grandes y pequefos) y
Producto Cartesiano (Puig y Cerdén,
1988; Castro Martinez, 1991; Martinez
Montero, 1995; Aguilar, 1996), podemos
ejemplificar lo que hasta ahora se ha
expuesto.

Para facilitar la comprension de lo que
se quiere expresar, hemos agrupados
los resultados correspondientes a algu-
nos PAEV en seis categorias distintas.
Tales categorias surgen de los pareci-
dos y contrastes que ofrecen los resul-
tados que obtienen los alumnos en
cada problema segiin éste aparezca for-
mulado con ntGmeros grandes o con



PROBLEMAS DE CAMBIO (CA)

En el colegio hay 264 chicos (5). Entran después ofros 264 chicos (3). 3Cuéntos chicos hay ahora?

En una fébrica trabajan 163 obreros (7). A la hora de comer se van 127 (5). ;3Cuéntos obreros quedan en la fabrica?

La clase de 3.° tiene 164 libros (5). Los nifios llevan mas libros, y ahora hay en la clase 215 {7). 3Cudntos libros han flevado los nifios?
 Tengo 262 pesetas (5). Le he dado dinero a mi hermano y me han quedado 158 (2) pesetas. 3Cudntas pesetas le he dado a mi hermano?

_ Salen a jugar al recreo 122 nifios (1). Con los que ya estaban jugando alli se han juntado 231 (4] nifios. 3Cuantos nifios habia antes
de que salieran los demasg

Lo nifios se llavan a dibujar al patio 124 (2) lépices de colores. Ahora quedan en la clase 67 (3) lapices. ;Cuéntos habfa antes de salir
- a dibujar?

 PROBLEMAS DE COMPARACION (CM)

Juan tiene 259 (4] pesetas. Andrés tiene 193 (2) pesetas. 3Cuéntas pesetas més fiene Juan@

Inés tiene 162 (8) cromos. Marfa tiene 144 (3). sCudntos cromos menos tiene Maria?

3. El Real Madrid ha marcado 89 (6] goles. El Barcelona ha marcado 22 (2) goles més. sCuéntos goles ha marcado el Barcelona?
4. Enuna tienda de chucherias hay:168 (7) chicles. Hay 23 (3) piruletas menos que chicles. ;Cudntas piruletas hay?

5. Tengo 126 (5) cromos, y tengo 53 {2) mas que Luis. 3Cudntos cromos tiene Luis®

. Tengo 268 (3) pesetas, y tengo 134 (2] pesetas menos que Jaime. 3Cuénto dinero tiene Jaime?

PROBLEMAS DE IGUALACION (IG) .

. Daniel tiene 156 (4) pesetas. Alberto tiene 125 (2). ;Cuéntas pesetas mas debe tener Alberto para tener las mismas que Daniel?
. Sonia tiene 248 (5) pesetas y Sara tiene 197 (2). 3Cudntas pesetas tiene que gastarse Sonia para tener las mismas que Sara?

. Tengo 58 {6) cromos. Si Andrea gana 7 (3] cromos tiene los mismos que yo. 3Cudnios cromos tiene Andrea?

. Tengo 153 (5) pesetas. Si Concha perdiera 94 (2) pesetas le quedarian las mismas que a mi. 3Cudntas pesetas tiene Concha?

. Tengo 125 (6] pesefas. Si me dieran 118 (2) pesetas tendria las mismas que Marcos. 3Cudntas pesetas tiene Marcos?

. Tengo 72 (5) cromos. Si pierdo 43 (2} cromos, me quedan los mismos que a Antonio. 3Cuéntos cromos tiene Antonio?

PROBLEMAS DE COMBINACION (CO)
. En una granja hay 223 (3) gallinas y 168 (2) patos. 3Cudntas aves hay en total?
. En una granja hay 564 (6) aves contando gallinas y patos. 315 (4) son gallinas. sCuéntos patos hay?

PROBLEMAS DE ISOMORFISMO DE MEDIDAS (IM)
. El colegio va a comprar 150 (2) cuadernos. Cada cuaderno cuesta 125 (5) pesetas. 3Cudnto costaran todos los cuadernos?

. Van a repartir 120 (8) lépices entre los 30 (4} nifios de la clase. Todos los nifios reciben el mismo nomero de lépices. sCuédntos les dan
a cada uno?

. Se van a guardar 240 (6) piruletas en bolsas. En cada bolsa caben 40 (2) piruletas. 3Cuéntas bolsas van a hacer falta?

PROBLEMAS DE ESCALARES GRANDES (EG)
. Eugenia tiene 123 (2) pesetas. Sonia tiene 3 veces mds pesetas que Eugenia. 3Cuéntas pesetas tiene Sonia?
. Nacho tiene 123 (8) cromos. Tiene 3 (4) veces mds cromos que Victor. 3Cuéntos cromos tiene Victor?

. En el patio del colegio caben 240 {6) nifios. En la clase de 3.° caben 30 {2} nifios. 3Cudntas veces mas nifios caben en el patio que en
la clase de 3.°2

PROBLEMAS DE ESCALARES PEQUENOS (EP)
. Eugenia tiene 123 (2] pesetas. Tiene 3 (4] veces menos dinero que Sonia. 3Cuénto dinero tiene Sonia?
. Un libro cuesta 984 (6) pesefas. Un cuaderno cuesta 12 (3) veces menos. 3Cudnto cuesta el cuaderno?

. la entrada del cine cuesta 300 (&) pesetas). Un chupa-chups cuesta 25 (2) pesetas. sCudntas veces menos cuesta el chupa-chups que la
enfrada del cine?

PROBLEMAS DE PRODUCTO CARTESIANO (PC)
. Tengo 6 (2) letras consonantes y 5 (3) vocales. 3Cuéntas sflabas distintas que empiecen por consonante puedo formar?
. Combinando mis pantalones y camisas me puedo vestir de 24 (8) formas diferentes. Tengo 4 (2} pantalones. 3Cudntas camisas tengo?

Cuadro 1. Problemas aritméticos elementales verbales de una sola operacién que se han aplicado.
(Entre paréntesis figuran los nimeros pequefios enunciados en los mismos problemas).



ntimeros pequefios. Cada categorfa se va a diferenciar en
funcién de: el paralelismo o no de ambos resultados; la
distancia existente entre ambos porcentajes; la progresién
curso a curso, dos cursos a un curso, o la no progresién.
Una categoria final va a poner de relieve caracteristicas de
problemas muy dificiles.

Categorias enconiradas

Primera categoria: Presenta paralelismo entre los
resultados obtenidos en ambas series, escasa distancia
entre los mismos y no acentuadas oscilaciones de curso a
curso. Puede ser ejemplificado por el problema de Com-
paracion 2. El texto propuesto fue el siguiente (entre
paréntesis los datos correspondientes a los problemas for-
mulados con nimeros muy pequefios):

CM2: Inés tiene 162 cromos (8). Maria tiene 144 (3).
JCudntos cromos menos tiene Maria?

!
|
i
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En el caso de CM2, se observa c6mo la operacién de res-
tar se asocia con gran facilidad a la situacién. Hay escasa
distancia entre unos resultados y otros, lo que quiere decir
que son muy pocos los que comprenden la situacién y no
identifican con ella la operacion adecuada, y ello en cual-
quiera de los tres cursos. Peifiles similares a CM2 presen-
tan los problemas de Combinacion 1, Cambio 1 y 2,
Comparacién 2 y 4, e Igualacion 5y 6. En todos los casos,
se trata de problemas faciles para los alumnos de cual-
quiera de los cursos considerados, y que presentan poco
margen de mejora (grafico 1.

100

3‘0
O M.°s grandes

EIN.°s pequefios

Gréfico 1. Comparacién 2

Segunda categoria: Como en la categoria anterior, sigue
habiendo paralelismo en los resultados obtenidos en
ambos tipo de problemas. Pero hay una mayor distancia
en los resultados, ademas de una muy suave pendiente
en los progresos que se hacen curso a curso. Cambio 6 es
el tipo de problema que ejemplifica esta categorfa. Se le
propuso a los nifios con el siguiente texto:

|

CAG:  Los nirios se llevan a dibujar al
Dpatio 124 lapices de colores (un
nifio, 2). Abora quedan en la
clase 67 lapices (3). jCudntos
habia en la clase antes de que
salieran a dibujar?

Se trata de un problema que, de forma
casi constante a lo largo de los tres cur-
sos, se comprende bien. En 3.°, como
en 5.°, cuatro de cada cinco nifios
entienden la situacion. Es decir, resulta-
do similar al obtenido en el problema
anterior. Sin embargo, casi en la misma
proporcién a lo largo de los tres cursos
un porcentaje de alumnos ignoran qué
operacioén resuelve el problema. Este
perfil, comtn a Comparacién 3 y a
Igualacién 4 (aunque este dltimo con
inferiores resultados) invita a que se
esperen mejores resultados en la reso-
lucién de los problemas con ndmeros
grandes, dado que hay un fondo de
comprension a partir del cual ligar la
operacion aritmética. Se trata de pro-
blemas poco usuales, de escasa fre-
cuencia de aparicién en los libros de
texto y en los cuadernos de trabajo de
los alumnos. Sin embargo, las situacio-
nes que tipifican son més habituales
para los nifios que su tratamiento mate-
mitico en el aula (grifico 2).

o1 N.°s grandes

@ N.°s pequefios

Grdfico 2. Cambio 6

“Tercera categoria: Se trae como ejem-
plo, en esta categoria, a un problema
que presenta paralelismo en los resulta-
dos, distancia de unos 20 puntos entre
uno y otro tipo, pero que ofrece una
ganancia neta en rendimientos curso a
curso. Cambio 5 ofrece este perfil, y
también Isomorfismo de Medidas 2.



El texto propuesto como problema para
los alumnos fue el siguiente:

CAS: Salen a jugar al recreo 122 (D
nifios. Con los que ya estaban
alli se ban juntado 231 nifios
(4). jCudntos nifios babia antes
de que salieran los demds?

A diferencia del problema CAG, se
observa una progresion mantenida y
proporcional en el dominio de este
tipo. Hay diferencias notables de 3.° a
4°,y menos de 4.°a 5.°. Sin embargo,
se observa que en todos los cursos hay
expectativas de crecimiento, dado que
la comprension de la situacion que
plantea el problema es bastante supe-
tior a la identificacién de la misma con
la operacién que la resuelve.

A la vista de ello, parece aconsejable
tratar el presente problema tanto en 3.°
como en 4.° v, al igual que en CAG,
parece que se trata de una situacion
conocida por el alumno pero poco tra-
tada en la vida escolar. El problema de
Isomorfismo de Medidas 2 se puede
encuadrar también dentro de este per-
fil, pues si bien no aparece con fre-
cuencia como tal problema hasta 4.°,
representa una situacion muy comin
en la vida de los nifios: la que respon-
de a un modelo de divisién como par-
ticién (grafico 3).
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Gréfico 3. Cambio 5

Cuarta categoria: En esta categoria
no se da paralelismo en los resultados
obtenidos en cada uno de los proble-
mas. La distancia entre unos y oOtros,
como corolario inevitable de lo que se

acaba de decir, cambia de curso a éurs
bién se observan ganancias curso a curso,
los problemas planteados con niimeros grande
blemas de Isomorfismo de Medidas 1 y-de Igu‘alaéio
ejemplifican con bastante exactitud el perfil’ correspon:
diente a esta categoria.

Estos problemas se propusieron a los alumnos con los
siguientes textos:

IG1:  Daniel tiene 156 (4) pesetas. Alberto tiene 125 (2).
JCudnitas pesetas mds debe tener Alberto para tener
las mismas que Daniel?

IM1: El colegio va a comprar 150 (nifios, caramelos, 2)
cuadernos. Cada cuaderno cuesta 125 pesetas (cara-
melo, 5). ;Cudnto costardn tocos los caramelos?

Son dos casos en los que se van acortando las distancias
entre pequefios y grandes conforme avanzan los cursos.
En IG1 es donde mayor camino se recorre. IM1 parte en
el caso de los niimeros grandes de los peores resultados,
y alcanza en 4.° una proporcion que casi mantiene en 5.°.
Una pauta similar siguen los problemas de Combinacion
2, Cambio 3 y Comparacion 1 (gréficos 4y 5.
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Gréfico 4. Isomorfismo de medidas 1
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Gréfico 5. Igualacion 1



_Cabe resaltar la separacién notable existente en el caso de

IM1 en lo que se refiere 2 3.° y a los restantes cursos. Se
evidencia, de manera palpable, que aunque es en 3.°
donde se aprende a multiplicar, es en 4.° donde los alum-
nos aprenden a ligar la operacién de multiplicar con la
situacién que corresponde. Otra diferencia apreciable es
de perspectiva. Mientras que en IM1 parece que a partir
de 4.° la comprension de la situacién crece al mismo tiem-
po que la capacidad de asociar la operacién correcta a la
misma, en IG1 ofrece una linea ininterrumpida de acerca-
miento a la comprensién general del problema.

Otros problemas presentan el mismo petfil. Es el caso de
Comparacién 1 (que plantea una situacién muy evidente
para el alumno, pero que la aparicién del término «méas»
le hace elegir err6neamente la operacién de sumar),
Combinacién 2 y Cambio 3.

Si no se considera el problema de Combinacién 2, se
puede ver que este perfil afecta a tipos de las categorfas
con lenguaje inconsistente, esto es, con pistas verbales y
sentido general, en algln caso, contrario al estereotipo
escolar generado por cada operacién e, inclusive, cons-
trucciones sintacticas contrarias a las esperadas (Lewis y
Mayer, 1987; Huttenlocher y Strauss, 1968; Verschaffel y
otros, 1992; Verschaffel, 1994; Martinez Montero, 1996).

Quinta categoria: Representa a los problemas que pre-
sentan, respecto a la anterior categoria, la Gnica diferencia
de que, existiendo crecimiento, éste no se da curso a curso,
El grafico que acompafia a esta exposicion es el correpon-
diente al problema de Comparacién 5, cuyo texto, tal y
como se ha propuesto a los sujetos, es el que sigue:

CM5:  Tengo 126 cromos (5), y tengo 53 (2) cromos mds
que Luis. ;Cudntos cromos tiene Luis?

Varios son los problemas que responden a esta caracteris-
tica: inexistencia de diferencias entre dos cursos (que
pueden ser 3.° y 4° 0 4.° y 5.°) y diferencias con el res-
tante. Son los casos de Cambio 4, Comparacion 6,
Igualacion 2, Igualacién 3 e Isomorfismo de Medidas 3
(grifico 6).

OO N.°s grandes

B N.°s pequefios

Grdfico 6. Comparacién 5

Se evidencia,
de manera
palpable,

que aunque

es en 3.° donde
se aprende

a multiplicar,

es.en 4.° donde
los alummnos
aprenden a ligar
la operacion
de multiplicar
con la situacion
que corresponde.

Los perfiles correspondientes a estos
tipos de problemas, si bien tienen las
mismas caracteristicas generales, pre-
sentan notables diferencias en la distan-
cia existente entre los resultados obte-
nidos en cada tipo de problemas y el
gradiente que ofrecen entre los cursos
en que se producen ganancias. Asi, IG2
es un problema facil para 3.°, mientras
que IG3 es poco adecuado para este
curso. También CM6 es mis complica-
do para los alumnos que CA4 (IG3 y
CMG6 presentan lenguaje inconsistente
respecto a sus comparados). En el caso
de IM3, su pertenencia a esta categoria,
y no a la anterior —como IM2-, da la
pista de que presenta un grado de difi-
cultad diferente: el que va de la division
como particién a la division en su ver-
sién de cuoticion.

Sexta categoria: Se recogen aqui,
como en un cajén de sastre, perfiles de
problemas correspondientes a tipos
muy dificiles, donde los alumnos, tanto
en los formulados con nimeros muy
pequefios como en los formulados con
nimeros muy grandes, obtienen bajos
resultados. Aqui se pueden hacer tres
subdivisiones, que se podrian ejemplifi-
car, respectivamente, con los problemas
de Escalares Grandes 1, Escalares
Grandes 2 y Producto Cartesiano 2. Los
textos que se propusieron a los sujetos
fueron los siguientes:

EG1: Eugenia tiene 123 pesetas (2).
Sonia tiene tres (3) veces mds
pesetas que Eugenia. ;Cudntas
peselas tiene Sonia?

EG2:  Nacho tiene 123 (8) cromos.
Tiene 3 (4) veces mds cromos
que Victor. jCudntos cromos
tiene Victor?

PC2: Combinando mis pantalones y
camisas me puedo vestir de 24
(8) formas diferentes. Tengo 4
(2) pantalones. ;Cudntas cami-
sas tengo?

El modelo de EG1 es seguido por
Escalares Grandes 3, Escalares Pe-
quefios 3 y Producto Cartesiano 1. Hay
escasa distancia en los resultados que
se obtienen en cada uno de los tipos (la



mis corta de las contempladas hasta
ahora), lo que viene a indicar la dificul-
tad de la situacién: son escasos los
alumnos que teniendo capacidad de
entender la situacién planteada no la
tengan para asociar la operacién que le
hace hallar la solucidén exacta. Casi se
da el paralelismo y una clara progre-
sién curso a curso (grifico 7).

0 N.°s grandes

B N.°s pequefios

Grdfico 7. Escalares Grandes 1

Sin embargo, en el caso de EG3, EP3 y
PC1 se observa una diferencia funda-
mental: la inexistencia de crecimiento
de resultados de 3.° a 4.°. Mis concre-
tamente, los resultados en problemas
con nGmeros grandes correspondientes
a estos tipos estin cercanos al cero.
Pero se diferencian de la subcategoria
siguiente en que si obtienen aciertos,
aunque escasos, en 3.°y 4.° y en los
problemas formulados con niimeros
muy pequefios,

La segunda subcategoria estd represen-
tada por el problema de Escalares
Grandes 2. Como él se comportan los
problemas de Escalares Pequefios 1y 2.
Solo tienen una diferencia respecto a la
subcategoria anterior: los alumnos no
aciertan en 3.° y 4.° ni los problemas de
nimeros grandes ni los problemas de
nimeros pequefios. He aqui, por tanto,
unos tipos claramente desaconsejados
para estos cursos inferiores por plan-
tear situaciones muy alejadas de los
conocimientos y experiencias de los
alumnos. S6lo a partir de 5.°, y de
forma muy leve, comienzan a resolver-

los en ambas formulaciones algunos nifios y a compren-
derlos (a resolverlos con niimeros muy pequefios) otros
nifios (grifico 8).

O N.°s grandes

B N.°s paquefios

Grdfico 8. Escalares Grandes 2

Por wltimo, el perfil mias singular lo presenta el problema
de Producto Cartesiano 2. De los 30 tipos analizados hasta
ahora, ninguno ofrece un perfil semejante a éste. El rasgo
que lo singulariza es el siguiente: todos los alumnos que
son capaces de entender la situacién (resolverlos con
nlmeros pequefios) son capaces también de asociar a él
la operacién adecuada. ;Qué quiere esto decir? Una inter-
pretaciéon verosimil (verificada en entrevistas posteriores)
es la siguiente: el alumno que es capaz de representarse
y reconstruir mentalmente la situacion tiene un grado de
madurez tal que ha superado las dificultades, menores, de
saber identificar cada una de las operaciones con las
situaciones a las que son susceptibles de ser aplicadas

(grafico 9).

IN.°s grandes

B N.°s pequefics

Gréfico 9. Producto Cartesiano 2

El cuadro 2 de la pagina siguiente presenta un resumen
de las categorias expuestas segin la clasificacion seman-
tica y los diversos tipos de problemas PAEV.



CATEGORiAS PROBLEMAS ADITIVOS PROBLEMAS MULTIPLICATIVOS
CA Cco CM IG IM EG EP PC
Primera CAIl COt1 CM2 IG5
CA2 CM4 IG6
Segunda CA6 CM3 1G4
Tercera CAS IM2
Cuarta CA3 CO2 | CM1 IG1 IM1
Quinta CAa4 CM5 IG2 IM3
CMé6 IG3
Sexta EGI EP3 PC1
EG3
EG2 EP1
EP2
PC2
Cuadro 2. Categorfas y tipos de problemas
Conclusiones
Contrastar los resultados que obtienen los alumnos en los
problemas ordinarios que realizan en clase con los mis-
mos o idénticos textos, pero formulados con nimeros
muy pequefios, puede ser Gtil para establecer el recorrido
Contrastar

que adn debe efectuar el grupo de alumnos en la apre-
hensién y el tratamiento aritmético que debe darle a las
situaciones que los problemas ejemplifican. En este senti-
do, la potencia o capacidad de aprendizaje puede esta-
blecerse a partir de la distancia que se da entre ambos
resultados. Una distancia apreciable entre ambos resulta-
dos indica que hay una fisura entre la comprension de la
situacion y el sentido que el alumno da a una operacién
concreta. Establecer estas distancias va a permitir una
actuacion diddctica mas centrada en las necesidades espe-
cificas de instruccién de los alumnos.

El paralelismo que se dé en los resultados de los proble-
mas planteados con ambos tipos de ntmeros sirve para
indicar si los progresos en el dominio del problema guar-
dan o no un cierto equilibrio. La falta de paralelismo en
los resultados apunta a rotura de ese equilibrio. En el caso
de que lo que se produzca sea un acercamiento entre
ambos resultados, esa rotura del equilibrio es positiva,
pues implica que un ndmero cada vez mayor de alumnos
identifican correctamente la situacién con la operacion
que la soluciona. Si, por el contrario, se produce un
aumento en la distancia, se indica claramente ¢cémo no se
da un correlato entre el aumento de comprensién de
situaciones por los alumnos y el aumento del dominio de

los resultados
que obtienen
los alumnos
en los problemas
ordinarios qie
realizan en clase
con los mismos
0 idénticos textos,
pero formulados
con nimeros
muy pequerios,
puede ser titil
para....

las herrameintas matematicas necesa-
rias para su tratamiento.

El aumento sostenido o interrumpido
de resultados curse a curso puede ser
también un indicador que ayude a una
mejor secuenciacion de los problemas.
Y, de manera especial, si la observa-
ciébn de esta circunstancia se asocia a
las anteriores. En efecto, la progresién
curso a curso en los resultados, su
paralelismo y la distancia entre ellos se
convierten en facilitadores de la
secuenciacion.
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Andlisis probabilistico del sorteo
de los excedentes de cupo.
éFue justo el proceso

en su conjunto?

Roberto Marcellan Bueno

Este articulo tiene por objeto
andlizar desde un punto de
vista probabilistico el sorteo
de los excedentes de cupo
celebrado el dia 12 de
noviembre de 1997.
Para ello se utilizan
conceptos que figuran entre
los contendios del 2.° ciclo
de la ESO y del Bachillerato,
como son el modelo de
asignacién de
probabilidades de Laplace,
el concepto de probabilidad
condicionada y el teorema
de la probabilidad total.
Asi mismo se contrastan los
resultados obtenidos con
algunos andlisis que
aparecieron en la prensa en
los dias posteriores al sorteo,
haciendo ver las numerosas
incorrecciones cometidas en
estos andlisis.

®1. PASADO miércoles 12 de noviembre se celebrd el sor-

teo para determinar quiénes de entre los 165.342 jovenes
llamados a realizar el servicio militar en el afio 1998 resul-
taban excedentes de cupo.

En total 16.442 mozos serfan los afortunados que conse-
guirfan dar esquinazo a los preceptivos nueve meses de
disciplina castrense.

He de confesar que yo era uno de los que aguardaban,
expectante, a que el azar dictaminase su veredicto. Lo que
en ese momento desconocia era que el nimero que me
representaba en ese sorteo me otorgaba casi la mitad de
posibilidades de resultar excedente de cupo respecto a
otros compafieros con nimeros ms afortunados.

Es mi proposito con este articulo justificar el porqué de la
anterior afirmacién. Para ello me voy a servir de concep-
tos probabilisticos que aparecen entre los contenidos de
la ESO como son el modelo de asignaciéon de probabili-
dades de Laplace y el concepto de probabilidad condi-
cionada, asi como del teorema de la probabilidad total
que aparece solo en el Bachillerato.

Asimismo me planteo dar un repaso al tratamiento del que
fue objeto este evento por parte de los medios de comuni-
cacién. Por ello he seleccionado algunas de las infor-
maciones que aparecieron en la prensa en los dias posterio-
res al sorteo. Espero poder hacer ver al amable lector o lec-
tora que la mayor parte de los contenidos de esos articulos
no se ajusta a la verdad, ni en lo referente a los resultados
que se aportan ni a los razonamientos empleados. Pretendo
con ello, como Unica intencion, fomentar una de las actitu-
des que vienen prescritas en el DCB de Matematicas, con-
cretamente en el bloque correspondiente al tratamiento del
azar. Tal actitud es la de «alorar de forma critica las informa-
ciones probabilisticas en los medios de comunicacién, recha-
zando los abusos y usos incorrectos de las mismas».




Previamente a iniciar el analisis, quizds conviniera recordar
cudl fue el proceso global que se sigui6 para elegir a los
excedentes de cupo. Dias antes de la celebracion del sor-
teo, cada uno de los llamados a filas recibimos un niime-
ro entre el 1y el 165.342. Dicho nimero nos fue asignado
de forma equiprobable mediante un programa informiti-
co. En el sorteo, se eligié un ntmero entre el 1y el 165.342
mediante la extraccién de seis bolas de seis bombos, la
primera correspondiente a las centenas de millar y la alti-
ma a las unidades. El primero de los bombos, el de las
centenas de millar, contenia diez bolas, cinco con el nime-
ro 0y cinco con el ntimero 1. El resto de los bombos con-
tenfan diez bolas numeradas del 0 al 9. Resultarian exce-
dentes de cupo todos aquellos mozos cuyo ndmero coin-
cidiese o bien con el extraido, o bien con cualquiera de
los 16.441 siguientes, de forma que si se rebasaba el
165.342 se empezaba a contar de nuevo por el 1.

Centrémonos ahora en glosar el procedimiento que diri-
§i6 el desarrollo del sorteo con los bombos. Este consis-
tio en extraer las bolas de forma secuencial, empezando
por las centenas de millar y. acabando por las unidades,
de forma que, si una determinada extraccién daba lugar a
una cifra que no permitiera que el nimero resultante estu-
viese comprendido entre el 1y el 165.342, se repetia la
extraccion hasta dar con una cifra permisible.

Asi ocurrid en realidad. La primera cifra resulté ser un 1.
La segunda fue un 8. Como no tenian sentido ndmeros de
la forma 18#. ###, esa deficiencia se subsané volviendo a
introducir la bola en el bombo y repitiendo la extraccion,
resultando elegida en esta segunda tentativa la cifra 5.

El modelo probabilistico

Analicemos en profundidad el modelo probabilistico (al
que llamaré modelo A) subyacente a este forma de elegir
un ndmero entre el 1 y el 165.342. Para ello se conside-
ran las siguientes familias de sucesos asociados a la
extraccién de un nimero de seis cifras mediante los seis
bombos:

(4 )LO donde A; «El bombo de las centenas de millar

determina la cifra #, 0<i<1

(B, donde B, «El bombo de las decenas de millar
determina la cifra #, 0<i<9

(¢, )?:0 donde C; El bombo de las unidades de millar
determina la cifra #, 0<i<9

(D, ),.in donde D; «l bombo de las centenas determi-
na la cifra #, 0<i<9

(E)., donde E; «El bombo de las decenas determina
la cifra &, 0<i<9

(F)l, donde F;: «El bombo de las unidades determi-
na la cifra #, 0<i<9

Planteémonos, por ejemplo, cuil es la
probabilidad de que el ntimero elegido
hubiera sido el 1:

P(L) = PANBNACNADNENF,) =
P(A,)PB,| 4,)P(C,| 4.0B ) P(D,| APnB G, PG| 0B CAD,)

P(F,| AnBNCNADE,)

donde en la segunda igualdad se ha
usado, de forma reiterada, el concepto
de probabilidad condicionada.

Evidentemente, P(4,) = i = L

10 2
Para esta asignacién de probabilidad,
asi como para las que siguen, se ha
hecho uso de la regla de Laplace.

Si la primera cifra ha sido 0, en el
segundo bombo puede salir cualquier
cifra entre 0 y 9, y todas tienen sentido,
luego:
1
PB4,y =—

10
Anilogamente se deducen:

P, AnB,) = 115
1
P(D,| ANBNC,) = o

PE,| anBACAD,) - L
10

Ahora, si las cinco primeras cifras han
sido 0, tendrdn sentido como unidades
cualquier cifra entre 1y 9, pero no el 0,
pues el menor niimero posible es el 1,

luego:
1
P(F,| APBACADNE,) = 5
Ast:
1 11
pay=t t .t 1 11 1

Calculemos ahora la probabilidad de
que el nimero elegido hubiese sido el
altimo posible, es decir, el 165.342.

P(165.342) = P(ANBNCNDNENF,) =
P(A,)-P(By| 4,)-P(C,| ANB)PD,| 4,nBNC)PE,| ANBNACAD,)

P(F,| A,nBACADNE,)

Evidentemente P(A J= 2 =

10
Ahora, si la primera cifra ha sido 1, la

N |

segunda tendrd que ser un nGmero
entre 0 y 6, pues el miximo nimero
posible es de la forma 16#, ###. Ast:




1 El siguiente grafico nos puede dar una idea de la des-
PB4y = = o
7 compensacion existente:
Si la primera cifra ha sido 1 y la segun-
da 6, entonces la tercera tendrd que ser B Probabilidades que otorgé el sorteo a cada nimero
un ndmero entre 0y 5, pues el maximo
ntimero posible es de la forma 165. ###, 165.340-165.342 1198,41E-06
Ast: ) 165.300165.339 [0 ] 59,52E-06
P(C;l 4By - A 165.000-165.299 l 29,76E-06
160.000-164.599 11,91E-06
Si la primera cifra ha sido 1, la segunda -
6 v la tercera 5, entonces la cuarta ten- 100.000-159.999 | 7,14E-06
drd que ser un numero entre 0 y 3, 1099.999 f 5,00E-06
pues el maximo nﬁrflero posible es de 19 W 5,56E-06
la forma 165.3##. Asi:
1
P(D,| 4nBNC) = < Gréfico 1
Anilogamente: , Téngase en cuenta que si el sorteo hubiese sido equiproba-
1 ‘ i ' lidad:
P(E, |4 NBNCND,) = ; ble, todos los ntiimeros hubieran tenido como probabilidad:
1 1 -6
PE,|ANBNCNDNE) = — P(n)=———=6,05-10
| 4nBNCADNE = - Py
Por tanto: Podemos observar que un ntmero n € {165.340, 165.341,
165.342) era 40 veces mis probable que otro cualquiera
111111 1 q q
P(165.342) = 5'7"6‘2 ;'3‘ 5.040 entre 10 y 99.999. Asimismo, el nlimero que resultd elegi-
’ do, 155.611, fue uno de los «privilegiados» por el sorteo,
Adoptando la misma estrategia que nos aunque no de los que mis.
ha permitido calcular P(1)'y 13_(1165'342) Contrastemos la distribucién de probabilidades recogida
podemos calcular Ia probabilidad de en la tabla 1 con la que se puede ver en la informacion
cualquier otro ntimero. Asi, se obtiene: (cuadro 3) segln la cual las probabilidades que el sorteo
; asignd a cada nimero fueron:
Si ~ Probabilidad
111 111 Si Probabilidad
1<£n<9 ——— = =5,56: 10°° :
~ -2 10 10 10 10 9 180 000 1 1 1
— ‘ : . 1<nx<99.999 =
- ' ‘ 111111 1 . . 2 99999 199,998
1051599999 | oo =510
o ‘ o} 2 10 10 10 10 10 200.000 1 1 1
- — 100.000 £ n £165.342 | — =
‘ 111 1 1 1 1 - 205342 130.084
100000 =n<159999 ) =« s e £ 714100 :
- 12 7 10 10 10 10 140.000 ‘
. Tabla 2
160.000 < n .<.164999 131_1__1__1_= zn 91 10 Obsérvese como este modelo de asignacion de probabili-
. 'l_z / 6 10 10 10 84000 dades no se ajusta al mecanismo del sorteo. De hecho dicha
- ’ o 1 1 11 1 1' - asignacién es doblemente incorrecta, pues, aun adoptando
165.000 £ n £165.299 | —t i : ~29 76 107 el punto de vista (erréneo) del autor, es evidente que:
o k,~27641010 35600
- i P(n)== ,si 100.000 < n <165.342
165.300 € n £165.339 | ——im i ~59,52.10° 2 65.343
‘ =~ 2764510 16800 . .
. ~ Volviendo a nuestro estudio merece la pena resaltar que,
1 l.l.l‘l.l,l;_l_.dgs 41 1078 aun cuando el primer bombo bubiera tenido la pro-
‘1651340 =n:le 342 270453 5040 porcion justa de ceros y unos —en orden a representar
correctamente el distinto nimero de guarismos de la
Tabla 1 forma O##.### respecto de los de la forma 1## ###— el




0 hubiera sido sesgado, pues el Unico cambio en
nuevo supuesto consistiria en sustituir 1/2, o bien
p01 99.999/165.342 (si se trata de calcular la probabili-
dad de un ntmero que comience por 0), o bien por
65.343/165.342 (si se trata de calcular la probabilidad de
un namero que comience por 1), manteniéndose inva-
riantes el resto de factores (véase la tabla 1). Dicho de
otra forma, el motivo por el que el sorteo no fue equita-
tivo no fue la inadecuada proporcién de ceros y unos en
el primer bombo, sino el hecho de que si en una deter-
minada extraccién resultaba elegida una cifra que no
diera lugar 2 un ntmero entre el 1 y el 165.342, se opta-
| ra por reponer la bola extraida y repetir la extraccion.
§~ Esta, y no otra, fue la causa de la no equiprobabilidad
L del sorteo.

Sin embargo, muchas informaciones parecen reflejar
como motivo de la no equiprobabilidad del sorteo la ina-
decuada proporcién de ceros y unos en el primer bombo,
Véase si no el texto extraido de El Pericdico de Aragon,
del 14 de noviembre, que aparece bajo estas lineas.
Obsérvese como se dan proporciones alternativas para el
primer bombo, como si la rafz del problema estuviera ahi,
Ninguno de los dos cambios que se proponen hubiera
hecho equiprobable el sorteo, como es facil comprobar
razonando de la misma forma que se ha hecho para cal-
cular las probabilidades de la tabla 1.

La probabilidad de cada mozo

Retomemos nuestro anlisis para ver
como repercutié el desequilibrio proba-
bilistico del sorteo con los bombos en la
probabilidad de que el mozo represen-
tado con el nimero 7, 1 < 1 < 165.342,
resultara elegido excedente de cupo.

Considero la siguiente familia de sucesos:
165342
(EXC_ )
n=1
donde EXC n es el suceso «El mozo con

numero 7 resulta excedente de cupon.

Comencemos calculando PEXC 1). Para
que el mozo con el nimero 1 resultara
excedente de cupo, tal y como se ha
explicado al comienzo, en el sorteo debe-
tfa salir un nGmero entre el 148,902 y el
165.342 (ambos inclusive), o bien el 1.
Por tanto, a partir de las probabilidades
calculadas en la tabla 1, deducimos que:

. . 0 0
PCEXC_ 1) = 11098+5000+ 301 + 4 3 . 1 _
140.000  84.000 33.600 16.800 5.040 180.000
27.12
7127 =0,150706
180.000

ft) fmT)o ca ear]as
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P(EXC_n)

11. 098 5. OOO 300 40 3 1 1 1 27.127
+ + + —(n=1)- - = —=(n=1):
140.000 84 000 33 600 16,800 = 5.040 180.000 140,000 180.000/ 180,000 630.000

105711098

11.089 = 5,000 300 40 3 9 1 1 1
+ + + + + + =(n-10)- - =
140,000 84,000 ~ 33.600 16,800  5.040 180.000 200,000 140.000 " 200.000 ’

210.96
_ 0P ey 3
1,400.000 1.400.000

| 11.099 < 1 < 16,098

000 300 4 1 1 1
5, 30 40 3 9 11089 (n-11.099).( B ]=
84000 33600 16800 5040 150,000 200000 200,000 84.000  200.000

1.777 2
= Z —(11—11.099)'#9——

14,000 4200.000

| 16,099 < 1< 16398

1 1)
[0 & 3 9 16 1 e o .
33.600 16800 5,040 180000 "0 000 " 00000 33,600 200,000

1
=5 % ~(1-16.099)"
42.000 525.000

16,399 < n < 16438

.56 22
3.5%9 —(n——16.399)‘——9———

42,000 4,200.000.

40 1 1 1 1
+ ) + 2 6389 } (12—-16.399)'( = ]=
16,800 5. 040 180. OOO 200,000 200,000 16,800 200.000

16,439 < n < 16.441

1 E 17.38 2.437
~(n=16439)" ot = 1387 —-(11—16.459)'—3
5.040  200.000 210.000 12.600.000

3. 9 lego . 1
5040 180,000 200,000 " 200,000

- 16442< n< 16.450

~(n-16.442) -
200.000 1.800.000

[ 9 116432; 1

1
~(n-16442)- =
180.000  :200.000.  200.000

1 )_ 16,443 1
180,000 200.000 )

16.451 < 1 < 99.999

16.442
200.000

16451 < 1. 99.999

—(#%=100.000) -

1 )_ 115.097

(16.441 Lol !
200,000 140,000 140,000 200,000 - 1,400,000

—(n=100.000) - e
1.400.000

16451 < 1.£.99.999

16.442
140.000

16.451 <7 < 99.999

5083 (1n—160.000)"

(16’441+ ! )—(11-160.000)‘( ! ¥ ):
140,000 84.000 84,000 140,000 26250 210,000

16.451 < 1< 99.999

19
40.000

[5‘000‘{ 114t + ! ~(1=165.000)+

1 ]_ 5,651
84.000 140.000 33,600

—(1-165.000)+ s
: 33,600 140.000 ) 40.000

16.451 < 7. 99.999

1 1
16.800 " 140.000

)= 3109 1-165.300)-

210.000 210.000

300 " 5.000 o 11141 1
33.600 84.000 = 140.000 - 16.800

]—(n-—165.300)-[

16.451 < 1< 99.999

( 40 300 , 5000  1ti01 1
+ ; +

—(n-165.340)-
\ 6800 33600 84000 140,000 5.040

1.260.000 1.260.000

~ | 241
j (11*165,540).[ 1 }: 189.409

5040 140.000

Tabla 3
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Grafico 2
Procediendo con un poco de paciencia, es posible deter- Puede comprobarse que los nimeros
minar las probabilidades de cada uno de los sucesos comprendidos entre el 15.080 y el
EXC _n. En la tabla 3 podemos seguir el cilculo detallado 108.040 (ambos inclusive) tuvieron
de dichas probabilidades. menos probabilidades que las que les
. . o . hubiera asignado un sorteo justo. De
Para hacernos una idea de cémo varfa' P(EXC_n) segin )
d b - el orafico 2 hecho, el resultado del sorteo vino a
7 pOCEmOS ObIServar et gratico 2. refrendar este desequilibrio probabilis-
En dicho grifico, la linea horizontal determina la situacién tico pues, a la postre, resultaron elegi-
que se hubiera dado si el sorteo de los excedentes de De hecho, dos los ntimeros comprendidos entre el
cupo hubiese sido equiprobable, es decir, si todos los el resultado 155.611 v el 165.342, o bien entre el 1
nmeros otorgasen a su poseedor la misma probabilidad del sorteo y el 6.710, todos ellos beneficiados por

de salir excedente de cupo:

P(EXC_mn)= 16&

= 0,099442

El ntmero que mis probabilidades proporciond a su
poseedor para ser elegido excedente de cupo fue el
165.342, con:

P(EXC_165 342)= ——22.

140.000

= 0,150707

Por el contrario, los nimeros que menos probabilidades
otorgaron a sus dueflos —entre los que se encontraba,
por desgracia, el que me representaba a mi—, fueron los
comprendidos entre el 16.451 y el 99.999, con:

16.442

P(EXC_jl=——;
200.000

donde 16.451 < 7<99.999

vino a refrendar
este desequilibrio
probabilistico. ..

la no equiprobabilidad del sorteo.

Retornemos de nuevo al analisis de
algunas noticias aparecidas en la pren-
sa. Merece resaltarse el contraste entre
el grafico 2 y los que aparecen en las
informaciones de El Mundoy de El Pais
del dia 14 de noviembre (ver cuadros 2
y 3). Frente a las 14 variaciones de pen-
diente que podemos observar en la
tabla 3 y que manifiesta la linea que
une los puntos representando las pro-
babilidades que cada nimero otorgd a
su poseedor para ser elegido exceden-
te de cupo, ambos grificos Gnicamente
muestran 4. Evidentemente el error en
dichos graficos proviene de la inade-
cuada asignacién de probabilidades ya
comentada (véase la tabla 2).




\Ientagas y desven a;as en el sorteo

rte ,para dECldll‘ los exce-

de cupo en el serv1 io mili-

manera que unos jovenes fueron
,beneﬁclados frente a otros.

plo_extremo, para .que a uno le

.-salir son menores, se produce un
* desequilibrio, aunque el nombre
'y apellido del. damnificado sea
o escogldo al azar,

:nadorf"secﬁencié 'todas las com-

binaciones posibles con los

de que  los boletos no tuvieran
todos la misma oportunidad sigue
siendo insoslayable: en un ejem-

a loterfa, su décimo debe
entrar en el sorteo; si esto no
O sus’ oportumdades de

$El graflco demuestra que los

encontrarse en cuatro grupos dis-

. mento més perjudicado por las
165.000 reclutas y se escogi6 una -
~de las mismas al azar) el hecho

los nimeros '16.443 ¥ 99.999,

- la lista, el grupo cuarto tiene un
°53% mas de probabnhdades de
- salir ‘excedente de cupo.que los

mozos que sortearon podian’

tintos de posxblhdades. El seg-

cinco bolas con un 0y cinco con
un 1 es.el que se encuentra entre

mientras que el parcial més bene-
ficiado se encuentra entre el
116.442 y el 165 342,

¢ Como resultado, a consecuen-
cia de su colocacién aleatoria en

mtcgrados en el segundo aparta-
do, mientras que el primero y el
tercero -se hallan en un estadio
intermedio, con una desventaja
variable en el proplo segmento.

Cuadro 2



JUBTIE UBBIYLAI

165.342, ‘asignando idéntica probabilidad

cada uno de ellos. Sin: embargo, el sorteo: ‘g ]
hizo tomando de un bombo el ntimero 001, ' |.
con igual probabilidad, escoglendo despuesA en. |

un segundo bombo, )
fotma que el primer n

ero-escogido fueun 1

y el segundo-un 8, por lo que se volvié atomar . |

, -J AVIER PORTELA ~',
Para reahzar correctamente el sorteo-era nece=
sario tomar un numero-entre el 000001 y. e

una bola del segundo bombo, hasta.que sdlié-un: { ocu

numero inferior o igual a seis. El error mate- -
matico radica-en mantener fijo eI resu}tado del- I

primer bormbo,

Como consecuencia; 1o se zis1gno la misma:
. probabilidad de salir a todos losmiimeros entre el

1y el 165.342. La probabilidad de que tocara el
nimero concreto A, situado entre el 1.y el

99.999, era de un’ medlo por 1 dividido 99.999,
mientras que la probabilidad de que tocara el ni-

mero concreto B, situado entre el 100.000 y-el |

165.342, era de un medio por 1 dividide 65.342.
Esto trae consecuencias sobre la probabilidad

de salir excedente de cupo en el caso partxcular de -

cada recluta; Esta probabilidad varfa segiin el
nimero asignado al recluta, como se refleja en el.

“rar excedente de cupo. a' I‘osz 16.4‘4 pnméfc)s

- Sila a51gnac:16n mxclal de los méimeros
reclutas fuerealmente eaton 00 s¢

 Javier Portela es profesorde la Escuela de Estadistlca dc

la ‘Universidad Complutense de Madrid.

Cuadro 3

¢Sorteo equitativo?

Llegados a este punto, estamos en situacion de plantear-
nos la pregunta que a mi, como parte afectada, mis me
interesa. jFue el proceso en su conjunto equitativo? Es
decir. ;Cualquier mozo tenia al inicio del mismo la misma
probabilidad de ser excedente de cupo? Si logramos
zafarnos del influjo de los cdlculos anteriores, vamos a
ver que si.

JCualquier mozo
tenia al inicio del
mismo la misma
probabilidad
de ser excedente
de cupo?

Recordemos que el proceso habia
comenzado con la asignacién equipro-
bable a cada mozo de un ntimero entre
el 1y el 165.342, y que, posteriormen-
te, el sorteo determind 16.442 ntimeros
cuyos poseedores fueron los ex-
cedentes de cupo.

Ya hemos visto que hubo unos ntime-
ros que dotaron a sus duehos de mis



probabilidad que otros. Pero advirta-
mos que los procesos de asignacién de
un nGmero aleatorio a cada mozo y de
eleccion de los 16.442 nimeros deter-
minando los excedentes de cupo fue-
ron procesos independientes, es decir,
el resultado del primer proceso no tuvo
ninguna influencia en el desarrollo del
segundo. Por tanto, aun cuando el sor-
teo para la eleccion de los excedentes
no otorgd las mismas probabilidades a
todos los ntimeros, la probabilidad que
tenia cada mozo de que le correspon-
diera uno de los 16.442 ntimeros
posteriormente determinados por el
sorteo era igual para todos:
16.442

165.342

pues la asignacion de nGmeros a cada
mozo si fue equiprobable.

Podemos llegar a la misma conclusion
razonando desde otro punto de vista,
mas formal. Para ello consideremos un
mozo cualquiera, X, de los 165.342
posibles. Se trata de determinar la pro-
babilidad del siguiente suceso:

X exc = X resulta excedente de cupo»

Consideremos ahora la siguiente familia
de sucesos:

165.342
X
=1

b P .
N} : «A Xle corresponde el ntimero 7 en
la asignacién aleatoria de nimeros»

donde:

Aplicando el teorema de la probabilidad
total obtenemos que:

165.342

De todo
este estudio
cabe concluir
que ninguno
de los que fuimos
parte interesada
en todo
este asunto
debe sentirse
perjudicado
por el proceso
de eleccion
de los excedentes
de cupo.

P[X_exc]= Y P[X_ exc‘N,.X]-P[N,X]=

=1

1 165.342
165.342 ‘o
Ahora noétese que €l suceso X_ exc'N,fY

coincide con el que antes hemos deno-
tado por EXC i

Sustituyendo los valores de P/EXC i/

dados en la tabla 3, se comprueba que:

165342 165342

Z P[X_exc

Z P[X_ exc‘ N,X] = 2{].”[1&“)(6~ i =16.442

=1 =1

16.442
165.342

y esto es valido para cualquier mozo X

Ast: P[X_exc)=

De todo este estudio cabe concluir que ninguno de los
que fuimos parte interesada en todo este asunto debe sen-
tirse perjudicado por el proceso de eleccidén de los exce-
dentes de cupo. Puede hablarse de que unos nimeros
fueron mds afortunados que otros pero no que hubiera, a
priori, mozos con mas probabilidad que otros de resultar
excedentes de cupo.

No parece opinar lo mismo el autor de la informacién
aparecida en El Mundo (ver cuadro 2), para quien la argu-
mentacién anterior 1o es matematicamente cierta,

Disgresion final

Pese a que, juzgado desde el principio, el proceso de
eleccién de los excedentes de cupo puede considerarse
justo, no deja de ser lamentable el modo en que se reali-
z6 el sorteo con los bombos, de acuerdo a los fines que
se perseguian: la eleccién de un nimero entre el 1y el
165.342 de forma equiprobable. Tal propdsito se hubiera
conseguido, en la situacién del sorteo, con el siguiente
procedimiento: si en alguna de las seis extracciones, la
cifra determinada diera lugar a un nimero no compren-
dido entre el 1 y el 165.342, entonces toda la secuencia de
extracciones debe repetirse desde el principio, es decir
desde el bombo de las centenas de millar.

(Por qué este procedimiento garantiza la equiprobabilidad
en la eleccion de un nimero entre 1 y 165.342? Por el
siguiente motivo. Recuérdese que partimos de seis bombos,
uno para cada cifra. El primero con diez bolas, cinco con el
0y cinco con el 1. El resto con diez bolas numeradas del 0
al 9. En tal situacion, lo que si es evidente es que podemos
elegir un nGmero entre el 0 y 199.999 de forma equipro-
bable. En términos més técnicos dirffamos que estamos en
condiciones de simular una variable aleatoria uniforme dis-
creta con rango {0, 199.999}. Ahora conviene hacer notar
que la restriccién de una variable aleatoria uniforme a cual-
quier subdominio de su rango vuelve a ser una variable ale-
atoria uniforme con rango dicho subdominio.

Asi, con el procedimiento consistente en desechar, de
todos los niimeros que podian determinarse con los seis
bombos ({0, 199.999)), aquéllos no comprendidos entre 1y
165.342, lo que estamos haciendo es simular una variable
uniforme discreta con rango {1, 165.342}, o lo que es lo
mismo, estamos garantizando que todos los nimeros entre
1y 165.342 tienen la misma probabilidad de ser elegidos.

Denotemos al modelo probabilistico subyacente a este
modo de proceder como modelo B.



. ‘A continuaciéon me gustaria plantear la siguiente reflexién.
Supéngase que el nimero elegido, 155.611, lo hubiera
sido sin necesidad de repetir ninguna extraccién (recuér-
dese que tuvo que repetirse la extraccion de la segunda
cifra, pues inicialmente salié un 8). En tal supuesto,
hubiese sido imposible discernir si el modelo probabilis-
tico que regia el sorteo era el modelo A, que como hemos
visto no asignd las mismas probabilidades a todos los
nameros, o bien era el modelo B que si asigna igual pro-
babilidad a todos los nimeros. Es decir, no hubiésemos
tenido evidencias para poder afirmar que el sorteo no era
equiprobable. Por tanto, ante el aluvién de criticas que
igualmente se hubiera producido, un responsable del
Ministerio de Defensa habilidoso en cuestiones probabi-
| listicas hubiese podido alegar que el modelo que regia el
| sorteo era el B (equiprobable) y no el A (no equiproba-
| ble), y nadie, a partir de un nimero elegido sin repetir
ninguna extraccién, hubiera podido demostrar lo contra-

rio.

Lamentablemente para la reputacién del Ministerio de
Defensa, se repiti6 una de las extracciones con lo que
quedd de manifiesto que el modelo probabilistico que
gobernd el sorteo fue el 4 (no equiprobable) y no el B
(equiprobable).

En este contexto, podemos preguntarnos por la probabi-
lidad de que en el proceso de eleccion de las seis cifras
de los seis bombos (segtin el modelo A), tuviera que repe-
tirse al menos una de las extracciones. Uno de los
procedimientos posibles para su calculo es el siguiente.
Debemos hallar la probabilidad del siguiente suceso:

S «Se repite al menos una de las seis extracciones en la
eleccion de un ntmero de seis cifras con los seis
bombos»

Recuérdense las familias de sucesos:
(410, (B0, (C 0%y, (DL, (B, (F L,
ya utilizadas en los célculos iniciales.

A partir de teorema de la probabilidad total, se obtiene:
PIS] = P[§ 4] P[ 4] + P3| 4] PIA4,] =
1 1
=0-—+P[YA4,] —
2 4 2

De nuevo por el teorema de la probabilidad total:

PS|4,]= pHA1 A [U;B,ﬂ : P[UilB,.:!-i- P[4, ByJ- P[Bg]

9 9 1 3
+PHA1m[UHB,)}P[UHB,}_MP[jAImBGJ.BH.;a
Anilogamente:

1 4
PIS|4, A ByJ =0+ P[4, A By Cy)-— +1.—
10 10
1 6
PIS4, By Gyl = 0+ PIS| 4, By Gy A Dy ) —+1.—
10 10
1 5
P[STAlmBémCst3]=O+P[51A1r‘\B6r\CstsmEd.B.;_l.E
1 7
:0+l‘_+1.i:5_
10 10 10 100

Luego sustituyendo, se tiene:

1
P/szlnBGmcsjzfl._.+£= 657
) 100 10 10 1.000
1 )
P[jAlmstzﬂ._+i: 4.657
1.000 10 10 10.000
4657 1 4.657
P[51A1]= > -*+i=__3
10.000 10 10 100.000
4657 1 34.657
prsfa = 2D 2L SVOT g 175

100.000 2  200.000

Asi, puede considerarse que el Ministerio
de Defensa tuvo «mala suerte» al produ-
cirse la repeticion de una extraccién.

Vuelvo a insistir en que, de no haberse
producido dicha repeticién, el proceso
seguido se hubiera podido interpretar
como la simulacién de una variable aleato-
ria uniforme discreta con rango {1, 165.342}
(modelo B). O dicho de otra forma mis
clara: no hubiésemos tenido indicios para
pensar que €l sorteo era injusto.

Finalizo manifestando mi deseo de que
este articulo haya servido para mostrar

Roberto Marcellan
Alumno de CAP
ICE de Zaragoza.
Sociedad Aragonesa de
Profesores de Mateméticas
«Pedro Sénchez Cirvelo»

las maltiples caras de un problema que,
a la vista de las opiniones vertidas en
los medios de comunicacién, no parece
haber sido objeto de un examen exce-
sivamente riguroso.



NUmeros insumisos.
El ejército en el aula

La vida es la escuela

de la probabilidad
Walter Bagehot

En contra de lo que algunos
creen, es posible abordar
con éxito muchos problemas
cotidianos de probabilidad,
sin més instrumento que una
mente ordenada. A partir de
un sencillo juego,
intentaremos desmontar el
mito de que el andlisis del
polémico sorteo de
excedentes de cupo estd
vedado a cudlquier persona
que no sea «de ciencias».
Nos sorprenderemos de
cémo pudo hacerse tan mal,
analizaremos los resultados
expuestos en la prensa y
conjeturaremos qué puede
ocurrir cuando no se tienen
en cuenta las matemdticas.

Miguel Barreras Alconchel

PRINCIPIOS de noviembre de 1997 el Ministerio de
Defensa, en boca de su maximo representante, el sefior
Serra, sorprendia a propios y extrafios con una «propues-
ta» muy original: introducir el ejército espafiol en las
escuelas.

El pasado 12 de noviembre se celebrd un sorteo, anun-
ciado con anterioridad a bombo y platillo por todos los
medios de comunicacién, a través del cual el azar iba a
decidir los 16.442 jovenes que podrian librarse del servi-
cio militar entre los 165.342 convocados a filas.

Ia forma de llevar a cabo esta peculiar loterfa suscitd,
durante los tres dias siguientes —s6lo los tres dias siguien-
tes—, una interesante polémica salpicada de jugosas decla-
raciones que no desentonarfan en una pelicula de los her-
manos Marx.

Cuando surgié la polémica, quien mds quien menos
atisbaba visos de no equidad en el proceso. Los entendi-
dos lo aseguraban. Nunca las matemdticas habian disfru-
tado de tanto protagonismo en los medios de comunica-
ci6n. Pero daba la sensacién de que analizar con rigor el
problema era s6lo potestad de mentes especializadas en
el asunto. Existe la idea generalizada de que cualquier
problema probabilistico requiere, al menos, conocimien-
tos previos de combinatoria y otras destrezas de calculo.
Son muchas las personas que piensan asi. Una de ellas
es el subsecretario de Defensa, sefior Menéndez: «Yo no
domino los argumentos probabilisticos, porque soy de
Letras». No sabemos si este sefior se da realmente cuen-
ta de lo que dice. No s6lo asevera que €l mismo no
domina la probabilidad (de lo cual no tenemos ninguna
duda), sino que, en un peligroso alarde de generaliza-
cién, asegura que cualquier persona que se precie de
«ser de Letras» necesariamente no puede dominar los
argumentos probabilisticos.



Vamos a intentar mostrar que el asunto no compete espe-
cificamente a gente de ciencias ni de letras ni de nada,
que simplemente se requiere tener una mente un tanto
«ordenada,

Parecia mentira que el Ministerio de Defensa, con sus ase-
sores, hubiera cometido tamafo etror. Pero cualquier pro-
fesor de matemdticas medianamente avispado entendia la
jugada. No. Nuestro ministro de Defensa no habia metido
la pata. Con este espectacular gambito, el ‘ministro de
defensa ataca y consigue su objetivo: introducir el ejérci-
to en las aulas.

Un problema més sencillo

En primer ciclo de la ESO

En niveles en los que no estdn acostumbrados todavia al
concepto de probabilidad se puede abordar el problema
partiendo del siguiente juego.

Consideremos el tablero representado en el cuadro 1.

Se juega por parejas. Cada jugador dispone de 5 fichas
que debe colocar en casillas distintas entre las 16 de su
lado. Cada vez que salga un ndmero en el que se encuen-
tre una ficha, ésta se retira (se salva). Gana el que antes
salva sus 5 fichas. Cada pareja jugard 5 partidas.

Si se jugara con un dado de 16 caras, la partida no tendria
ningln interés. Serfa un juego de puro azar. Prescin-
diremos del dado: los nimeros se obtendrdn con ayuda
de la tecla RAM de la calculadora: nos fijaremos sélo en
la Gltima cifra del ntimero aleatorio que obtengamos en la
pantalla. Realizaremos dos «iradas», una para la cifra de
las decenas, otra para las unidades:

» Cifra de las decenas: si es par, el cero; impar, el uno.

* Cifra de las unidades: si sale 7, 8 0 9, se pulsa otra
vez la tecla para obtener otra cifra vilida para las
unidades. Este es el método que se utiliz6 en el
famoso sorteo de los excedentes de cupo. Lo llama-
remos Método Serra (MS).

Cada jugador anotard todos los ntmeros que va obte-
niendo, asi como la estrategia que utiliza al principio de
cada partida (si es que utiliza alguna) y el porqué de la

misma. Al finalizar las 5 partidas, cada
pareja escribird, conjuntamente, un
pequeio andlisis del juego.

Con todos los resultados de todos los
alumnos que se han ido obteniendo se
elaborard un grafico que represente la
frecuencia de cada ntamero.

Combinada esta estadistica global con
las conclusiones de las parejas es muy
probable que se llegue al siguiente
resultado:

Primera conclusion: El MS no es justo.

En todo caso podemos, sin salirnos de
este nivel, profundizar mas, formalizan-
do el resultado, calculando la probabi-
lidad de cada numero. Supongamos
que, utilizando el MS, realizamos 1.260
sorteos. El ntimero de veces que cabe
esperar obtener cada namero se repre-
senta en el siguiente diagrama:

0 1
{630 veces) {630 veces)
2 4 5 6 7 8 9 0O 1 2 3 4 5 6

1

(70) (70} (70} {70} (70) (70} {70} (70) {70}

13

15

14

16

Cuadro 1

(90) (90} (90) {20) {90) (90) (90)

Segunda conclusion: cada nimero de
una cifra saldria 70 veces (de 1.260)
—un 5,6% —, y cada uno de dos cifras 90
veces —un 7,1%—, ya que:

11
P(03)=——=0,056
03 29 5

11
PU3)====0,071
a3) 25

En segundo ciclo de ESO

Para grupos que, en cursos anteriores,
ya se han familiarizado con la idea de
probabilidad, podemos idear otro tipo
de actividad: después de explicar el MS
(lo puede hacer directamente el profe-
sor o, mas interesante, que los mismos
alumnos lo conozcan a través de recor-
tes de prensa), provocar un debate
acerca de la conveniencia o no del pro-
cedimiento que se utilizé. En principio




pueden valer opiniones de tipo mera-
mente intuitivo, pero se tenderd a que
las tesis que se expongan sean argu-
mentativas. Oiremos asi razonamientos
de este tipo:

e El sorteo estdi mal hecho: varios
profesores de estadistica lo han
escrito en los periédicos».

e .l sorteo es justo: en el segundo
bombo estaban las bolas 7, 8y 9y
asi la probabilidad del 03 era la
misma que la 13».

e Si cuando salfan éstas no se tenfan
en cuenta y se devolvian, ¢qué mis
da que estuvieran? Lo mismo
hubiera dado meter en su lugar tor-
nillos o ciruelas».

e Pero, 4cOmO se van a meter mis de
165.000 bolas en un bombo?».

Mas la clave radica en la pregunta ret6-
rica de Maria:

e Qué os pareceria si, en vez de
haber 165.342 ntmeros, hubiera
100.000 y se utilizara el MS? En
cuanto saliera el 1, ya estarfamos
seguros de que era el 100.000 el
nimero agraciado: asi, este nime-
ro tendria el 50% de probabilidad
en salir, mientras que los demds
una muchisimo més baja (0,0005%)».

iContundente!

Después de esto sélo queda calcular,
efectivamente, las distintas probabilida-
des. Para no agobiarnos con el cilculo
propondremos un problema un poco
mds sencillo: Calcular las probabilida-
des de cada niimero en un rifa de 165
ntimeros, si se aplica el MS.

Es sencillo utilizando la estrategia del
diagrama de 4rbol y aplicando probabili-
dades condicionadas. Asi, por ejemplo:

111

005 =——--=0,006
p0)=21075
111

091) = ——-—=20,005
P( D) 21010
111

1 =———=0,007
p( 59) 2710

111
164)=====0,012
pasy) 276

El resultado puede representarse en una tabla:

Nimero Probabilidad

111
001-00 =2 =0,006
9 P 2109

111
010-0 === =0,005
92 P2~ 57010

100-159 pP3 = *i:/"i—o- =0,007

111 ‘
160- ==-2_=0,012
60-165  |p4 276

Atn podemos ir méds alld. El MS salvaba al nimero que
salfa y a los siguientes hasta completar una lista de 16.442
excedentes. ;Cudl era la probabilidad de cada namero de

, resultar excedente? Evidentemente no era la misma, pero,
¢diferfan mucho unas de otras?

Supongamos la loterfa anterior (de 165 ndmeros solamen-
te) v pongamos, por ejemplo, que se salvan hasta 20.
¢Cémo calcular la probabilidad de cada uno? Es un pro-
blema de probabilidades acumuladas.

Por ejemplo, el 165 se salvaria si saliera ese nimero, o el
164, ..., hasta el 146. Es decir P(165) = 6p, + 14p, = 0,17.
Sin embargo, la del 80, por ejemplo, baja considerablemen-
te: P(80) = 20p, = 0,10. Los desequilibrios se exageran.

Es bueno animar al alumno a que represente sus conclu-
siones. Puede hacerse mediante una tabla:

‘ 1 20 99 1 '|9‘ 159 165
L ‘ - Q
“ Bl 1 20

20 20 Jr—M‘
-
0,100 | 0,140 | 0,140 | 0,170

Si el sorteo fuera justo, la probabilidad de librarse de cada
soldado deberia ser de 20/165, esto es, 0,12, aproximada-
mente. Con el MS unos tienen mds, porque otros tienen
menos.



Pero la representacién mas completa es segin la siguien-

te grifica:

Y, para acabar, hemos de acumular por
tramos las 16.442 probabilidades, de
distintos pesos especificos, para obtener
las probabilidades de ser excedente:

0,18 .
0,16 5 /' ;
o4 L . . N Po Py P Ps P Ps Ps T
012 4 / 165.342 11.099 5000 300 " 40 3 0,150707
014 — 165339 11.102 5000 300 40 0,150133
0,08 + 165.299 11:142 5.000 300 0,148038
0,06 1 164.999 11,442 5,000 0,141252
0,041 159.999 16,442 0,117443
002 | 116.441 16.442 0,117443
0 : ; : : ' 99.999 16.442 0,0822108
1 20 99 1o 159 165 16.451 16.442 0,0822108
16.442 9 16,433 0,0822110
16:439 9 16.430 3 0,0827911
16.399 9 16.390 40 3 0,084972
El prObIema generul 16.099 9 16.090 300 40 3 0,0924006
11.099 9 11.090 5.000 ... 300 40 3 0,126924
Ya estamos en disposicién de abordar el problema del | |g 9 11.090 5000 300 . 40 3 0,15070
sorteo de excedentes de cupo. Quizi a estas alturas, una | |1 o 11.098 . 5.000 300 ~ 40 3 0,150705

vez comprobada la ilegalidad del proceso, los chicos
estén un poco cansados de echar cuentas. Podemos ani-
marles con el siguiente argumento: todos los periédicos
han asegurado, a través de distintos asesores, que el pro-
cedimiento no era justo, llegando incluso a calcular las
distintas probabilidades de librarse de la mili, pero sin
explicar cémo las calculaban. ;Seremos nosotros capaces
de llegar a las mismas conclusiones?

Con un poco de paciencia, generalizando el ejercicio
anterior, llegaremos a completar la tabla en la que apare-
cen las distintas probabilidades de salir un determinado
nimero con el MS:

111 1 11 1 .
19 Do s =5.56-10 6
2 10 10 10 10 9 180.000
111 111 1 =
10-99.999 g === —= ~5.10°
2 10 10 10 10 10 200,000
o 1111 1.1 1 ‘
100.000-159.999 o == = = s ~7,14.107°
2 710 10 10 10 140000
111111 1 ‘
160.000-164.999 py= — = e ~11,91:10°°
2 761010 10 84000
165.000-165.299 p- 1AL L L 5 0
2 76410 10 33600 -
111111 1 ~ -
165.300-165.339 Py= Saao.tlsy = ~59,52.10°°
2 764510 16800
1111140 1 %
165.340-165.342 Pe= TTiTiTiT =—=~108,41:10

276453 5040

Obsérvese que, mientras la mayoria
cuenta con una probabilidad de 0,08,
inferior a la que serfa la justa
(16.442/165.342, casi 0,1), existen otros
favorecidos a priori cuya probabilidad
asciende a 0,15, casi el doble. Esti claro
que en la tabla anterior se ha calculado
la probabilidad de los extremos de los
intervalos, sélo dos segmentos mantie-
nen constante la probabilidad, el resto
presenta un crecimiento o decrecimien-
to lineal.

Aprovechamiento didécti-
co de la prensa

La comparacién de nuestro estudio con
las conclusiones de la prensa resulta
una actividad sumamente interesante.

En la piagina siguiente se reproducen
articulos de tres diarios y se trata de rea-
lizar un comentario con los alumnos.
Ejercicio:

Busca los errores del Heraldo de Ara-
gon (dos, gordos). Analiza la pobreza
del andlisis de El Mundo (ABC) y busca
un error. Analiza el estudio de El Pais,
comenta la «implificacién» que hace a
partir del 116.442 y compara su 0,12
con nuestro 0,15%.




UN PROBLEMA MATEMATICO

«El problema estriba en que para
sortear los 16.442 excedentes de
cupo en un confingente de 165.342
- soldados, Defensa puso en el bombo
de la primera cifra (centenas de
millar) el mismo nimero de bolas del
cero que del uno. El cero, por fanto
abria la puerta a librarse de la mili a
99.000 personas y el uno, a
65.342. Cada uno de los primeros
contaba con un 0,08 por ciento de
posibilidades de salir; a partir del
nomero  100.000, fenian “mayores
probabilidades: un 0,13 por ciento».

Heraldo de Aragén (14-X1-97)

Suerte desi

El Pais (15-XI-97)

«Otros dos profesores de la Complu-
tense (...} describieron esta semana
en el diario Abc las probabilidades
que correspondieron a cada nime-
' ro, de acuerdo al sorteo realizado
por Defensa. Los resultados fueron
los siguientes: o '

1: 1/100.000.

2-99.999: 1/200.000.
100.000-159.999: 1/140.000
160.000-164.999: 1/84.000
165.000-165.299: 1/16.800
165.340-165.342: 1/5.040».

El Mundo (15X1-97)

Cémo debié hacerse

Ya hemos demostrado que el sorteo no sélo se hizo mal,
sino muy mal. No podemos dar por acabado el andlisis sin
intentar dar respuesta a la pregunta: pero, ;,como debi6
hacerse?

Como se ha trabajado con la prensa en clase, todo el
mundo tiene una respuesta aparente: cuando, después de
haber salido en el primer bombo el 1, del segundo se
extrajo un 8 (lo que provocaba un ntmero inexistente),
debioé repetirse el sorteo pero empezando de nuevo por
el principio.

Una objecién: este proceso no es necesariamente finito.
Podemos imaginar obtener continuamente unos del pri-
mer bombo y luego, del segundo, que no dejaran de salir
sietes, ochos o nueves. O que, por fin, saciramos seis del
segundo, pero el tercero se negara todas las veces a
expulsar otra cosa que no fueran seises o sietes u ochos
o nueves, Los jovenes extraedores de bolas barbudos y
exhaustos, las candidatos a excedentes, cuarentones barri-
gudos, viendo cémo sus propios hijos se libran de la mili
antes que ellos. Ciertamente es muy poco probable que
esto ocurriera, pero es posible. Ningln matematico rigu-
roso deberia conformarse con esta solucién aparente.

;Cémo hacerlo, pues? Acabamos la actividad abriendo un
nuevo debate.

El comentario de la pagina anterior del Heraldo de
Aragén parece sugerir una posible solucién apuntada por
algtin otro diario: dado que el MS favorece a los niimeros
que empiezan por 1 (los ciento y pico mil), se podria des-
compensar la composicién del primer bombo metiendo 9
ceros y 7 unos. Este arreglo valdria para el caso del pro-
blema propuesto al principio de los 16 nimeros pero no
soluciona el caso general ya que, por ejemplo:

9 1 1

O ‘ =—— =

p(099.999) 16 99.999  177.776
p65.342)= 11111 _ 1

1676453 5760

la segunda 30 veces mayor que la primera.

Meter mas de 165.000 bolas en un bombo resulta poco
operativo (;caben?). Para la loteria de Navidad se meten
unas 70.000.

Se podria repartir el nimero total de individuos en dos
grupos, el primero del 00.000 (éste serfa el Gltimo nime-
ro, 165.342 —este convenio facilita el calculo-) al 99.999,
el segundo, del 100.000 hasta el 165.341. Para el primer
grupo se procederia de forma elemental, con 5 bombos
de 10 bolas cada uno, y en el grupo de los 65.342 restan-
tes se utilizarfan las bolas de la loterfa de Navidad.




(Coémo repartir el nimero de excedentes de cada grupo? 16442  x y

Proporcionalmente, desde luego. 165342 100000 65342
La probabilidad de excedencia no puede dejar de ser
por tanto
16442 _ 0,0994423 Miguel Barreras x = 9.944,2368, y = 6.497,7632,
165342 CPR Utrillas (Teruel) . do al pri 4
Sociedad Aragonesa de Asignando al primer grupo 9.994 exce-

por tanto, el niimero de excedentes para el primer grupo Profesores de Matemdticas dentes y 6.498 se cometeria una injusti-
xy el nimero para el segundo y deben cumplir: «Pedro Séanchez Ciruelo» cia infima.

Las Matematicas
en la Educacién Secundaria Obligatoria

Aunque aiin no se ha culminado la generalizacién en todo el Estado de los dos ciclos
de la ESO en su totalidad, aunque se haya empezado la casa, si no por el tejado, al
menos por el entresuelo al implantar antes 3.° de la ESO que 1.°, aunque muchos cen-
tros y muchos profesores estén ahora mismo inmersos en la atrayente aventura de
pasar de las palabras escritas a los hechos dentro del aula, de los disefios curricula-
res a su puesta en la préctica cotidiana...

Pensamos, conscientes de que toda reflexion seria requiere al menos una cierta pers-
pectiva temporal y que, por tanto, las conclusiones que se obtengan pueden necesi-
tar una revisién dentro de muy poco tiempo, que es el momento de hacer un primer
andlisis del papel y la situacién de las Matematicas en la ESO.

SUMA esté preparando un primer estudio en profundidad de algunos de los aspectos
que mds pueden inquietar al conjunto del profesorado de Matematicas.

Entre los aspectos que pensamos tratar destacamos los siguientes:

* Matemdticas adecuadas a las necesidades de nuestra sociedad: spor qué este
curriculo?, curriculos abiertos, zquién y cémo se cierran?

* Matemdticas para todos: tratamiento de la diversidad.
e Un problema abierto: la evaluacién en Matemdticas.

* Una metodologia activa y participativa: recursos en el aula. Las «nuevas» tecnolo-
gias en la clase de Matemdticas.

¢ Espacios de optatividad: el taller de Mateméticas.

e Otros disefios, ofros itinerarios, ofras experiencias: disefio curricular de
Matemdticas en Catalufia.

e Un reto pendiente: la formacién del profesorado.

Se podrén enviar aporfaciones, segin las normas de publicacién habituales en

SUMA, que se refieran preferentemente a uno o varios de los aspectos resefiados,
para que sea considerada su inclusién dentro del Informe por sus coordinadores.




Experimentos en algebra lineal
con Mathematica

Desde hace afios los
profesores de fisica, quimica
o boténica han dispuesto de

laboratorios donde los
alumnos experimenten los
conceptos fedricos, expuestos
previamente en clase. En este
articulo, se pone de
manifiesto la facilidad y
potencia de Mathematica
como laboratorio de
matemdticas para
experimentar algunos

conceptos tedricos y

aplicados del dlgebra lineal
universitaria. Por supuesto,
estos experimentos son
extensibles a cualquier
disciplina de las
matemdaticas.

Juan José Gonzalez Henriquez

I impacto de las nuevas tecnologias estd, actualmente,
cambiando los habitos, en todos los aspectos, de cual-
quier profesional. Por tanto, parece razonable pensar que
el conocimiento de estas nuevas tecnologias es, y serd, un
requisito imprescindible para acceder al mundo laboral.
Sin duda, una de estas tecnologias revolucionarias ha sido
la creacion del ordenador digital; un instrumento de 16gi-
ca veloz, que guiado por el software adecuado es capaz
de adaptarse a las necesidades de cualquier situacion
practica actual.

En la docencia, la existencia de paquetes de software
matemdtico, y las nuevas orientaciones en el aprendizaje,
cuestionan la forma de ensefianza tradicional de las mate-
maticas y plantean métodos alternativos que permitan
unos objetivos docentes més eficaces para la integracion
de estas tecnologias en otras asignaturas y su repercusion
posterior en el futuro. En este aspecto, Mathematica es un
potente paquete de software muy extendido y bien docu-
mentado que, por sus caracteristicas, posibilita un apren-
dizaje vivo y tangible de las matemdticas. Ademis, la
coleccién de paquetes anexos relacionados con la inge-
nierfa, la economia, la fisica, etc. y protocolos de comu-
nicacion con otros paquetes de software, lo convierten en
una herramienta flexible en la ensefianza y en el posterior
ejercicio profesional.

En este articulo, presentamos mediante tres problemas de
algebra lineal algunas de las posibilidades de Mathematica
en la ensefianza de nuestra matematica. En el primer pro-
blema, contrastamos dos procedimientos matemdticos pa-
ra resolver diversos problemas; en el segundo, haremos
una demostracién matemitica de un problema utilizando
su capacidad simbolica; y, por dltimo, resolveremos un
problema de cilculo numérico.



Caracteristicas generales de Mathematica

Mathematica se divide en dos partes: el Kernel (NGcleo) y
el Front End (Fachada). El Kernel es el motor computacio-
nal de Mathematica: procesa y calcula los resultados v los
devuelve al Front End. Asi, El Front End es la interfaz entre
el usuario v el Kernel. En otras palabras, el usuario dispo-
ne de una pizarra (Front End) donde escribe sus problemas
en un lenguaje determinado y, mediante una combinacién
de teclas, manda el problema a un «erebro electrénicos
(Kernel, el cual resuelve el problema y escribe la respues-
ta en la siguiente linea de la pizarra. Esta caracteristica hace
de Mathematica un lenguaje interactivo.

Mathematica tiene incorporado un sinfin de operaciones
matematicas de indole diversa. En caso de necesitar una
operacion matemdtica, no disponible en Mathematica, se
puede definir con cierta facilidad, gracias a sus posibili-
dades de programacién de alto nivel. Las operaciones
definidas en Mathematica y las caracteristicas de su pro-
gramacion hacen que programas que requieran numerosa
paginas en otros lenguajes de programacién (Pascal, C,
Fortran, Basic, etc.), en Mathematica se reduzcan osten-
siblemente,

Mathematica puede comunicarse con otros paquetes de
software usando un protocolo de comunicacién denomi-
nado MathLink. De hecho, el propio Kernel se comunica
con el Front End a través de este protocolo. En la escri-
tura de este articulo se puede decir que hemos cambiado
el Front End de Mathematica por el entorno del procesa-
dor de texto Word 6.0, usando el MathLink para Word
6.0. Es decir, en este caso nuestra pizarra ha sido el
entorno del procesador de texto Word 6.0,

Una de las caracteristicas mds importantes de Mathematica
es su posibilidad de manipular cdlculo simbélico, es decir,
de simular al pensamiento humano cuando operamos con
expresiones simbolicas exactas; v por supuesto, puede tra-
bajar como una potente calculadora numérica,

¢Eliminacién Gaussiana o regla de
Cramer?

En cualquier libro o programa de un curso que trate
someramente el dlgebra lineal, se encuentra una leccién
dedicada a la resolucion de sistemas de ecuaciones linea-
les. Generalmente, se ensefia a resolver primero los siste-
mas de ecuaciones con el método de Gauss y, posterior-
mente, se ensefia la regla de Cramer. Esta exposicién,
desde luego, no hace honor al orden cronolégico de des-
cubrimiento de estas técnicas, pues, la regla de Cramer
fue publicada por el matemitico suizo Gabriel Cramer en
1750 y el método de Gauss lo descubrié el matematico

Una de las
caracteristicas
mds importantes
de Mathematica
es su posibilidad
de manipular
calculo simbdélico,
es decir,
de simular
al pensamiento
bumano cuando
operamos
con expresiones
simbolicas
exactas;

Y por supuesto,
puede trabajar
como una potente
calculadora
numeérica.

alemdn Karl Friedrich Gauss, a princi-
pios del siglo XIX en un problema para
determinar la orbita del satélite Ceres,
Sin embargo, las conversaciones con
otros profesores del drea, en torno al te-
ma, coinciden con las mias: sc6mo es
posible que después de dejar patente en
los ejercicios de clase la sencillez del
meétodo de Gauss frente a los numerosos
célculos que requiere la regla de Cramer,
los alumnos opten por esta Gltima?

También se ensefia que las operaciones
elementales por filas (intercambio de
filas, multiplicar una fila por un escalar
distinto de cero, sustituir una fila por la
suma de ésta con otra multiplicada pre-
viamente por un escalar) dejan inva-
riante el rango de una matriz. Sin
embargo, entre obtener el rango de una
matriz aplicando operaciones elemen-
tales y emplear el método de los meno-
res, prefieren hallarlo a través de meno-
res. Al indagar sobre el tema con pro-
fesores de 4lgebra lineal, tanto en reu-
niones de caricter estatal (VII JAEM) e
internacional (ICME 8), se llega a dife-
rentes conclusiones:

1. Algunos opinan que la culpa es
nuestra pues tanto en clases practi-
€as como en examenes nos limita-
mos a matrices cuadradas de tama-
fo 3 y proponen, como remedio,
aumentar a 5, por ejemplo, el
orden de las matrices cuadradas.

2. Algunos profesores universitarios
opinan que en enseflanzas preuni-
versitarias todavia hay profesores
que sélo ensefian la regla de
Cramer junto al teorema de
Rouché-Frobenius para resolver
sistemas de ecuaciones y no el sen-
cillo método de Gauss.

En cualquier caso, el problema que
subyace es: ;operaciones elementales o
determinantes? En mis clases para
exponer la simplicidad y potencia de
las operaciones elementales, frente a
los procedimientos que involucra a
determinantes, realizo con mis alumnos
una prictica de ordenador con Mathe-
matica donde comparamos el tiempo
computacional que tarda el ordenador
en evaluar un determinante a través de
la definicién y wtilizando operaciones
elementales.



Definicion de determinante:

Sea 4 = [agl una matriz de tamafio 7 X #.
Definimos el determinante de A, deno-
tado por, Det(A) 6 1A|, como:

Det(A) =|4|=Y (Bday; ay) .-y

donde el rango del sumatorio recorre
todas las permutaciones del conjunto
s={1, 2, 3, ..., n}. El signo es positivo
si la permutacion es par y es negativo
en caso contrario. Como el conjunto de
las permutaciones de » elementos tiene
n! elementos entonces el determinante
tendrd n/ sumandos. Obsérvese que el
ntimero de sumas y multiplicaciones
necesarias para calcular el determinante
cuando se desarrolla éste por los ele-
mentos de una fila o columna hasta lle-
gar a determinantes de matrices de 2 x 2
es igual que en la definicién anterior.

Dado que Mathematica es un potente
software que permite al usuario progra-
mar, definimos una funcién, que llama-
remos Determinante de acuerdo con
la definicién anterior:

In{l]:=
Determinante[A_] :=
Module[
{k=Length[A], suma=0, pro=0, p, per, permut},
p = Range[k];
permut = Permutations{p];

For[j=1, j<=k!, ++j, {per permut[[j]];

pro Signature[per]*

Product[A[[i]1}[[per[[i]11]1], {i, k}];

suma suma + pro}l;

suma]

Mathematica incorpora la funcién
Det[A], que da automiticamente el
determinante de la matriz A cuadrada
de tamafio 7. Nuestro objetivo serd
constrastar el tiempo que tarda el orde-
nador en calcular el determinante de
una matriz dada, utilizando la funcidén
Determinante (basada en la defini-
cién anterior) y la funcién Det de
Mathematica (obviamente el algoritmo
que emplea Mathematica serd mas
rapido spor qué?).

La respuesta a esta diferencia de tiempo
computacional, estriba en que el algorit-
mo que tiene implementado Mathema-
tica se fundamenta en los dos siguientes
propiedades de élgebra lineal:

1. Si una matriz B resulta de aplicar en 4 la operacion
elemental F, &> aF, + F, (6 C, ¢ BC, + C) entonces
Det(B)=Det(A).

2. Si A =la] es una matriz triangular superior (inferior)

Ay sz

de tamafio # entonces Det(4) = a,,

En resumen, la funcién Det aplica operaciones elemen-
tales a sus filas y columnas para transformar la matriz en
una matriz triangular superior y, porteriormente, multipli-
ca los elementos de la diagonal principal de esta matriz.

Veamos las diferencias computacionales de tiempo em-
pleando operaciones elementales y la definicion en la
siguiente matriz A4, cuyo determinante es —2349. En
Mathematica, una matriz A se define como un conjunto
de conjuntos donde el j-ésimo elemento del conjunto son
las entradas de la i-ésima fila de A. Asi, almacenamos en
la variable A la matriz que queremos utilizar:

In[2]:=
A={{1, 2,3, 4,5, 3, 6}, {2, 4, 5, 6, 7, 5, 2},
{1, 1,1, 1,1, 1, 1}, {2, 4, 5, 6, 6, 5, 4}, {2,
6, 1, 5, 3, 4, 2}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, {5, 1,
9, 0, 1, -1, 9}}

out[2]=
({1, 2, 3, 4, 5, 3, 6}, {2, 4, 5, 6, 7, 5, 2},
(1, 1, 1, 1, 1, 1, 1}, {2, 4, 5, 6, 6, 5, 4},
(2, 6, 1, 5, 3, 4, 2}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7},
(5, 7, 9, 0, 1, -1, 9}}

Si queremos visualizar la matriz en su forma matricial, uti-
lizamos la funcién MatrixForm de Mathematica obte-
niendo:
In{3]:=

MatrixForm[A]

out[3]//MatrixForm=

1 2 3 4 5 3 6
2 4 5 6 7 5 2
1 1 1 1 1 1 1
2 4 5 6 6 5 4
2 6 1 5 3 4 2
1 2 3 4 5 6 7
5 7 9 0 1 -1 9

Mediante la funcién Timing de Mathematica calculamos
el tiempo que tarda el ordenador en calcular el determi-
nante con la funcién Det y Determinante respectiva-
mente.
In[4]:=

Timing[Det[A]]

out[4]=

{0.293 Second, -2349}

In[5]:=
Timing[Determinante[A]]

out[5]=

(16.221 Second, -2349}



En las salidas 4 y 5 anterior, (Out [4] y Out[5]) se obser-
van las diferencias computacionales de tiempo que lleva
realizar el calculo realizando operaciones elementales y la
definicién. Mediante la definicién ha tardado aproxima-
damente 50 veces mas. Al finalizar la prictica, la mayoria
de los alumnos se asombran de la rapidez computacional
de las operaciones elementales frente a los determinantes.

El nUmero dureo y una ecuacién en
diferencias

El problema que pretendemos resolver ahora es el si-
guiente:

Elegidos dos niimeros al azar, 4, y a,, ambos reales y
mayores que cero, se construye la sucesion cuyo térmi-
no siguiente es la suma de los dos anteriores, es decir,
a,,+ a,, = a, Probar que, independientemente de los
valores iniciales de a, y a, el cociente converge a la
razén aurea, es decir:

2 1+ \/g
2

n—oo
an

En un sistema dindmico discreto (una funcién f de un
espacio métrico M en si mismo) dado un punto x € M, es
de interés estudiar la sucesién cuyo término general es a,
= f'(x). Esta sucesion recibe el nombre de trayectoria de
x por f Mathematica, dispone de la funcién
NestList[f, x, n] la cual da los n primeros términos
de la trayectoria de fpor x.

Inicialmente, y de forma experimental, veamos si efecti-
vamente el cociente del término siguiente entre el térmi-
no anterjor converge a la razén durea. Para ello, tomamos
la funcién:

S R3—pR3
definida como
S, y, 2) = O, x4y, O +20/)

y calcularemos los 15 primeros términos de la trayectoria
de Spor p=(3, 4,0 yq-=(, 1, 0) respectivamente.
Obsérvese que, dados los dos primeros términos de la
sucesion (a,, a, 0), la imagen de ellos a través de S es
(a, a, aya). De esta forma:

(SOSOSO“' nvccesos)(a(), a]’ 0) = (61”, al1+]’ am-]/an)
Definimos ahora con Mathematica la funcién S anterior :
In[6]:=

S[a_]:= {a[[2]], a[[l]]+a[[2]],
N[(a[[1]]+a[[2]1])/a[[2]1]]}

In[7]:=
NestList[S, {3, 4, 0}, 15]

out[7]=
({3, 4, 0}, {4, 7, 1.75}, (7, 11, 1.57143},

{11, 18, 1.63636)}, {18, 29, 1.61111},
(29, 47, 1.62069}, (47, 76, 1.61702),
(76, 123, 1.61842), {123, 199, 1.61789),
{199, 322, 1.61809), (322, 521, 1.61801},
{521, 843, 1.61804}, {843, 1364, 1.61803},
(1364, 2207, 1.61804}, {2207, 3571, 1.61803},
{3571, 5778, 1.61803}}

In[8]:=
NestList[S, {1, 1, 0}, 15]

Out[8]=
{{1, 1, 0y, {1, 2, 2.}, {2, 3, 1.5},

{3, 5, 1.66667}, {5, 8, 1.6}, {8, 13, 1.625},
{13, 21, 1.e61538}, {21, 34, 1.61905},
{34, 55, 1.61765}, {55, 89, 1.61818},
{89, 144, 1.61798}, {144, 233, 1.61806},
{233, 377, 1.61803}, {377, 610, 1.61804},
{610, 987, 1.61803}, {987, 1597, 1.61803})}

El dltimo elemento de las salidas 7 y 8
son los términos (a,5 a a,/a,) de
las sucesiones cuyos términos iniciales
son (3, 4, 0) y (1, 1, 0) respectivamen-
te. Obsérvese en la tercera componente
de las sucesiones anteriores la conver-
gencia a la razén 4urea.

Daremos ahora una demostracion gene-
ral de estos casos particulares, Para ello,
hallamos la solucién general de la ecua-
cién en diferencias

an-Z

+ an-] = Ol“.
Dado que esta ecuacién en diferencias,
es homogénea de orden dos, su solu-

cién general es de la forma:
= - )i 1
S8, = a(r)" + b(r,)
donde 7, y r, son soluciones de la
ecuacién polindmica asociada
x-x-1=0

con ay b nimeros reales cualesquiera.
Obtengamos con Mathematica las rai-
ces de la ecuacién polinémica anterior
mediante la funcién Solve.

In[9]:=
Solve[x*2 - x - 1 == 0, x]
Oout[9]=
1-8grt(5] 1+Sqgrt[5]
{x -> ——}, {x -> ——-)}
2 2

Definimos ahora con Mathematica la
funcién Sg, (solucién general) la cual da
las sucesiones que satisfacen la ecua-
cién en diferencias anterior.




In[10]:=
sg[n_]:= a(l/2-Sqrt[51/2)"n +
b(l/2+Sqrt[5]1/2)"n
Comprobamos que, efectivamente, es la
solucién general de la ecuacion anterior.

Infll]:=
Sg[n+2]-Sg[n+1]-Sg[n] // Expand

out[1l]=
0

Por dltimo vamos a demostrar que:

D11 1+\/g
—300
an " 2

In[12]:=

Limit[Sg[n+1]/8Sg[n],n=->

Infinity]
out[l2]=

1+Sqgrt (5]

2

Matrices en bandas

Una matriz en banda o matriz tridiago-
nal es una matriz cuadrada de tamafio
7 donde las entradas

a,=0si li-j1>1
Estas matrices suelen aparecer como
matrices del sistema, en sistemas de
ecuaciones lineales no homogéneos

derivado de problemas continuos dis-
cretizados.

En casi todas las ramas de las ciencias, los
modelos matemdticos que rigen ciertos
fenémenos se expresan de forma exacta
y continua, es decir, mediante una ecua-
ciébn en derivadas parciales, mediante
una ecuacion de funciones continuas, etc.
Sin embargo, cuando deseamos resolver
una ecuacién en derivadas parciales, y no
conocemos métodos matematicos para
ello, recurrimos a discretizar el problema.
Es decir, si deseamos hallar una funcién
u(x), en el problema continuo tendria-
mos infinitud de incognitas, pero no en el
problema discreto pues seleccionariamos
7 puntos del dominio de u(x).

Concretando el problema, supongamos
que tenemos un fenémeno fisico donde
deseamos conocer una funciéon u(x) de
la cual sabemos:

2
iﬁ=f(x) y xe[0]
dx

2

...cuando
deseamos resolver
Una ecuacion
en derivadas
parciales
Y 1O CONOCemos
métodos
matemdaticos
para ello,
recurrinos
a discretizar
el problema.

La funcién que queremos calcular satisface las condicio-
nes siguientes:

w0 =u1) =0

Con estas tltimas condiciones, eliminamos la arbitrariedad de
soluciones que las ecuaciones diferenciales suelen generar.

Dado que nuestro objetivo es generar un problema discre-
to, es decir un problema de algebra lineal, elegimos en el
intervalo anterior una sucesion de puntos equiespaciados;
por ejemplo la sucesion: x, =nb con n€ N y b una can-
tidad pequefia. Posteriormente, resolveremos un problema
lineal donde calcularemos los valores aproximados de la
imagen de estos puntos a la solucién verdadera u(x,). El
problema lineal que hay que resolver es un sistema de
ecuaciones Ax= b donde A es una matriz tridiagonal.

Dado que

d*u _u(x+h)=2u(x)+u(x—h)
o »
tenemos que el problema continuo se transforma en la
siguiente ecuaciones en diferencias:
-2u, +u, = b*f(nh)
Para concretar el problema supongamos que
S0 = Sen(x), b=1/100 y n=99

Obsérvese que en este caso no es necesario discretizar el
problema dado que el problema continuo es muy senci-
llo. Es trivial comprobar que

u(x) = Sen(x) + Cx + D

uu+]

Si afiadimos a esta familia de funciones nuestras condi-
ciones de contorno, tenemos la funcion:

u(x) = Sen(x) - x-Sen(l)

Sin embargo lo resolveremos discretamente y veamos la
coincidencia de las soluciones.
En primer lugar obtenemos la sucesién finita de puntos
x, = nb.
In[13]:=

sucesién = Range[0.01, 0.99, 0.01]
En la variable sucesién tenemos una discretizacién del inter-
valo [0, 1], esto es, el conjunto {0.01, 0.02, 0.03, ..., 0.99}.
In[l1l4] :=

Imagensucesién = Sin[sucesién];
En la variable Tmagensucesién tenemos el conjunto imagen

del conjunto {0.01, 0.02, 0.03, ..., 0.99} por la funcion Sen(x).

Cargamos el Package LinearAlgebra’ Tridiagonal’ para
acceder a una funcién que resuelve los sistemas de ecuacio-
nes Ax = b directamente, donde 4 es una matriz en banda.

In[15]:=
<<LinearAlgebraTridiagonal”

Hallamos las bandas respectivas que acompafian a la dia-
gonal principal de la matriz tridiagonal.



Figura 1

In[16]:=
a = Table[-1, {98}]; b = Table[2, {99}1:;

En la variable Solu guardamos las soluciones del sistema
tridiagonal. Es conveniente tener en cuenta que cuanto
menor es b mis exactitud obtenemos en las soluciones
que buscamos. En este caso la solucién discreta serd bas-
tante buena. '

In[17]:=
Solu = TridiagonalSolvel[a, b, a, (1/10000) ima-
gensucesién];

La figura 1 muestra una grifica de nuestra solucién discreta,

La figura 2 es el grafico de la solucién continua y exacta
que obtuvimos anteriormente.

Es evidente, que la solucion del problema discreto, al ser b
= 1/100, es excelente.
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La conexion matematica
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Andrés Castrillejo Hernantes

Este trabajo presenta un
resumen del proyecto de
innovacién curricular
realizado en el curso
1995/96 el el IES de Fadura
(Getxo) y dirigido al
alumnado de 2.° REM,
también aplicable en un
futuro en 4.° de ESO.

Se ha pretendido conectar
con los talleres del instituto y
comprobar la conexién tan
estrecha entre las
Mateméticas y el mundo
tecnolégico y dar respuesta
a muchas de las preguntas
que insistentemente realiza
nuestro alumnado; Y esto
para qué sirve?

XISTE una gran cantidad de personas, que si bien estin
de acuerdo en que las Matemdticas son muy importantes
v necesarias en el normal desarrollo de la actividad coti-
diana, no sabrian expresar ejemplos de su utilidad, salvo
los que hacen referencia a sencillos cilculos tales como
pesar, medir o contar.

A partir de encuestas realizadas entre nuestro alumnado
de REM, hemos obtenido un perfil de asignatura alejada
de la realidad, sin utilidad en otros campos de la vida, que
no resuelve problemas pricticos y, en todo caso, un per-
fil bastante diferente del necesario seglin los objetivos
planteados para la asignatura.

Sin embargo, las Matemiticas estdn conectadas con
muchos, variados e importantes aspectos de nuestra vida
cotidiana y cultural tales como: la misica, el arte, la tec-
nologia, nuestra forma de razonar... habiendo contribui-
do en buena medida a su desarrollo aunque para mucha
gente permanezca oculta.

Lo que hemos pretendido, precisamente, es mostrar algu-
nos ejemplos que saquen a la luz la conexién de las
Matemdticas con el mundo tecnoldgico. Para lo cual hemos
aprovechado algunos talleres que tenemos en nuestro
Instituto y hemos visto, al hilo de algunas practicas que alli
realizamos, las ideas matematicas subyacentes,

Las mateméticas, una herramienta més en
el raller

Aunque las Matemadticas no sélo son cilculos, uno de los
argumentos que el profesorado de Matematicas utiliza,
curso tras curso, para que el alumnado respete y aprecie
esta asignatura es la dimensién instrumental de las
Matemadticas. Ante la pregunta: ;para qué sirve esto? gene-
ralmente se responde que hay muchas disciplinas cientifi-



cas: Fisica, Tecnologia... que necesitan una minima herra-
mienta matemdtica para su desarrollo y tratamiento,
teniendo el alumnado que hacer un acto de fe y creer que
efectivamente es asi.

Con el objeto de que el alumnado vea la conexién tan
estrecha que existe entre las Matemiticas y el mundo tec-
nolégico, y dado que nos encontramos en una situacién
privilegiada, ya que tenemos a nuestra disposicién un
gran laboratorio matematico: los talleres, en junio de 1995
presentamos un proyecto de innovacion curricular, dirigi-
do a los alumnos y alumnas de 2.° de REM, que pusiese
en evidencia la relacion existente entre esas disciplinas.
Este proyecto fue aprobado y lo llevamos a cabo durante
el curso 1995/96, habiendo tenido una gran aceptacion
por parte del alumnado.

Nuestro objetivo prioritario ha consistido en mostrar el
caracter instrumental de las Matemdticas y poner en evi-
dencia que para construir una pieza mediante el sistema
de mecanizado por control numérico, o en la realizacién
de un circuito electrénico, o para la lectura e interpreta-
cién en el Banco de Potencia FLA 203 utilizada en los
talleres mecanicos de automéviles,... una de las herra-
mientas que el operario tiene que utilizar para realizar
esas actividades son las Matemdticas.

El ciclo mds adecuado para llevar a cabo este proyecto es,
en un futuro, el 2.° ciclo de la ESO, méds concretamente
en el 4.° curso. Actualmente, lo estamos aplicando en 2.°
curso de REM. La razén por la que hemos elegido esta
etapa educativa es porque serd final para algunos alum-
nos y tendrd continuidad en la ESPO para otros. Es una
etapa en la que la orientacion adquiere una especial tras-
cendencia, siendo uno de los objetivos de este proyecto
«l conocimiento y apreciacién de algunas actividades del
mundo tecnoldgicon.

Ademds, hemos querido poner nuestro granito de arena
en la lucha a favor de la igualdad de sexos, permitiendo
que mediante las pricticas que realizamos en este pro-
yecto, nuestras alumnas vean que el mundo tecnolégico
es un campo al que ellas también pueden acceder,
haciéndoles ver que no existen limitaciones, ni fisicas, ni
intelectuales, por su condicion de mujeres,

El taller, un espacio interesante

Al alumnado, en general, no le resulta dificil encontrar
Matematicas en la vida cotidiana. Eso si, unas Matemiticas
elementales, como pueden ser los niimeros enteros o frac-
cionarios y las operaciones con ellos, asi como la presen-
cia de una geometiia elemental para medir distancias, cal-
cular dreas, o situaciones en las que necesitan resolver
algunas ecuaciones. Pero si les resulta mas dificil dar una
interpretacion real a ecuaciones del tipo x?+ 1 = 0, cuya
solucién les resulta imposible de conectar en el mundo

... nuestras
alumnas vean
que el mundo

tecnologico

es un campo
al que ellas
también
pueden acceder,
haciéndoles ver
que no existen
limitaciones,
ni fisicas,
ni intelectuales,
por su condicion
de mujeres.

real. Sin embargo la unidad imaginaria
y los nimeros complejos son herra-
mientas muy valiosas e imprescindibles
para ciertos cilculos sobre aplicaciones
fisicas y tecnoldgicas tan concretas
como la propagacién de vibraciones o
el anilisis de la corriente alterna. La
visita a un taller de Electronica o
Instrumentacion, realizando una practi-
ca referida a la corriente alterna, permi-
tirfa a nuestros alumnos y alumnas ver
el porqué de la existencia de los nime-
ros complejos y comprenderian el
empefio de su profesor en que apren-
dan cémo se opera con ellos.

Que la trigonometria sirve para medir
distancias, es algo que la mayoria de
nuestro alumnado sabe, ya que somos
muchos los profesores de Secundaria
que realizamos actividades fuera del
aula midiendo alturas de 4rboles, an-
chura de un rio,... utilizando teodolitos
construidos en clase. Pero la formacién
serfa mas completa si nos acerciramos
a un taller de Control Numérico que
pettenece a la Rama Metal-Automa-
tismos y vieran que con la trigonomet-
rfa, no sélo se miden distancias, sino
que se pueden construir piezas planas,
en revolucién o en relieve, piezas que
pueden ser destinadas para la fabrica-
cioén de un motor de un barco, un vaso
de cristal, o cualquier objeto que tene-
mos a nuestro alrededor, y todo esto,
una vez mis, utilizando la <herramienta»
matemadtica.

Ademds, verfan algo muy interesante,
que es la importancia del cilculo exac-
to; en clase se trata la aproximacién y
estimacién, aspectos no vilidos en
estos talleres, ya que cilculos erréneos
provocan que las piezas construidas,
que posteriormente se van a utilizar,
por ejemplo, en la construccién de un
motor de coche, sean defectuosas,
suponiendo un perjuicio econémico
grave a la empresa.

¢Y las funciones...? Este es un tema que
se le estd dando mucha importancia en
los disefios cutriculares, tanto en la ESO
como en la ESPO. También, por ejem-
plo, en el taller de Automocién estin
presentes y nuestro alumnado podri



deducir, segin el comportamiento de
algunas funciones, dénde puede estar
la averia en un motor, si el consumo de
gasolina es excesivo, etc.

En resumen, la presencia de las Mate-
maticas en diversos talleres es lo que se
pretende mostrar, visitando algunos de
los existentes en nuestro instituto.

El proyecto ha consistido en la realiza-
cién de cuatro pricticas a lo largo del
curso, siempre conectando con los con-
tenidos Matemdticos que se han impar-
tido en esta asignatura. Estas pricticas
fueron las siguientes:

e Primer trimestre: «a trigonometria
en la fabricacién mecanica»,

e Segundo trimestre: «Andlisis de las
funciones
«Algunas funciones en Electronicar.

en Automocién» y

e Tercer trimestre: d.a Combinatoria
v la Electrénicar.

Esta Gltima prictica se desarrollé de
forma experimental.

Ejemplo de practica

Cada una de las pricticas se realizd con
un esquema semejante, que constaba
de tres partes fundamentales: desarro-
llo, evaluacién y andlisis. para fijar
ideas, ejemplificamos este esquema en
la prictica llevada a cabo en el primer
trimestre: La trigonometria en la fabri-
cacion mecanicar.

Desarrollo de la practica

Se dividid en tres sesiones.

Sesion teorica en el aula
Se realiz6 en el aula, donde se trataron:

e Evolucioén histérica de la miquina-
herramienta.

e Informacién de la especialidad
Metal-Automatismos.

e Realizacidon de cidlculos matemati-
cos de la pieza que en la proxima
sesion se iba a fabricar en el taller.
Los célculos realizados se muestran
en la ficha de la figura 1.

...la presencia de
las Matemdticas
en diversos talleres
es lo que se
pretende mostrar,
visitando algunos
de los existentes
en nuestro
instituto.

El control numérico, controla una méquina-herramienta
mediante un ordenador para realizar unas piezas determina-
das. Se va a realizar la pieza dibujada ms abajo, para lo cual
es necesario que el operario que dirige la miquina conozca
las coordenadas de los puntos de contorno de la pieza que
se quiere fabricar.

Para ello, en esta sesion se realizardn los cilculos trigono-
métricos necesarios para el desarrollo de la prictica.

v
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E D
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2 o Aslel
3 NN
10, 20
59,62

Puntos | A B C D E F G
X 0 -10 | -20 | -39,62| -49,62] -49,62

Y 0 10 10 20 20 24 24

Figura 1

Esta sesion, de una hora de duracidn, la impartié el pro-
fesor de Matemdticas correspondiente.

En el desarrollo de esta sesién se utilizaron transparen-
cias, diapositivas, asi como una muestra de piezas, en
metacrilato, que en la sesién siguiente se iba a construir
en el taller.

Sesion prdctica en el taller

La prictica se desarrollé en dos aulas del taller de Metal-
Automatismos, con la mitad del grupo de alumnos en
cada una.

En el aula de disefio y programaciéon se llevaron a cabo
las siguientes acciones:

o Se disei6 el plano de la pieza.

s Se presentaron los cdlculos geométricos.
e Se elabord la hoja de operaciones.

e Se prepard el programa del ordenador.

En el aula o laboratorio de practicas tuvo lugar la fabrica-
cion de las piezas.



En primer lugar, se visitd el aula de disefio y programa-
ci6n, donde 15 alumnos y alumnas de 4.° y 5.° de FP de
esta especialidad habian introducido en el ordenador el
correspondiente programa y tenian la hoja de operaciones
elaborada. Cada uno de los alumnos de 2.° de REM, en
colaboracién con los de los tGltimos cursos de FP, intro-
dujeron en el programa los cilculos geométricos realiza-
dos en la sesidn anterior, y simularon en pantalla la pieza
disefiada.

Con el disquete que habian utilizado en el aula de disefio
pasaron al aula de practicas, donde introdujeron el dis-
quete en el Centro de control de las tres méquinas-herra--
mientas: torno, fresadora y centro de mecanizado, reali-
zando las piezas correspondientes (fotografias 1y 2).

‘ La duracién de la sesién fue de una hora. La dirigio el
i profesor de Metal, con colaboracién de alumnos y alum-
' ' nas de 4.°y 5.° de FP de esa especialidad

Una vez terminada la visita, se completo la practica, vien-
do el taller convencional de méaquina-herramienta y asi
pudieron observar la evolucion que ha experimentado en
poco tiempo la especialidad de Metal-Automatismos.

Sesion de reflexion de nuevo en el aula Fotografia 2. En la construccién de estas

Una vez terminada la visita al taller, los alumnos presen- 5'620}5 se han' U“I'ZGC:O conocurmnfos
taron un pequefio informe sobre el desarrollo de la pric- e trlgonometr‘l/c. En las f:enfrc es, se
ica. Con 1 Lusi btuvi de I lectur. han resuelto tridngulos oblicuangulos y
tica. Con las conclusiones que se obtuvieron de la lectura en el resto rectangulos

de estos, se analizd en gran grupo:

1.°) La presencia de las Matematicas en ese taller. El pro-
fesor explicd qué otros conocimientos de esta asignatura
se podian aplicar en Metal (fotografia 3).

Fotografia 3. En la construccién de
Fotografia 1. Piezas realizadas (de izquierda a derecha) estas piezas se han utilizado
1 en el centro de mecanizado, torno y fresadora conocimientos de derivadas




2.%) La actividad real que se realiza en
el taller de Metal-Automatismos.

As{ los alumnos y alumnas obtuvieron
mds datos para poder elegir el camino
profesional que podian seguir una vez
finalizado 2.° REM.

Como tarea, se propuso al alumnado
que buscara en la seccién de ofertas de
empleo de los periddicos, anuncios que
demandaran operarios de esta especia-
lidad: torneros, fresadores, especialistas
en C.N.C... Una muestra de los recortes
presentados fue la siguiente:

FRESADOR "I a-z‘a

Cx Imprescindible experiericia C.N.C.: Hei=:
denhain, . .

3.°) La no existencia de limitaciones
fisica para realizar esta actividad.

En el desarrolio de la sesién en el taller
se tuvo especial cuidado en que hubie-
ra alumnas de 4.° 0 5.° de FP realizan-
do el disefio y programacién de la
pieza.

4.°) Se trataron aspectos concretos que
en cada grupo habian despertado un
interés especial.

Evaluacién de la practica

Para evaluar la prictica se utilizaron
dos métodos:

Ficha para evaluar la actitud del
alumnado en la visita al taller

Fl profesor de mateméticas del grupo, eva-
lud la actitud del alumnado en la visita al
taller, utilizando el siguiente modelo.

Cada apartado se puntué de 0 a 10, con el objeto de cal-
cular medias aritméticas, y asi extraer conclusiones de la
actitud del grupo frente a la practica. La media de los
resultados por grupo viene expresada en la siguiente
tabla.

Presta Muestra Formula Toma Solicita més
Curso atencién interés preguntas anotaciones  informacién
2.°A 8,3 7.7 6,8 4,9 6,0
2.°B 8,9 7.9 6,8 6,7 6,2
2.°C 8,8 9,1 7,0 6,6 6,6
2.°D 6,1 6,2 52 4,9 5,1
2.°E 7.8 7,6 6,1 7,7 5,0
Total 8,0 7.7 6,4 6,2 5,8

Y Informes presentados por el alumnado

El alumnado present6 una serie de informes una vez fina-

lizada la prictica. Las conclusiones extraidas fueron:

e En general describieron perfectamente el desarrollo
de la actividad, incluso apuntando datos que el pro-
fesor de practicas habfa comentado de forma somera.

o Ja mayoria se sorprendi6 ante la presencia de las

En geneml Matemiticas en este taller. Esta prictica les dio ideas
describieron para el Concurso de Fotograffa Matematica que se
celebra anualmente en el instituto.
perfectamente

el desarrollo
de la actividad,
incluso
apuntando datos
que el profesor
de practicas
bhabia comentado
de forma somera.

107

e FEn algunos, el taller de metal ha despertado interés
como posible opcién para cuando acabe 2.° REM.

e Todos opinaron que la visita habia sido interesante y
entretenida.

De estos informes extrajimos frases interesantes, que

expresan las opiniones de algunos alumnos sobre la

practica:

* Yo creia que todo lo que estudidbamos en
Matemdticas no servia para nada».

*  Hemos visto una salida para el futuron.

*  «Me parece un oficio interesante».

* Me he dado cuenta de que esta especialidad no es
para mi, ya que soy bastante mala en Matematicas.

*  No sabfa que habia un taller asi en nuestro instituto.

*  En el taller s6lo vimos a una chica, pero. comentamos
que no hace falta ser chico o chica par: ~
se hace en un taller. ‘

*  la visita fue muy educativa, hubi
resante escuchar alguna opih
como llegd hasta ahi, por qt
penav. ~



«Me gustaria volver, una experiencia interesante».

*  «Muy buena la visita, si no nos hubieran avisado nos
hubiéramos quedado con la boca abierta, al ver que
si sirven las Matematicas».

Anélisis del desarrollo de la practica

Una vez terminada la prictica reunidos los profesores lle-
gamos a las siguientes conclusiones:

Respecto a la sesion tedrica en el aula

Debido a que en una hora no hubo tiempo suficiente para
tratar todos los aspectos previstos: historicos, informacién
especialidad, cilculos matemadticos. Se propuso al departa-
mento de Tecnologia General que se incorporara el proxi-
mo curso al proyecto. La parte tedrica de la practica se
impartirfa en dos horas: una la impartirfan los profesores de
Tecnologia tratando la historia e informacién de la especia-
lidad de metal y la otra sesi6n los profesores de Matematicas
y tratarian la historia de la trigonometria y se realizarian los
cilculos matemdticos previo a la visita al taller,

Respecto a la sesion en el taller

Se decidi6 que, para dar mas agilidad y participacién del
alumnado, el profesor de Matemiticas irfa formulando
cuestiones bdsicas y sencillas al profesor de taller que
pudieran interesar al alumnado tales como:

*  «Al estar todo mecanizado, ¢es una ventaja que no se
necesiten para este trabajo cualidades como la fuerza?».

*  «Para trabajar en esta especialidad, ss6lo hacen falta
conocimientos matematicos de trigonometria?s,

*  dlas fresadoras y los tornos de una fibrica, sson de
tamafios similar a éstos,

*  4Cuil es el precio de estas maquinas?.

¥ «Prestar atencién a las pegatinas de las maquinas
herramientas del taller C.N.C.b.

*  «Un tornero que lleva 20 afios trabajando, scémo se
pone al dia sobre C.N.C....

También se vio lo importante que es «controlar el voca-
bulario que en los talleres se utiliza, para que el alumna-
do entienda con mads facilidad lo que allf sucede.

Ademas, para proximos cursos, decidimos disefiar una
nueva pieza, que tuviese cilculos geométricos algo mis
complejos que el presente curso.

El alumnado ha asistido al taller encantado y esperando
con gran impaciencia la proxima visita.

Respecto a la sesion de reflexion en el aula

Esta es la que menos se ha desarrollado, no por conside-
rarla menos importante, sino por falta de tiempo que el

El alummnado,
en cada prdctica,
ha presentado
un informe
con el objeto
de comprobar:
el grado
de asimilacion
de la practica;
la capacidad
de conectar
las Matemadticas y
la Tecnologiay
Y la opinion
sobre la prdctica
realizada.

profesorado participante ha tenido. Sin
embargo, para proximos afios se ha ela-
borado ya-un esquema para fomentar el
debate y la verbalizaciéon de lo visto,
presentando material complementario
por transparencias, videos... asi como
otro tipo de conexiones matematicas
que se pueden realizar en cada taller.

Ademads, en esta sesion, el proximo
curso se elaborarin posters que les
fuerce a sintetizar lo visto en el desa-
rrollo de todas las sesiones. Con todos
los posters se realizard, al final del
curso, un Concurso.

Respecto a la evaluacion de la prdactica

Al evaluar la actitud del alumnado ante
la practica, se ha visto que los aspectos
quese han valorado recogidos en el
modelo de ficha eran correctos, no
siendo asi la escala utilizada (0 a 10),
resultando esta excesiva y muy dificil
de matizar. Por lo que para el préximo
curso la escala seri:

1. Actitud negativa,
2:  Actitud normal.
3:  Actitud positiva.

El alumnado, en cada prictica, ha pre-
sentado un informe con el objeto de
comprobar:

a) El grado de asimilacion de la
practica.

b) La capacidad de conectar las
Matematicas y la Tecnologia.

c) La opinién sobre la prictica reali-
zada.

En algunos grupos no se ha recogido
toda la informacién que se deseaba,
por lo que para el proximo curso se
elaborard un modelo, que deberi relle-
nar el alumnado, con un guién que
contenga:

e Descripcion de la prictica.

e Evaluacién del desarrollo de Ia
practica.

e Aspectos que se deben modificar

en la visita al taller.

e Comentarios dibres» que se deseen
exponer.



Evaluacién del proyecto

Una vez finalizadas todas las practicas,
se realizaron reuniones donde todos los
profesores integrantes del proyecto
evaluaron globalmente el mismo.

Un aspecto que se evalud en cada una
de las pricticas, fue la actitud del alum-
nado ante cada una de ellas. Los datos
se fueron recogiendo, en cada prictica
y por grupo se evaluaron tres practicas
de cuatro que se habian realizado, ya
que la correspondiente a Combinatoria
y la Electrénica se desarrollé de forma
experimental.

Cada apartado de este modelo se eva-
u6 de 0 a 10 puntos, calculandose
medias aritméticas por grupo y practica.
En la siguiente tabla se resumen los
resultados globales obtenidos.

Un aspecto
que se evaluo
en cada una

de las prdcticas,
Jfue la actitud
del alumnado
ante cada
una de ellas.

Préactica | Practica | Préactica
n.21 n.°2 n.°3
Presta atencion 8,0 6,4 8,0
Muestra interés 7.7 6,7 7.5
Formula preguntas 6,4 6,0 6,4
Tomdcnotaciones 6,2 5,6 6,3
Solicita mas informacion 5,8 7.1 6,2

Se observa que la actitud, en una esca-
la de 0 a 10, ha sido, en todas ellas,
muy satisfactoria, destacindose la aten-
cién e interés que ha prestado el alum-
nado en todas ellas.

Ademds de la actitud se valord la capa-
cidad de asimilaciéon del alumnado,
sobre las practicas que se fueron reali-
zando, tanto en el aula como en el
taller y asi observar la capacidad de
enlazar ambas.

También se quiso conocer la opinién
que el alumnado tenia sobre el proyec-
to que estdbamos llevando adelante y
en el cual participaron activamente.

Para valorar estos dos Gltimos aspectos
se les pidi6 que una vez finalizada cada
prictica elaborasen unos informes con
dos apartados obligatorios:

e Descripcion de la prictica

e Opinién sobre ella.

De estos informes, queremos destacar las siguientes con-
clusiones comunes a todas las practicas realizadas:

° En general el alumnado ha visto la conexién inevita-
ble entre las Matematicas y el mundo Tecnologico.

e Fl grado de asimilacién ha sido en la mayoria bas-
tante aceptable a pesar de que en alguna prictica, la
informacién fue excesiva y con un vocabulario muy
técnico, del que por otra parte opinamos que no hay
que prescindir.

e Todo el alumnado opindé que son pricticas muy inte-
resantes, de las cuales han aprendido mucho.

Los objetivos del proyecto eran:
a) Relacionar las Matematicas con el taller y la vida real.

b) Ayudar al alumnado en el proceso de orientacion aca-
démica profesional.

¢) Eliminar conductas sexistas y discriminatorias.

¢ 1 . . .
Para evaluarlos se utilizaron tres variables, que sirvieran

para comprobar si el proyecto habia contribuido a modi-
ficar la opinién del alumnado. fstas fueron:

o Utilidad de las Matemadticas.
e Conductas sexistas y discriminatorias.
e Conocimiento y apreciacién de algunas profesiones.

Para recoger esta informacién se pasé una encuesta al
comienzo del proyecto, en octubre y otra al final, en
junio.

Los resultado obtenidos por variables fueron los
siguientes:

Utilidad de las Matemdticas
Para medir esta variable se utilizaron:

Trem 1: Constantemente te han dicho que las Matemdticas
son muy tiles en la vida cotidiana. Aparte de para medir,
pesar y contar, ;crees que sirven para algo mas?

Trem 2: ;Crees que cuando una persona realiza un circui-
to electrénico o una pieza para un coche, para la realiza-
cién de estos trabajos necesita saber Matemdticas?

87% 90%
80%

B si antes

O sf después

item 2

item 1




Observando el diagrama de barras anterior, se puede

comprobar las variaciones antes y después del proyecto 100 — 65, 94%

99%

respecto a la variable «Utilidad de las Matematicas». 90 4
69%

Conductas sexistas y discriminatorias
49% B 5 antes

Para medir esta variable se utilizaron:
Osi después

Item 3: Te pareceria normal que una chica trabajase en un
taller haciendo piezas para un frigorifico

Item 4: Si fueras duefio de una empresa de fabricacién de | | ¥
¢ +
TV contratarfas a una chica para trabajar en el taller. Metal Elecirénica Automocién

Observando el diagrama de barras de la figura siguiente,
se puede comprobar que tenemos un alumnado (50% son
chicos) que dice que no tienen conductas sexistas, por lo
que el desarrollo de las actividades no ha variado sustan-
cialmente su opinién. Observando el diagrama de barras de la
anterior figura, se puede comprobar las
o variaciones antes y después del proyec-
1001 90%  90% 921 7% ’ t i imi
A A O respecto a la variable «Conocimiento
de algunas profesiones».

B no antes

[ no después

Profesorado participante en

el proyecto
} - e Alfonso Olaskoaga Fullaondo
item 3 ftem 4
e José Antonio Ibafiez Ramos
e Ifiaki Gandarias Leiva
Conocimiento y apreciacion de algunas profesiones o Jesis M* Basaguren Del Campo
Para medir esta variable se utilizaron: o

Agustin Martinez Montoya
Item 5: ;Conoces lo que se hace en un taller de Metal-
Automatismos?

e Isaac Aurre Bilbao

B Josefina Galan e Xabier Ostolaza Marin

Item 6: jConoces 1o que se hace en un taller de Marian Bermeosolo L .
Electrénica? - Josu Gonzdlez * Anastasio Gomez Espinosa

p Andrés Castrillejo 2 .
Item 7- ;Conoces lo que se hace en un taller de IFP Fadura * José Catlos Blanco Rodriguez

Automocion? Getxo {Vizcayal) e Fermin Gonzilez Estebanez




La influencia de la escala
en la interpretacion grafica
de una funcion lineal

Francisco G. Gonzalez Martinez

Inmaculada Palomero Guiral
Floreal Gracia Alcaine

Es conocido que una imagen
vale mas que mil palabras.
Cuando representamos sobre
una gréfica valores
obtenidos en cualquier
actividad, es mas fécil
interpretar los resultados,
observar las tendencias e
incluso, en algunos casos,
predecir unos
futuros resultados.
Pero también es cierto que
las gréficas se pueden
manipular, maquillando
resultados negativos o
exagerando los positivos,
haciendo ver aquello que
nos es mas interesante.
En esta actividad queremos
tratar la influencia de la
escala en la interpretacién
grdfica de una funcién,
dando a conocer algunas
técnicas para que su
interpretacion sea
obijetiva y critica.

N el 4mbito laboral y en los medios de comunicacién los
graficos son esgrimidos para reforzar una informacién o
para plasmar unos resultados. Pero todo grifico tiene una
informacién intrinseca que es vital para obtener una valo-
racién objetiva.

Hoy en dia, los ordenadores realizan graficos de cualquier
base de datos de forma rdpida y sencilla. En la mayoria
de los casos, dejamos que sea el propio programa quien
elija de forma automaitica la escala para representar los
datos en la pantalla, sin tener en cuenta que esta reali-
zando una manipulacién en el grafico resultante, ya que,
por la caracteristica de los datos, dificilmente la escala es
1:1. Lo cual puede dar lugar a graves errores, sobre todo
si comparamos grificos con diferentes escalas.

En esta actividad queremos trabajar esta vertiente de los
grificos, aunque so6lo sea para funciones lineales, dando
a conocer algunas técnicas para que su interpretacion sea
objetiva y critica. La calculadora grafica nos va a ser til
en dos aspectos:

e Para realizar la hoja del enunciado de la actividad
para el alumno.

e Para verificar y ayudar en la explicacién del profesor.

Objetivos

1) Ver que la inclinacion de una recta depende de su
pendiente v de la escala tomada para los ejes de
coordenadas.

2) Ver que la ecuacién de una recta es independiente de
la escala tomada para su representacion, mientras que
su grifica es dependiente de la escala.



3) Que el estudiante sepa calcular la pendiente de una
recta conociendo su grifica.

4) Saber interpretar el grafico de una recta independien-
temente de la escala tomada para su representaciéon.

Actividades sobre interpretacién de
una grdafica
1) Ordena las siguientes rectas segiin su inclinacién;

A) y=3x B) yzg O y=x

Respuesta: D < D < D

2) Dibuja las tres rectas anteriores:

5) Dibuja la recta y = x sobre los

siguientes ejes: (cada divisibn de
los ejes representa una unidad)

- |

|

C

3) Segtn el grifico, ordena de nuevo las rectas segin su

inclinacién:
Respuesta: D < D < D

4) Ordena estas tres rectas segln su inclinacion:

6) Ordena estas rectas segiin su creci-

miento:

%26 ~— l w=108

X=8 w10z

e _—

- |

/

/

c Respuesta: D < D < D

x=1g w=ziE

x:f’//l p=3z

Respuesfa: D < D < D < D



7) Calcula la pendiente de la siguien- 11) Vuelve a ordenar las rectas de la pregunta 9; k
te recta: o
' Respuesta: D < D < D
12) Los resultados de los beneficios de tres empresas estin
- reflejados en los siguientes grificos ;En qué empresas
o i crees tu que crecen més ripidamente los beneficios?
Respuesta: . . ... ‘ ‘ BENEFICIOS EMPRESA A
8) Calcula las pendientes de las rectas a4 jgg """"""""" T e i
de la pregunta 6 y vuelve a orde- E 350-"—::::::::—.__-:-_—_-_:::::::::::t
narlas segin su inclinacién: Affos Beneficios B 300 +------------- T 4
W 250 o memm oo
1995 348 A 200f------------- e o A
) 1 T J
Respuesta: | | <[ | <[ |< ] 1996 396 10 bl ;
1997 444 S sol.. ..l .- oottt T
9) Ordena las siguientes rectas segin 0 : '
su inclinacién: ) 1995 1996 1997
: ‘ ANOS
A
—1 - Meses | Beneficios |
HEE - pzif : BENEFICIOS EMPRESA B
2 } o 400
' 2 | 319 9 B S D R SRRty 2
3 318 B 500 mmbmmpmmemmmem =TT
B 4 324 §250 _nl___:__l___l_-‘I__I__-I__l-_l-_—l__.l
5 330 w 200 _..l...-J__L....I_..JI‘_:__‘_:-_.:.__:___:_,JI
7| 6 336 o B A N B
xiz wzzy 7 342 M 100 4o o
8 348 E 50 T D e
: E: 9 354 0 by
10 360 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
c m | 86 ANOS
12 372 '

=2 I. =l

Los cortes con el eje de ordenadas son = P
respectivamente: 6, 12 y 20. il ol BENEFICIOS EMPRESA C
1 315 500 o
: < 2 330 2 I R R N R
Respuesta: D D < D 3 345 E 400 r oL _\._‘__-‘—?,!-_?_—_-?'f'_?_ R
4 340 a 300 “__..—'9—_?'7'_1__-__.___._u.__._‘_-__.
10) Calcula la pendiente de la recta: 5 375 : ET e e A R
: . 6 390 R s b e Rhl EENEE R
7 405 - O O S S S IO S SR R S
g 420 = R S T R S R
9 435 0 — —
10 450 1 2 3 4 5 6_7 8 9 1011 12
1 465 ANOS
x=E L vB 12 480 o

Su corte con el eje de ordenadas es 4.

Respuesta: D > D > .




Comentarios sobre la actividad en el aula

Los alumnos ya deben conocer que la inclinacién depen-
de de la pendiente y, por tanto, no debe existir dificultad
para resolver con éxito la primera pregunta. No obstante,
si no fuera asi, esto servirfa para evaluar el punto de par-
tida de la clase y poder corregir los errores conceptuales
que todavia se tengan de la representacién de una recta.

Con la siguiente pregunta se pretende que se vea refleja-
da la respuesta anterior en el 4mbito grifico, como una
constatacién fisica del hecho estudiado.

Con la calculadora podemos representar las tres funciones
sobre los ejes usando el RANGE que se especifica:

o] B34 FAHGE
HEl ®Min=-5
S3ExS 2 ®*Max=5
®5cl=]
gMin=-5
dfax=5
95c]l=1]
Te0e= TRAMGET 2000 1 TRACE TGRAFH F

#0x3= TRANGET z00r TTRALE IGRAFHF

¢

x=1.2492063492  lw=y 04PELD0Y7E

pudiendo comparar la inclinacién de las tres rectas.

El siguiente paso es dibujar la misma recta y = x con dife-
rentes escalas y pedir que las ordenen. Es evidente que la
respuesta concordard con lo visto anteriormente y se pro-
ducird consecuentemente un error, que se intenta demos-
trar con la resolucién de la pregunta 4, dibujando la recta
y = x sobre ejes que no tienen la misma escala.

Para dibujar las grificas de la recta y = x de la pregunta
5 se han cambiado los valores de RANGE y se ha dibuja-
do la funcién cada vez. Los valores utilizados son respec-
tivamente:

Si se realiza con los alumnos la compro-
bacién de que al cambiar estos valores
en RANGE la grifica de la recta y = x
cambia tal como se ve en los grificos,
serd mas facil que sigan la explicacion
del profesor. Ademis, ellos podrin
comprobarlo al dibujar la recta y = x
sobre los ejes preparados con las dife-
rentes escalas.

Es en este momento cuando han obser-
vado que el dibujo no es un dato obje-
tivo para comparar las inclinaciones de
las rectas (si estas no estin dibujadas
sobre ejes adecuados), es cuando se les
propone resolver otra actividad partien-
do del dibujo de las rectas para com-
probar si han captado este hecho.

La actividad 6 esta formado por la repre-
sentacién de las siguientes funciones:

gl=18%:x
H2=1"74u
3=]1 %
wd =324l

Fec=TraMGEl z00M TTRACE IGRAFA ¢

representadas  bajo los siguientes
RANGE:

RAMGE RAMGE
#Min=-120 #Min=-4
®Max=24 #Max=18
®ocl=12 ®ocl=4
gMin=-216 dMin= 58
ulax=064 gMax=136&
J5c =216 uSc =620
[ecxi= TRANGET 2000 I TRACE TGRAFAH || [#ixi= IRAMGET 200rT TTRACETGRAPH

Gréfica Ay = 18 x

D TRANGEN 200 TTRACE NGRAFHF

FAMGE RAMGE
®#Min=-3 #Min=-3
x*Max=3 wMax=3
oo l=1 x5cl=1
dfin=-3 AMin=-5
dMax=3 wMax=6
J5c]1=10 g5c]l=1

Foto= IRAHIGED 2007 TTRACE TGRAFH P

RAMGE
®*Min=-6
®xMax=5
®5cl=1
dMin=-3
dfax=3
JScl=1
0= TRAHGET 200 TTRACE TGRATH

y se obtiene las grificas que se tienen en la pregunta 4.
Anilogamente, los ejes se han obtenido con esos RANGE
y sin seleccionar ninguna funcién en Y=

GréficaB:y = 17 x

RANGE
®*Min=-3
#Max=32

Hocl=1440
ei0=TRANGET 2000 T TRACE TGRAFA T

Gréfica C:y = 18 x

RAMGE
#Min=-2
®*Max=4
®ocl=2
uhin= 54
aflax=128
HJ5C 1 =640

I v0x3= IRAMGE] 2001 I TRACE IERHPHP
Gréfica D: y = 32 x




La experiencia de la resolucién de las misma pendiente y ecuacién. Las graficas de la actividad
actividades anteriores les deberfa indi- 9 son rectas que no pasan por el origen:
car a los estud1an/tejs que no se Inltleden ]l =t
fiar solo de la grafica de la funcién. La gP=w+12
pregunta que deberfan responder serfa: S3E1 B4+ 200
(Qué pueden usar para ordenar las rec-
tas segln su crecimiento?
La actividad 1 deberfa ser la pista para [73i= TRANGEN 2001 I TRACE NGRAFH
responder esta pregunta, ya que cuando Dibujadas con los siguientes RANGE:
tenian la expresion de la ecuacion de la _ RANGE RAMGEE
recta, las ordenaban de forma correcta, w»Min= -6 w0 1n=4—%4

in ma i ®Max=12 xMaw=
sin mas que ordenar sus pendientes. xﬁ';' = E‘E xﬁ-;l=2 ';',-.

i drlin=- HMNIn="1a

e
Sin embargo, ahora ./S les plantea un ot * aMax=3a
nuevo problema: jcémo encontrar la S l=68 uSc =60
ecuacion de una recta dada su repre- [+00= TRANGEN 20011 T TRACE IGRAFH [ei= TRANGEN 20011 I TRACE IGRAFH -
sentacion grifica? Que es el inverso al RANGE
que ellos han estudiado: dada la ecua- wMin= -1
cién de la recta obtener su grafica. xMax=3
8 ﬂ xSc1=1

Este es el motivo de pldntear la activi- 3%2%%8
dad 7, donde tienen que obtener la uSe =200
pendiente de una recta que pasa por el I¥t= TRAMGEN 200 1 TRACE IGRAFH b
origen, conociendo un punto. Como estas rectas ya no pasan por el origen de coorde-
Existen dos formas de resolverlo: nadas, sus pendientes ya no pueden calcularse de la

misma forma que los ejercicios anteriores y, por lo tanto,
puede dar lugar a errores a la hora de ordenar las rectas
al estar mal calculadas las pendientes.

1. Si definimos la pendiente de una
recta como el incremento que sufre
la y por unidad de incremento de
x, debemos dividir el Ay del punto En este caso también podemos elegir entre dos formas de
por el Ax, en este caso como la calculo de la pendiente:
recta pasa por el punto (6, 306),
para un Ay de 36 le corresponde
un Ax de 6, por lo tanto la pen-

1. Restamos a la coordenada y del punto que se mues-
tra en el gréfico, la ordenada en el origen de la recta,

diente serfa 36/6 = 6. para saber el incremento de la y cuando se incre-
5 Elhech - b menta la x. En el caso del ejercicio 10 seria:
. echo que pase por el origen, hace
e e D se Ay=8-—4=14;Ax =2
que la ecuacién de la recta sea del
tipo y = ax, por lo tanto tenemos una entonces la pendiente es igual a Ay/Ax = 4/2 = 2,
sola incognita @ y necesitariamos una 2. Resolvemos el sistema que se obtiene al sustituir los
ecuacion para caleular la pendiente. dos puntos conocidos en la ecuacién y =ax + by

Como el punto estd sobre la recta,
verifica la ecuacion y sustituyendo el
punto en la ecuacidén tenemos
36 = 6a, de donde despejamos a.

encontrar las dos incégnitas a 'y b.

Este altimo camino es més largo. Y en su razonamiento
no existe tanto componente geométrico como en el pri-

) mero, ya que es basicamente algebraico, por lo que es
Para no dar muchas pistas para la reso-

lucion de la actividad 9, nos atreveria-
mos a sugerir la primera forma de cal-

aconsejable usar el primero.

La recta del ejercicio 10 es y = 2x + 4 y estd dibujada con:

cular la pendiente. RANGE
Una vez halladas las ecuaciones de las *lin=_1
wMax=5

rectas, es un buen momento para refle- ?jﬁ'i»%f 1_ =
xionar y comentar las graficas resultan- aiax=14
tes al aplicar diferentes escalas, ya que ySc 1=

P . . Moo= IB‘HHGEI Z00M 1 TRACE IGRAFH b
la comparacion visual de las pendientes
es errdnea incluso, como se demuestra En la actividad 12 ya no hay sélo cambio de escalas, sino tam-
en este caso, para las grificas con la bién hay diferentes unidades en la variable independiente.




Las escalas en la variable y son diferentes para no hacer
tan obvio el ejercicio, sin-embargo las escalas de la varia-
ble independiente en el grafico B y C son iguales, pero en
los tres casos las unidades son diferentes: afios, meses y
trimestres. El analisis debe contemplar ahora los cambios
de unidad también, para poder comparar los resultados
obtenidos en los beneficios.

Obviamente, tampoco en este caso la representacién gra-
fica da una idea fiable para comparar el crecimiento de
los beneficios en las diferentes empresas y es por ello que
hay que recurrir al resultado analitico que nos dan las
ecuaciones. Pero esta vez no todo se acaba en ese primer
paso, sino que, como ya hemos dicho, hay que cambiar a
una unidad coman las variables independientes, por
ejemplo a meses que es la unidad mis pequefia.

Antes de calcular la ecuacion de la recta representada en
la grafica A serfa conveniente hacer un cambio de origen
en las abcisas para que pertenecieran al mismo rango que
las otras dos. Haciendo a’ = a — 1994 los valores de la
nueva variable g’ serfan: 1, 2 y 3.

Con este cambio de origen, la grifica serfa la misma y sélo
cambiaria el rango:

BENEFICIOS EMPRESA A

V450 c - - - P o
R o  ———T -
U 350 emmmmmmETE oo
B 3004 ---------ooo- O |
P i '
B 200 - Fommmmmemmeooo §
ﬁ 150 4= === - - - oo o - - - R ‘
L R Il e ——— :
2 50 ----cooaoLolC oo emeeeee |
0 : !

1 2 3
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Un hecho a tener en cuenta a la hora de calcular las ecua-
ciones de las rectas, es que ni los grificos ni las tablas,
nos dan la ordenada en el origen, dato que se podria
obtener restando el incremento de la y al primer valor de
esta variable, ya que al ser una recta, este siempre es
constante. En los tres casos el beneficio inicial sale 300
miles de pesetas.

Pero para contestar a la pregunta formulada sélo es nece-
sario calcular la pendiente de las rectas y, en este caso, es
mas ficil ya que los incrementos de la variable x son de
una unidad, por lo tanto hallando el incremento de y ten-
driamos ya las pendientes, que son respectivamente:

48,6y 15

Aunque hay que tener en cuenta que no corresponden
a las mismas unidades.

Las ecuaciones que tenemos de las tres

rectas som:
y = 48a’ + 300
y = 6m + 300
y = 15t + 300

Donde a’son afios, 7 meses y £son tri-
mestres.

Cambiando las unidades mediante las
relaciones: a’ = m/12 ; t = m/3, obtene-
mos las siguientes ecuaciones:

y = 4m + 300
y = 6m + 300
y = 5m + 300

Donde ya podemos comparar el creci-
miento de los beneficios y responder al
ejercicio: A < C <B.

Podemos ahora dibujar las tres rectas
con la calculadora grifica y con un
mismo RANGE.

Francisco G. Gonzalez
Inmaculada Palomero
IFP de Burriana (Castellén)
Floreal Gracia
CEP de Castellon.
Societat d’Educacié
Matemadtica de la
Comunitat Valenciana
Al Khwarizmi

o1 B3EE+G RAMHGE
QZEIEE+ER =*Min=-1@
G EE3EE+ 54 xMax=10a
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Observandose ahora también grafica-
mente la relacién anterior.
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El arte de razonar
inductivamente

Fernando Diez Fernandez

5Qué se entiende por
razonamiento inductivo (en
contraposicién al deductivo)
y para qué sirve? es el tema
de este articulo. Se incluye el
método matemdtico de
reduccién al absurdo como
la base para razonar
inductivamente y se dan
ejemplos muy familiares para
ilustrar la viilizacién del
razonamiento inductivo a
todos los niveles.

STAMOS ACOSTUMBRADOS a pensar deductivamente.
¢Qué significa eso? Significa que como hoy llueve, tendré
que sacar el paraguas. Significa que como el autobts pasa
por la parada a las 9:15 h, tengo que salir de casa a las
8:30. En ambos ejemplos se responde a las preguntas:
Jqué se bace abora?, ;por qué? Ahora quiero proponer otro
tipo de razonamiento, el inductivo, al que también pode-
mos llamar «el razonamiento de las causas». Aqui se res-
ponde a las preguntas: jcomo se ba llegado hasta aquiz,
Jpor qué?

Por ejemplo, hace poco leo en el periédico que acaba de
morir el hombre mis viejo de Arabia Saudi con casi 130
afos. Y me surgen las preguntas: ;qué clase de vida ha
llevado para vivir tanto tiempo?, ;qué factores deben ser
los mis influyentes?, sde qué forma podiia seleccionarlos?

Razonar inductivamente supone «r hacia atrds», analizar
las causas asociadas a un hecho, mientras que el razona-
miento deductivo consiste en «r hacia adelante», determi-
nar las consecuencias de un fendémeno. Estamos acos-
tumbrados a pensar deductivamente porque es mds facil;
ademds, es aparentemente mas innovador, més fresco, es
mas optimista mirar hacia adelante que hacia atris; y tam-
bién maés trivial y mds banal.

Estoy convencido de que es, como minimo, tan intere-
sante analizar las causas que condujeron al desecadena-
miento de la guerra civil espafiola, por ejemplo, como
estudiar sus consecuencias. Creo que el verdadero apren-
dizaje estd ahi, en las cuestiones de fondo; ahi es donde
estd el significado; las consecuencias pueden verse sin
mas que observar con cierta objetividad. Sin embargo,
para analizar las causas hace falta pensar, sopesar alterna-
tivas, seguir pistas, etc., lo cual requiere mucho mayor
esfuerzo. Creo que ésta es la verdadera razén de poco
auge del razonamiento inductivo.




El denominador comin de los razonamientos inductivos
es el método de reduccién al absurdo.

El método de reduccion al absurdo

Forma parte de la Logica como ciencia. Consiste en lo
siguiente: para demostrar que algo es verdadero, se supo-
ne primero que es falso y se razona deductivamente hasta
llegar a una contradiccion, a algo que no concuerda con
los hechos. La contradiccién proviene de suponer que lo
que querfamos probar era falso; por tanto, debe ser ver-
dadero.

Ejemplo: El viejo hombre drabe del ejemplo anterior ha
llevado una vida sana.

Demostracion: supongamos que no la ha llevado.
Entonces no puede llegar a casi 130 aflos, ya que no se
baten récords Guiness de longevidad viviendo de cual-
quier manera.

El método de reduccidén al absurdo es muy til al razonar
inductivamente porque «poda» posibles explicaciones de
los hechos que no cuadran con la realidad observada.

Ejemplos y utilidades de razonamien-
tos inductivos

Sherlock Holmes

Analizaba las circunstancias de la vida de una persona o
las de un crimen que tenfan que darse para que cuadra-
ran con los detalles que él observaba de forma magistral
en las personas o escenarios del crimen. Aunque quizds
sus razonamientos fueran exageradamente acertados,
detrds de sus aparentes dotes adivinatorias residia una
muy potente capacidad de razonar hacia atrds, de razonar
inductivamente.

Sécrates

En uno de los didlogos de Platon se plantea a Socrates la
siguiente cuestidén: ¢A quién encargar la educacién de los
hijos de sus amigos? Sécrates razona de la siguiente mane-
ra: jPor qué no dirigimos la atencién a joévenes que
-segln nuestros criterios de la buena educacién— sean
ejemplos del buen vivir? Y ahora, ;por qué no nos intere-
samos por sus educadores? Razonando por reduccién al
absurdo, es obvio que sus educadores tienen que ser bue-
nos, ya que de otro modo los jévenes no estarian bien
educados, puesto que nadie que se comporta dignamen-
te lo hace por casualidad. Por tanto, jencarguemos la edu-
caciébn de nuestros hijos a educadores que hayan demo-

El método
de reduccion
al absurdo
es muy itil
al razonar
inductivamente
porque poda
posibles
explicaciones
de los bechos
que no cuadran
con la realidad
observada.

trado fehacientemente —con hechos-
que son diestros!

(;De quién te harfas socio para montar
un negocio? ¢De alguien sin experiencia
en ese tema o de alguien que tenga un
negocio parecido y le vaya bien? El
segundo ya ba demostrado mucho).

Arturo Pérez Reverte

El célebre periodista y, sobre todo,
novelista espafiol nos propone en su
libro La Tabla de Flandes el «ajedrez
inductivor. Consiste en partir de una
posicién ajedrecistica para, yendo hacia
atras, conocer las jugadas anteriores, es
decir, las que han dado lugar a dicha
posicién. En este ejemplo se aprecian
claramente todas las caracteristicas del
razonamiento inductivo: se parte de un
<hecho» (la posicién dada) para después
ir analizando las «causas» (jugadas pre-
cedentes) que han conducido a ese
hecho. Para «podar» causas (es decir,
desechar posibles posiciones anterio-
res) se utiliza el método de reduccion al
absurdo, demostrando la imposibilidad
de llegar a nuestra posicion desde
determinadas jugadas.

Profesiones

Se me ocurren dos profesiones en las
cuales se trabaja inductivamente: médi-
co v policia/criminélogo. En ambos
casos se tienen que esclarecer las cau-
sas que conducen a los hechos. En la
profesion de médico a los hechos se les
llama sintomas: a partir de aqui hay que
determinar la dolencia (por eso es tan
importante saber preguntar al pacien-
te). En la de policia los hechos son deli-
tos; Agatha Christie y Arthur Conan
Doyle eran, sin lugar a dudas, dos
maestros del razonamiento inductivo.

El «problema de Einstein»

El siguiente problema se lo propusie-
ron, supuestamente, a Einstein sus
alumnos. Hay que decir, también
supuestamente, que tard6é tiempo en
resolverlo pero que al final lo logré.
Dice asi: Dos amigos se encuentran en



la calle y uno le pregunta al otro por las
edades de sus tres hijas. El interpelado
responde: «El producto de sus edades
es 36, v la suma de sus edades es igual
al nimero del portal que ves ahi
enfrenter. El otro dice: Me falta un
dator; v apostilla el primero: «Ah, si, la
mayor toca el piano». La pregunta que
se plantea es: ;Cudles son las edades de
las tres hijas?

Para resolver este problema lo prime-
ro que hacemos es formar todas las
posibles combinaciones de tres ntime-
ros cuyo producto sea 36. Puesto que
el que pregunta conoce cudnto vale la
suma de las edades, incluyo también
a continuacién la suma de cada com-
binacidn:

1 %+ 1.+ 36 = 238
1T+ 2 + 18 =21
T+ 3 + 12 = 16
1 + 4 + 9 = 14
1 +. .6 + 6 13
2.+ 2 4+ 9 13
2 % 83 3 6 =11
3 + 3 + 4 = 10

La pregunta clave del problema es: ;por
qué dice el interlocutor que le falta un
dato? Esta es una «cuestiéon inductiva.
Y, curiosamente, es la pregunta que
menos se plantea el que intenta resol-
ver el problema. No intentan siquiera
resolver este interrogante. Quizas pien-
sen que es demasiado dificil de adivi-

Razonar
inductivamente
no es facil.
Requiere buenas
dotes
de observacion
objetiva, tener
imaginacion,
saber razonar
por reduccion
al absurdo
Y.
bastante esfuerzo
intelectuall.

Fernando Diez
Sociedad Madrilefia
de Profesores de
Mateméticas
«Emma Castelnuovos

nar, que son muchas las posibilidades a evaluar. El caso
es que, después de obtener las combinaciones de la
forma como lo he hecho, es ficil dar con la razén: hay
dos combinaciones que suman lo mismo. Y ahora razona-
mos por reduccién al absurdo: la combinacién «ganadora»
estd entre las dos que suman 13, porque de otro modo,
stiene alguna razdn el que pregunta para decir que le falta
un dato? No, puesto que las otras combinaciones suman
nameros distintos en cada caso. Ahora, solventando el
truco del «piano» y teniendo en cuenta que bay una que
es mayor que las demds, nos queda la combinacion 2, 2 y
9. Pero insisto, la clave de este problema estd en el «esco-
llo inductivon.

Conclusién

Razonar inductivamente no es ficil. Requiere buenas
¢dotes de observacién objetiva, tener imaginacién, saber
razonar por reduccién al absurdo y... bastante esfuerzo
intelectual.

Las ventajas que tiene utilizar a menudo este tipo de razo-
namiento compensa con creces el trabajo invertido:

e Pomenta de forma muy notoria el pensar por si
mismo (tan en desuso actualmente).

e Propicia el pensamiento independiente y auténomo,
poco sensible a malas influencias externas: los
hechos hablan por si solos para el inductivista, con lo
que no nos pueden engafiar ficilmente (obsérvese la
aplicacién de esta idea a situaciones relacionadas con
la demagogia politica, promesas electorales y a
muchas otras situaciones de la vida cotidiana).

El razonamiento inductivo, por tanto, ayuda de forma
inestimable al desarrollo personal. jUselo!

Transparencia
Alabastro, 27x15x37
José Miguel Fuertes
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Un libro de texto viejo
pero con categoria

ELEMENTOS DE ANALIéIS ALGEBRAICO

Julio Rey Pastor

Fortanet, Madrid, 1917, 12 edicion

Unidn Poligrafica, Madrid, 1935, 5% edicion
Industrias Graficas Martin, Madrid, 1961, 142 edicion

Ediciones

Este libro es un clésico de largo recorrido, con muchas ediciones, de las que hemos indicado
tres representafivas: la 1¢ por razones obvias, la 142 porque es la Gltima compuesta en vida del
autor, que fallecié un afio después, y la 52 por ser la inmediata anterior a la guerra civil. Desde
1921, Julio Rey Pastor {Logrofio 1888-Buenos Aires 1962) alternaba cada afio su trabajo entre
las Universidades de Madrid y Buenos Aires, pero con motivo de la contienda permanecié mds

ELEMENTOS

de diez afios alejado de su pas. fiola, pero sin cambios funda-

o

A pesar de fodo, el libro se ANALISIS ALGEBRAICO .
N7 .

mentales. Se puede considerar

siguié editando en Madrid, lo ha I | que la obra espafiola alcanzé su
sido al menos hasta 1981, pero co forma final en la primera mitad
mds que de nuevas ediciones se e de la década de los treinta y per-
trata de reimpresiones, pues los e uen manecié inalterada después de
cambios, si los hay, no pasan de R la guerra, de modo que los
ser correcciones. El afio 1945, ' {| comentarios que siguen sobre el
Elementos... se publicé en Bue- ‘ contenido sirven para cualquiera
nos Aires, con alguna amplia- e de las ediciones de este:periodo;

[t e G Y
BIBLIOTECA

cién respecto a la version espa- que se plasman en un: volumen

de poco més de quinientas paginas, muy fécil de encontrar en las bibliotecas de los centros de
ensefiaza.

El origen del tratado, su primer disefio escrito, se remonta a fres afios antes de la primera edi-
cién, cuando Rey Pastor publicé unos apuntes litografiados para sus clases del curso 1914-15
en Icl Umvermdad Centrol Resumen de las lecciones de anahsts matemahco {pnmer’ curso),

tes del texto final, dedicada cada una de ellas a los algoritmos
diferentes estadios del sistema de los nomeros: natural, rac:oncl red
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considera el nimero enfero porque introduce los negativos a la
vez que las fracciones y en toda la primera parte la resta y la
division s6lo se hacen cuando es posible. En los apuntes del
primer curso no aparecieron los algoritmos indefinidos (limites,
series y fracciones confinuas) pero encabezaron los apuntes
litografiados del segundo curso, publicados en 1916, Estos olti-
mos van precedidos de una advertencia que, tras algunos cam-
bios y afiadidos, es la introducién que figura en las ediciones
impresas posteriores. Alli explica Rey Pastor que un curso no
puede entrar en la materia con la extension propia de un fra-
tado, que es mds sistematico y completo, aunque tampoco
tiene que ser una enciclopedia ni una obra histérica. El paso
que Rey Pastor dio al transformar los apuntes del primer curso
en el libro Elementos... es precisamente el que separa unas lec-
ciones de un tratado. Para facilitar la primera lectura, hay
apartados sefialados con un asterisco y algunos pérrafos
impresos en letra de cuerpo menor, indicando las partes del
libro que se pueden dejar para la segunda vuelta. Ademés,
cada capitulo se cierra con unas notas en las que destaca la
informacién erudita y bibliogréfica, destinada tanto a suminis-
frar conocimiento histérico cuanto a orientar el estudio poste-
rior més avanzado.

Plan didéctico

La introduccién es un texto muy adecuado para conocer los
métodos didacticos del autor. Conseguir rigor sin formalismo y
lograr profundidad con brevedad son los objetivos principales
de su método, a los que Rey Pastor aplica su sélida formacién
y su capacidad para presentar los temas en forma sintética y
original. El autor identifica el rigor con la claridad, cualidad
que deja al lector critico satisfecho del encadenamiento légico
de las demostraciones. Prefiere el método légico al intuitivo,
aunque su tratado se dirige no sélo a estudiantes de matemdti-
cas, sino también de ofras ciencias y de las ingenierias, porque
prefiere que el texto esté dirigido a la formacion matematica y
que sea el profesor el que module la explicacién de sus conte-
nidos y los complete con las practicas més adecuadas q ofras
ensefianzas. Se esfuerza «en elementalizar las cuestiones difi-
ciles sin menoscabo del rigor», pero como no le gusta usar un
lenguaije formalizado y reniega también de la abstraccion pre-
matura, su rigor es algo subjetivo y necesita de lq complicidad
de su lector ideal. Por ofra parte, quiere hacer un tratado relg-
tivamente reducido, para lo cual se propone llegar por.el cami-
no minimo a los resultados principales y a las puertas de los
femas avanzados, evitando «perderse en una selva de minu-
cias y casos particulares» con los que nunca se sale de la mate-
mética elemental. Como consecuencia de este enfoque, el lec-
tor necesita poner algo de su parte, tiene que ser un lector inte-
ligente que interprete la claridad que Rey Pastor transmite. El
autor asi lo proclama con una analogia anatémica, advirtien-
do que no hay que entretenerse demasiado en los detalles por-
que «los aparatos de masticacién artificial sélo aprovechan a
quienes carecen de dentaduras.

Conseguir rigor
sin formalismo
v lograr
profundidad
con brevedad
son los objetivos
principales
de su método,
a los que
Rey Pastor
aplica su solida
Jormacion
Y su capacidad
bara presentar
los temas
en forma sintética
Y original.

Nomeros

Un primer repaso general del libro lleva g
examinar el proceso seguido para explicar
las ampliaciones del concepto de nimero,
desde los naturales a los complejos, obser-
vando el principio de permanencia de las
leyes formales de las operaciones aritméti-
cas. Los naturales se introducen, siguiendo
a Dedekind, mediante la coordinacién de
conjuntos finitos, definiendo primero éstos
como conjuntos que admiten una ordeng-
cién cumpliendo fres condiciones, ninguna
de las cuales es consecuencia de las antfe-
riores: «A) Entre cada dos elementos, hay
uno anterior al otro. B) Hay un primero y un
tltimo elemento. C) Todo conjunto parcial
tiene primero y Gltimo elementoy,

Con esta definicién, la suma se define
mediante el agregado (unidn disjunta) de
conjuntos y se prueban sus propiedades
bésicas, asi como el método de induccién.
Lo mismo con el producto, que no es sino
una suma particular de varios sumandos,
Luego se establecen los conceptos de mayor
y menor, fras los cuales surge la diferencia
cuando es posible. Por Gltimo, incorpora las
operaciones con polinomios y la division
entera, ingredienfes con los que puede
abordar los sistemas de numeracién y la
obtencién de la raiz cuadrada por defecto.
De los naturales pasa a los racionales
haciendo fracciones (pares de naturales con
el segundo no nulo) afectadas de signo y
diciendo que «dos fracciones se dicen igua-
les, si tienen el mismo signo e iguales pro-
ductos cruzados». Entonces un nomero
racional es cada ente abstracto representa-
do por fracciones iguales y el nmero es
entero si estd representado por una fraccion
con denominador unidad. Seguidamente,
define las cuatro operaciones racionales
(suma, diferencia, producto y divisién, esta
Ultima salvo divisor cero) y sus propiedades
basicas, feniendo necesidad de distinguir
casos a causa de los signos. Introduce ade-
més el orden y su relacién con las opera-
ciones racionales.

La tercera parte del libro se dedica al nGme-
ro real, que define mediante cortaduras de
Dedekind, lo que da de inmediato las pro-
piedades de orden. Pero enseguida introdu-
ce sucesiones mondtonas convergentes (de
nimeros racionales) y demuestra el «teore-



ma fundamentals siguiente: «Todo nimero
real a es elemento de separacién de infinitos
pares de sucesiones mondtonas convergen-
tes. Reciprocamente, todo par de sucesiones
mondtonas convergentes (aj; a’j} tiene un
elemento de separacién que es Gnico». Este
teorema le permite definir las operaciones y
establecer sus propiedades mediante las
sucesiones, lo que es mas sencillo que con
las cortaduras. De este modo prueba que en
el sistema real se mantienen las cuairo ope-
raciones racionales y sus propiedades.
Finalmente, en la cuarta y dltima parte defi-
ne los complejos como pares de reales con
las operaciones dadas en la forma aritméti-
ca de Hamilton, viendo una vez més la per-
manencia de las leyes formales de las cua-
tro operaciones racionales.

El camino seguido por Rey Pastor para lle-
gar desde nociones previas de conjuntos
hasta el némero complejo podria seguirse
hoy sin mas que adaptar el lenguaje y algu-
nos detalles, con la salvedad del nimero
entero, que ahora se introduce como un ani-
llo previo al cuerpo racional. Esto puede
explicarse histéricamente porque la estructu-
ra de anillo no se estudié aislada hasta bien
entrado el siglo actual (Fraenkel, 1914),
mientras que la de cuerpo viene del siglo
anterior {Galois-Kronecker). Con el nimero
real Rey Pastor se muestra pragmético, pues
utiliza cortaduras o sucesiones segin le con-
viene para abreviar, gracias a que primero
establece en su tecrema fundamental la
equivalencia entre ambos métodos de defi-
nicién del nimero.

Algoritmos

El contenido comentado hasta ahora, for-
mado por los primeros apartados de cada
una de sus cuatro partes, es el basamento
del libro, que se completa edificando sobre
dicha plataforma diversos algoritmos.

En la primera parte, que ocupa poco mas de
cienfo cincuenta pdginas, los algoritmos
correspondientes al némero natural son la
divisibilidad (algoritmo de Euclides y con-
gruencias) y la combinatoria, incluyendo en
ésta los grupos de sustituciones, temas habi-
tuales entonces en el primer curso de andli-
sis matemético. Cabe sefialar come caracte-
ristico de Rey Pastor que incluyera en el libro
alguna cuestion tratada por él en revistas

...hay que
advertir que
en este libro

el dlgebra,

entendida

-CcOmo a principios

de siglo,
es la parte
del andlisis que
se ocupa
de los polinomios
y las ecuaciones
que se forman
con ellos;
pero subyace
una cierta idea de
que lo algebraico
es finito
y el andlisis
aparece
propiamente
cuando
se introduce el
infinito.
Por eso
el niimero
racional
es la base
algebraica
y el niimero real
la analitica.
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especializadas. Desde estudiante habia destacado en la resolu-

cién de problemas propuestos en revistas espafiolas, francesas
y alemanas, muchos de los cuales eran de aritméfica. En parti-
cular, la divisibilidad de factoriales fue un tema recurrente en las
listas de problemas en Europa y USA en los primeros afios del
siglo, y Rey Pastor se ocupd del asunto en varias ocasiones, pri-
mero siendo todavia estudiante y luego en su primer afio de pro-
fesor, lo que dio lugar a que en su libro aparezca un apartado
sobre esfas cuestiones que amplia el alcance tradicional de los
cursos, que llegaba hasta el teorema de Lagrange que permite
calcular el exponente de un nimero primo en la factorizacién
del factorial de un nomero. Rey Pastor afiade algunos teoremas
y un ejercicio, sacados de su anterior actividad en la resolucion
de problemas, dedicados a encontrar relaciones de divisibilidad
entre nimeros dados por operaciones entre facioriales, y lo
hace con demostraciones muy breves y elegantes.

La segunda parte, de unas ciento sesenta péginas, se inicia con
la exposicién del nimero racional y sus operaciones, como
antes se ha indicado. los primeros algoritmos asociados al
nomero racional, que llama «algoritmos de iteracién», son los
que complefan la aritmética de la primera parte, a saber, las
progresiones, los cumulantes y las fracciones continuas finitas.
Luego sigue el «algoritmo de los deferminantes», con su defini-
cién combinatoria, sus propiedades y desarrollos, productos y
casos especiales. Expresa el producto de un deferminante de
orden n por ofro de orden m como un determinante de orden
n+m con un menor nxm con nimeros arbitrarios, de donde dedu-
ce como caso particular, cuando n=m, la férmula de Binet-
Cauchy que da el producto como determinante de la matriz pro-
ducto; pero Rey Pastor no da proridad a las matrices, pues deja
para después de los deferminantes un breve apartado con la
nocién de matriz, de caracteristica y el producto de matrices.
Las Gltimas cincuenta paginas de esta segunda parte estan dedi-
cadas a lo que llama el «algoritmo algebraico», que incluye los
dos temas siguientes: (i) polinomios de una y varias variables
con coeficientes racionales y célculo de su maximo comin divi-
sor; [ii) sistemas de ecuaciones lineales, regla de Cramer y teo-
rema de Rouché-Frobenius.

La tercera parte, unas ciento freinta paginas, es més bien analiti-
ca, aunque hay que advertir que en este libro el dlgebra, enten-
dida como a principios de siglo, es la parte del andlisis que se
ocupa de los polinomios y las ecuaciones que se forman con ellos;
pero subyace una cierta idea de que lo algebraico es finito y el
andlisis aparece propiamente cuando se infroduce el infinito. Por
eso el nomero racional es la base algebraica y el nimero real la
analitica. Asi, fras la definicién del nimero real y sus operaciones
aparecen los limites, los célculos aproximados con expresiones
decimales, los logaritmos decimales y los algoritmos indefinidos
(series y fracciones continuas). En esta parte deja también la hue-
lla de sus primeros trabajos de investigacion, pues incorpora al
libro un método de sumacién de «series hipergeométicas» que
habia desarrollado en un articulo publicado en el primer. nimero
de la Revistade la Sociedad Matemdtica Espariola, de 1911.



La mixtura de dlgebra y andlisis se aprecia plenamente en la
cuarta parte, cincuenta péginas dedicadas al ndmero complejo.
Por un lado, los limites y las series se pueden extender al caso
complejo, pero son més interesantes las observaciones que sur-
gen del lado algebraico. Al darse en los complejos las cuatro
operaciones racionales con sus leyes formales, Rey Pastor con-
cluye como «escolio general» que son validos para estos nime-
ros [y por tanto también para los reales, aunque en su momento
no hizo esta afirmacién) los algoritmos establecidos para los
ndmeros racionales. Esta forma de proceder ejemplifica su doble
desideratum: rigor sin formalismo y brevedad con profundidad.
Para llegar lejos en poco tiempo, no repite con los complejos los
argumentos ya dados con los raciondles, le basta observar que
todo depende de un pequefio grupo de operaciones y leyes; esto
es riguroso porque es claro y queriendo precisar mds se cae en
el formalismo que pretenderia desarrollar la teoria de los siste-
mas lineales, por ejemplo, sobre un cuerpo, en principio de carac-
teristica cero. Como dice en la infroduccién, usando palabras del
italiano E. Pascal {1865-1940), esto seria «diddcticamente equi-
vocado, histéricamente absurdo, conceptualmente hipertrofico y
cientificamente indtil», al pretender abstraer sin una base previa
que sirva de apoyo a la abstraccién. Asi que Rey Pastor prefiere
explicarse en la base, los racionales, y luego hacer la abstraccién
de un plumazo, con la simple observacion general del escolio
citado, aunque sin llegar en este caso a un contexto completa-
mente absracto, sino tan sélo a la situacién més general, pero
todavia concreta, de los nmeros complejos.

Otro aspecto algebraico que desarrolla en los complejos, des-
pués de estudiar potencias y raices, es la resolucién algebraica
de las ecuaciones hasta el cuarto grado, pues pasar de alli era
materia del segundo curso, en el que se explicaban la continui-
dad y la derivacion de funciones necesarias para demostrar el
teorema fundamental del élgebra, que es un teorema de andlisis
de variable compleja (ver, por ejemplo, Lecciones de Glgebra de
Rey Pastor).

Elementos... concluye con la demostracion del «teorema final de
la Aritmética», que enuncia asi: «No existe ningon sistema de
nimeros complejos de méas de dos unidades en el que el pro-
ducto satisfaga a todas las leyes formales de la Aritméticay. La
demostracién de Rey Pastor no es general, como advierfe el
autor, sino que se limita a los casos de tres y cuatro unidades. Al
manejar nmeros complejos de varias unidades estd plasmando
un ejemplo de la nocién de espacio vectorial de varias dimen-
siones, algo que en el caso de una dimensién ya habia realiza-
do antes en un apartado del nimero racional, llamado «teoria
de las magnitudes». Alli habla, a partir de ejemplos fisicos, de
magnitudes escalares o de una dimensién sobre los racionales,
mientras que ahora los complejos serfan magnitudes vectoriales
de varias dimensiones o unidades sobre los reales. Pero en el
libro no aparece la nocién de espacio vectorial, o que a partir
de la década de los cuarenta empieza a indicar que se trata de
un libro clasico {lo mismo pasa con la relacién entre matrices y
deferminantes). Pocos afios antes de morir Rey Pastor manifestd

En definitiva,
es un libro
muy anclado
en una época
que ya no es
la nuestra,
un libro de texto
viejo pero con
categoria.
Esta escrito
con el nervio
caracteristico
del autor, que
deja en la obra
reflejos de su
temperamento.
[..]
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bero ba pasado
a ser un cldsico
de la matemdtica
en lengua
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deseos de actualizar el libro, lo que posi-
blemente afectaria de modo princial a la
parte de dlgebra lineal.

El tema anterior le permite introducir los cua-
ternios de Hamilton, que son nimeros com-
plejos de cuatro dimensiones con un pro-
ducto que pierde la propiedad conmutativa.
Estas cuestiones de los nimeros complejos
de varias unidades estén desarrolladas de
modo mas completo en la edicién argentina.

Final

En una de las Gltimas paginas del libro hay
una nota al pie que indica ofras representa-
ciones de los cuaternios en el espacio ordi-
nario tridimensional diferentes de la que &l
propone. La nota termina con esta observa-
cién: «la representacion... que expone
Marzal (Calculatoria, pag. 416), es err6-
nea». Esta impertinencia tiene su origen en
el ambiente entre 1914 y 1917, cuando Rey
Pastor se enfrentaba a los catedréticos mas
veteranos, entre ellos Octavio de Toledo en
Madrid o Marzal en Barcelona, reclamando
una renovacién de la ensefianza de las
mateméficas y de los textos, de modo que el
suyo surgia como alternativa militante a los
de aquéllos. Pero pasados los afios Marzal
y su Caleulatoria (parte de las Lecciones de
andlisis matemético que impartia en Barce-
lona) serfan algo lejano y desconocido para
los lectores, a pesar de lo cual la nota no
desaparecié en ediciones sucesivas. En el
libro hay ofros detalles de este tipo que refle-
jan situaciones subjetivas del momento en
que fue escrito pero que son dificiles de
comprender con el paso del tiempo. De
igual modo, algunas citas de personas o
libros estan hechas coloquialmente, supo-
niendo cierta familiaridad ambiental del lec-
tor, lo que también deja de ser adecuado
con el paso del fiempo. A veces el propio
libro es victima de esta familiaridad, asi por
ejemplo en el indice de autores (Rey Pastor
fue de los primeros en Espafia en introducir
en sus libros estos utilisimos fndices) apare-
ce Pascal con presencia en cuatro paginas,
pero se trata indistintamente del cldsico fran-
cés B. Pascal (1623-1662), citado a props-
sito del triangulo aritmético, y del italiano
contempordneo E. Pascal antes menciona-
do, famoso entonces entre ofras cosas por
su Repertorio (1897-1900), recomendado



frecuentemente por Rey Pastor como obra

enciclopédica de consulta para la matemdti-
ca del siglo XIX.

En definitiva, es un libro muy anclado en
una época que ya no es la nuestra, un libro
de texto viejo pero con categoria. Esta escri-
fo con el nervio caracteristico del autor, que
deja en la obra reflejos de su temperamen-
to. Si bien no es directamente Gtil para los
programas actuales, serd atractivo para los
profesores interesados en la vision histérica
de la ensefianza de la matemédtica, referida
en este caso al primer curso universitario, en
este siglo que pronfo vamos a clausurar. Ya
no estd en los cuarenta principales, pero ha
pasado a ser un clasico de la matemdtica en
lengua espafiola.

Luis Espaiiol Gonzilez

EL DIABLO

DE LOS NUMEROS
Hans Magnum
Enzensberger
Siruela

Madrid, 1997

259 paginas

No es frecuente que un
libro cuyo tema son la
mateméticas traspase los limitados circulos
de los degustadores del tema. Por eso es
mds destacable la presencia del que
comentamos en las listas de libros mas lei-
dos de nuestro pafs, después de haberlo
hecho en otros idiomas, ademds del suyo
original, el alemén [y est4 comprometida
su traduccién al menos a 15 lenguas).
Bien es cierto que ha venido precedido
por una intensa campafia en todos los
medios de comunicacién, del tipo de las
que se dan en los lanzamientos de todos
los best-seller y avalado por la poderosa
personalidad de uno de los intelectuales
suropeos mds conocidos, el poeta y ensa-
yista Enzensberger.

Pero bueno es que se hable de las matemdticas a niveles masi-
vos para algo més que para decir lo plomizas que son, lo
raros que son sus cultivadores o el horror que supone fener
que superarlas en los distintos cursos de la ensefianza obliga-
toria (en donde, como una consideracién colateral, hay mate-
mdticas todos los afios, y lo mismo pasa en todos los paises,
luego alguna razon profunda habré de la necesidad de esa
presencia, ademés, por supuesto, del ancestral sentimiento
masoquista de la humanidad). Aunque algo de todo lo ante-
rior no ha podido evitarlo ni el editor del libro {y quizés tam-
bién el autor, puesto que en el titulo original fambién esta) por-
que en la misma tapa de él ya se dice que se trata de «Un
libro para todos aquellos que temen a las Matemdticas», que
parecen considerar que son legion.

Pero pasemos ya al libro. Es muy bonito, bien presentado, con
muchos dibujos y colores, y agradable de leer, un cuento dirigi-
do a lectores de 8 a 88 afios {como correspende a la prestigio-
sa coleccion «Las tres edades» en que estd encuadrado, y en la
que también se publicé El mundo de Sofia con el que podria-
mos hallarle algunas afinidades). La historia es sencilla. Robert
es un nifio al que, como a tantos ofros, no le gustan las mate-
méticas, incluso las odia, como consecuencia de una préctica
escolar no muy estimulante, con problemas del tipo de «Si dos
panaderos hacen 444 trenzas en seis horas, scuénto tiempo
necesitarén cinco panaderos para hacer 88 trenzas?» que les
propone su profesor sefior Bockel (con el que el autor se ensa-
fia con un poco de exceso, aunque todos conocemos a especi-
menes parecidos). Un buen dia, como una nueva aparente
pesadilla a competir con ofras que le fastidian los suefios, se le
aparece un diablillo que pretende ser su guia por el mundo de
las matemdticas. Tras algunos encontronazos y algunos desen-
cuentros, poco a poco la relacién va avanzando y Robert
acaba por ir encontrando placer a su recorrido por ese
mundo nuevo, a entender cosas cada vez més profundas, a

- relacionar partes aparentemente lejanas y a ser conducido en

un viaje ideal hasta la secta de los matemdticos e investido
como miembro aprendiz de la misma. Y en su recorrido llega

hasta a comprender un poco a su torpe profesor de mates,
que les pone a veces problemas enrevesados solo por tener
un poco de tiempo del que poder disponer a su anfojo ly
poder comerse en paz las trenzas del problemal.

En ese recorrido imaginado e imaginativo con el genio Ve
reciendo resultados sorprendentes, para los cUgIés ‘
hay razones y ofras no, porque resultados sencillo
de nOmeros siguen sin demostrar (como que to
suma de dos primos, la llamada «Conjetura
por cierto en el libro esté mal expresada
do lo de par, con lo que ya no es ci
es par pero que cumple las condi
se puede expresar como suma ‘
estan demostrados no son
[como que dado un nimerc
menos un nimero pri



ramica atractiva de la actividad matemdtica, en lq que destaca-
~ tamos algunos bellos fragmentos {fanto desde el punto de vista
literario como del de la presentacién matemética, por ejemplo en
la pagina 173 sobre los conjuntos infinitos o en las pdginas 216
y 217 sobre lo que es una demostracién), un ambiente distendi-
do de la matemdtica como blsqueda placentera y que permite
analizar con los mismos medios problemas muy alejados apa-
renfemente, la aparicién de las matematicas en diferentes face-
tas de la vida, y no sélo en la (con frecuencia pesada) clase.
Ademés, ofrece una serie de rasgos no muy habituales, como
que las mateméticas son una ciencia en continuo cambio y ain
sin acabar, algo que los profesionales sabemos pero que debe-
mos transmitir muy mal porque no es lo que la sociedad percibe
[«Asf que a veces también los diablos de los némeros fallan. Eso
me franquiliza. Yo creia que podiais hacer tanta magia como qui-
sierais»), en cuya creacién han participado [y lo siguen hacien-
do) hombres jy mujeres! de todas las partes del mundo (no sélo
europeos) y cada uno apoyéndose en resultados anteriores {es
muy bonita la expresion de esto en lq pégina 216). Se ve desde
lvego que el autor tuvo la suerte de tener un profesor que le
fransmitié mas placer por las mateméticas de lo normal, y que
ha llegado, aun sin ser profesional, o percibir los efluvios pla-
centeros de las mismas {a lo largo de su carrera como escritor
se puede rastrear muchos contactos con las matemdticas, con
poemas fitulados «Punto trigonométricos o «Homenaje a
Godel», por ejemplo).

También hay fallos, del original y de la traduccién. Entre los
del original estd el hecho de que casi todo lo que presenta
sean nimeros, cayendo en un error habitual de identificar
ndmeros y matemdticas, «olvidando» partes tan importantes
como las probabilidades o la estadistica y también la mayo-

ria de los problemas «actuales» de las matematicas (sélo apa-
rece el problema del viajante de comercio), sin aprovechar

algunos que podrian haber dado mucho juego como los frac-
tales, por ejemplo. Asimismo parece un poco exagerado que
el destinatario de las elucubraciones del diablillo sea un nifio
de 10 afios, aun con ayuda de la magia. Y también se abusa
de poner nombres diferentes a conceptos acuiados hace

afios en las matemdticas (tales como nomeros de primera,
irrazonables o imaginados por primos, irracionales o imagi-

:

narios), sin afiadir nada significativo. Tampoco estd muy

clara la correspondencia entre el «saltars o «sacar rébanos»
i; del texto con la elevacién a potencias (junto con la afirma-
| cién de que «los romanos no sabian saltars, pag. 41) o la
extraccién de raices (desde lvego la rafz cuadrada de 16 no
es 8 ni la de 8 es 4, pags. 75-76).

En cuanto a la traduccién, muy cuidada desde el punto de
vista literario y de la presentacién, salta  la vista que nadie
relacionado con las mateméticas la ha revisado (o lo ha
hecho de forma muy somera). Hay una confusién general
entre probar, mostrar y demostrar (mucho mas compleja al
parecer en alemdn que castellano, y que se da, por ejemplo,
en las paginas 95 y 214); se olvida decir que los nimeros

han de ser pares en la conjetura de
Golbach (péagina 62), lo que ademas
vuelve frivial la cuestién que se propone
en la pégina é4; sélo en los agradeci-
mientos finales traduce el nombre del
nefasto profesor del protagonista: profe-
sor Torpén; habla de Bonatschi en vez de
Fibonacci en todo el texto Yy, por acabar,
se refiere a un sconocido? matemético
Johan van de Lune (que no puede ser otro
que Vandermonde).

Una pena esos errores (que nos gustaria,
aunque conociendo el mundo editorial no lo
esperamos, que sean corregidos en sucesi-
vas ediciones, que no falarén) que empa-
fian sélo en parte los maltiples aciertos. Ya
que estamos seguros de que bastantes de
los miles de lectores de este libro encontra-
rén en él el empuje suficiente para iniciar el
trénsito por el excitante territorio de las
mateméaticas.

Fernando Corbalan

LAS PALABRAS
ANDANTES
Eduardo Galeano
Ed. Siglo Veintiuno
Madrid, 1993

ISBN: 84-323-0814-5
316 paginas

GALEANO

V' GRABADOS:
BOR

No sé vosotros, pero yo siem-
pre he echado en falta un buen libro para
leer durante los examenes. Un libro de rela-
tos breves que permitiera un cierto entreteni-
miento mientras representabas el papel de
vigia de las buenas formas, intentando con-
trolar las naturales y heroicas tentaciones
del alumnado de copiar lo que fuera. Y eso
vengo a recomendaros aqui, ahora que ya
no hacemos exdmenes... un libro que se
adscribe a ese modelo pero que ademés
suscita una poética cita entre la fantasia y el
pensamiento.




Las razones que invitan a la reflexion a una
persona son diversas, seguramente es
recesario que la pregunta viva dentro de
nosofros, pardsita en nuestra mente, aun-
que no se haga explicita, o que andemos
contaminados por la duda, o instalados en
ella permanentemente o que al menos la
suframos de forma crénica. Es posible por
fanto que el mérito no sea de Galeano, ni
de los dibujos de Borges, ni siquiera de la
ambientacién entre onirica y metafisica
que inunda la obra.

Sin embargo este libro, que para nada
habla de mateméticas, abre una ventana a
la duda. Sus textos corfos invitan a la
degustacién de cada frase; seducen al pen-
samiento y las preguntas sobre diddctica,
sobre matemdticas, sobre cualquier cosa,
sobre uno mismo... acuden sugerentes al
hilo de las diferentes ventanas que el autor
va abriendo a la palabra, al error, a la
memoria y al tiempo; a las prohibiciones o
al miedo; a la muerte, al arte, a la mosica,
a la mujer, a la sverte, ...

Carlos Uson

PALILLOS, ACEITUNAS
Y REFRESCOS
MATEMATICOS

Luis Balbuena

Luis Cutillas

Dolores de la Coba
Rubes

Barcelona, 1997

ISBN: 84-497-0012-4
110 paginas

Existen muchos libros intere-

santes de matemdtica recreativa, de pasa-
tiempos de tipo matemdtico, de juegos, efc.,
y en casi todos aparecen algunos «problemas
de palillos». En unos casos, se presenta una
determinada figura hecha con pdlillos y
suprimiendo o cambiando de lugar algunos
de ellos hay que formar ofra figura distinta;
en ofros casos se juega con la formacién de
letras, nimeros con trazos rectos (como apa-
recen, por ejemplo, en las calculadoras) o
nomeros romanos y se trata, también, de

quitando o desplazando palillos formar palabras distintas o
determinadas expresiones con los nimeros,

Este libro es una verdadera «monografia» de inferesantes y entre-
tenidos problemas de este tipo, en los que se afiaden las aceitu-
nas como «material fungible» para ampliar el espectro de situa-
ciones que se plantean.

Como ejemplo, y para «abrir bocax, mostramos uno de escueto
enunciado: «Fn la figura adjunta conseguir tres cuadrados des-
plazando cuatro palillos».

Los autores, que unen a su experiencia en la elaboracién de
materiales didécticos su interés en la popularizacién y divulga-
cién de las matemdticas, consiguen que el lector de cuaquier
edad, y casi con cualquier formacion, pase ratos entrefenidos
haciendo algo que, aunque &l no lo sospeche, es actividad

matemdtica.

Emilio Palacian

BLOQUEOS EN LOS UMBRALES

DE LA RESOLUCION DE PROBLEMAS
Resolucion de problemas

en 32y 4° de ESO

Emilio Pedro Gomez

‘ ~ Ed. CPR de Graus

BLOQUED Huesca, 1997

LOS UMBRALES ISBN: 84-8498-623-3

DE LA . 320 paginas

RESOLUCION

DE PROBLEMAS

et te pioices El ¢lfimo libro de Emilio Gémez no ha sido, como

los cuatro anteriores, un poemario. Alguna vez este
poeta metido a profesor de matemdticas tenfa que
caer en la tentacién de volver a sus comienzos y reflexionar en voz
alta sobre la labor docente. Infegrado en el «Colectivo del marfes»
1 ya se habia ocupado de ofrecer sugerencias para una gestién
democrética de la clase. Ahora, como no podia ser de ofra forma,
ha elegido como tema la Resolucién de Problemas (RP).

Escribo RP, con mayusculas, para diferenciarla de la «rp», o
mejor «re» que se hace habitualmente en las aulas: resolucién
[mindscula) de ejercicios. No creo que merezca la pena seguir
insistiendo en estas matizaciones. La RP es el confexto mas ade-
cuado para la ensefianza de las matemdticas, y publicaciones,

difusién de informacion y de metodologia, oportunidades para
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practicar, ha habido de sobra en los Gltimos afios, Ahora, perdida
de nuevo la ocasién de modificar sustancialmente las cosas, corre-
mos el riesgo de que se concluya, como casi siempre, que las
ideas nunca aplicadas estén ya superadas. Una elegante manerg
de decir que vimos pasar el fren y no quisimos o no pudimos coger-
lo. Precisamente por la evidencia de los malos tiempos para la
poesia que se avecinan, es de agradecer que alguien siga en lq
brecha y, ademés de su practica personal, recuerde lo que no se
debe olvidar. Y es que la Gnica opcién para que una clase de
matemdticas pueda transcurrir poéticamente la ofrece I RP.

Més preocupado por las dificultades para la aplicacién de una
metodologia desconocida por la gran mayorfa de alumnos y
alumnas que por una investigacién exclusivamente tedrica, deci-
de Emilio centrarse en el principio, en los «umbrales», alli donde
nuestras propuestas van a chocar con la comodidad, con el
escepticismo, con las carencias procedimentales arrastradas, ...
con la PM.I (Pereza Mental Institucionalizada), atinadas siglas
que nos propone para resumir una situacién que me atrevo a
calificar como descorazonadora.

Dudo que profesoras y profesores seamos conscientes, como colec-
fivo, de que el sistema educativo produce PM.. Es facilmente detec-
table, pero la consideramos intrinseca a los adolescentes o una con-
secuencia de las maldades del medio ambiente socidl {que, por
cierto, no lo olvidemos, también nos afecta a nosotros). Emilio no
pierde de vista estos condicionantes externos pero opta, en lugar de
lamentarse, por actuar alli donde puede hacerlo (jlo Gnico posible
si se quiere realmente actuarl). De ahi g RP y la preocupacién por
las dificultades en el umbral del frabajo.

El libro se estructura en dos partes. La primera consta de fres
capitulos. Los dos primeros, relativos a generalidades sobre la RP
y un amplio listado de sugerencias motivadoras. Hay aqui abun-
dantes comentarios que muestran el buen hacer, el natural senti-
do comin adquirido con el tiempo por alguien que ha vivido
desde el principio la ensefianza como algo delicado, importan-
te no sélo para alumnas y alumnos sino también para el propio
profesor. El tercer capitulo ofrece una exhaustiva catalogacisn
de los posibles bloqueos iniciales en la resolucién de un proble-
ma: ambientales, cognitivos, emocionales y formativos. Clasifica
los del segundo grupo, légicamente el mas amplio, en siete apar-
tados y para cada uno de ellos ofrece materiales y sugerencias
metodolégicas. En los comentarios sobre los dos dltimos grupos
aparece de nuevo ese saber hacer del que ya hemos hablado.
Me parece adivinar la preferencia de Emilio por el texto de
Burton, Mason y Stacey de entre toda la bibliografia que ha
manejado.

La segunda parte ofrece una secuenciacion de contenidos de RP para el
segundo ciclo de la ESO y una unidad didéctica, ampliamente comen-
tada, para cada uno de los dos cursos,

Un libro que resultard 6il a muchos colegas por la abundancia e infe-
rés de los consejos y sugerencias asi como del material recopilado.

Angel Ramirez

IAPIN CAPON ZAPON
AMANICANO! (1134)
Pere Roig

Jordi Font

Eumo - Octaedro
Barcelona, 1997

75 paginas

Extrafio fitulo para un libro
resefiado en una revista dirigi-
da a profesores de matemdti-
cas. La verdad es que cuando
lo descubri en la libreria, dentro de la seccidn
de matemdticas, pense que se habia colado
por error y no me habria detenido en &l si no
hubiera sido por el subtitulo, que reza asf,
PARA ENTENDER: e/ niimero Y sus representacio-
nes. El nombre de la coleccion en el que estd
incluido aclaré un poco més el aleance de lo
que tenia entre las manos: Narraciones
Solaris. Novelas cientifico-tecnolégicas para
una ensefianza interdisciplinar, Me lo llevé!

Se frata de un relato de aventuras, escrito para
los alumnos del primer ciclo de Ia Secundaria,
en el que Andrés, el protagonista del relato, es
fransportado a la barona de la Mano, lugar
en el que el sisema de numeracién no es el
nuestro. Para volver a nuestra época debe pro-
nunciar un conjuro, en el que figura el nimero
1134, con la condicién de que debe ser dicho
en la lengua del lugar en el que se encuentra.
Para salvarse debe ampliar su conocimiento de
los némeros y de su forma de representacién,
distinguiendo entre las cantidades Y sus repre-
sentaciones, es decir los simbolos y palabras
con las que nos referimos a ellas.

Asf, de forma amena, se da ung breve intro-
duccién en un lenguaje accesible a los esco-
lares de esas edades, a los sistemas de nume-
racién. Eso sin olvidar su voluntad interdisci-
plinar, ya que toca aspectos relacionadas
con las Ciencias Sociales, el drea de Llengua,
o los valores en general. El texto se comple-
menta con una breve guia didéctica, que a
mi entender podria ser mas extensq,

Hay que dar la bienvenida a una publica-
cién de un tipo al que no estamos muy acos-
tumbrados y que viene a cubrir un hueco
que necesitaria de muchos mas titulos: los
textos de introduccion matemética adapta-
dos a los mas jévenes.

Julio Sancho




Viil Olimpiada de la Federacién

V’ ’ ’ ‘OLIMPIADA Matematica de la Fede-

racién Espaiola de Sociedades de Pro-
fesores de Matematicas

En el n.° 26 de SUMA de noviembre de 1997 (pp. 133-136)
apareci6 la crénica, firmada por José Luis Alvarez, de la
VIII Olimpiada de la Federacion, celebrada en Gijén los
dias 23 a 28 de junio del pasado afio.

Por falta de espacio no se incluyeron en dicho ntimero los
ejercicios, problemas y actividades concretos de las dife-
rentes pruebas que tuvieron que desarrollar los partici-
pantes. A continuacion se incluyen las mismas.

PRUEBA INDIVIDUAL
LA ESCALERA MECANICA

Juan y Luis va de compras al Corte Inglés, fienen un poco de prisa
y se suben en una escalera mecénica. Juan es el triple de rapido
que su amigo subiendo (ambos suben de peldafio en peldafio). Al
terminar de subir, Juan cont6 75 escalones y Luis 50 escalones.
Con estos datos calcular los peldafios «visibles» de la escalera.

LA CASA DE PAPEL

Sobre una cuadricula Lucia ha dibujado una pequefia casa. Su
amiga Marga dice que con dos cortfes de tijera rectilineos se pue-
den obtener fres trozos con los que se puede formar un cuadra-
do. 5Cémo han de hacerse los cortes?
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LOS RODRIGUEZ
Los Srs. Rodriguez tienen cinco nifios de lo mas activo:
El'lunes van al cine CUATRO de ellos cuyas edades suman 38 afios.

El martes por la tarde van a pista de hielo CUATRO cuyas eda-
des suman 35 afios.

El miércoles van al Parque de Atracciones CUATRO sumando 36
afios sus edades.

El jueves salen CUATRO a nadar a la piscina, sus edades suman
ahora 36 afios.

El viernes van CUATRO a un concierto de Rock, sus edades
suman 38.

El sébado se van al fitbol CUATRO vy esta vez sus edades suman
39 afios.

Sabemos que ningdn chico sale las seis ocasiones.

4Sabrés caleular la edad de cada muchacho?

iVAYA FRASECITAI

Completa la siguiente frase de modo que sea verdad lo que dice.
Busca todas las soluciones posibles.

El nomero de O de esta frase es __, el de 1 es _elde2es
elde3es_,eldedes _,elde5es_ el debes __, elde
7es__,elde8es _yelde9es .

BALDOSAS

Tenemos un suelo rectangular formado por baldosas cuadradas
de color blanco, que estd rodeado de baldosas sombreadas,
también cuadradas, tal como se indica en la figura:

Qué dimensiones debe tener el recténgulo blanco para que el
drea de la regién interior sea igual al drea de la franja negra
que lo rodea, cuando esta franja negra es de una baldosa de
ancha?

sY cuando es de 2, de 3, de 4, ...2

EL TELESILLA

En un telesilla, el momento en que Paco, que esté sentado en la
silla nmero 98, se cruza con la silla n.° 105, su amiga Carmen
que ocupa la silla n.° 241 se cruza con la n.° 230.

Por supuesto, las sillas estan regularmente espaciadas sobre el
cable y estan numeradas en orden a partir del n.° 1. sCuantas
sillas tiene este remonte?

Vista de frente

Vista por la derecha

PRUEBA DE VELOCIDAD

RETRATO ROBOT

Debéis construir sobre la trama cuadrada,
utilizando el menor nimero posible de cubi-
fos, una canstruccién cuyas vistas frontal y
lateral sean las adjuntas.

Nota: lo que llamamos «vista» es algo asi
como el perfil que tendria la construccién si
la miraramos de frente o por su derecha, res-
pectivamente.

CABEZAS QUE ECHAN HUMO

Sin utilizar la calculadora, ni hacer «cuen-
tas» con lapiz y papel, tenéis que hallar el
resultado més aproximado que podais de
las siguientes operaciones:

a) 23,5 x 184,6
b) el 16% de 35.750

¢) las cuatro quintas partes de 825.

CUADRADO MAGICO

Es posible disponer de muchas maneras en
forma de cuadrado las fichas de dominé
que estan sobre la mesa. Pero no tenéis que
construir uno cualquiera, debéis construir un
cuadrado mégico, es decir, un cuadrado tal
que la suma de cualquiera de sus filas, de
sus columnas y sus dos diagonales sean
iguales.

FICHAS:
(0-2), (1-2), (1-3), (1-4),
(2-3), (2-4), (3-4), (4-4)

Prueba de velocidad




MAREA BLANCA

Indicad, de manera aproximada, sin utilizar
ningon instrumento de medida, la capaci-

dad de la lechera.

Los representantes sindicales de los produc-
tores de leche han estado reunidos con los
representantes de las empresas embotella-
doras y no han llegado a ningin acuerdo.
Come medida de presién han vaciado 50
lecheras como la anterior en la sala donde
estaban reunidos, cuyas dimensiones eran
exactamente las mismas que las del aula
donde te encuentras. Sin moveros del lugar
donde estd situada esta mesa, debéis indi-
car la altura que alcanzaria la leche derra-
mada sobre el suelo en el supuesto de que
no se «escapara» nada por la rendija que
queda debajo de las puertas.

ARITMETICA EN LA GEOMETRIA

Utilizad de modo conveniente las piezas del
puzle para demostrar la siguiente igualdad:

72 =62 + 32 + 22

CALCULADORA ADIVINA

El cociente de dos nimeros enteros es
13,28125. Encontrar dichos nimeros
sabiendo que uno de ellos tiene 2 cifras y el
ofro es menor que 500.

EN BUSCA DEL CORTE PERDIDO

Doblando convenientemente un cuadrado
de papel y mediante un sélo corte de tijera,
debéis obtener la figura que en cada caso
se ha dibujado (la parte sombreada indica
el trozo de papel corfado):

Cruz

Triéngulos

HEXAMINOS Y CUROS

A continuacién tenéis representados los 35 hexaminés posibles
{un hexaminé es una figura formadas por 6 cuadrados unidos
entre si a través de lados). Con algunos de ellos se puede cons-
truir por doblado un cubo. Uno de éstos es el que estd sombrea-
do, pero faltan bastantes mds...

Buscad todos los hexaminés con los que se pueda construir un
cubo mediante doblado.

e = e

L[]

131




|

UN JUEGO DE NIM

De un montén de objetos, dos jugadores, por turnos, van reti-

rando objetos conforme a las siguientes reglas:

e El primero que refira objetos puede coger todos los que quie-
ra, pero no fodos.

e Una vez que un jugador ha retirado sus objetos, el siguiente
puede coger del montén como minimo un objeto y como
maximo el doble de los que ha cogido el anterior.

* Gana el juego el que retira las Gltimos objetos del montén.

Ante vosotros tenéis un montén de obijetos: en este caso hay en

total 9 palillos. El turno para retirar palillos es vuestro. Si sabéis

jugar acertadamente, podéis ganar la partida.

e Disponéis de dos infentos para ganar la partida al supervisor
de la mesa.

e Podéis ensayar entre vosolros previamente, si lo considerdis
oportuno,

UNIDADES EXTRANAS

Utilizando como unidad de érea la figura pequefia, indica el
4rea de la figura grande.

=

PRUEBA DE RELEVOS

GALLINAS Y HUEVOS

Una gallina pone 2 huevos en 3 dias. ;Cudntos dias se necesi-
tan para que cuatro gallinas pongan dos docenas de huevos?

UNO DE AITURAS

2Qué dltura tiene un poste que es 2 mefros més corto que un
&rbol de altura triple que la del poste?

BUSCANDO NUMEROS-1

Rodea con un circulo tres nimeros que
sumen 100 y que sean mutuamente adya-
centes, horizontalmente, verticalmente o dio-
gonalmente o una combinacién de ambas:

32 64 14 18 60 - 66
62 46 28 34 20 58
34+ 42 16 56 36 18
18 12 22 50 8 54
60 6 38 40 -32 10
24 14 4 26 52 2

BUSCANDO NUMEROS-2

Rodea con un circulo tres nimeros que
sumen 500 y que sean mutuamente adya-
centes, horizontalmente, verticalmente o dia-
gonalmente o una combinacién de ambas:

10 260 130 20 70 120
50 160 200 190 30 300
270 40 250 110 60 90
90. 180 280 .80..210 170
290 100 170 140 230 310
330 3000 90 70 320 160

GEOPLANO-1

Si el cuadrado tiene de drea una unidad,
scudl es el drea del trigngulo?

GEOPLANO-2

Si el cuadrado tiene de drea una unidad,
scudl es el drea del cuadrilatero?




CUADRADOS CON PALILLOS

La construccion adjunta estd hecha con pali-
llos: en tofal se han empleado 24 palillos.

Debes quitar 8 palillos para que te quede:

a) Sélo dos cuadrados b) Sélo cuatro cuadrados

FIGURAS CON PALILLOS

a) La construccién adjunta esté hecha con
palillos: en total se han empleado 16 pali-
llos. Tienes que suprimir cuatro para conse-
guir que te queden solamente cuatro tridn-
gulos equiléteros iguales.

b) La construccién adjunta estd hecha con

palillos: se han empleado 15. Tienes que
suprimir tres palillos para conseguir que te

queden solamente tres cuadrados iguales.

TRENES NUMERICOS-1

En esta fila de casillas empiezas por 3 y 4:
3l | [ ]

luego sumas 3 y 4 y obtienes 7; luego 4 y 7 y obtienes 11:
[3[4]7]1]

Pero, si te dan sélo el 1.° y el tltimo

8] [ =2

sCudles son los nomeros que faltan?

TRENES NUMERICOS-2
En esta fila de casillas empiezas por 3y 4 :

Blel 1] ]

luego sumas 3 y 4 y obtienes 7; luego 4 y 7 y obtienes 11; luego
7 y 11 y obtienes 18, y asi sucesivamente:

s[4z

Pero, si te dan sélo el primero y el Gltimo de uno de estos trenes

numéricos:
A T [ ]

sCudles son los nimeros que faltan?

TRIANGULITIS

El trigngulo ABC de la figura es equilétero y su érea es de 4 m2.
Los friangulos interiores se toman uniendo los puntos medios de
los lados. Calcula el drea de la zona sombreada.

A B

C

SOMBRAS EN EL CUADRADO ; -
Expresa en forma de fraccion la parte sombreada del éUddfcdo
con respecto al total. - o




RUTAS POSIBLES

sDe cuéntas maneras puedo ir de A a B yendo sélo para abajo
o a la derecha?

A

BUSCANDO LA SALIDA

Aqui estd representado el plano de un solar. 3Cudntos cami-
nos diferentes puede seguir un gato desde la entrada hasta la
salida? Se supone que no se puede pasar dos veces por el

mismo sitio.

| | |
Entrada

| | |

} o it N
| | |
[ [ [,
Salida

LA BALANZA

Una balanza esté equilibrada en las tres situaciones representa-
das a continuacién.

;Cudntas tazas sin plato se necesitan para equilibrar la jarrag

AMAZONAS

En una tribu del Amazonas, donde todavia subsiste el trueque,
se tienen las siguientes equivalencias de cambio:

e un collar y un escudo se cambia por una lanza

e una lanza se cambia por 3 cuchillos

e 2 escudos se cambian por tres cuchillos

3A cuéntos collares equivale una lanza?

FALTAN PARENTESIS

La siguiente secuencia de operaciones, tal como estd escrita, da
como resultado 3 y no 12, que es lo que se ha escrito como res-
puesta. Coloca los paréntesis necesarios para que la respuesta
escrita sea correcta.

2x1+2x3-2x2-1=12

|

LLEGAR AL CIEN

Sin cambiar el orden de los digitos del pri-
mer miembro de la siguiente igualdad situar
el menor nimero posible de simbolos mate-
mdticos (+, —, X, :) enire ellos para hacer
cierta la igualdad. Es vélido trabajar con
nimeros de varias cifras y no se pueden
usar paréntesis ni ofras operaciones distintas
de las indicadas.

123456789=100

Nota: si se colocan los simbolos como se
indica:
1234+4454+6x789

la operacién resultante es: ciento veintitrés
mds cuarenta y cinco mas seis por setecien-
tos ochenta y nueve.

TORTILLAS

Un grupo de alumnos encargaron 65 torti-
llas para ir de excursién. La distribucién la
hicieron asi: en el almuerzo comerdn una
tortilla cada cuatro personas; en la comida
una tortilla cada dos y en la merienda una
tortilla para cada tres. 3Cudntos fueron de
excursion?

JORNADA GASTRONOMICA

En el instituto se ha organizado una jornada
gastronémica en la cual cada persona come
arroz, salsa y carne. Cada dos personas
comparten una racién de arroz; cada tres
personas una de salsa y cada cuatro una de
carne. En total se sirvieron 65 raciones.

sCuéntas personas asistieron a la comida.

REGLA FALSA

Una regla, que supuestamente debe medir
12 cm de largo, se ha deformado y actual-
mente mide 11,5 cm. Si mides una cuerda
con esta regla y obtienes un resultado de 4
metros, scudl serd la medida real de la
cuerda?

EL RELOJ DE SILVESTRE

Silvestre ha puesto su reloj a las doce en
punto cuando sonaban las campanadas de
medianoche de fin de afio de 1996. El reloj
de Silvestre retrasa un minuto cada dia. Si
no lo arregla, 3qué hora marcard su reloj
cuando toquen las campanadas de fin de
afio de 19972



PRIMOS EN CIRCULO

Coloca nomeros distintos de la unidad,
que sean primos (pueden repetirse] en
los circulos de modo que la suma de los
seis que debes colocar sea 20 y la
suma de los que estan situados en los
cuatro tridngulos pequefios sea la
misma.

CUBO NUMERICO

Sitba en los vértices de este cubo los digitos
1,2,3,4,5,6,7y 8 de modo que la suma
de los vértices de cada cara sea la misma.

TORNEO DE TENIS

En una competicién individual de fenis
hay 4 eliminatorias para llegar a la final.
Si en cada una de ellas se eliminan la
mitad mas uno de los participantes,
scudntos jugadores habia inscritos en un
principio?

LAS ALBONDIGAS

En cinco platos se han repartido cien albén-
digas. Los platos 1y 2 tienen en total 52;
el 2y el 3 tienen en total 43, el 3 y el 4 tie-
nen en total 34 y el 4 y el 5 tienen en total
30. 3Cuéntas albéndigas hay en cada
plato?

¢

PRIMOS GEMELOS

Algunas parejas de niimeros primos se diferencian en 2 unida-
des. Decimos entonces que esfos nimeros son primos gemelos.
Nadie sabe si el nimero de parejas de primos gemelos es infi-
nito, pero no es esta la cuestion que os vamos a plantear.

El nimero que hay entre los dos nimeros de cada par de primos
gemelos tiene una curiosa propiedad: es un multiplo de 6 {excep-
tuando la primera pareja de primos gemelos: 3 y 5). Se frata de
que des una explicacién convincente de esta propiedad.

NUMEROS CON TRES DIVISORES

Un nimero primo no tiene més que dos divisores: el propio
nimero y el nimero uno.

sCudles son los nimeros que tienen solamente tres divisores dis-
tintos¢

TRAMA CUADRADA

sCudntos cuadrados y cudntos recténgulos hay en total en una
red como la que aparece dibujada?

TRAMA TRIANGULAR

2Cudntos trigngulos hay en la red inferior¢ 3Cudntos tendrén un
vértice hacia arriba? 3Cuéntos tendrén un vértice hacia abajo?

CIRCUITO MATEMATICO

Santa Maria del Narance

Entre las multiples riquezas artisticas y culturales que atesora el
Principado de Asturias hay una capaz de deleitar la curiosidad
y el gusto de cualquier viajero: el Arte Prerroménico Asturiano.

Hoy nos quedan 14 edificios que fueron construidos entre los
siglos VIl y X de nuestra era y que simbolizan el nacimiento de



la Monarquia Asturiana y del que fue el primer reino cristiano de
la Peninsula Ibérica.

En la falda del Monte Naranco, que domina la ciudad de Oviedo,
se levantan dos edificios emblemdticos de estilo ramirense, Santa
Marfa del Naranco y San Miguel de Lillo. Vamos a proponerte
alguna actividad relacionada con el primero de ellos.

ACTIVIDAD A

Nos gustaria saber que altura tiene el Palacio de Santa Maria
del Naranco pero sélo tenemos un dibujo de la fachada oeste,
por supuesto hecho a escala.

2Como podriamos calcular cudl es la aliura® Completa, ademés,
las cotas del dibujo.

Podemos darte una pista: puedes medir la anchura real y con ese
dato determinar la escala.

ACTIVIDAD B

Desde la antigiiedad clésica, matemdticos, filésofos y artistas
han creido en la existencia de una razén (proporcién) privile-
giada que fue llamada nimero dureo (ndmero de oro} por los
artistas italianos del Renacimiento. Este nimero se designa por
lalefra @ griega, en honor del escultor griego Fiias, y vale

D= 1—+2£ =1,6180339887...

Los constructores del Partenén de Atenas, los de Santa Maria del
Naranco y los de muchos otros templos y edificios tuvieron muy en
cuenta la proporcién Gurea. En el Partenén, por ejemplo, la relacién
entre la altura y la anchura de su fachada es precisamente @. Pero
lo mismo sucede con ofros muchos objetos cotidianos: tarjetas de
crédito, carnés de identidad, las cajas de los casetes, ...

También Pitagoras y sus seguidores, que formaban una especie de
escuela conocida como la escuela pitagérica, conocian el nimero
dureo. Para ellos el nimero cinco tenifa un atractivo especial: su sim-
bolo era la estrella de cinco puntas y les interesaba especialmente
la figura del pentdgono. En él hallaron el nimero de oro, reflejado
en la relacion entre el lado de un pentdgono y su diagonal.

;“‘"" H

Los griegos consideraban que un recténgulo
cuyos lados a y b estén en la relacién a/b = @
es especialmente armonioso y los llamaron
rectdngulo dureo. zSerias capaz de cons-
truir un recténgulo dureo?

ACTIVIDAD C

Ya hemos dicho antes que los constructores de
Santa Maria del Naranco también tuvieron
muy en cuenta el ndmero &ureo @, y si obser-
vas el poster de la Vil Olimpiada Matemdtica
podrés ver que aparece repefidamente.

Para comprobarlo, puedes medir la mitad
de la fachada este (la del Altar), que en el
dibujo se llama N, y la anchura de uno de
los vanos (por ejemplo el arco de la dere-
chal, y comprobar la proporcién que se indi-
ca en poster, es decir, anchura del arco es

N
(DS

ACTIVIDAD D

En el dibujo del péster, si observas deteni-
damente las cotas, puedes encontrar diver-
sas relaciones entre las potencias de los
inversos del nimero Gureo. Por ejemplo:
1,11
o> @3 @

3Cudntas més encuentras?



La subida al Naranco

El monte Naranco es muy conocido en los
ambientes ciclistas, pues en su inclinada
carretera se han vivido apasionantes
momentos de buen ciclismo desde hace
muchos afios, Tanto la Vuelta a Asturias
como la Vuelta a Espafia tienen casi siempre
un final de etapa en esta mitica cumbre vy,
desde hace ya bastantes afios, coincidiendo
con las fiestas ovetenses de San Mateo,
patrono de la civdad, un periddico local
organiza una «clésica» ciclista que va
adquiriendo un gran prestigio. Los proble-
mas que os planteamos a continuacion estan
relacionados con esta ofra faceta del
Naranco, la deportiva.

ACTIVIDAD E
El croquis adjunto aparece en el libro de
o ruta de una de las etapas que han finaliza- ¢

do recientemente en el monte Naranco
pero, deliberadamente, algunos de sus
datos se han borrado. Sin embargo no os

: costard mucho trabajo escribirlos de nuevo.
A continuacién los enumeramos:

NARANCO

: T e Se nos ha borrado el desnivel fotal que se salva, pero esta-
mos seguros de que sabréis leerlo en la gréfica.

600 e También se ha borrado la longitud total de la subida, pero
tenéis datos suficientes para conocerla.

o También se ha borrado la pendiente media de cada kils-
metro de la subida y la pendiente media total. Para poder
caleularias os damos una pista: podemos hallar la pendien-
te en un tramo de carretera dividiendo el desnivel que se
salva en ese tramo entre la longitud del mismo y multipli-
cando el resultado por 100, pues la pendiente suele expre-
sarse en forma de porcentaje (desde el punto de vista estric-
tamente matemdtico este procedimiento es incorrecto, aun-
que cuando se trata de pendientes pequefias, como éstas,
el error que se comefe es despreciable).

500 Desnivel: 1
Longitud:
Pend. Media: 9% —
Coeficiente: 76

400
Pend. méx:

300

o Por Gltimo, debéis situar en el croquis San Miguel de Lillo y
Sta. Maria del Naranco. Para ello tenemos una pista: San
Miguel de Lillo estd situado inmediatamente antes de la pri-
mera rampa del 10% y Sta. Maria del Naranco unos 500

100
metros antes.

Ml OLIMPIADA MATEMATICA - ASTURIAS
T o s ACTIVIDAD F
El cambio de marchas de la bicicleta permite que los ciclistas
puedan llevar un ritmo de pedaleo apropiado a cada tipo de

| terreno, eligiendo la combinacién adecuada entre pifidn (en la

Ko K1 K2 K3 K4 K5
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rueda frasera) y catalina (en los pedales). Asf, por ejemplo, cuan-
do la cataling, a la que también se la suele llamar el “plato”,
tiene doble nomero de dientes que el pifion, cada vuelta de la
cataling, es decir, cada pedalada, hard que el pifién gire dos
veces y, por tanto, la rueda daré dos vueltas. En general, cuan-
to mayor es el nimero de dientes de la catalina y menor el del
pifién, mas duro resulta el pedaleo, pero més se avanzard en
cada pedalada. Por esta razén los ciclistas svelen usar una cata-
lina muy grande y un pifién muy pequefio para las bajadas. Por
el contrario, cuanto mas pequefia sea la catalina (menor nimero
de dientes) y mayor sea el pifién (mayor némero de dientes), méas
facil serd el pedaleo; por ello los ciclistas, en las subidas, suelen
elegir catalinas pequefias y pifiones grandes.

Cuando el grupo de destacados de la clasica del Naranco,
comandado por Chechu Rubiera, llega a la altura de San Miguel
de Lillo, justo antes de abordar la primera rampa del 10%, rueda
por delante, en solitario, el ciclista italiano Bruno Escapossi con
una ventaja de 37 segundos. Este ciclista, cansado de tantos kilé-
metros de fuga, va subiendo lentamente, con una catalina de 39
dientes y un pifién de 23 y lleva un ritmo de pedaleo constante
de 50 pedaladas por minuto sintiendo con angustia que el grupo

perseguidor se le echa encima. Justo en ese
instante salta Chechu Rubiera del grupo per-
seguidor, quien frata de alcanzar al fugado
y ganar la carrera, subiendo con una catali-
na de 42 dientes y un pifién de 21, a un
ritmo de 60 pedaladas por minuto.

Entre los aficionados, que siguen entusias-
mados la ascensién, se cruzan apuestas
sobre quién serd el primero en llegar al alto.
Si siguen subiendo con este ritmo de peda-
leo y suponiendo que no cambian de pifidn,
2quién de los dos ganaré la carrera? ;Cudl
serd la diferencia de tiempo entre ambos en
la cima?

Datos:

e El digmetro de las ruedas de las bicicle-
tas es de 67 cm.

* Lo distancia de S. Miguel de Lillo a la
cumbre puedes obtenerla en el croquis
anterior
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IX Olimpiada Matematica,
Jornadas Andaluzas,
Castellano-Leonesas...

’x Olimpiada Matemética de la FESPM

La fase final de la IX Olimpiada Matemdatica Nacional,
convocada por la Federacién Espafola de Sociedades
de Profesores de Matemiticas y Organizada por la So-
ciedad Andaluza de Educacién Matemdtica «Thales» se
celebrar4 en Carboneras (Almeria) entre los dias 22y 27
de junio de 1998.

Esta edicion se dedica en homenaje a D. Gonzalo Sinchez
Vizquez y tiene como lema «Mar y Matematicas».

Esta dirigida a alumnas y alumnos de 2.° de ESO. Los par-
ticipantes son elegidos en las fases autondmicas que orga-
nizan las distintas sociedades federadas, asi como algunas

otras organizaciones invitadas. Se prevé la participacion
de alumnos de Albacete, Andalucia, Andorra, Aragon,
Asturias, Canarias, Cantabria, Castilla-Leén, Catalufia,
Ceuta, Comunidad Valenciana, Extremadura, Galicia, Ma-
drid, Melilla, Murcia, y Navarra.

Habri actividades de tres tipos:

Pruebas en las que se han de resolver problemas o
situaciones problematicas de ingenio logico-matema-
tico: Prueba individual. Prueba por equipos (3-4 per-
sonas). Circuito matematico (en grupos). Prueba de
fotografia matematica. Pruebas sorpresa.

Visitas y excursiones de interés por la provincia de
Almerfa: Recorrido turistico-cultural. Visita al parque
Natural de Cabo de Gata-Nijar. Visita al Observatorio
Astronémico de Calar Alto. Visita a la Central Solar de
Tabernas. Visita a la Central Térmica de Carboneras.
Visita a la Fabrica de cemento HISALBA de Carbone-
ras. Observacién astronémica.

Actividades de tipo ladico-recreativo-culturales: Acti-
vidades de animacién. Poblado del Oeste. Visita a las



playas de Genoveses y Monsul. Fiestas. Exposicién
de fotografia matemdtica. Exposicién de medidas. La
mujer y las matematicas. Conferencias. ..

El equipo organizador estd formado por Pedro José
Martinez Fernidndez (Coordinador Nacional), Francisco
Morales Haro, Ricardo Contreras Calvache y José Villegas
Alcéntara, contando con la colaboracién de José Ruiz,
Diego Alonso, Juan Enrique Gonzilez, Catalina Serrano v
José Maria Arcas, asi como el grupo de coordinadores de
la Olimpiada Matematica Thales de Andalucia.

VIll Jornadas Andaluzas de Educacion
Matemética «Thales»

Profesores de Matematicas para el siglo XXI
Homenaje a Gonzalo Sénchez Vazquez

Una nueva edicién de las Jornadas de la Sociedad Thales
tendrd lugar los dias 10, 11, 12 y 13 del proximo mes de
septiembre en Jaén. Como en anteriores ediciones, pro-
porcionard a los profesores de Matemdticas de todos los
niveles, un punto de encuentro, un intercambio de expe-
riencias y un conocimiento de los nuevos avances en la
ensenianza y aprendizaje de las Matematicas.

Con el lema escogido para las VIII Jornadas, Profesores
de matematicas para el siglo XX, se intentard responder
a las inquietudes de los profesores de Matemdticas en un
momento de grandes reformas en el sistema educativo en
todos los niveles.

Se intentard analizar la evolucién de las Matemdticas
como ciencia con las consecuencias que traerd a su ense-
nanza, el crecimiento de algunas ramas de las Mate-
maticas como la Estadistica o el Andlisis Numérico, el pro-
ceso de reforma introducido por la legislacion actual, el
papel que pueden desempefiar las sociedades de profe-
sores de Matemdticas. Ademds, intentaremos analizar la
problemitica existente en la Educacion Infantil y Primaria,
Secundaria y Universitaria.

Para afrontar el reto planteado, y junto a la cuidada selec-
cién de las conferencias, es necesaria la participacion de
un gran ntmero de profesores que enriquezcan las
Jornadas con sus conocimientos y experiencias. Le invita-
mos a participar y contamos con su presencia en Jaén el
proximo mes de septiembre.

Estructura general: Conferencias. Comunicaciones,
Mesa redonda. Exposiciones. Talleres. Asamblea General
de la Sociedad «Thales».

Grupos temdticos: Software en el aula. Calculadoras en
el aula. Recursos diddcticos en el aula, Nuevas tecnologias
y ensefanza de las Matemadticas. Experiencias en el aula.

Historia de las Matematicas y
Educacién. Evaluacién en Matemiticas,
Matemiticas en la Educacién Univer-
sitaria. Matemdticas en la Educacién
Secundaria. Matemiticas en la Educa-
cion Infantil y Primaria. Investigacion
en Educacién Matemitica. Educacién a
Distancia. Formacién inicial y perma-
nente de profesores. Coeducacion.
Otros temas de interés.

Lugar de celebracion: Campus
Universitario das Lagunillas», Jaén.

Presentacion de comunicaciones:
Podridn presentarse trabajos relaciona-
dos con alguno de los temas de las
Jornadas.

Tipos: comunicacion oral, paneles y
talleres.

Fecha limite de presentacién: 15 de
mayo de 1998,

Reuniones: Previa peticién se facilitar
la posibilidad de encuentros de cardcter
menos formal entre los interesados en
cada uno de los grupos temiticos u
otros temas de interés,

Comité cientifico: Francisco Javier
Mufioz Delgado, Francisco Tomids Sin-
chez Cobo, Antonio Estepa Castro, Luis
Parras Guijosa, Concepcién Garcia Se-
verén, Salvador Guerrero y Luis Be-
renguer

Homologacion: Se solicitard la homo-
logacién de la actividad por la Junta de
Andalucta.

Actividades sociales: Recepciones.
Visitas de carécter cultural. Programa de
acompanfantes.

Cuotas de inscripcion:
Hasta el 15 de mayo:

Socios: 8.000 ptas. No socios: 16.000
ptas. Acompafiantes: 6.000 ptas.

Después del 15 de mayo:

Socios: 12.000 ptas. No socios: 20.000
ptas. Acompafantes: 10.000 ptas.

Socios estudiantes: 5.000 ptas.
Limite médximo: 500 participantes

Mds informacion: Si esti interesado
en recibir mas informacién sobre ins-



cripcion, presentacién de trabajos, etc.
dirfjase por escrito a

VIII Jornadas Andaluzas
de Educacién Matemadtica <Thales»

Departamento de Matematicas
Escuela Politécnica Superior
Avda. de Madrid, 35
23071 Jaén

V Congreso Regional Cas-
tellano-Leonés de Educacién
Matemaética

La Sociedad Castellano-Leonesa de
Profesores de Matemdticas convoca el
<V Congreso Regional Castellano-
Leonés de Educacién Matemadtica», que
se celebrard en Toro (Zamora) del 10 al
12 de septiembre de 1998.

El trabajo dentro del Congreso se desa-
rrollard en cuatro niveles:

e Conferencias plenarias.
e Talleres.

e Comunicaciones y experiencias a
cargo de los asistentes.

e  Mesas redondas.

En este Congreso se pondrd especial
énfasis en los talleres y en la presenta-
cién de experiencias didécticas.

Se tratardn temas de interés para la
comunidad de educadores matematicos
de Castilla y Ledn.

Mis informacién:
CPR de Zamora
Avda. de Requejo, s/n.
49002 Zamora
Tno.: 980 51 43 98.

Il Xornadas de Matema-
tica Recreativa

En los afios 1994 y 1995 se celebraron
las dos ediciones anteriores de las
Xornadas de Matematica Recreativan.
Los dias 2, 3, 4 y 5 del préximo mes de

FRUSESORALD Ut
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junio tendrd lugar la III edicién en Corufia, en la que
habrd conferencias plenarias, talleres, comunicaciones,
exposiciones, etc., tanto de Educacién Infantil como de
Primaria y Secundaria. No se tratan solamente juegos
matemdticos de distinta indole, sino que se contemplan
todas aquellas actividades matematicas dindmicas que
contribuyan a mejorar el proceso de enseflanza-aprendi-
zaje a traves de la recreacién matemdtica.

En esta ocasion se desea poner de relieve, en la medida de
lo posible, la relacion de las Matematicas con  otras areas
(Musica, Ciencias Sociales, Ciencias de la Naturaleza, Infor-
matica, Educacion Fisica, Tecnologia, etc). Es por ello que
se pretende abrir la participacién a todos aquellos compa-
fieros y comparieras que deseen comunicar sus experien-
cias, ya sean de caricter interdisciplinar o no.

Mis informacion:
Manuel Pazos Crespo (Coque).
CEFOCOP CORUNA
Asesorfa de Matemadticas.
1t/ Someso, 6-1.°
15008 - A Corufia
Tno.: 981-290688
Fax: 981-290157
E-mail: cefocopc@arrakis.es

VI Simposio de Ensefianza e Historia de
las Ciencias

Ciencia y Técnica en el 98: entre la libera-
cién y el desastre

La Sociedad Espafiola de Historia de las Ciencias y las
Técnicas (SEHCYT), con la colaboracién del Seminario
de Historia de la Ciencia y de la Técnica de Aragdn
(SEHCTAR), de la Sociedad Vasca de Historia de la
Medicina y de la Seccién de Guiplzcoa de la Real
Sociedad Bascongada de Amigos del Pais, convoca el «VI
Simposio de Ensefianza e Historia de las Ciencias» que,
en razén de la conmemoracidén de 1898, celebrard una
sesion especial dedicada al estudio de la ciencia y la téc-
nica en el momento de la independencia de los Gltimos
territorios coloniales espafioles en Asia y América. Fl sim-
posio tendrd lugar en Jaca (Huesca) los dias 24 a 28 de
junio de 1998.

La reunién estd abierta a las personas que deseen asistir,

presentar comunicaciones y participar en los debates. Al

objeto de facilitar la organizacién del evento se constitu-

ven las siguientes areas temdticas:

o Area especial. la ciencia y la técnica en el 98.
Influencia en la reflexién sobre la cultura espafiola.



Incidencia en las culturas y desarrollo de las naciones
iberoamericanas.

o Area I la definicion disciplinar de la asignatura
Ciencia, Tecnologia y Sociedad.

o Area II. Las ciencias en la ensefianza primaria: repaso
histérico.

 Area III. Las ciencias en la ensefanza secundaria: repa-
so histérico.

e Area IV. La responsabilidad histérica de las ciencias en
el fracaso escolar.

e Area V. El papel de la historia de las ciencias y de las
técnicas en las filosoffas de la educacién.

e Area VI. Ciencia y enseflanza en Aragon.

» Area VII. Temas libres.

Mis informacion:
Seminario de Historia de la Ciencia
Facultad de Ciencias (Matemiticas)
Universidad de Zaragoza
Ciudad Universitaria
50009 Zaragoza

XXXIV Olimpiada Matemética Nacional

La fase final de la XXXIV olimpiada, dirigida a alumnos de
COU se celebrard en Tarazona (Zaragoza) los dias 12, 13,
14y 15 de marzo de 1998, La recepcién de asistentes serd
el dia 12 a partir de las 16 horas.

Las pruebas tendrdn lugar en dos sesiones que se cele-
brardn en la tarde del dia 13 la primera y en la mafiana
del 14 la segunda.

Un Jurado de la Real Sociedad Matemdtica Espafola pre-
parard las pruebas y realizard la valoracién; este Jurado
hari la propuesta de los seleccionados para las seis meda-
llas de oro, las seis de plata y las seis de bronce. Estos
premios serdn entregados el sibado por la noche en la
cena oficial de clausura.

La comisién de organizacion tiene previsto realizar una
comunicacion directa a cada uno de los alumnos selec-
cionados en la fase primera con detalles completos sobre
el plan general para estos dias de convivencia.

Mis informacion:

E-mail: cgaudo@zaragoza.dp.mec.es

XVl Concurso de Resoluciéon de Pro-
blemas de Matemadéticas

De caricter nacional, esti convocado por la Sociedad
«Puig Adam» de Profesores de Matematicas y el Colegio de

Doctores y Licenciados en Ciencias y
en Filosofia y Letras. Se regira de acuer-
do a las siguientes bases:

Primera; Podtan participar en el Con-
curso los alumnos de BUP, ESO y FP en
tres niveles:

a) Primer nivel: alumnos de 1.° BUP,
3.° ESO y FPL.

b) Segundo nivel: alumnos de 2.°
BUP, 4.° ESO y 1.° FPIL.

c) Tercer nivel: alumnos de 3.° BUP,
1.° Bachillerato y 2.° y 3.° FPIL.

Segunda: Las pruebas consistirdn en la
resolucién de problemas y se realizaran
en Madrid en un solo dia, el sibado 20
de junio de 1998, a partir de las 10
horas.

Tercera: Se concederdn diplomas,
acompafados de los premios corres-
pondientes, a los mejores de cada nivel.

Cuarta: Los centros que deseen pre-
sentar a algunos de sus alumnos (hasta
un miximo de seis) deberin realizar la
preinscripcién antes del 21 de mayo de
1998, dirigiéndose por carta al presi-
dente de la Sociedad Puig Adam:

Prof. Javier Etayo Gordejuela
Departamento de Algebra
Facultad de Ciencias Matemdticas
Ciudad Universitaria
28040-Madrid

En esta preinscripcién no es preciso
hacer constar los nombres de los alum-
nos seleccionados. Si algGn centro
desea presentar mds de seis alumnos,
debe solicitarlo antes de la fecha men-
cionada anteriormente.

Quinta: Los centros entregarin a los
alumnos que envien, credenciales indi-
viduales en las que se haga constar que
han sido seleccionados por su excepcio-
nal aprovechamiento en Matemiticas,
asi como el curso en que estin ma-
triculados en el afio académico 1997-98.

Nota: Los dos primeros clasificados de
cada nivel estdn invitados a participar en
la VII Olimpiada Rioplatense, en diciem-
bre de 1998 en Argentina. Ello en el
supuesto de que se consigan becas para
los billetes hasta Buenos Aires.



NORMAS DE PUBLICACION

1. Los articulos se remitiran por triplicado a la redaccion de SUMA (Revista SUMA, ICE de Universidad de Zaragoza, C./
Pedro Cerbuna 12, 50009 Zaragoza), impresos a doble espacio, por una sola cara, en formato Din A-4.

2. los datos de identificacién del autor no deben figurar en el fexto original ya que éste serd enviado a asesores para ser
referenciado. Estos en ningin caso seran informados de la identidad del autor o autores del trabajo y aconsejardn la
conveniencia o no de la publicacién del frabajo, o recomendarén posibles modificaciones, etc.

3. Los graficos, diagramas y figuras se enviaran en hojas separadas (una para cada gréfico), en finta negra sobre papel
blanco. Asi mismo, podrén incluirse fotografias. En el texto debe figurar el lugar donde deben ser colocadas; de igual
forma, si tiene que llevar un pie de ilustracién, éste se resefiaré en la hoja donde aparece la ilustracisn.

4. Adjunto al arficulo se redactaré un resumen, de entre cinco y diez lineas, que no necesariamente tiene que coincidir
con la Infroduccién al arficulo. Debe ir escrito en hoja aparte. En ese mismo folio aparecerdn los datos de identifica-
cion del autor o autores: nombre y apellidos; direccién completa; lugar de trabajo; teléfono de contacto; sociedad fede-
rada a la que pertenecen (si procede).

5. Si se usa procesador de texto, agradeceremos que ademds se envie un disquette con el archivo de texto que contenga
el arficulo, asi como tantos archivos gréficos, como figuras elaboradas con el ordenador se quiera incluir. La efiqueta
del disquette debe identificarlo sin lugar a dudas. En cuanto al formato de los archivos de texto, se recomienda MS-
Word (hasta versién 5.0) en Macintosh, o WordPerfect (hasta versién 5.1) en PC. Los archivos gréficos es preferible
que fengan formato EPS o TIFF.

6. En cualquier caso, tanfo un ejemplar del texto como los gréficos, si proceden de impresoras, deben ser originales y no
fotocopias.

7. Los trabajos se enviarén completos, aunque por necesidades de edicién pudieran publicarse por partes.
Las notas a pie de pagina deben ir numeradas correlativamente, numeradas con superindices a lo largo del articulo.
9. La bibliografia se dispondré al final del articulo, por orden alfabético de apellidos, indicando autor(es), afio, titulo del
arficulo, titulo de la revista completo (en cursiva o subrayado), volumen y péginas del mismo. Por ejemplo:
TRIGO, V. (1995): «Generacién de nimeros aleatorios», Suma, n.° 20, 91-98.
En el caso de libros se indicaré el autor(es), afio, titulo completo (en cursiva o subrayado), editorial y lugar de edicion.
Por ejemplo:
GARDNER, M. (1988): Viajes por el tiempo y otras perplejidades mateméticas, Labor, Barcelona.

En el caso de articulos que se encuentran en una obra colectiva se indicard el autor(es), afio, fitulo del articulo (entre
comillas), titulo del libro (en cursiva), editorial y lugar de edicién. Por ejemplo:

VILLARROYA, F. (1987): «Geometria: construir y explorar», en Aspectos diddcticos de matemdticas, 2, ICE Universidad
de Zaragoza, Zaragoza.

10. Dentro del texto, las referencias a la bibliografia se indicaran con el apellido del autor y el afio enfre paréntesis. Por
ejemplo: ...supone un gran avance (Hernandez, 1992).

Si el autor aparece explicitamente en el fexto tan sdlo se pondra entre paréntesis el afio. Por ejemplo: ...segn Rico
(1993).

11. Posteriormente, se nofificard a los interesados la aceptacién o no del articulo, asi como —en caso afirmativo- la posi-
ble fecha de su publicacién. En ese momento los autores se comprometeran a retirar el articulo de ofras publicaciones
a las que lo hayan remitido. No se mantendré correspondencia sobre las causas de no aceptacién de un articulo.
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mente les presentard la Federacion Espaiiola de Sociedades de Profesores de Matematicas (FESPM) para el
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