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Ediciones

Este libro es un clésico de largo recorrido, con muchas ediciones, de las que hemos indicado
tres representafivas: la 1¢ por razones obvias, la 142 porque es la Gltima compuesta en vida del
autor, que fallecié un afio después, y la 52 por ser la inmediata anterior a la guerra civil. Desde
1921, Julio Rey Pastor {Logrofio 1888-Buenos Aires 1962) alternaba cada afio su trabajo entre
las Universidades de Madrid y Buenos Aires, pero con motivo de la contienda permanecié mds

ELEMENTOS

de diez afios alejado de su pas. fiola, pero sin cambios funda-
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A pesar de fodo, el libro se ANALISIS ALGEBRAICO .
N7 .

mentales. Se puede considerar

siguié editando en Madrid, lo ha I | que la obra espafiola alcanzé su
sido al menos hasta 1981, pero co forma final en la primera mitad
mds que de nuevas ediciones se e de la década de los treinta y per-
trata de reimpresiones, pues los e uen manecié inalterada después de
cambios, si los hay, no pasan de R la guerra, de modo que los
ser correcciones. El afio 1945, ' {| comentarios que siguen sobre el
Elementos... se publicé en Bue- ‘ contenido sirven para cualquiera
nos Aires, con alguna amplia- e de las ediciones de este:periodo;
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cién respecto a la version espa- que se plasman en un: volumen

de poco més de quinientas paginas, muy fécil de encontrar en las bibliotecas de los centros de
ensefiaza.

El origen del tratado, su primer disefio escrito, se remonta a fres afios antes de la primera edi-
cién, cuando Rey Pastor publicé unos apuntes litografiados para sus clases del curso 1914-15
en Icl Umvermdad Centrol Resumen de las lecciones de anahsts matemahco {pnmer’ curso),

tes del texto final, dedicada cada una de ellas a los algoritmos
diferentes estadios del sistema de los nomeros: natural, rac:oncl red
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considera el nimero enfero porque introduce los negativos a la
vez que las fracciones y en toda la primera parte la resta y la
division s6lo se hacen cuando es posible. En los apuntes del
primer curso no aparecieron los algoritmos indefinidos (limites,
series y fracciones confinuas) pero encabezaron los apuntes
litografiados del segundo curso, publicados en 1916, Estos olti-
mos van precedidos de una advertencia que, tras algunos cam-
bios y afiadidos, es la introducién que figura en las ediciones
impresas posteriores. Alli explica Rey Pastor que un curso no
puede entrar en la materia con la extension propia de un fra-
tado, que es mds sistematico y completo, aunque tampoco
tiene que ser una enciclopedia ni una obra histérica. El paso
que Rey Pastor dio al transformar los apuntes del primer curso
en el libro Elementos... es precisamente el que separa unas lec-
ciones de un tratado. Para facilitar la primera lectura, hay
apartados sefialados con un asterisco y algunos pérrafos
impresos en letra de cuerpo menor, indicando las partes del
libro que se pueden dejar para la segunda vuelta. Ademés,
cada capitulo se cierra con unas notas en las que destaca la
informacién erudita y bibliogréfica, destinada tanto a suminis-
frar conocimiento histérico cuanto a orientar el estudio poste-
rior més avanzado.

Plan didéctico

La introduccién es un texto muy adecuado para conocer los
métodos didacticos del autor. Conseguir rigor sin formalismo y
lograr profundidad con brevedad son los objetivos principales
de su método, a los que Rey Pastor aplica su sélida formacién
y su capacidad para presentar los temas en forma sintética y
original. El autor identifica el rigor con la claridad, cualidad
que deja al lector critico satisfecho del encadenamiento légico
de las demostraciones. Prefiere el método légico al intuitivo,
aunque su tratado se dirige no sélo a estudiantes de matemdti-
cas, sino también de ofras ciencias y de las ingenierias, porque
prefiere que el texto esté dirigido a la formacion matematica y
que sea el profesor el que module la explicacién de sus conte-
nidos y los complete con las practicas més adecuadas q ofras
ensefianzas. Se esfuerza «en elementalizar las cuestiones difi-
ciles sin menoscabo del rigor», pero como no le gusta usar un
lenguaije formalizado y reniega también de la abstraccion pre-
matura, su rigor es algo subjetivo y necesita de lq complicidad
de su lector ideal. Por ofra parte, quiere hacer un tratado relg-
tivamente reducido, para lo cual se propone llegar por.el cami-
no minimo a los resultados principales y a las puertas de los
femas avanzados, evitando «perderse en una selva de minu-
cias y casos particulares» con los que nunca se sale de la mate-
mética elemental. Como consecuencia de este enfoque, el lec-
tor necesita poner algo de su parte, tiene que ser un lector inte-
ligente que interprete la claridad que Rey Pastor transmite. El
autor asi lo proclama con una analogia anatémica, advirtien-
do que no hay que entretenerse demasiado en los detalles por-
que «los aparatos de masticacién artificial sélo aprovechan a
quienes carecen de dentaduras.

Conseguir rigor
sin formalismo
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a los que
Rey Pastor
aplica su solida
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Nomeros

Un primer repaso general del libro lleva g
examinar el proceso seguido para explicar
las ampliaciones del concepto de nimero,
desde los naturales a los complejos, obser-
vando el principio de permanencia de las
leyes formales de las operaciones aritméti-
cas. Los naturales se introducen, siguiendo
a Dedekind, mediante la coordinacién de
conjuntos finitos, definiendo primero éstos
como conjuntos que admiten una ordeng-
cién cumpliendo fres condiciones, ninguna
de las cuales es consecuencia de las antfe-
riores: «A) Entre cada dos elementos, hay
uno anterior al otro. B) Hay un primero y un
tltimo elemento. C) Todo conjunto parcial
tiene primero y Gltimo elementoy,

Con esta definicién, la suma se define
mediante el agregado (unidn disjunta) de
conjuntos y se prueban sus propiedades
bésicas, asi como el método de induccién.
Lo mismo con el producto, que no es sino
una suma particular de varios sumandos,
Luego se establecen los conceptos de mayor
y menor, fras los cuales surge la diferencia
cuando es posible. Por Gltimo, incorpora las
operaciones con polinomios y la division
entera, ingredienfes con los que puede
abordar los sistemas de numeracién y la
obtencién de la raiz cuadrada por defecto.
De los naturales pasa a los racionales
haciendo fracciones (pares de naturales con
el segundo no nulo) afectadas de signo y
diciendo que «dos fracciones se dicen igua-
les, si tienen el mismo signo e iguales pro-
ductos cruzados». Entonces un nomero
racional es cada ente abstracto representa-
do por fracciones iguales y el nmero es
entero si estd representado por una fraccion
con denominador unidad. Seguidamente,
define las cuatro operaciones racionales
(suma, diferencia, producto y divisién, esta
Ultima salvo divisor cero) y sus propiedades
basicas, feniendo necesidad de distinguir
casos a causa de los signos. Introduce ade-
més el orden y su relacién con las opera-
ciones racionales.

La tercera parte del libro se dedica al nGme-
ro real, que define mediante cortaduras de
Dedekind, lo que da de inmediato las pro-
piedades de orden. Pero enseguida introdu-
ce sucesiones mondtonas convergentes (de
nimeros racionales) y demuestra el «teore-



ma fundamentals siguiente: «Todo nimero
real a es elemento de separacién de infinitos
pares de sucesiones mondtonas convergen-
tes. Reciprocamente, todo par de sucesiones
mondtonas convergentes (aj; a’j} tiene un
elemento de separacién que es Gnico». Este
teorema le permite definir las operaciones y
establecer sus propiedades mediante las
sucesiones, lo que es mas sencillo que con
las cortaduras. De este modo prueba que en
el sistema real se mantienen las cuairo ope-
raciones racionales y sus propiedades.
Finalmente, en la cuarta y dltima parte defi-
ne los complejos como pares de reales con
las operaciones dadas en la forma aritméti-
ca de Hamilton, viendo una vez més la per-
manencia de las leyes formales de las cua-
tro operaciones racionales.

El camino seguido por Rey Pastor para lle-
gar desde nociones previas de conjuntos
hasta el némero complejo podria seguirse
hoy sin mas que adaptar el lenguaje y algu-
nos detalles, con la salvedad del nimero
entero, que ahora se introduce como un ani-
llo previo al cuerpo racional. Esto puede
explicarse histéricamente porque la estructu-
ra de anillo no se estudié aislada hasta bien
entrado el siglo actual (Fraenkel, 1914),
mientras que la de cuerpo viene del siglo
anterior {Galois-Kronecker). Con el nimero
real Rey Pastor se muestra pragmético, pues
utiliza cortaduras o sucesiones segin le con-
viene para abreviar, gracias a que primero
establece en su tecrema fundamental la
equivalencia entre ambos métodos de defi-
nicién del nimero.

Algoritmos

El contenido comentado hasta ahora, for-
mado por los primeros apartados de cada
una de sus cuatro partes, es el basamento
del libro, que se completa edificando sobre
dicha plataforma diversos algoritmos.

En la primera parte, que ocupa poco mas de
cienfo cincuenta pdginas, los algoritmos
correspondientes al némero natural son la
divisibilidad (algoritmo de Euclides y con-
gruencias) y la combinatoria, incluyendo en
ésta los grupos de sustituciones, temas habi-
tuales entonces en el primer curso de andli-
sis matemético. Cabe sefialar come caracte-
ristico de Rey Pastor que incluyera en el libro
alguna cuestion tratada por él en revistas

...hay que
advertir que
en este libro

el dlgebra,

entendida

-CcOmo a principios

de siglo,
es la parte
del andlisis que
se ocupa
de los polinomios
y las ecuaciones
que se forman
con ellos;
pero subyace
una cierta idea de
que lo algebraico
es finito
y el andlisis
aparece
propiamente
cuando
se introduce el
infinito.
Por eso
el niimero
racional
es la base
algebraica
y el niimero real
la analitica.

123

especializadas. Desde estudiante habia destacado en la resolu-

cién de problemas propuestos en revistas espafiolas, francesas
y alemanas, muchos de los cuales eran de aritméfica. En parti-
cular, la divisibilidad de factoriales fue un tema recurrente en las
listas de problemas en Europa y USA en los primeros afios del
siglo, y Rey Pastor se ocupd del asunto en varias ocasiones, pri-
mero siendo todavia estudiante y luego en su primer afio de pro-
fesor, lo que dio lugar a que en su libro aparezca un apartado
sobre esfas cuestiones que amplia el alcance tradicional de los
cursos, que llegaba hasta el teorema de Lagrange que permite
calcular el exponente de un nimero primo en la factorizacién
del factorial de un nomero. Rey Pastor afiade algunos teoremas
y un ejercicio, sacados de su anterior actividad en la resolucion
de problemas, dedicados a encontrar relaciones de divisibilidad
entre nimeros dados por operaciones entre facioriales, y lo
hace con demostraciones muy breves y elegantes.

La segunda parte, de unas ciento sesenta péginas, se inicia con
la exposicién del nimero racional y sus operaciones, como
antes se ha indicado. los primeros algoritmos asociados al
nomero racional, que llama «algoritmos de iteracién», son los
que complefan la aritmética de la primera parte, a saber, las
progresiones, los cumulantes y las fracciones continuas finitas.
Luego sigue el «algoritmo de los deferminantes», con su defini-
cién combinatoria, sus propiedades y desarrollos, productos y
casos especiales. Expresa el producto de un deferminante de
orden n por ofro de orden m como un determinante de orden
n+m con un menor nxm con nimeros arbitrarios, de donde dedu-
ce como caso particular, cuando n=m, la férmula de Binet-
Cauchy que da el producto como determinante de la matriz pro-
ducto; pero Rey Pastor no da proridad a las matrices, pues deja
para después de los deferminantes un breve apartado con la
nocién de matriz, de caracteristica y el producto de matrices.
Las Gltimas cincuenta paginas de esta segunda parte estan dedi-
cadas a lo que llama el «algoritmo algebraico», que incluye los
dos temas siguientes: (i) polinomios de una y varias variables
con coeficientes racionales y célculo de su maximo comin divi-
sor; [ii) sistemas de ecuaciones lineales, regla de Cramer y teo-
rema de Rouché-Frobenius.

La tercera parte, unas ciento freinta paginas, es més bien analiti-
ca, aunque hay que advertir que en este libro el dlgebra, enten-
dida como a principios de siglo, es la parte del andlisis que se
ocupa de los polinomios y las ecuaciones que se forman con ellos;
pero subyace una cierta idea de que lo algebraico es finito y el
andlisis aparece propiamente cuando se infroduce el infinito. Por
eso el nomero racional es la base algebraica y el nimero real la
analitica. Asi, fras la definicién del nimero real y sus operaciones
aparecen los limites, los célculos aproximados con expresiones
decimales, los logaritmos decimales y los algoritmos indefinidos
(series y fracciones continuas). En esta parte deja también la hue-
lla de sus primeros trabajos de investigacion, pues incorpora al
libro un método de sumacién de «series hipergeométicas» que
habia desarrollado en un articulo publicado en el primer. nimero
de la Revistade la Sociedad Matemdtica Espariola, de 1911.



La mixtura de dlgebra y andlisis se aprecia plenamente en la
cuarta parte, cincuenta péginas dedicadas al ndmero complejo.
Por un lado, los limites y las series se pueden extender al caso
complejo, pero son més interesantes las observaciones que sur-
gen del lado algebraico. Al darse en los complejos las cuatro
operaciones racionales con sus leyes formales, Rey Pastor con-
cluye como «escolio general» que son validos para estos nime-
ros [y por tanto también para los reales, aunque en su momento
no hizo esta afirmacién) los algoritmos establecidos para los
ndmeros racionales. Esta forma de proceder ejemplifica su doble
desideratum: rigor sin formalismo y brevedad con profundidad.
Para llegar lejos en poco tiempo, no repite con los complejos los
argumentos ya dados con los raciondles, le basta observar que
todo depende de un pequefio grupo de operaciones y leyes; esto
es riguroso porque es claro y queriendo precisar mds se cae en
el formalismo que pretenderia desarrollar la teoria de los siste-
mas lineales, por ejemplo, sobre un cuerpo, en principio de carac-
teristica cero. Como dice en la infroduccién, usando palabras del
italiano E. Pascal {1865-1940), esto seria «diddcticamente equi-
vocado, histéricamente absurdo, conceptualmente hipertrofico y
cientificamente indtil», al pretender abstraer sin una base previa
que sirva de apoyo a la abstraccién. Asi que Rey Pastor prefiere
explicarse en la base, los racionales, y luego hacer la abstraccién
de un plumazo, con la simple observacion general del escolio
citado, aunque sin llegar en este caso a un contexto completa-
mente absracto, sino tan sélo a la situacién més general, pero
todavia concreta, de los nmeros complejos.

Otro aspecto algebraico que desarrolla en los complejos, des-
pués de estudiar potencias y raices, es la resolucién algebraica
de las ecuaciones hasta el cuarto grado, pues pasar de alli era
materia del segundo curso, en el que se explicaban la continui-
dad y la derivacion de funciones necesarias para demostrar el
teorema fundamental del élgebra, que es un teorema de andlisis
de variable compleja (ver, por ejemplo, Lecciones de Glgebra de
Rey Pastor).

Elementos... concluye con la demostracion del «teorema final de
la Aritmética», que enuncia asi: «No existe ningon sistema de
nimeros complejos de méas de dos unidades en el que el pro-
ducto satisfaga a todas las leyes formales de la Aritméticay. La
demostracién de Rey Pastor no es general, como advierfe el
autor, sino que se limita a los casos de tres y cuatro unidades. Al
manejar nmeros complejos de varias unidades estd plasmando
un ejemplo de la nocién de espacio vectorial de varias dimen-
siones, algo que en el caso de una dimensién ya habia realiza-
do antes en un apartado del nimero racional, llamado «teoria
de las magnitudes». Alli habla, a partir de ejemplos fisicos, de
magnitudes escalares o de una dimensién sobre los racionales,
mientras que ahora los complejos serfan magnitudes vectoriales
de varias dimensiones o unidades sobre los reales. Pero en el
libro no aparece la nocién de espacio vectorial, o que a partir
de la década de los cuarenta empieza a indicar que se trata de
un libro clasico {lo mismo pasa con la relacién entre matrices y
deferminantes). Pocos afios antes de morir Rey Pastor manifestd
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es un libro
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deseos de actualizar el libro, lo que posi-
blemente afectaria de modo princial a la
parte de dlgebra lineal.

El tema anterior le permite introducir los cua-
ternios de Hamilton, que son nimeros com-
plejos de cuatro dimensiones con un pro-
ducto que pierde la propiedad conmutativa.
Estas cuestiones de los nimeros complejos
de varias unidades estén desarrolladas de
modo mas completo en la edicién argentina.

Final

En una de las Gltimas paginas del libro hay
una nota al pie que indica ofras representa-
ciones de los cuaternios en el espacio ordi-
nario tridimensional diferentes de la que &l
propone. La nota termina con esta observa-
cién: «la representacion... que expone
Marzal (Calculatoria, pag. 416), es err6-
nea». Esta impertinencia tiene su origen en
el ambiente entre 1914 y 1917, cuando Rey
Pastor se enfrentaba a los catedréticos mas
veteranos, entre ellos Octavio de Toledo en
Madrid o Marzal en Barcelona, reclamando
una renovacién de la ensefianza de las
mateméficas y de los textos, de modo que el
suyo surgia como alternativa militante a los
de aquéllos. Pero pasados los afios Marzal
y su Caleulatoria (parte de las Lecciones de
andlisis matemético que impartia en Barce-
lona) serfan algo lejano y desconocido para
los lectores, a pesar de lo cual la nota no
desaparecié en ediciones sucesivas. En el
libro hay ofros detalles de este tipo que refle-
jan situaciones subjetivas del momento en
que fue escrito pero que son dificiles de
comprender con el paso del tiempo. De
igual modo, algunas citas de personas o
libros estan hechas coloquialmente, supo-
niendo cierta familiaridad ambiental del lec-
tor, lo que también deja de ser adecuado
con el paso del fiempo. A veces el propio
libro es victima de esta familiaridad, asi por
ejemplo en el indice de autores (Rey Pastor
fue de los primeros en Espafia en introducir
en sus libros estos utilisimos fndices) apare-
ce Pascal con presencia en cuatro paginas,
pero se trata indistintamente del cldsico fran-
cés B. Pascal (1623-1662), citado a props-
sito del triangulo aritmético, y del italiano
contempordneo E. Pascal antes menciona-
do, famoso entonces entre ofras cosas por
su Repertorio (1897-1900), recomendado



frecuentemente por Rey Pastor como obra

enciclopédica de consulta para la matemdti-
ca del siglo XIX.

En definitiva, es un libro muy anclado en
una época que ya no es la nuestra, un libro
de texto viejo pero con categoria. Esta escri-
fo con el nervio caracteristico del autor, que
deja en la obra reflejos de su temperamen-
to. Si bien no es directamente Gtil para los
programas actuales, serd atractivo para los
profesores interesados en la vision histérica
de la ensefianza de la matemédtica, referida
en este caso al primer curso universitario, en
este siglo que pronfo vamos a clausurar. Ya
no estd en los cuarenta principales, pero ha
pasado a ser un clasico de la matemdtica en
lengua espafiola.

Luis Espaiiol Gonzilez
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No es frecuente que un
libro cuyo tema son la
mateméticas traspase los limitados circulos
de los degustadores del tema. Por eso es
mds destacable la presencia del que
comentamos en las listas de libros mas lei-
dos de nuestro pafs, después de haberlo
hecho en otros idiomas, ademds del suyo
original, el alemén [y est4 comprometida
su traduccién al menos a 15 lenguas).
Bien es cierto que ha venido precedido
por una intensa campafia en todos los
medios de comunicacién, del tipo de las
que se dan en los lanzamientos de todos
los best-seller y avalado por la poderosa
personalidad de uno de los intelectuales
suropeos mds conocidos, el poeta y ensa-
yista Enzensberger.

Pero bueno es que se hable de las matemdticas a niveles masi-
vos para algo més que para decir lo plomizas que son, lo
raros que son sus cultivadores o el horror que supone fener
que superarlas en los distintos cursos de la ensefianza obliga-
toria (en donde, como una consideracién colateral, hay mate-
mdticas todos los afios, y lo mismo pasa en todos los paises,
luego alguna razon profunda habré de la necesidad de esa
presencia, ademés, por supuesto, del ancestral sentimiento
masoquista de la humanidad). Aunque algo de todo lo ante-
rior no ha podido evitarlo ni el editor del libro {y quizés tam-
bién el autor, puesto que en el titulo original fambién esta) por-
que en la misma tapa de él ya se dice que se trata de «Un
libro para todos aquellos que temen a las Matemdticas», que
parecen considerar que son legion.

Pero pasemos ya al libro. Es muy bonito, bien presentado, con
muchos dibujos y colores, y agradable de leer, un cuento dirigi-
do a lectores de 8 a 88 afios {como correspende a la prestigio-
sa coleccion «Las tres edades» en que estd encuadrado, y en la
que también se publicé El mundo de Sofia con el que podria-
mos hallarle algunas afinidades). La historia es sencilla. Robert
es un nifio al que, como a tantos ofros, no le gustan las mate-
méticas, incluso las odia, como consecuencia de una préctica
escolar no muy estimulante, con problemas del tipo de «Si dos
panaderos hacen 444 trenzas en seis horas, scuénto tiempo
necesitarén cinco panaderos para hacer 88 trenzas?» que les
propone su profesor sefior Bockel (con el que el autor se ensa-
fia con un poco de exceso, aunque todos conocemos a especi-
menes parecidos). Un buen dia, como una nueva aparente
pesadilla a competir con ofras que le fastidian los suefios, se le
aparece un diablillo que pretende ser su guia por el mundo de
las matemdticas. Tras algunos encontronazos y algunos desen-
cuentros, poco a poco la relacién va avanzando y Robert
acaba por ir encontrando placer a su recorrido por ese
mundo nuevo, a entender cosas cada vez més profundas, a

- relacionar partes aparentemente lejanas y a ser conducido en

un viaje ideal hasta la secta de los matemdticos e investido
como miembro aprendiz de la misma. Y en su recorrido llega

hasta a comprender un poco a su torpe profesor de mates,
que les pone a veces problemas enrevesados solo por tener
un poco de tiempo del que poder disponer a su anfojo ly
poder comerse en paz las trenzas del problemal.

En ese recorrido imaginado e imaginativo con el genio Ve
reciendo resultados sorprendentes, para los cUgIés ‘
hay razones y ofras no, porque resultados sencillo
de nOmeros siguen sin demostrar (como que to
suma de dos primos, la llamada «Conjetura
por cierto en el libro esté mal expresada
do lo de par, con lo que ya no es ci
es par pero que cumple las condi
se puede expresar como suma ‘
estan demostrados no son
[como que dado un nimerc
menos un nimero pri



