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En este arficulo se presentan
y contrastan, de acuerdo
tanto a la suma de los
cuadrados de los residuos
como a la existencia de
puntos atipicos, los dos
modelos lineales que estan
disponibles en las
caleuladoras Texas
Instruments TI-82 y TI-83. Al
mismo tiempo se demuestra
la facilidad con que algunos
de los célculos tradicionales
relacionados pueden llevarse
a cabo cuando, por razones
de tipo pedagédgico, se
estime conveniente.

§OS AVANCES y la masificacién de ordenadores personales
y otros productos electrénicos, asi como la difusion de los
medios de comunicacién y de internet, estin poniendo a
nuestra disposicién una avalancha, cada vez mayor, de
informacién. Afortunadamente, tanto los nuevos progra-
mas de estadistica para ordenadores como las calculado-
ras modernas nos permiten almacenar y analizar datos
con un minimo de esfuerzo y de tiempo. Esta situacion,
que esti creciendo exponencialmente, sugiere la necesi-
dad de equipar a nuestros estudiantes de secundaria con
las herramientas y el conocimiento necesario para llevar a
cabo analisis de datos. No es de extrafiar que el anilisis
de datos aparezca en las ultimas recomendaciones curri-
culares (NCTM, 1989), y que haya empezado a aparecer
en los libros de texto (Core-Plus Mathematics Project,
1997; Demana & Waits, 1997; The North Carolina School
of Science and Mathematics, 1992), asi como en manuales
de reciente publicacién (Morgan, 1997).

En este articulo se presentan y contrastan los dos mode-
los lineales que estin disponibles en las calculadoras
Texas Instruments TI-82 y TI-83, al mismo tiempo que se
demuestra la facilidad con que algunos de los célculos tra-
dicionales relacionados pueden llevarse a cabo cuando,
por razones de tipo pedagdgico, se estime conveniente.

Deliberadamente, en deferencia al lector poco familiariza-
do con estas calculadoras, se han usado una profusion de
figuras para describir los distintos procesos que se llevan
a cabo, de forma que sea facil reproducirlos.

La recta de minimos cuadrados

En primer lugar se considera un ejemplo con el que se
ilustra el cilculo de la recta de regresion tradicional que,



como es bien sabido, se obtiene de forma que la suma de
los cuadrados de los residuos (distancia vertical de un
punto dado a la recta) sea minima.

Ejemplo 1. La tabla que sigue contiene el valor esperado
de vida para los ciudadanos estadounidenses en el afio
1989. Encuentre un modelo que describa este conjunto de
datos y Uselo para estimar la esperanza de vida de dos
personas con edades de 85 y 43 afios respectivamente.

Edad 10 20 30 40 350 60 70 80
Esperanza . - - .
de vida 66 56 47 37 29 20 14 -8

Tabla 1. Centro Nacional de Estadisticas
de la Salud de EEUU

Una vez que se entran los datos de la tabla en dos listas,
digamos L, y L, en este caso (figura 1.a), se procede a
obtener el diagrama de dispersién seleccionando, como
ilustra la figura 1.b, el tipo de grafo y especificando las lis-

tas que contienen los datos.
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En este caso se ha dejado que la calculadora determine
las dimensiones de la ventana (figura 1.d) usando
ZoomStat. Ya que el diagrama parece ser lineal (figura
1.0), se selecciona la recta de minimos cuadrados (figura
2.2) y en la pantalla base se especifican las listas que con-
tienen los datos, asi como la funcién en la que se quiere
almacenar la ecuacién (figura 2.b), aunque esto Gltimo es
opcional (disponible s6lo en la TI-83). La calculadora
muestra los coeficientes de la ecuacién de la recta en la
pantalla principal (figura 2.0 a la vez que escribe la ecua-
cion en la funcién Y, elegida (figura 2.d).

A fin de obtener el coeficiente de correlacién 7y su cua-
drado 1% junto a los coeficientes de la recta, se debe selec-
cionar y ejecutar la instruccion DiagnosticOn del CATA-
LOG (disponible sélo en la TI-83). La figura 3.a muestra

que la grifica de la recta se ajusta casi
perfectamente a los puntos, lo que con-
firma el coeficiente de correlacién obte-
nido de casi —1. Una vez obtenido el
modelo lineal, se puede sencillamente
evaluar la funciéon Y, usando la tabla

1

(figuras 3.b y 3.0) o la pantalla principal
(figura 3.d) para estimar la esperanza
de vida correspondiente a las edades
dadas de 43 y 85 afios. Serfa interesan-
te discutir con los estudiantes los valo-
res esperados para personas de 86 o de
90 afios.
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Tradicionalmente, dado el conjunto
de puntos {(x, y): 1 <1 < n}, la recta
de minimos cuadrados y = ax + b que
los modela se calcula usando las

expresiones;



n ficientes de X, sea cuadrada, lo que permite resolver por
nY Xy - ZIXi Vi X usando la inversa, esto es,
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: la figura 5.c contiene los computos necesarios y la matriz
) resultante que de nuevo confirma los resultados anteriores.
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Antes de presentar el segundo modelo lineal, conviene
ponderar el porqué puede ser deseable el uso de otro
modelo.

Ejemplo 2. Consideremos la siguiente tabla de valores
cuyos datos se han almacenado en las listas L, y L, (figu-
ra 7.a).

x| 1 3 4 5 7 8

9 10 11 12 14 16 23

y |7 11 13 15 15 17 16 18 3 18 20 21 4

Tabla 2

La figura 7.b muestra que, con la excepcién de dos pun-
tos alejados, el resto de los puntos sugieren una tenden-
cia lineal. Ahora bien, el efecto de estos dos puntos atipi-
cos en la recta de regresidon es contundente. Como vemos
en la figura 7.c el coeficiente de correlacién es casi nulo,
a la vez que, como nos muestra la figura 7.d, la grifica de
la recta de regresion estd «alejada» de la mayoria de los
puntos. No seria razonable, pues, el hacer proyecciones
usando este modelo. A continuacién, se presenta un
modelo lineal altenativo mds resistente a un nimero redu-
cido de valores extremos.
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La recta med-med

El tipo de situacion descrita en el ejemplo anterior lleva a
John W. Tukey (1977) a inventar la recta med-med
(mediana-mediana) como una recta de ajuste mds
resistente a los efectos de puntos atipicos, o puntos anor-
malmente alejados de la mayorfa de los puntos del con-
junto de datos.

Algoritmo para obtener la recta med-med

Dado un conjunto S de # puntos se procede asf:

...lleva a Jobn W.
Tukey (1977)
a inventar
la recta med-med
(mediana-
mediana)
como una recta
de ajuste
mas resistente
a los efectos
de puntos atipicos,
0 puntos
anormalmente
alejados
de la mayoria
de los puntos
del conjunto
de datos.

1. Se ordenan los puntos de S en
orden creciente de abscisas.

2. Se subdivide el conjunto ordenado
de datos en 3 grupos, digamos G,,
G, ¥ G,. Si el nimero de puntos de
S es maltiplo de 3, esto es si n = 3k,
entonces cada grupo constara de &
puntos. Si n = 3k+1, se deja que el
segundo grupo G, conste de k+1
puntos. Finalmente si n = 3k+2, se
asignan k+1 puntos a los grupos de
los extremos. La Gnica excepcién a
esta regla se hace cuando dos
pares tienen la misma abscisa, en
cuyo caso se ubican en el mismo
grupo.

3. Se procede a calcular para cada
grupo G, 1 <i < 3, el punto P,
cuyas coordenadas (x,, y.) son, res-
pectivamente, la mediana de las
abscisas y la mediana de las orde-
nadas de los puntos en el grupo.

4. Se obtiene la ecuacién de la recta
t, de ecuacién y = mx + b, que
pasa por P(x, y)) y P,(x;, v).

5. Por altimo, se desplaza la recta fun
tercio de la distancia vertical entre
el punto P,(x,, y,) vy la recta, esto es

d=%(mx2 +b)-v,

El desplazamiento se hard siempre
hacia (x,, v,).

Existe otra formulacién alternativa de
este quinto paso:

5b. Por Gltimo, se desplaza la recta ¢
paralelamente a si misma obligin-
dola a que contenga al punto (a, b),
cuyas componentes son

_Kitx x5 b=Y1+Y2+Y3
3 3

Cualquiera de las formulaciones implica
la otra. Para ver esto considérese el tridn-
gulo que tiene por vértices P(x;, y,),
P,(x,, ¥,) ¥ P3(%;, ¥;) como el de la figu-
ra. La recta med-med contendri el lado
formado por P, y P, y ha de desplazar-
se un tercio de la distancia que separa
D de P, (al punto B). Al mismo tiempo,
la recta med-med pasard por el bari-



atro del tridngulo descrito (punto C
e la figura, siendo P,E mediana), o lo
e es lo mismo, por su centro de gra-

Py

donde 7 se obtendra obligando a dicha recta a que pase
por el punto (a, b) de coordenadas

3,5+9+15 55 12+16+19 47
a=2 -~ ==y b="r-——""" =
3 6 3 3

Por tanto
47 14 55 696
—=——tn=S>n=—
3 23 6 69

lo que indica que la recta med-med tiene de ecuacién

= léx+é9—§ =~ 0,609x +10,087
23 69

=10,087

y

que, como se observa en la figura 8.e, produce un ajuste

‘bastante mejor que la recta de regresion antes hallada. Las

figuras 8.a, 8.b, 8.c y 8.d ilustran cémo obtener la recta
med-med e incluso los tres puntos P, P, y P, que ayudan
a determinarla.

Los tridngulos P,CB y P,ED son seme-
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por tanto, si la recta que pasa por P,
y P, tiene como ordenada en el ori-
gen 9,870, la recta med-med tendrd
9,870 + 0,217 = 10,087, con lo que su
ecuacién serd y = 0,609x + 10,087

Si seguimos las indicaciones del paso 5. b,
la recta med-med serd de la forma

I SR
Y=

cir en L, y L, los residuos correspondientes a los dos
modelos lineales usados. Ya que en Y, se guarda la recta
de minimos cuadrados y en Y, la med-med, se definen
L,=L,-Y,@)yL, =L, ~Y,A). Debe sehalarse que en
la TI-83 la lista de residuos se calcula automdticamente
con cada modelo lineal y se almacena como la lista LRE-
SID. Por tanto, bastarfa definir L, = LRESID, respectiva-
mente L, = LRESID, immediatamente despues de calcular
cada una de las rectas. Como asegura la teoria y se com-
prueba en la figura 9.b, la recta de minimos cuadrados da
la menor suma, pero como se ha observado en la figura



8.e, tener la menor suma no garantiza el mejor ajuste.
Ahora bien, suprimiendo en L, y L, las entradas corres-
pondientes a los pares de puntos patologicos (11, 3) y
(23, 4), y recalculando la recta de minimos cuadrados, la
nueva recta posee una pendiente y una ordenada en ori-
gen mucho més préximas a las dadas por la recta med-
med obtenida del conjunto inicial de datos (figura 9.d).
Este es el principal valor de la recta med-med: recoger la
tendencia de la mayoria de los puntos sin necesidad de
remover los puntos patoldgicos del conjunto de datos.
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La nueva recta de minimos cuadrados estd marcada con
trazo grueso en la figura 10.a, y la suma de sus residuos
al cuadrado se observa en la figura 10.b,

sumiLsz)
17.312893804

Figura 10.a Figura 10.b

Es un ejercicio sencillo el construir conjuntos de datos para
comprobar empiricamente el efecto de los puntos atipicos en
los modelos lineales estudiados. Asi por ejemplo, podemos
pedir a los estudiantes que calculen la recta de minimos cua-
drados y la recta med-med para los tres conjuntos de datos
de la tabla 3, y que describan gréfica y algebraicamente como
los puntos atipicos (que en este caso son los que no siguen
la relacién y = 2x-1) afectan los resultados obtenidos.

x |2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Y, |3 7 11 15 19 25 o7 31 35 5
Y, |3 7 11 15 38 23 27 31 35 39
Y, 173 11 15 19 23 27 31 35 a9

Tabla 3

La eleccion
de un modelo
u otro depende de
Si queremos incluir
fodos los datos,
extremos o 1o,

0 si consideramos
suficiente el captar
la tendencia
de la mayoria
de los punitos.
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Es importante indicar que si bien cuan-
do se encuentran puntos atipicos se
deben revisar los datos para asegurarse
de que no se trata de un error, estos
puntos a menudo pueden denotar algu-
na caracteristica adicional del modelo
que no se ha considerado.

Conclusién

La eleccién de un modelo u otro depen-
de de si queremos incluir todos los datos,
extremos O no, o si consideramos sufi-
ciente el captar la tendencia de la mayorfa
de los puntos. Es claro que si el conjunto
de datos es suficientemente grande, la eli-
minacién de los puntos atipicos puede no
ser immediata. En todo caso la decisién,
como hemos visto, est entre la recta que
minimiza las distancias verticales entre los
datos reales y los predichos o la recta
menos afectada por los puntos patologi-
cos. En general, la existencia de puntos
atipicos cerca del centro del conjunto tien-
de a afectar la interseccién con el eje de
ordenadas de la recta de minimos cuadra-
dos, mientras que cuando estos puntos
ocurren cerca de los extremos del conjun-
to de datos afectan la pendiente de esta
recta. De hecho, la influencia de un punto
en la pendiente de la recta es directamen-
te proporcional a su distancia al centro del
conjunto de datos. En contraste, la recta
med-med es relativamente resistente a los
efectos de puntos atipicos.
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