Aproximaciones histéricas
al area del circulo

Carlos Maza Gomez

La estrategia de
aproximacién aparece
ligada, en la actual reforma
educativa, al procedimiento
de estimacion y se
fundamenta en el
preconizado objetivo de que
el estudiante construya su
propio conocimiento
matemdtico. El aprendizaje
del célculo del érea del
circulo se basa més en
«intuiciones» guiadas del
estudiante que en dichos
procesos de construccion. A
este respecto, los diversos
intentos de cuadrar el circulo
mediante valores
aproximados que se han
registrado en la historia de
la Matemdtica y que aqui se
exponen y fundamentan,
permiten disponer de unas
herramientas adecuadas en
el aula para conseguir los
objetivos citados.

A APROXIMACION en la Educacion Ma-
tematica

La actual reforma educativa relaciona de manera estrecha
el aprendizaje matemadtico con la resolucion de proble-
mas. Ahora bien, el modelo de esta actividad ha sufrido
continuos refinamientos desde que la atencién de la
comunidad matemdtica se centrd en los problemas a
comienzos de los afios ochenta. Factores metacognitivos
o afectivos, por citar dos ejemplos relevantes, han mos-
trado una considerable importancia dentro de los dos pro-
cesos biasicos de la resolucién de un problema: la cons-
truccién de una representacion mental de los elementos y
relaciones del problema y el conocimiento y aplicacion de
heuristicos (English y Halford, 1995).

Esto Gltimo tiene relacién con uno de los objetivos esen-
ciales de la reforma educativa actual: la consideracion del
aprendizaje de procedimientos generales por si mismos.
Asi, se encuentra en una de sus formulaciones iniciales
(MEC, 1989, 491):

En una tercera categoria pueden agruparse aquellas estrate-
gias mds generales, que comiinimente se conocen como e
tegias beuristicas o simplemente beuristicos... Por ejempl.

antes.

puede considerarse un caso pm'ticul;ir de o
general atin: plantear conjeturds'e biﬁo’tés‘is, er
lantan explicaciones o respueétas, no ne ‘
ricas, a distintas situaciones. =

La aproximacién, que puede definirse como. da btisque-
da de un dato numérico suficientemente preciso para un
determinado propésitor (Segovia y otros, 1989, 22) es un
procedimiento estrechamente . refacionado con la estima-
cién, que resulta ser un heuristico de mayor generalidad.



No pretendemos en este articulo mis que ofrecer una
breve introduccién, que enmarque v justifique otros con-
tenidos de naturaleza histérica, pero antes de abordarlos
hay que mencionar otro aspecto de interés. En efecto, es
bastante conocida la reluctancia de los estudiantes a tra-
bajar con aproximaciones e incluso a admitirlas como
expresiones matematicas, de donde se desprende el feno-
meno conocido como «ntolerancia al error» (Carter, 1986).
Ello puede ser debido a la creencia, transmitida en gene-
ral por el profesorado pero inmersa en la propia sociedad,
de que las Matematicas son una ciencia exacta y, atin mas,
el paradigma de la exactitud en las Ciencias.

De todo lo dicho se desprende la importancia de dispo-
ner de ejemplos concretos para el aula de aproximaciones
con las que realizar estimaciones de valores afectados por
un determinado error, sea por desconocimiento del valor
exacto o (como seri el caso en este articulo) por imposi-
bilidad de llegar a €l. Estos ejemplos pueden provenir de
la vida cotidiana pero también de la historia de la
Matemadtica con lo que, ademis, se ayudara a desterrar la
idea de una naturaleza exacta de la Matemitica donde sea
inadmisible el error.

Primeras aproximaciones al éarea del
circulo

El caso escogido para ilustrar la accion de aproximar es el
problema de transformar el circulo en un cuadrado que,
eventualmente, se presentaba con el problema inverso: la
circularidad del cuadrado. Estos problemas, relacionados
en muchos casos con las medidas de la extensién de un
campo, fueron abordados con mayor o menor compleji-
dad matemitica lo que responde, paralelamente, a una
mejor 0 peor aproximacion.

El problema 50 del papiro Rhind (datado alrededor del
1800 a.C.) plantea y resuelve el siguiente enunciado:

Ejemplo.de un campo redondo de didmetro 9 kbet, ;Cudl es el
drea? [Solucion:] Tomar 1/9: del didmetro, el resto es 8.
Mudtiplicar 8 veces 8; son 64. Por tanto, contiene 64 setat de
tierra.

Seidenberg (1972) considera este procedimiento formado

por los siguientes pasos, para 1o que se apoya en un dibu-

jo que aparece en el papiro:

1. Se considera un cuadrado de lado igual al didmetro
del campo, 9.

2. Se divide cada lado del cuadrado en tres partes igua-
les (figura 1), de forma que cada cuadradito serfa de
9 setat (siguiendo la denominacién egipcia).

3. Se quitan las esquinas, es decir, la mitad de los cua-

draditos de los extremos (de extension 4 1/2 setat). El
area de este octogono resulta ser entonces de 63 setat,
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Figura 1

Esta es, en si, una aproximacién al
valor desconocido del 4rea del circulo.
Pero como se desea dar una regla sen-
cilla de recordar y de facil aplicacién
(una de las caracteristicas propias de la
estimacion) se hace una nueva aproxi-
macion, esta vez al drea del octdgono,

de manera que

De ahi que la solucién de la cuadratura
del circulo venga dada en el enunciado
d

del problema 50 por:
2 2
Area = (d———) = (§) d?
.9 9

Comparemos esta aproximacion, reali-

Area (Circulo)

Didmetro 2

05
81

zada aplicando la construccién de un
poligono inscrito de manera implicita
en el circulo que se trataba de medir,
con otra realizada entre los siglos IX y
X. Cita Smeur (1969) el caso planteado
en el manuscrito de esta época, De
tugeribus metiundis:

y asi en el siguiente problema, para
enconitrar el drea de un campo redondo
con una. circunferencia de 80 varas,
seguir el método de multiplicar la cuarta
parte de 80 por si misma (pag. 250).



s decir, que el circulo serfa igual al
rea ‘de un cuadrado que tuviera por
ado la cuarta parte de la circunferen-
ia, Dado que se toma:

Circunferencia 2

 ' Area (Circulo) = Y

“ello significarfa que se toma un valor
:de 7 igual a 4. Obsérvese, no obstante,
que esta aproximacién no es arbitraria:
este circulo equivaldria al cuadrado de
lado C/4, es decir, el cuadrado cuyo
perimetro coincide con la longitud de la
circunferencia. En otras palabras, lo que
se busca es un cuadrado isoperimétrico
con el circulo dado, en la falsa creencia
de que si los contornos tienen la misma
longitud las 4reas serdn iguales.

Cuadrados inscritos y cir-
cunscritos

Hacia el siglo IV a.C. desarrollé6 su
labor en Atenas un discipulo de S6-
crates (o de Euclides de Megara) llama-
do Bryson al que se adjudica el intento
de cuadratura siguiente (Heath, 1981):

1. Se construyen los cuadrados inscri-
to y circunscrito al circulo, de
manera que éste se encuentre
comprendido entre ellos.

Se considera el cuadrado interme-
dio a los dos anteriores.

Basandose en que tanto el circulo
como este cuadrado intermedio
son menores que el cuadrado cir-
cunscrito y mayores que el inscrito,
entonces ambos deben ser iguales
(figura 2).
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Figura 2

La aproximacién podiia considerarse «grosera» si no
corriéramos el riesgo de ser anacrdénicos. No obstante,
desde el punto de vista escolar, nos da motivo para cal-
cular el drea de los cuadrados mencionados:

El cuadrado circunscrito se caracteriza (Libro 1V, prop. 7
de los Elementos) porque sus lados son tangentes a la cir-
cunferencia, por lo que el lado coincidird con un didme-
tro. De ahi que el 4rea sea

Q21)? = 412

mientras que el cuadrado inscrito necesita la aplicacién
del teorema de Pitdgoras para llegar a la conclusién de
que su 4area €s

(«/51’)2 =2r2

Y ahora es necesario interpretar qué queria decir Bryson
con lo de «uadrado intermedio». Su propuesta parece
mas bien de naturaleza l6gica que matemadtica, en el sen-
tido del errébneo razonamiento que constituye el tercer
paso. No obstante, lo podemos interpretar desde el punto
de vista matematico.

Si se interpretase que el «uadrado intermedio» es el de
Jdrea intermedia», dicha drea serfa 3r? (o 3/4 d?. Pero si
la interpretacién consistiese en considerar el cuadrado «de
lado intermedio», dicho lado medio seria:
| 2
2

2r++2r
Db L 2\/7 =11+

de forma que el 4rea final resultaria ser:

A= (%—\Ejrz =2,914.. .1

Varios siglos antes, en Babilonia (aproximadamente el
actual Iraq), se utilizaba un calculo del drea del circulo en
funcién de su circunferencia que tiene relacién con el

~ cuadrado intermedio de Bryson. En efecto, se ha docu-

mentado (Seidenberg, 1972) que los sacerdotes de la
época utilizaban las relaciones:
C=3d A= C¥12

donde C es la longitud de la circunferencia del campo
redondo, d el didmetro y A su drea. Como vemos, la
expresion de esta Gltima se aproxima mejor al drea real
del circulo que la andloga medieval de

A =C¥16
ya que, entre los babilonios, se manejaria un valor de ©t
de 3.

Pues bien, para Seidenberg (1972), a la expresion del 4area
se llegaria del siguiente modo:

1. Existen datos que indican que era conocida por los
babilonios la inscripcién de un hexdgono regular en



un circulo. Por ejemplo, la utilizacién de seis radios
en las ruedas de los carros asirios asi lo atestigua.

2. El perimetro de este hexdgono es de 3d, expresion
que se habria extendido a la circunferencia dando
paso a C = 3d.

3. Si, como en el caso de Bryson, se considera el drea
del circulo como la del cuadrado intermedio respec-
to al inscrito y al circunscrito, se tendria, como ya
hemos indicado:

A =3/4d*
4. De las dos expresiones encontradas, se deduce que:
= —3—d 2 C_d _c d
4 4 22
expresion que también se encuentra como regla 7 en

el Aryabbatiya (siglo VD) del indio Aryabhata (Smeur,
1969):

Regla 7. La.mitad de.la circunferencia multiplicada por la
mitad del didmetro es el area de un circulo (pag. 258).

A

lo que da lugar, teniendo en cuenta el valor dado para C,
a que

A =CY12

Los Sulba Sutras indios

Una de las tradiciones geométricas mds antiguas se
remonta a los Sulba Sutras indios, tratados de cuerdas que
continian una tradicién de construccién de altares y reso-
lucién de otros problemas del ritual planteados en aque-
lla cultura. El Baudbyana Sulba Sutra es el mis antiguo,
datdndose entre los 800 y los 500 a.C. (Gupta, 1988).
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El problema fundamental que se plan-
tea en esta obra es la construccién de
un altar (como figura plana) de forma y
drea dadas. Queriendo construir un
altar circular el primer problema pro-
puesto fue, curiosamente, el de la «ir-
cularidad del cuadrados, que se resuel-
ve del siguiente modo:

En el cuadrado ABCD (figura 3) sea M la
interseccion de las diagonales. Se dibuja el
circulo de centro M y radio MA. Sea ME el
radio del circulo perpendicular al lado AD
y cortando a AD en G. Sea GN = 1/3 GE.,
Entonces MN es el radio del circulo que
tiene un 4rea igual al cuadrado ABCD.

El problema inverso, el clasico de la cua-
dratura del circulo, es resuelto a través
de la regla siguiente (Seidenberg, 1972):

St quieres cambiar un circulo en un cua-
drado, dividir el diametro en 8 partes, y
nuevamente una de estas 8 paries en 29
Dbartes; de estas 29 partes quiiar 28, y ade-

-mds la sexta parte [de una de las partes
quitadas] menos la octava parte [de la
sexta partel (pag. 173).

En otras palabras, el lado del cuadrado
buscado es

7 1 1 1

- +
8 829 8.29-6 8:29.-6-8

del didmetro del circulo dado. ;Cémo
pudieron llegar a este valor? La btisque-
da de una explicacién razonable resul-
ta un proceso apasionante.

En efecto, el problema de la circulari-
dad del cuadrado resulta ser un proce-
so resuelto a través de un recurso mera-
mente geomeétrico de aproximacién.
Ahora bien, la cuadratura del circulo se
aborda como el problema -algebraica-
mente» inverso. Asi, si se considera que
el lado del cuadrado original es s,
entonces MG = s/2 (figura 4).

Como AG = s/2 resultard que

AM =2

2
2
Ello da lugar a:

«/5 s \/5—1

EG=s——2 =g
2 2




Figura 4

donde el radio y el didmetro del cir-

2-1  2+42

=8

6 6
2442
3

didmetro =

pdr lo que resulta la relacion entre el
didmetro y el lado del cuadrado:

d_2+2

S 3

El valor de la raiz cuadrada de 2 se
encuentra, como es sobradamente
conocido, en el cdlculo de la diagonal
“de un cuadrado. Este problema, que
fue rechazado por la geometria griega
por su consideracién exclusiva de los
nimeros naturales y que fundamenta el
interés por un 4lgebra geométrica en
Grecia, es abordado en la India con
métodos aproximativos y de manera

Aunque existen distintas aproximacio-

nes indias al valor de la raiz cuadrada

de 2 uno de los caminos para alcanzar

una de ellas podria ser el siguiente
(Seidenberg, 1972):

s/2
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en calcular areas
de poligonos
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del cuadrado
y el rectangulo
basta llegar
al hexdagono
o el octogono.

1. Se considera un altar cuadrado de lado 12. Su drea
sera

122 = 144

2. Ahora se plantea el problema de construir un altar
cuadrado cuya 4drea sea el doble que la anterior, es
decir,

2122 =288

3. La mejor aproximacion parece ser la del cuadrado de
lado 17, ya que

17% = 289

4. Esto supone que
2x12% =17%  luego V2 = %

que expresado a través de fracciones unitarias darfa:

17 1 1
V2 =Ll
12 3 3-4
5. La consideracién de esa unidad de diferencia entre
288 y 289 precisaria considerar la sustraccidon de una
fracciébn cuya construccién vamos a eludir por su
complejidad (se puede consultar en el texto citado) y
que daria finalmente el valor:

1.1 1
2l
\/_ 3 3.4 3-4.-34

Pues bien, si esta expresidn se sustituye en la relacion
inversa de la antes planteada se alcanza finalmente el
valor del lado del cuadrado en funcién del didmetro del
circulo:

7 1 1 1 41

s
d 8 829 8-29-6 8.29-6-8 8-29-6-8-1393

desprecidndose el dltimo término.

El procedimiento de exhaustividad

La forma habitual de introducir la férmula del drea del
circulo a partir de 6.° de Primaria tiene poco de cons-
tructiva. Consiste bisicamente en calcular 4reas de
poligonos a partir del cuadrado y el rectingulo hasta
llegar al hexigono o el octégono. A partir de la ins-
cripcién de este dltimo, por ejemplo, en un circulo
(figura 5) se afirma que, cuando el poligono inscrito
(eventualmente puede afiadirse el circunscrito) aumen-
te el namero de lados, el perimetro tiende a «confun-
dirse» con la circunferencia y la apotema con el radio.
Tomando como base la férmula del 4rea del poligono
regular se consigue «ransformarla» con los nuevos ele-
mentos en el drea del circulo.



Recordado esto, quizd sea oportuno defender de nuevo
que
...el conocimiento matemdtico implica la construccion de
relaciones elaboradas en y a partir de la actividad sobre los
objetos... Desligado de la actividad constructiva que estd en s
origen, el conocimiento matemdtico corre el peligro de caer en
puro formalismo y de perder toda su potencialidad como ins-
trumento de representacion, explicacion y prediccion (MEC,
1989, 482).
Pues bien, esta induccién de la férmula del drea del cir-
culo supone apelar a la «dntuicién» del alumno, que debe
saltar de un poligono de un niimero finito de lados a otro
de nimero infinito y que debe suponer que en este pro-
ceso de o finito a lo infinito no se alteran las relaciones
entre los elementos (de perimetro y apotema a circunfe-
rencia y radio). Esta «ntuicidén» puede no existir. Desde el
punto de vista didactico es mds aconsejable llevar a cabo
alglin proceso constructivo en esta direccién. Este proce-
S0 sera siempre una aproximacion.

El procedimiento actual de ensefianza muestra su primer
ejemplo en la aportacién de Antifén, contemporineo de
Sticrates en Atenas (siglo IV a.C.). En efecto, propone ins-
cribir un poligono en un circulo (por ejemplo, un cua-
drado como en la figura 5) para, a continuacidn, trazar la
mediatriz de cada lado, marcar el punto de corte con la
circunferencia y unir este punto con los extremos de
dicho lado, erigiendo asi tridngulos isésceles sobre cada
lado (Knorr, 1986). En el caso planteado la figura resul-
tante serd un octdgono.

Figura 5

Naturalmente, este proceso se puede repetir tanto como
se quiera alcanzando aproximaciones cada vez mayores

El procedimiento
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" en Atenas
(siglo IV a.C.).

al drea del circulo. Siendo r el radio del
circulo, el area del tridngulo isésceles
puede calcularse:

Area (Tridngulo ) = %rz(\/z —1)

de manera que el drea del octbgono
resultaria ser:

Area (Octbgono ) = 2r2 + 4%r2(\/5—1) =
=221 = 2,828, 12

Este tipo de aproximacién es algo com-
pleja desde el punto de vista algebrai-
co, pero hay maneras de introducir la
misma idea sin cdlculo algebraico algu-
no por lo que puede realizarse con faci-
lidad desde Primaria. El procedimiento
es conocido y se basa en hallar un 4rea
«por defector y «por exceso» cuando el
circulo se coloca dibujado en papel
transparente sobre tramas de distinto
grosor (figura 6).

Figura 6




puede apreciar, a través de esta
onstrucciéon v cileulo introductorios,
:ﬁe el 4area del circulo se puede apro-
imar con un error menor al hacer mas
fina la trama que nos sirve de medida.
’or otro lado, permite también plantear-
e la necesidad de contar con dos medi-
las: una «por defecto» (papel que luego
se asignard al poligono inscrito) y otra
'«por excesor (al poligono circunscrito),
que permitan acotar con un margen
‘cada vez menor ese valor desconocido
al que nos vamos aproximando.

 Antifén no pas6 de proponer un acer-
camiento al 4rea a partir del desdobla-
miento de los lados de un poligono ins-
_ crito. Corresponde a Arquimedes (siglo
1V), en su obra Medida del circulo, apli-
car con rigor el método de exhaucién
(o exhaustividad) de Eudoxio para
demostrar por reduccién al absurdo
que Un circulo es equivalente a un
tridngulo rectingulo cuyos catetos sean
_iguales al radio y a la circunferencia del
circulo» (Cit. en Vera, 1970, 94).

Entendemos que esta demostracién
queda fuera del alcance del estudiante
_de Secundaria por lo que remitimos al
_lector interesado a la obra citada.

Cuadraturas medievales

Anteriormente se ha mencionado una
cuadratura del circulo realizada entre
los siglos IX y X, con cierta analogia
. con los procedimientos babilénicos o
egipcios. Sin embargo, existen intentos
diversos de los que vamos a dar dos
ejemplos finales, siguiendo ambos la
tradicién griega pero con distintos pro-
positos: el primero es una nueva apro-
Ximacion de tipo geométrico construida
con evidente ingenio y la segunda
tesulta una complicada demostracién
de la existencia de una cuadratura del
circulo basada en las propiedades de la
_ proporcionalidad.

Hacia el afio 1050, Franco de Lieja
_escribe un tratado sobre cuadraturas en

dades de didmetro (Smeur, 1988).

el que considera un circulo de 14 uni-
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Siguiendo a Arquimedes, supone que
n=31/7

lo que le permite afirmar que su circunferencia es de 44
unidades. A continuacién, divide el circulo en 44 sectores
iguales, cada uno de ellos correspondiendo a un arco de
una unidad de longitud.

Si cada sector se aproxima a un tridngulo rectingulo de
catetos 1 (el arco) y 7 (el radio) se pueden disponer los
44 triangulos asi considerados en forma de rectdngulo de
14 por 11 y cuya drea (11 X 14 = 154) constituye una
buena aproximacion al drea del circulo (figura 7).

14

11

Figura 7

Knorr (1991) realiza un estudio de la autoria de la demos-
tracion que, finalmente, vamos a exponer, atribuyéndose-
la a Johannes de Tinemue (siglo XIII). En ella se parte de
un circulo O inscrito en un cuadrado A, para el que se
cumple que existe una figura rectilinea o curvilinea M que
verifica (figura 8):

A:O = O:M

Figura 8



Estadio de apertura y cierre
Alabastro-madera, 60x52x52

* 8i M es un circulo se llamara S al cuadrado circunscrito:
Por la proposicién 2 del libro XII de los Elementos, resul-
tara:

A:S = O:M
Por la definicién 13 del libro V de los Elementos:
A:O = SM
a lo que si se une la hipétesis de partida resultara:
OM = S:M
de donde se deduce que O =S, el circulo es igual al cua-
drado en idrea.

* Si M es una figura rectilinea puede transformarse en un
cuadrado que denominaremos S: la hipétesis de partida se
escribird entonces
A:O =0:S

es decir, que O es la tercera proporcional respecto de los
cuadrados A y S. El autor considera entonces un rectin-
gulo cuyos lados fueran L, y L, los correspondientes a
estos dos cuadrados. Este rectdngulo puede transformarse

en cuadrado por lo que habrfamos encontrado un cua-
drado de igual 4rea al circulo O.

Como es posible apreciar, el procedimiento, aunque
limitado por falta de generalizacion, resulta de interés
para apreciar los muy distintos intentos medievales para
realizar una medida lo més aproximada posible del 4rea
del circulo.
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