cDesaparecera el algebra
elemental con la utilizacién
de las nuevas calculadoras

graficas?

Jose R. Vizmanos

Se comienza haciendo un
breve recorrido histérico
sobre el desarrollo del
dlgebra desde Diofanto, Al
Jwarizmi, Luca Pacioli,
Tartaglia, Descartes, etc. A
continuacién se hace una
relacién de los contenidos y
procedimientos algebraicos
necesarios para los alumnos
de la Ensefianza Secundaria
y de Bachillerato, y como
pueden hoy en dia ser
resueltos, muy fécilmente,
con una calculadora gréfica,
para lo cual se realizaran
distintas ejemplificaciones
con la T1-92.

* Texto de la conferencia plena-
ria impartida en el TG-18 del
ICME-8.

NA MIRADA al pasado

iQué entendemos por dlgebra elemental? El dlgebra ele-
mental es el lenguaje con el que se comunica la mayor
parte de la matemadtica. Gracias al 4lgebra podemos tra-
bajar con conceptos a nivel abstracto y posteriormente
realizar aplicaciones.

El dlgebra elemental enlaza con la generalizacion de la
aritmética para ir posteriormente centrindose en su pro-
pia estructura y mayor coherencia logica. De ahi, la
importancia que tienen los distintos usos de los simbolos
algebraicos, cuando escribimos A + B, podemos expresar
desde la suma de dos nimeros naturales a la suma de dos
expresiones algebraicas, o como una suma de matrices.
Asi pues, hay una primera parte de representacion y sim-
bolismo para, posteriormente, pasar al desarrollo de los
algoritmos y procedimientos que permiten trabajar for-
malmente con las expresiones algebraicas.

Pero lo que hoy entendemos por dlgebra ha sido el fruto
del esfuerzo de muchas y muchas generaciones que han
ido aportando su grano de arena hasta conseguir este
magnifico edificio que hoy en dia llamamos algebra.

Parece ser que los egipcios ya conocian métodos para
resolver ecuaciones de primer grado, en el Papiro de
Abmes (1650 a.C.) se dice asi: «Calcular el valor del mon-
tén si el montdn y el séptimo del montdn es igual a 19»,
pero para resolver problemas de este tipo se utilizaban
métodos aritméticos como, por ejemplo, la regla de falsa
posicién. Los babilonios resolvieron algunos sistemas de
ecuaciones lineales muy sencillos. También, segln descu-
bri6 Neugebauer en 1930, los babilonios manejaron ecua-
ciones cuadraticas con gran soltura.

Hacia el siglo VI (a.C.) aparece en la matematica griega el
método deductivo y hacia el siglo IV (a.C.) lo que se



amar el algebra geométrica, ejercicios como:
Dada la suma y el producto de los lados de un rectingu-
'lo,‘héllar dichos lados», fueron tratados de forma muy dis-
tinta a como lo hacian los babilonios. Parte de este 4lge-
bra geométrica lo trata Euclides en sus Elemenitos.

Pero el mis importante de los algebristas griegos fue
Diofanto de Alejandria. Poco se sabe de su vida, aun cuan-
do en su tumba figura una inscripcién que traducida a una
ecuacién lineal nos informa algo de ella. A Diofanto se le
puede considerar el padre del dlgebra antigua, su obra
mds importante fue Arithmetica tratado de trece libros de
los que sélo han sobrevivido los seis primeros. No es un
texto de dlgebra, sino una coleccién de problemas sobre
aplicaciones del dlgebra. La influencia de Diofanto ha sido
mucho mayor de la que se cree, el propio Pierre de Fermat
(1601-1665), llegd a su celebre Gltimo teorema, cuando
intentaba generalizar un problema que habia visto en la
Arithmetica de Diofanto: «descomponer un cuadrado dado
en suma de otros dos cuadrados.

Los matematicos indios Brahmagupta (598-?) y Bhaskara
(1114-1185) aportaron al desarrollo del algebra soluciones
generales para las ecuaciones cuadraticas incluyendo las
dos raices aun en casos en que una de ellas es negativa.
Uno de los miembros mas distinguidos de la Casa de la
Sabidurfa de Bagdad es el matemitico y astrénomo Al-
Khowarizmi (hacia 780-850). En su obra Algebra estudia
con detalle los seis tipos de ecuaciones lineales y cuadra-
ticas que tengan una raiz positiva. Su forma de resolver
las ecuaciones es preferentemente geométrica conectando
asi con el dlgebra griega de Euclides.

Pero el dlgebra cldsica, como nosotros la conocemos hoy
en dia se desarrolla propiamente en el Renacimiento, que
es cuando se produce la primera ruptura entre el dlgebra
antigua y el algebra cldsica. En 1494, el italiano Luca
Pacioli (1445-1514) publico Summa Arithmetica en la que
se inclufa la resolucién de ecuaciones de primero y
segundo grado. En dicho tratado se comenzaba a utilizar
una rudimentaria algebra simbélica. Pero sobre la ecua-
cion cibica, Pacioli tenfa una impresién muy pesimista
sobre su resolucion, llegando a pensar que las ecuacio-
nes cibicas, y no digamos la cudrticas, estaban fuera del
alcance del dlgebra. Escipion del Ferro (1465-1526) acep-
t6 el reto de Pacioli y llegd a encontrar una férmula para
la ecuacioén cabica disminuida de la forma ax3 + cx + d
= 0, descubrimiento que desvels a su discipulo Antonio
de Fiore (1506-?). También Nicolo Fontana (Tartaglia)
(1500-1557) presumia de resolver ecuaciones ctbicas de
la forma x3 + mx? = n, pero no sabia c6mo resolver las
ecuaciones cibicas disminuidas, hasta que retado por
Fior llegb a encontrar la solucién para este tipo de ecua-
ciones. Ludovico Ferrari (1522-1565) logré encontrar un
procedimiento para resolver la ecuacién algebraica de
cuarto grado.

Pero si los
numeros negarivos
resultaban
sospechosos
en elsiglo XVI, sus
raices cuadradas
resultaban
totalmente
absurdas,
ervan los inicios
de la aparicion
de lo que
hoy en dia
llamamos
nUMeros
complejos.

Jerénimo Cardano (1501-1576) publicé
Ars Magna en donde incluia el método
de resolucién de algunos tipos de ecua-
ciones ctlibicas que le habia revelado
Tartaglia, a pesar de su promesa de no
hacerlo publico, es lo que hoy en dia se
conoce como «esolucion por radicalesy.
Pero si los nimeros negativos resulta-
ban sospechosos en el siglo XVI, sus
raices cuadradas resultaban totalmente
absurdas, eran los inicios de la apari-
cién de lo que hoy en dia llamamos
nameros complejos.

En 1572 Rafael Bombelli (1526-1573)
publicod su tratado Algebra, en el que
dio un paso més en la resolucién de las
ecuaciones cubicas, expresando las
soluciones en la forma 2 + VZI. A
Bombelli hay que agradecer el haber
descubierto que los ntmeros imagina-
rios juegan un importante papel en el
desarrollo del dlgebra.

El matemitico francés Francisco Vieta
(1540-1603) propuso un nuevo enfoque
para la resolucion de ecuaciones ctbi-
cas. Ademds comenzé el estudio de las
relaciones entre las raices y los coefi-
cientes de una ecuacién, que completd
el matemdtico flamenco Albert Girard
(1590-1633), con la publicacién de su
obra Invention nowvelle en l'algebre, en
1629. Rene Descartes (1596-1650) en su
Libro I: La géometrie incluye un sistema
de instrucciones detalladas para resol-
ver ecuaciones cuadraticas, pero por
métodos geométricos como lo hacian
los griegos de la antigtiedad.

Tanto Cardano como Ferrari no supie-
ron encontrar procedimientos para la
resolucién de ecuaciones algebraicas
de 5.° grado. Hasta que en 1824 el
joven matemdtico noruego Niels Abel
(1802-1829) conmovié a toda la comu-
nidad cientifica demostrando que no
era posible resolver por radicales las
ecuaciones de quinto o superior grado.
Esto no queria decir, que las ecuaciones
algebraicas de quinto o méds grado no
tuvieran soluciones, lo que significaba-
es que no existia un método algebraico
que permitiera obtener las raices de la
ecuacion en funcién de sus coeficien-
tes. El descubrimiento de Abel enlaza



con el pesimismo de Luca Pacioli y se
demuestra el fracaso del dlgebra cuando
se supera el grado cuarto.

Girard, ante la dificultad de extraer rai-
ces cuadradas de nimero negativos,
fue el primero que se atrevib a conjetu-
rar en 1629 lo siguiente: «Una ecuacién
de grado 7 tiene exactamente 7 raices,
siempre que se cuenten las imposibles».
Posteriormente Euler (1707-1783), La-
grange (1736-1813) y D’Alembert (1717-
1783), estudiaron el mismo teorema
pero sin pensar que las raices podian
ser nimeros complejos. Es a Gauss
(1777-1855) al que se le debe el nom-
bre de teorema fundamental del dige-
bra, en su tesis doctoral leida en 1799,
criticé los trabajos de Euler, Lagrange y
D’Alembert y dio una demostracién del
teorema, que se apoyaba en considera-
ciones geométricas, por lo que no
resultaba del todo convincente. En 1816
publicé dos nuevas demostraciones y
cinco afios antes de su muerte publicd
la cuarta demostraciéon tratando de
encontrar procedimientos puramente
algebraicos.

A principios del siglo XVIII, el matema-
tico inglés Roger Cotes (1682-1716) y el
francés emigrado a Inglaterra Abraham
de Moivre (1667-1754), redujeron la
resolucidn de la ecuaciéon z"-1=0, a
la divisién de la circunferencia en n
partes iguales, mostrando asi un buen
dominio de los nimeros complejos.
Pero el dlgebra sigue desarrollandose y
en el siglo XVIII y XIX surge una nueva
ruptura pasando del édlgebra cldsica al
ilgebra moderna, con aportaciones de
matemiticos como George Peacock
(1791-1858), iniciador del pensamiento
axiomdtico, que luego desarrollarfan
matemdaticos como Augustus de Morgan
(1806-1871), Sir William Rowan Hamil-
ton (1805-1865) y George Boole (1815-
1864). No podemos olvidar en esta
época a los dos algebristas mis prolifi-
cos del siglo XIX, los ingleses Arthur
Cayley (1821-1895) con el estudio de
las matrices y J. J. Sylvester (1814-1897)
con la teoria de los invariantes.
Finalmente, Evariste Galois (1811-1832)
con la creacién de grupo hace de este

Con la aparicion
de las
calculadoras
graficas,
con posibilidad
de construccion
de tablas,
es posible resolver
cualquier tipo
de ecuaciones
ya sea algebraica
o trascendente,
por métodos
nUMmericos
o graficos.

concepto abstracto la idea central de 1a teoria de ecuacio-
nes algebraicas dando por terminada el 4lgebra cldsica.

Contenidos algebraicos necesarios para
los alumnos de ensefianza preuniver-
sitaria

Comencemos diciendo que se entiende por ensefianza
preuniversitaria a la ensefianza que reciben los alumnos
antes de entrar a la Universidad, mas concretamente nos
referimos a la Ensefianza Secundaria Obligatoria (ESO)
para alumnos de 12 a 16 afios y el Bachillerato para alum-
nos de 16 a 18 afios. Asi pues, en Espafia la ensefianza
preuniversitaria esta dirigida aproximadamente a alumnos
menores de 19 afios.

iCuiles son los contenidos algebraicos necesarios para
estos alumnos?

Teniendo en cuenta los actuales curriculos vy sin tratar de

ser exhaustivos, los contenidos algebraicos que estudian

los alumnos en este periodo son los siguientes:

¢ Polinomios: operaciones.

e Expresiones algebraicas: operaciones.

e Resolucion de ecuaciones de primer grado.

e Estudio de inecuaciones de primer grado.

e Resolucién de ecuaciones de segundo grado.

e Estudio de inecuaciones de segundo grado.

e Resolucién de ecuaciones cibicas con una solucién
entera.

e Resolucién de ecuaciones bicuadradas.

e Resolucién de ecuaciones algebraicas de grado 7 con
n — 2 raices enteras.

e Resolucion de ecuaciones irracionales.

e Resolucion de ecuaciones trascendentes (logaritmicas,
exponenciales, trigonométricas, etc.).

e Matrices: operaciones.

e Determinante de una matriz cuadrada. Matriz inversa.

e Sistemas de ecuaciones lineales: Métodos de Gauss,
Cramer y Rouche.

Aplicaciones del céalculo algebraico con
la TI-92

Con la aparicion de las calculadoras grificas, con posi-
bilidad de construccién de tablas, es posible resolver
cualquier tipo de ecuaciones ya sea algebraica o tras-
cendente, por métodos numéricos o graficos. Mas
recientemente con la aparicién de la calculadora TI-92,
que lleva incorporado el CAS (Célculo algebraico simbo-
lico) es posible realizar todo tipo de cilculos algebrai-
cos. Asi por ejemplo:
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Figura 1

Asi pues, podemos concluir que los procedimientos
algebraicos con el CAS no presentan hoy en dia ningu-

na dificultad.

Una mirada al futuro

De lo visto hasta ahora se deduce que
los esfuerzos que ha realizado la huma-
nidad para encontrar algoritmos y pro-
cedimientos que permitan desarrollar
destrezas algebraicas asi como para
resolver ecuaciones, han sido muy loa-
bles, e importantisimos en su momento,
pero hoy en dia estan totalmente obso-
letos. ;Qué sentido tiene actualmente
resolver una ecuacion cibica por radi-
cales, cuando como acabamos de ver
podemos hacerlo de forma tan sencilla?
(Quiere esto decir que los alumnos de
estas edades no tendrin que estudiar
dlgebra, teniendo en cuenta que las
calculadoras le resolverin con toda
facilidad la ecuacién?

Evidentemente, nuestros alumnos ten-
dran que seguir estudiando algebra
pero el curriculo del dlgebra que se
deberia proponer en un futuro deberia
de dejar de centrarse exclusivamente en
la soltura manipulativa para dar una
mayor importancia a las propias estruc-
turas conceptuales del dlgebra como
medio de representacién y de los méto-
dos algebraicos como herramienta para
la resolucién de problemas. Pero esto,
deberia llevar a un cambio en cuanto al
tiempo de docencia de cada una de las
partes.

Hasta ahora cada vez que se ensefiaba
un contenido, pongamos por ejemplo las
operaciones con matrices, se dedicaba
mucho tiempo al calculo de expresiones
con operaciones con matrices, pero
como este tipo de cilculos es pesado y
laborioso, resulta que cuando podriamos
empezar a estudiar las aplicaciones del
calculo matricial que es lo realmente
importante, no queda tiempo y, por otra
parte, resulta humanamente imposible
calcular con papel y lapiz la potencia
décima de una matriz para poder estu-
diar un problema de Markov.

Por el contrario, en un futuro propone-
mos dedicar mucho tiempo a los con-
ceptos y a las estructuras de pensa-
miento algebraico, y menos tiempo a la
manipulacién algebraica tales como la
resolucién de ecuaciones, ya que esta




puede hoy en dia ser resuelta en tan
solo un instante y siempre con el
mismo procedimiento. En cambio,
parece importantisimo dedicar mucho
mds tiempo a la aplicacién del dlgebra
a distintas situaciones, para lo cual uti-
lizaremos la tecnologia existente.

Simplifiquemos un poco las cosas y
pongamos tan solo un ejemplo. Supon-
gamos que a los alumnos de 14 afios se
les ensefia por primera vez la resolu-
cién de ecuaciones lineales. Tradicio-
nalmente se venfa dedicando mucho
tiempo, aproximadamente cuatro sema-
nas resolviendo ecuaciones que ya
estaban planteadas, haciendo de este
tiempo un periodo repetitivo y aburri-
do. A continuacibn, se dedicaba, gene-
ralmente muy poco, a veces tan sblo
una semana, para el planteamiento y
posterior resolucién de ecuaciones de
primer grado a partir de enunciados
interesantes que obviamente resultardn
mucho mis motivadores que simple-
mente la utilizacién de una serie de
reglas y recetas que el alumno llega a
dominar con todo detalle, pero que, en
muchas ocasiones, no sabe realmente
lo que hace, ni por qué lo hace.

Frente a esta situacién proponemos
realizar un cambio sustancial partiendo
de situaciones concretas suficientemen-
te motivadoras que justifiquen la nece-
sidad del lenguaje algebraico para
que,mediante su simbolismo y repre-
sentacién podamos plantear la ecua-
cién lineal correspondiente. Posterior-
mente, v tan sblo para ecuaciones sufi-
cientemente sencillas, tratar de resol-
verlas mediante papel y lapiz aplicando
los tradicionales procedimientos alge-
braicos. Pero esta etapa manipulativa
correspondiente a los procedimientos
algebraicos puede recortarse mucho,
teniendo en cuenta que los alumnos
pueden utilizar una tecnologia adecua-
da, que les permite resolver las ecua-
ciones muy ficilmente, tanto por méto-
dos analiticos, como por métodos
numéricos o graficos. Y, en cambio,
parece muchisimo mais interesante
dedicar mas tiempo al planteamiento
de las ecuaciones que se deducen de la

JComo ayudamos
mdas a nuestros
alumnos,
enseniandoles
a aplicar como
automatas reglas
y recetas que
permiten bacer
cosas que resuelve
Jfacilmente
la tecnologia
o enseriandoles
a pensar,
cosa que todavia
no pueden bhacer
ni los ordenadores
ni las
calculadoras?

lectura de enunciados diversos aplicados a diferentes
campos de la vida cotidiana y mucho méas proximos al
alumno, que a la resolucién de esas ecuaciones que se
pueden hacer ficilmente con una calculadora.

Conclusidén

Evidentemente el objetivo principal de la ensefianza de la
matematica en la secundaria en todos los paises es capa-
citar al alumno para enfrentarse a los retos que la vida en
el futuro les pueda presentar. Ahora bien, ;como ayuda-
mos méds a nuestros alumnos, ensefidndoles a aplicar
como autdmatas reglas y recetas que permiten hacer
cosas que resuelve ficilmente la tecnologia o ensefidndo-
les a pensar, cosa que todavia no pueden hacer ni los
ordenadores ni las calculadoras? Incluso pensando en los
futuros universitarios, los que obviamente deberan reali-
zar un uso mucho mis frecuente de destrezas algebraicas,
un objetivo importante tendrd que ser el conseguir un
nivel adecuado de suficiencia en este tipo de destrezas y
procedimientos. Sin embargo, también estos alumnos se
van a encontrar que la tecnologia presente, y no digamos
nada la futura, les va a exigir un replanteamiento de los
niveles de destrezas que se deben conseguir.

En resumen, y 2 modo de ejemplo, se trata de poner mas
énfasis en el planteamiento de las ecuaciones, que es una
forma de desarrollar estructuras de pensamiento algebrai-
co, que en la propia resolucién de la ecuacion, que hoy
en dia ya no es tan importante. De hecho téngase en
cuenta que todavia no existe ninguna calculadora u orde-
nador a la que se le edite un enunciado de un problema
y automiticamente plantee la ecuacidn, en cambio hoy en
dia existen diversos programas de ordenador y calculado-
ras a las que se les edita la ecuacién y con tan solo apre-
tar la tecla ENTER se puede obtener su solucidn, en tan
solo unos segundos. Tan solo a modo de ejemplo volva-
mos a releer algunos de los celebres problemas clasicos:

La vida de Diofanto

Este tiimulo cubre aqui a Diofanto. jContemplad este prodigio!
Mediante la babilidad del fallecido esta piedra muestra su edad.
Para ser nivio Dios le concedi6 la sexta parte de su vida;

En una duodécima parte mds le crecié la barba sobre las mejillas;
En otra séptima parte mds contrajo el vinculo del matrimonio.
Al cabo de cinco aiios nacié de esta unién un bijo.

jPobre niiio bien amado! A la mitad de los anos del padre babia
llegado cuando sucumbié ante el Destino.

Durante los cuatro arios siguientes abuyentando de si la aflic-
cién, sumido en profundas reflexiones, también llegé al fin tem-
poral.



Tomado del Lilavati de Brabmim Babskara (1114-
1185), matemdtico indio

De un enjambre de abejas, 1/5 de las abejas vinieron bacia una
[flor de loto, 1/34 bacian un banano. Un niimero igual a tres veces
la diferencia entre las dos cifras precedentes. jOb bella con ojos de
gacela! volé bacia un drbol Codaga (con corteza amarga siuce-
daneo de la quina). Otra, por tiltimo, balancedndose, deambula
por aqui y por alld en los aires, atraida al mismo tiempo por el
delicioso perfume del jazmin y del pandano. Dime, querida mia,

Jcudntas son estas abejas?
Un problema de Euler (1707-1783)

Un padyre deja una berencia de 8.600 libras a sus cuatro hijos.
Seguin el testamento, la parte del mayor debe ser inferior en 100
libras al doble de la parte del segundo. La parte del segundo, infe-
rior en 200 libras al triple de la parte del tercero. Y la parte del
tercero inferior en 300 libras al cuddruple de la parte del mds

Joven. ;Cudl es la parte de cada uno?
La serie de Rachinski (siglo XIX)

Encontrar una serie de cinco nitimeros enteros consectitivos tales
que la suma de los cuadrados de los tres primeros es igual a la

suma de los cuadrados de los otros dos.

¢Donde reside la dificultad, en plantear la ecuacion o, una vez
planteada, resolverla?

José R. Vizmanos
IES Santamarca. Madrid
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