Historia de la Matematica:
implicaciones didacticas

José del Rio Sanchez

Saber cémo ha evolucionado
y cémo evoluciona la
Ciencia Matematica ayuda a
entender mejor las
conexiones entre los
diferentes conceptos y
procedimientos que la
vertebran y permite apreciar
su naturaleza viva y humana.
Como consecuencia, estos
conocimientos contribuyen,
sin duda, a ensefiar mejor
esta ciencia. En este articulo
se muestran algunos
principios didacticos
generales que se obtienen al
andlizar el desarrollo
histérico de la matemética y
que se refieren a aspectos
como el enfoque del proceso
instructivo, la ensefianza de
estrategias cogpnitivas y el
uso de los recursos
tecnolégicos.

L CONOCIMIENTO de la Historia de la Matematica pro-
porciona una comprensiéon mas profunda de los concep-
tos y de los métodos matematicos al desvelar sus orige-
nes, su evolucién y sus relaciones; al mismo tiempo, ofre-
ce una visién encarnada de los mismos, ya que pone de
manifiesto los rostros y las vidas de quienes fueron sus
constructores. La Matemdtica aparece asi como una cien-
cia viva, ligada a las circunstancias histéricas, a los pro-
blemas de la humanidad y no como una fria sucesién de
definiciones, teoremas y métodos flotando en la abstrac-
cién mas deslumbrante y desvinculados de toda miseria
humana. Ademas, el andlisis de la evolucién historica de
la Matemdtica proporciona algunos principios sobre como
ha de ensefiarse y aprenderse esta ciencia, principios que,
naturalmente, son completados y matizados desde otras
fuentes como la psicologia del aprendizaje o la reflexion
sobre la practica docente. En las lineas que siguen, se
mostrardn algunos de estos principios y su correspon-
diente justificacién histérica.

En el principio fue el problema

La Arithmetica de Diofanto (s. IID), considerado el padre
del 4lgebra, es una coleccién de ciento cincuenta proble-
mas concretos resueltos mediante ecuaciones. Tanto en
esta obra como en el Algebra de Al-Khowarizmi (s. IX), el
introductor del 4lgebra en Occidente, las incognitas repre-
sentan ndmeros y longitudes de segmentos pues su inten-
cién era resolver problemas, no ecuaciones; éstas sblo son
un instrumento de célculo.

Descartes y Fermat descubren los principios de la geo-
metria analitica cuando tratan de hallar las soluciones de
las ecuaciones indeterminadas (con dos incognitas) que



los matemiticos anteriores (Viete, por ejemplo) despre-
ciaban cuando surgian al resolver un problema. Descartes
se preocupd de decidir como se podia construir geomé-
tricamente el valor de la y para cada valor de la x. Fermat
dio un paso mds, representd esos valores de la y, con lo
cual obtuvo la grifica de la ecuacién y comprobé que las
ecuaciones de primer grado se representan como rectas y
las de segundo grado como cénicas. Utilizaba para ello
una recta 7 en la que sefalaba los segmentos OA, OA’,
OA”, etc. cuyas longitudes eran los valores de la x, y
sobre los puntos A, A’, A”, etc. dibujaba los segmentos
AB, A'B’, etc, cuyas longitudes eran los correspondientes
valores (siempre positivos) de la y (figura 1),
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Figura 1

Huygens, un cientifico holandés con profundos conoci-
mientos en fisica y astronomia, cuando buscaba un pén-
dulo totalmente isécrono (periodo independiente de la
amplitud) para adaptarlo a la regulacién de los relojes,
descubri6 algunas propiedades asombrosas de la cicloide:
por ejemplo, sobre un arco de cicloide invertida, un obje-
to abandonado a su propio peso, en ausencia de roza-
miento se desliza desde cualquier punto al punto mis
bajo exactamente en el mismo tiempo, independiente-
mente del punto de partida (figura 2); descubrié también
que la evolvente de una cicloide es otra cicloide y ambos
hechos los utiliz6 en la fabricacion del péndulo buscado
al mismo tiempo que fundaba la teorfa de las evolutas y
de las evolventes (figura 3).

Figura 2

...el aprendizaje
de las
matemdticas
debe arrancar
con un problema
que sea sentido
como tal por
quien aprende Yy,
en consecuencia,
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Figura 3

Menecmo en el siglo IV a.C. descubre
las conicas cuando intentaba resolver el
problema de la duplicacién del cubo;
las técnicas trigonométricas surgen
como respuestas a problemas de astro-
nomia; varios matemadticos del s. XVII
inventan el célculo diferencial e integral
para resolver problemas de trazado de
tangentes y determinacidén de areas,
etcétera.

Estos ejemplos ilustran suficientemente
la idea de que la ciencia matematica se
construye a partir de la resolucién de
problemas, problemas cuyos origenes
son ademis muy diversos: satisfacer o
mejorar una necesidad practica o técni-
ca, buscar explicaciones a fenémenos
fisicos o sociales, responder a una
inquietud cultural o lddica, mejorar
métodos de la propia matemdtica, etc.
Por lo tanto, el aprendizaje de las mate-
maticas debe arrancar con un problema
que sea sentido como tal por quien
aprende y, en consecuencia, la ense-
flanza de las matematicas debe comen-
zar proponiendo a los estudiantes un
problema con sentido para ellos. Esta
caracteristica, tener sentido, es muy
importante. Histéricamente se com-
prueba que muchos problemas no fue-
ron abordados por grandes matemati-
cos porque, en aquel momento, para
ellos carecian de sentido. Veamos algu-
nos ejemplos. Omar Khayyam, poeta y
matemdtico 4arabe que vivié entre los
siglos XI y XII, escribié un tratado de
algebra que extendia la obra de Al-
Khowarizmi hasta incluir las ecuaciones

“clibicas, resueltas geométricamente uti-

lizando intersecciones de coénicas; sin
embargo, no tratd ecuaciones de grado
superior porque su espacio no tenia
mis de tres dimensiones. Algo parecido
le pas6 a Pappus, un matemdtico de
Alejandria (s. III-IV) que en su Co-
leccién matemdtica tratd el problema
del dugar determinado por tres o cuatro
rectas», cuyo origen parece remontarse
a la época de Euclides; para cuatro rec-
tas su enunciado es el siguiente: «Dadas
cuatro rectas del plano, hallar el lugar
geométrico de los puntos P que se
mueven de tal manera que el producto
de los segmentos PA y PB trazados con



un angulo fijo a dos de ellas, es pro-
fporcional al producto de los segmentos
 PCy PD trazados a las otras dos con el
_ mismo 4ngulo.» Pappus demuestra que
este lugar es siempre una conica y
generaliza el problemaJ_ para cinco y seis
tectas en cuyo caso sblo llega a reco-
nocer la existencia de una curva deter-
minada por la condicién de que el pro-
ducto de las distancias de un punto a
tres de ellas sea proporcional al pro-
ducto de sus distancias a las otras tres.
Pero Pappus no analizd los casos
superiores porque el producto de més
de tres segmentos no tenia un signifi-
cado geométrico y, por lo tanto, el
problema carecia de sentido para él
Sin embargo, trece siglos mais tarde,
Descartes con una nueva mentalidad
aborda este problema y demuestra que
para cinco o seis rectas este lugar es
una cibica, para siete u ocho es una
cudrtica y asi sucesivamente. De este
modo, un nuevo grupo de objetos
geométricos, las curvas algebraicas,
entran a formar parte del dominio de
la matemiatica.

Por lo tanto, el camino del aprendi-
aje de los conceptos y de los proce-
mientos matemdticos ha de partir
le problemas con sentido para los
udiantes con el fin de que puedan
umirlos y se genere en ellos una
rta tension epistémica, un cierto
eseb de saber que ponga en marcha
| proceso de aprendizaje. Esto no se
consigue trasvasando  literalmente
los problemus que originaron el con-
epto o el procedimiento; es necesa-
o reformularios o buscar otros cer-
;‘fkcycmos a lo bhabitual, a lo ya conoci-
do, pero a la vez desafiantes y nove-
_ dosos.

Y después el proceso

El proceso resolutivo conduce a la
construccion de los conceptos y al des-
cubrimiento de teoremas y métodos.
Pero antes de llegar al producto final, a
la teoria formalmente elaborada, se
atraviesan etapas en las cuales se obtie-
nen soluciones «@proximadas», conoci-
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mientos parciales, resultados aislados, que con el tiempo
cuajardn en una teoria general. Asi, por ejemplo, antes de
que Newton y Leibniz descubrieran sus métodos genera-
les para trazar tangentes y calcular areas, ya se habian
obtenido a lo largo del s. XVII resultados para casos con-
cretos utilizando métodos similares cuando no isomorfos
a los que luego se plasman en la teoria final: Gregory de
St. Vincent conocia que el area bajo la curva y = 1/(1+x?)
entre 0 y x era arctgx y bajo la hipérbola y=1/(x+1), L(1+x);
Fermat calculé el drea bajo las curvas y = Xx™ para # racio-
nal distinto de —1; Barrow, Sluse y el propio Fermat pose-
fan métodos para trazar tangentes a curvas dadas por
expresiones de la forma y = f(x) o f(x, y) = 0; etc.

A veces, a lo largo de estas etapas se producen conjetu-
ras erroneas, demostraciones falsas o incompletas, propo-
siciones no demostradas y otras deficiencias que se corri-
gen posteriormente. Galileo, por ejemplo, confundié la
catenaria con una pardbola; Jean Bernouilli crefa que
L(-n) = L(n); Leibniz aseguraba que 1-1+1-1+... = 1/2; G.
de St. Vicent crefa haber demostrado la cuadratura del cir-
culo; Huygens sostenia que @ era un ntmero algebraico;
Newton enuncio y utilizé el teorema del binomio (la serie
binomial) sin demostracién; MacLaurin sefial6 la siguien-
te paradoja: Stirling habia enunciado que [n(n+3)1/2 pun-
tos determinan una nica curva algebraica de grado ny
el propio MacLaurin habia establecido que dos curvas de
orden m y n se cortan en general en mn puntos, luego
dos cibicas se cortan en nueve puntos y, por lo tanto,
nueve puntos no determinan una Unica ctbica; etc.

Se observa también que en este proceso constructivo de la
matemdtica juegan un papel importantisimo ciertas técnicas
o estrategias generales que sirven para hacer matemdticas,
es decir, para resolver problemas, para plantear nuevos pro-
blemas, pdra definir conceptos, para conjeturar propiedades
o relaciones entre conceptos, para inventar procedimientos
algoritmicos, para demostrar o refutar proposiciones, etc.
Entre las miés fructiferas destacamos la generalizacién, la
bisqueda de regularidades .o analogias, la representacion
mediante dibujos o modelos, la eleccion de un simbolismo
apropiado, el estudio de posibilidades, la deduccién logica
y la modificacién de condiciones. Veamos algunos ejemplos
de usos histéricos de estas estrategias.

La generalizacién ha estado presente en todos los 4mbi-
tos de la construccién de la matematica. Ya hemos indi-
cado antes que Descartes, generalizando el problema de
Pappus, encontrd las curvas algebraicas de grado mayor
que dos. Fermat generalizd un problema de Diofanto
(dividir un cuadrado en dos cuadrados) y formulé su
famosa conjetura sobre la inexistencia de soluciones ente-
ras de la ecuacion x"+y® = 7z para n > 2. Cramer, con su
regla para resolver sistemas de ecuaciones lineales, gene-
ralizé un procedimiento ya conocido por MacLaurin para
dimensiones pequefias.




El estudio de posibilidades y la busqueda de regularida-
des o analogias ha conducido a inventar conceptos nue-
vos, a clasificar objetos matematicos, a descubrir procedi-
mientos algoritmicos y a plantear y resolver problemas.
Descartes, por ejemplo, clasificé las curvas en algebraicas
y mecénicas (que luego serian llamadas, con mas propie-
dad, trascendentes) y Newton hizo una primera clasifica-
cién de las cibicas. Cardano, Tartaglia y Ferrari, en el s.
XVI, utilizando métodos anilogos a los de Al-Khowarizmi
(completar cuadrados y cubos), consiguieron resolver las
ecuaciones de tercer y cuarto grado.

La eleccion de un simbolismo apropiado ha sido determi-
nante en la resolucién de muchos problemas y en la faci-
litacion de muchos algoritmos como lo demuestra la adop-
ci6n del sistema de numeracion hindt o del lenguaje alge-
braico que tan lentamente fue construyéndose a lo largo
de los siglos. La representacién de problemas, objetos geo-
meétricos, proposiciones, etc. mediante dibujos jugd un
papel biasico en la geometria tanto sintética como analiti-
ca. También la construccién de modelos ha sido ftil en
muchas ocasiones. Por ejemplo, Galileo para determinar el
drea encerrada por un arco completo de cicloide, recortd
una ldmina de metal con esta forma y otra con la forma
del circulo generador; pesé ambas y conjeturd que el drea
de la cicloide era el triple que la del circulo. (M4s tarde,
Roberval demostrd que esta conjetura era verdadera.)

El razonamiento 16gico deductivo ha sido el mecanismo
de demostracion més utilizado en la historia de la mate-
matica cuando sus contenidos se comunican a los demas
en forma de libro o de articulo. Ya desde la época griega
este razonamiento adoptd esencialmente dos modalidades
que han persistido hasta hoy: el razonamiento analitico y
el razonamiento sintético. El primero consiste en buscar
una cadena de proposiciones equivalentes a la que se
quiere demostrar hasta llegar a una proposicion ya cono-
cida o a un axioma, en cuyo caso la proposicién es ver-
dadera, o a una contradiccion, en cuyo caso es falsa. El
razonamiento sintético consiste en partir de axiomas o
proposiciones conocidas y, mediante argumentos 16gicos,
llegar a la proposicién que se desea probar. Los Elementos
de Euclides vy las Cénicas de Apolonio son modelos para-
digmiticos del uso de esta estrategia, en cambio las téc-
nicas algebraicas aplicadas a la geometrfa constituyen
razonamientos analiticos, lo cual justifica el nombre asig-
nado a esta geometria.

La modificacion -de las condiciones de un problema, la
inversién de un procedimiento o la variacién de las hip6-
tesis de una proposicién han producido resultados intere-
santes en la evolucién de la matemitica. Por ejemplo, al
eliminar la condicién de usar sélo la regla y el compis en
la resolucién de los tres problemas cldsicos se obtuvieron
numerosos descubrimientos: curvas (conicas, trisectriz,
cuadratriz,...), series numéricas, ecuaciones, etc,

El estudio
de posibilidades
y la busqueda
de regularidades
o analogias
ha conducido
a inventar
conceptos nuevos,
a clasificar objetos
matematicos,
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procedimientos
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De este anilisis se pueden extraer dos
consecuencias didacticas:

En primer lugay, el método de ense-
Aianza debe permitir a los estudian-
tes el uso de razonamientos inducti-
vos antes de facilitarles los conceptos
o los procedimientos totalmente ela-
borados: explorar, tantear, buscar
ejemplos y- contraejemplos, analizar
casos particulares, formular conjetu-
ras, etc.; luego debe venir una etapa
de sistematizacion y formalizacion
en la que se utilicen los razonamien-
tos: deductivos (basta donde lo per-
mita su capacidad); la formulacion
aigurosa es la tltima fase en la
construccion del conocimiento mate-
mdtico, no la primera.

En segundo lugar, las estrategias
cognitivas generdles que bemos cita-

do antes, comunes a muchas otras

ciencias, deben ser enseriadas como
un contenido de aprendizaje en las
mismas condiciones que los concep-
tos o los procedimientos éspeczfz’cos, ¥
esto debe hacerse permitiendo a los
alumnos que hagan matematicas,
que pﬁzctz’quen ‘estas estrategias en
todos los dmbz'i‘o‘s‘ de aplicacion:
enunciado y resolucion de proble-
mas, definicion de conceptos, formu-
lacion de conjeturas sobre propieda-
des o relaciones entre conceptos,

invencion de procedimientos algorit-

micos, demostracion o refutacion de
‘proposiciones, eic.; algunos concep-

~ tos o procedimientos podrian perder

su vigencia pero las estrategias cog-

nitivas son. mucho mds duraderas

como lo demuestra su presencia
constante a lo largo de la bistoria.

La curva de la importancia

Si representamos en el eje de abscisas
los conceptos y los procedimientos que
se han ido construyendo a lo largo de
la historia de la matemadtica y en el eje
de ordenadas el grado de «mportancia»
que tuvieron en una determinada
época, constatamos que la curva obte-
nida varia notablemente con el trans-
curso de los afios. Los conceptos, las



estructuras conceptuales y los procedi-
mientos, relacionindose unos con
_otros, se organizan y tienden a engen-
drar otros mas generales, es decir, mis
_ abstractos o con mayor dmbito de apli-
_ cabilidad. Por lo tanto, se trata de cono-
cimientos en continua evolucién,
donde algunos pueden quedar obsole-
tos y otros se revisan para ampliar su

significado o para relegarlos a un

segundo plano. En la historia abundan

los ejemplos: ciertas curvas descubier-
tas por los griegos como la trisectriz o
la cuadratriz hoy carecen de todo inte-
rés especifico, en cambio la curvas
mecinicas, «desterradas» por Descartes,
tuvieron gran importancia en los siglos
posteriores; la geometrfa cldsica sufrié
un progresivo abandono en la Edad
Moderna y hoy muchos de sus proble-
mas de gran importancia histérica
(como las construcciones con regla y
compds) y la mayoria de sus teoremas
no aparecen en los libros de texto de la
ensefianza elemental y superior; las
fracciones sexagesimales de uso gene-
ralizado hasta el siglo XVI fueron aban-
donadas y sustituidas lentamente por
las fracciones decimales; hoy nadie uti-
liza las tablas logaritmicas ni el uso de
los logaritmos tiene como objetivo faci-
litar los cilculos tal como habian pen-
sado sus creadores, Biirgi y Neper; las
férmulas trigonométricas para emplear
logaritmos también han desaparecido y
la calculadora sustituye con ventaja a
las tablas y a muchos algoritmos de
lapiz y papel (como el célculo de la raiz
cuadrada). Estos ejemplos nos mues-
tran que la importancia de un concep-
to, de un teorema o de un procedi-
miento algoritmico es algo contextual,
relativo al estado de la ciencia en ese
momento y, por lo tanto, la «eternidad»
de las verdades matemaiticas es una
cualidad relativa.

_En consecuencia, en la enserianza
 de las matemdticas debe tenerse en
_ cuenta el cardcter evolutivo de los
conocimientos; su estado actual y los
cursos tecnologicos que pueden
_afectar a su desarrollo; por ejemplo,
la generalizacion del uso de la

Las matemdticas
han sido
construida
por hombres
de carne y bueso
como la filosofia o
las obras de arte;
sin embargo,
en su ensenianza
se escamotean
sus nombres
Y SUS roStros.

informdtica: debe llevar: al profesorado a revisar la
ensefianza de ciertos algoritmos del calculo infinitesi-
mal y del dlgebra lineal (tal vez baya que ponef mds
énfasis en la comprension de los coniceptos, en la reso-
lucion de verdaderos problemas y en la construccion de
los algoritmos que en-su aplicacion rutinaria, tarea
que debe encomendarse a las mdquinas). No se puede
caminar en contra de la bistoria.

Los rostros de las matematicas

Las matematicas han sido construidas por hombres de
carne y hueso como la filosoffa o las obras de arte; sin
embargo, en su ensefianza se escamotean sus nombres y
sus rostros. Cierto es que la memoria histérica no ha sido
muy justa pues algunos autores se hunden en el anoni-
mato y a otros se les atribuyen descubrimientos que no
les corresponden. Por ejemplo, la geometria cartesiana,
nombre utilizado por Jean Bernouilli en 1692, fue inven-
tada también por Fermat; los logaritmos neperianos tam-
bién fueron inventados media docena de afios antes por
Birgi; la famosa regla del marqués De L'Hopital fue des-
cubierta por Jean Bernouilli quien habia pactado con el
primero que le enviaria sus descubrimientos a cambio de
un salario regular; el tridngulo numeérico de Pascal apare-
ce por vez primera en una obra china de 1303 y, en
Occidente, en una obra de Petrus Apianus publicada un
siglo antes de que Pascal estudiara sus propiedades; la
serie de Taylor ya era conocida mucho antes por James
Gregory v la de MacLaurin también habia sido descubier-
ta y publicada antes por Stirling; etc.

En cualquier caso, a pesar de las «falsificaciones», que
el estudio de la bistoria de la matematica va desvelan-
do, es necesario que los estudiantes conozcan aigo de
la vida y del contexto social y cultural en el que se
miovieron sus autores. Es particularmente: interesante
que los alumnos aprecien ciertas actitudes que ellos
mantuvieron a lo largo de su vida: curiosidad e interés
por buscar y resolver problemas, tenacidad en el traba-
Jjo, autonomia e independencia intelectual, estima de
la competencia y del juicio de otras personas, dctitud
critica y revisionista, etc. Estos conocimientos‘ bumani-
zaran la enseiianza de las materndticasy contribuiran
a que se generen en los estudiantes actitudes similares
con lo cual mejomni también su aprendizaje de los
conceptos y de los métodos matemdticos.

En resumen, creemos que los principios didacticos enun-
ciados en cada uno de los parrafos precedentes, funda-
mentados en el andlisis de la evolucion histérica de la
matemdtica y coherentes con la teorfa constructivista del
aprendizaje, deben ser tenidos en cuenta a la hora de
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