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Las férmulas que empleamos
para calcular el érea de una
superficie geométrica se
basan en las medidas de
longitudes de esas figuras,
con el peligro de que se
considere la superficie como
una magnitud derivada de la
longitud. Pero ademds estas
férmulas para el calculo de
éreas dependen de la forma
geométrica que se ha
elegido como unidad de
superficie: el cuadrado.
Aunque esta eleccidn es
adecuada desde un punto de
vista préctico, si queremos
formar mentes que sean
capaces de resolver
problemas més generales y
comprender el concepto de
superficie sin reducir su
célculo a la mera aplicacion
de una férmula, debemos
indicar opciones alternativas
y una de ellas puede ser
relativizar la eleccion de la
unidad de medida. En este
articulo hemos tomado como
unidad de superficie un
trigngulo equilatero de lado
unidad con el cual hemos
revisado y mostrado la
relatividad del proceso de
céleulo de superficies dreas
de figuras planas.

N MUCHAS ocasiones la forma de ensefiar las matemati-
cas escolares conduce a los estudiantes a la creencia de
que la matemitica es un sistema de verdades absolutas
con férmulas mdgicas que los alumnos deben manejar sin
un minimo de control inteligente. Un ejemplo claro de lo
que decimos lo constituyen las férmulas para el cilculo de
ireas de figuras planas. Para muchos estudiantes estas for-
mulas son el concepto mismo de drea y quedan cada una
de ellas intimamente ligadas a la figura correspondiente.
Entre las razones que conducen a esta creencia hay que
situar las prdcticas educativas en el aula, y sobre ellas
queremos proyectar nuestra reflexion.

De las formulas que empleamos para calcular el drea de
una superficie geométrica plana destacamos dos aspectos:

a) Se basan en las medidas de longitudes de esas figuras.
De esta manera se estd considerando la superficie
como una magnitud derivada de la longitud. En
muchas ocasiones la prictica escolar se queda s6lo en
estudiar la magnitud superficie como magnitud deri-
vada de la longitud y relega al olvido el estudio de las
propiedades inherentes a la magnitud superficie.

b) Las férmulas que usamos para el cilculo de 4dreas
dependen de la forma geométrica que se ha elegido
como unidad de superficie: el cuadrado. Desde un
punto de vista practico esta eleccion es acertada, pero
si queremos formar mentes flexibles y que sean capa-
ces de resolver problemas mas generales de una
manera inteligente, que no sea la mera aplicacién de
una férmula, debemos indicar opciones alternativas y
una de ellas puede ser relativizar la eleccién de la
unidad de medida.

En la ensefianza de la medida de superficies, hoy dia
parece haber una relajacioén en remarcar que la unidad de
medida es producto de una eleccién arbitraria, aunque no



caprichosa, y que las medidas son relativas respecto a la
unidad de medida elegida. Esto se contrapone con la
insistencia, en un pasado no muy lejano, de los autores
de cursos de geometria elemental por dejar sentado la
relatividad de las medidas y el cardcter adoptivo de la uni-
dad de medida. Asi, en el libro de texto de Sinchez y
Sabris (1904, 185-186) leemos

Area es la relacién con otra superficie que se toma como uni-

dad [...]. Para la determinacion de las dreas, se adopta como

unidad un cuadrado cuyo lado es la unidad lineal.

En muchos de estos textos cldsicos de ensefianza de la
Geometria hay una renuncia expresa a tratar la medida
directa de las superficies. La razén que alegan Sinchez y
Sabras es que cubrir una superficie con cuadrados unidad
no es posible en la mayoria de los casos y es bastante
penosa en los demds. Como consecuencia de estas difi-
cultades se suple por la determinacion indirecta de las
areas de las figuras geométricas mediante las férmulas.

Hay en estos autores cldsicos un especial cuidado en
poner de manifiesto y destacar que las formulas para el
célculo indirecto de dreas de figuras planas no son for-
mulas absolutas, sino relativas a la unidad cuadrada (Puig,
1979). Incluso se intenta enfatizar esta circunstancia
poniéndola al principio de la frase cuando los autores tra-
ducen las formulas del calculo de 4dreas de figuras planas
al lenguaje usual. Refiriéndose al 4rea del rectingulo
Sanchez y Sabras escriben:

Cuando se toma por unidad-de drea un cuadrado:cuyo lado
es la unidad lineal, el niimero que expresa el drea de un rec-
tangulo es igual al producto de los nilmeros que expresan ldas
longitudes de su base y de su altura (p. 188).

Los autores anteriores son conscientes del olvido en que
suele caer la referencia a la unidad de medida y lo
advierten:

Ordinariamente, se abrevia este enunciado diciendo: El drea

de un rectdngulo es igual al producto de su base por altura (p.
188).

Lo que sigue a continuacién en el texto es una constante
que se repite en muchos autores y materias. En aras de la
brevedad los autores deciden que esta Gltima es la expre-
sibn que empleardn en lo sucesivo. Para «curarse en
salud» los autores aclaran:

En lo sucesivo, emplearemos este lenguaje abreviado, a pesar
de ser inexacto, pero a condicion de no olvidar qué sentido se
debe atribuir a las palabras (p. 188).

Con estas aclaraciones se le traslada al estudiante la res-
ponsabilidad de suplir en lo sucesivo las inexactitudes lin-
glifsticas que se emplean y el trabajo escolar se va a cen-
trar en la obtencién, memorizacion y aplicacion de las for-
mulas para calcular el 4rea de las figuras planas. Ello tiene
como consecuencia que el alumno, cuando le hablen de
areas de figuras planas, lo identifique con férmulas, y que
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piense que estas férmulas son Gnicas,
en el sentido de que es la Gnica mane-
ra que existe de calcular e] drea de las
figuras planas. Pensamos que es bueno
que se relativice un poco esta forma de
pensar absolutista. Una forma de hacer-
lo es realizar actividades de medida con
unidades alternativas al cuadrado que
conduzcan a la obtencién de otras for-
mulas, que si bien no tendrin que
memorizarse, si contribuitian a la relati-
vizacién de la medida, al mejor enten-
dimiento de lo que es medir una super-
ficie de modo directo y a percibir las

. implicaciones que tiene la eleccién de

una u otra unidad de medida, no sélo
sobre el resultado final sino también
sobre la férmula que se obtendria.

Esto tiene ademds otros efectos, asi
para un alumno que ha trabajado ya la
obtenciéon de dreas de las figuras pla-
nas, es un ejercicio matematico muy
motivador e intrigante descubrir, por
ejemplo, que cuando se toma como
unidad de medida el tridngulo equildte-
ro de lado unidad, un tridngulo equilé-
tero de lado a tiene como 4rea a? Este
puede ser el comienzo para realizar
una reflexién sobre las nociones geo-
métricas que son consecuencia de la
eleccién del cuadrado como unidad de
medida y poner de manifiesto cuiles
son consustanciales con la forma cua-
drada y cuiles no dependen de esta
forma geométrica.

Una de las consecuencias mas conoci-
das es la de los ntmeros cuadrados.
Expresados en su nomenclatura mais
general, los nimeros cuadrados son las
potencias segundas de los nimeros. El
hecho de que el drea de un cuadrado
se obtenga mediante la potencia segun-
da de la medida de su lado, ha ocasio-
nado que el nombre ntmeros cuadra-
dos, desbanque a la terminologia de
potencias. Pero cuando uno mide
superficies empleando como unidad de
medida el tridngulo equildtero, observa
que las potencias segundas estin rela-
cionadas con el 4rea de los tridngulos
equilateros. Por tanto, las potencias
segundas de los niimeros no son una
propiedad exclusiva de la figura cua-



drada. Una civilizacién que hubiera ele-
gido el tridngulo equildtero como uni-
dad de medida posiblemente se hubie-
ra visto conducida a llamar a las poten-
cias segundas «timeros equilateross,
término que etimolbgicamente refleja
mejor la representacién geométrica de
las potencias segundas de los ntimeros,
puesto que resalta la igualdad de la
medida de los lados.

Nomero de
triéngulos

Nomero de
cuadrados

Figura 1. Relacién entre la longitud del lado
y el nimero de unidades

Eleccion de la forma de la
unidad de medida

Para realizar practicamente la medida
en el plano del drea de un poligono es
preciso buscar una unidad que rellene
el poligono de manera facil. Esto forma
parte de la prictica escolar. En el estu-
dio escolar de las medidas de superfi-
cies, una de las actividades prelimi-
nares mis aconsejadas por distintos
autores son las de recubrimiento del
plano (Olmo, Moreno y Gil, 1989).
Estas actividades ponen al alumno en
condiciones de percibir la superficie y
lo introducen en las exigencias practi-
cas que requiere la medida directa de
una superficie, como la no superposi-
cién de las piezas que se utilizan en el
recubrimiento, las condiciones que
requiere una figura para recubrir el
plano y la observacién directa de qué
figuras recubren el plano y cuiles no.

En esta fase el alumno puede ver con
actividades de recubrimiento del plano
que hay muchas figuras que recubren
el plano, pero que si imponemos la
condicién de que la figura sea regular
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quedan sélo tres figuras: el tridngulo equildtero, el cua-
drado y el hexdgono regular. También puede ponerse de
manifiesto mediante actividades de recubrimiento que el
hexagono regular se compone de seis tridngulos equilate-
ros y que por tanto es ficil pasar de uno a otro recubri-
miento. Puesto que el tridngulo equildtero es mis simple
que el hexdgono regular, produce recubrimientos de otras
figuras del plano con menos huecos, por lo que produce
un recubrimiento més fino y lo convierte en una figura
mis adecuada que el hexagono regular. Ademds, el tridn-
gulo equilédtero y el cuadrado permiten construir un tridn-
gulo equilatero y un cuadrado, respectivamente, mientras
que con hexigonos no podemos construir un hexigono.
Asi pues, con actividades de recubrimiento del plano
podemos llegar con los alumnos a la conclusién de que
entre las figuras que recubren el plano resaltan dos: el
tridngulo equildtero y el cuadrado.

Interesados, como ya se ha referido, en que en el estudio
de la medida de magnitudes se incida con mayor fre-
cuencia en la comparaciéon de superficies y en quitarle
una cierta rigidez absolutista al conocimiento matematico,
hemos reflexionado sobre las implicaciones que tiene la
unidad de medida elegida sobre las férmulas de cilculo
del 4rea a partir de las longitudes, la demostracién de los
teoremas ligados a estas férmulas y la influencia que ha
podido tener sobre el uso de conceptos y términos aso-
ciados en la geometria del plano.

Para poner lo anterior de manifiesto hemos desarrollado
la geometria que resulta de elegir como unidad de medi-
da de superficie un tridngulo equildtero. Trataremos de
llegar a construir las férmulas de célculo del 4rea de figu-
ras planas en este nuevo sistema. Para ello nos apoyare-
mos en el proceso seguido cuando se toma una unidad
de forma cuadrada. Una primera estrategia para obtener
el nimero de tridngulos unidad que caben en cualquier
figura serfa estudiar el nimero de tridngulos unidad que
caben en el cuadrado unidad y aplicar el coeficiente
corrector a las férmulas cldsicas, es decir, hacer un cam-
bio de unidad de medida. Pero nosotros estamos mais
interesados en razonar con el tridngulo de manera inde-
pendiente y estudiar las consecuencias de esta nueva
eleccion, la forma en que repercute en los razonamientos
en esta geometria del tridngulo y sus consecuencias diddc-
ticas.

Relacion entre las dos formas de la
unidad de medida. Cambio de unidad
de medida

Un concepto fundamental en el estudio de la medida es
el cambio de unidad de medida y la obtencién de las for-
mulas que permiten realizar el paso de las medidas efec-



tuadas con una unidad a las efectuadas con otra. Para el caso
de la medida de superficies este punto plantea problemas
interesantes que pueden dar juego en la clase. Un primer pro-
blema puede ser el estudiar la relacion entre las dos figuras
geométricas que se toman como unidad. Restringiéndonos al
caso del tridngulo equildtero y del cuadrado, ambos de lado
unidad, la obtencién de las dos férmulas del cambio de uni-
dad es un reto para el alumno que le permite poner en juego
conceptos algebraicos y geométricos aprendidos previamente
y descubrir nuevas relaciones entre el tridngulo equildtero y el
cuadrado a partir de su representacion grafica. Por ejemplo, si
se hace coincidir un lado del tridngulo equildtero de lado uni-
dad con uno de los lados de un cuadrado de lado unidad,
resulta sorprendente para los alumnos que el vértice del tridn-
gulo equilatero de lado unidad no alcance al lado opuesto del
cuadrado (figura 2).

Figura 2. Relacién entre unidades

Teniendo en cuenta que el drea del tridngulo equildtero
de lado / en unidades cuadradas es

1243 /4

las férmulas del cambio de base seran:

Area del Tridngulo = l/; Area del Cuadrado

Area del Cuadrado = 3/45 Area del Tridngulo

Area de cualquier figura enunidad triangular =

V3

= TArea en unidad cuadrado

Llegados a este punto el lector puede pensar que estas
férmulas del cambio de unidad permitirian por si solas
obtener las férmulas de las dreas de las figuras planas
cuando se toma el tridngulo equilatero como unidad, a
partir de las formulas previamente obtenidas cuando se
toma como unidad el cuadrado. Pero la eleccidon de una
unidad de medida de superficies lleva aparejados el defi-
nir conceptos geométricos paralelos que son consustan-
ciales con las caracteristicas de esa forma geométrica. La
eleccion del cuadrado como unidad de medida va para-
lela con otras elecciones: el dngulo recto de 90°, la malla

Un concepto
fundamental
en el estudio
de la medida
es el cambio
de unidad
de medida
y la obtencion
de las formulas
que permiten
realizar el paso
de las medidas
efectuadas
con una unidad
a las efectuadas
con otra.

rectangular, la nocién de perpendicula-
ridad relacionada con 90°, la nocion de
altura basada en la perpendicularidad,
etc. Por ello, un simple cambio de uni-
dad s6lo nos permitiria obtener el nime-
ro de tridngulos equildteros que caben
en las figuras, pero en funcién de nocio-
nes que estin asociadas con la unidad
cuadrada. Si queremos obtener este drea
en funcién de nociones ligadas a la uni-
dad triangular, hay que tener en cuenta
ademis, que la nocién de altura se ve
afectada por el cambio de unidad de
medida. En una geometria del plano en
la que el tridngulo equildtero fuese la
unidad de medida de superficies, la altu-
ra cémoda para trabajar deberia ser la
longitud del segmento que forma 60°
grados con la base, y no 90° como suce-
de en la geometifa en la que se utiliza el
cuadrado como unidad de medida. Por
tanto, un simple cambio de unidad con-
duce a férmulas que estin a medio
camino entre las nociones ligadas a una
forma geométrica y otra. Hay que reali-
zar ademids el cambio de alturas para
obtener las férmulas adecuadas.

Veamos un ejemplo:

Cuando se toma el cuadrado como uni-
dad, el 4rea del tridngulo es

(base X altura)/2

Haciendo el cambio de unidad

Cuadrado = —%Triﬁngulo
3

obtenemos la expresion
4 base x altura
NER
Teniendo en cuenta que la razén entre
la altura normal de un tridngulo y la

altura medida con una inclinacién de
60 grados es el seno de 60° (figura 3)

Figura 3. Relacion entre
las alturas de un trigngulo



o altura usual JE
sen60’ = —————— = ——

altura inclinada 2

sustituyendo y simplificando al final
obtenemos que:

" Cuando se toma como unidad de
:57:medida el. tridngulo equildtero, el
 dred del triangulo de base By altura
 inclinada Hyy, es B-Hg,,

El proceso anterior estd montado a par-
tir del conocimiento que ya se posee de
las formulas obtenidas para la unidad
cuadrada y puede ser un problema
interesante para proponer en clase.

Paralelismo en las férmu-
las y valor relativo de ellas

Si queremos obtener las férmulas de
medida de 4dreas para el caso de que el
tridngulo equilatero sea la unidad de
medida, podemos seguir un proceso
andlogo al establecido para el caso de
que la unidad sea el cuadrado. En este
proceso el tridngulo equildtero realiza
la funcién aniloga a la que realiza el
cuadrado en las medidas usuales, y por
tanto, éste es un primer elemento de
analogia entre las dos proceso de medi-
das, tomado globalmente. Tomado
puntualmente vemos que en la corres-
pondencia tridngulo equildtero-cuadra-
do hay diferencias resaltables: el cua-
drado tiene dngulos de 90° y el tridn-
gulo tiene dngulos de 60°. El cuadrado
tiene cuatro lados y el tridngulo tiene
tres lados. Estas diferencias entre las
dos figuras basicas pueden tener o no
incidencia en el proceso de analogia
entre los resultados de uno u otro pro-
ceso de obtencion de las formulas de
medida.

Surge la duda sobre cudl debe ser la
figura bisica que desempefia una fun-
cién similar al rectdngulo. Ya sabemos
(Segovia, Castro y Flores, en prensa)
que la obtencién de las férmulas usua-
les para el cilculo del drea de las figu-
ras geométricas se basan en la del rec-
tingulo. Como el rectdngulo es un cua-
drilatero podemos pensar que la figura
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andloga debe ser un tridngulo. Ademis el rectdngulo com-
parte con el cuadrado el tener los dngulos iguales y tiene
también los lados iguales dos a dos. En el caso del trian-
gulo estas condiciones no se pueden dar, pues si los
angulos fuesen iguales tendriamos el tridngulo equildtero
y en €l se confundirian la base con la altura. Si queremos
conservar en ese tridngulo algunos elementos que sean
comunes con el tridngulo equildtero, lo miximo que
podemos conservar es un dngulo de 60°. Con ello, tene-
mos un tridngulo especial con un dngulo de 60° que va a
realizar la misma funcidn que el rectingulo en el caso de
las medida con cuadrados (figura 4).

900 ‘.6Oc

Figura 4. Correspondencia al recténgulo
en unidades triangulares

La correspondencia anterior lleva implicita el tener que
cambiar algunas ideas preconcebidas que estdn ligadas a
la unidad cuadrada. Una de ellas, ya expuesta, es que si
medimos la superficie con tridngulos equilateros tenemos
que medir la altura sobre el segmento de recta que forma
angulo de 60° sobre la base. La funcién usual que hace el
angulo recto de 90° lo haria en este caso el dngulo de 60°.
Por tanto, el tridngulo que tiene un dngulo de 60° cobra
una importancia decisiva en las medidas con tridngulos
equildteros. La pregunta que habria que hacerse es si es
posible demostrar, de manera similar a como se hace para
el rectangulo, que el 4rea del tridngulo con un dngulo de
60°, cuando se mide utilizando el tridngulo equildtero
como unidad de medida, es la base por la altura (tomada
sobre la recta que forma 60° con la base), y que esta for-
mula es vilida para todo tridangulo.

En esta demostracidn hay un primer paso que consiste en
poner de manifiesto que el area es la base
por la altura cuando las medidas de la
base y la altura son enteras. Para ello, de
manera andloga a como se hace con el
rectangulo, se parte de un tridngulo ABC
con un dngulo de 60° en A (figura 5). Sea
7 la medida entera de la base del triangu-
lo y m la medida entera de la altura. En el
dibujo n = 6 y m = 3. Dibujamos el tridn-

gulo equildtero ABD y trazamos la malla

triangular con tridngulos equildteros
cuyos lados miden la unidad. Trazando el

Figura 5. Area del frigngulo
es base por altura

B segmento CQ paralelo a la base por el

vértice C, y el segmento CP paralelo al

lado BD se forma el paralelogramo CQBP. El segmento
CB lo divide en dos tridngulos iguales, por tanto, su medi-



da sera la mitad que la del paralelogramo. Por un proce-
so de conteo se puede llegar a establecer que el nimero
de tridngulos coincide con el producto de la base por la
altura.

El segundo paso de la demostracién consiste en demos-
trar que la férmula es vilida para valores reales no ente-
ros. La idea es la misma que para el rectingulo emplea
Pogorélov (1974): se encuadra el tridngulo con un dngulo
de 60° entre dos tridngulos con un angulo de 60° con
medidas enteras (figura 6) y se realiza un razonamiento
del paso al limite similar al realizado para el rectangulo.

Figura 6. Célculo del drea del trigngulo de 60°
que no contiene un ndmero enfero de tridngulos unidad

Una vez que se ha obtenido el 4rea del tridngulo de 60
grados se procede a extender la férmula a figuras méas
generales. El primer paso es prescindir de la limitacién del
ingulo de 60° en el tridngulo y comprobar que para un
tridngulo cualquiera se cumple que la férmula para calcu-
lar el 4rea es la base por la altura. Y de nuevo surge la ana-
logia, con unidades cuadradas el paralelogramo tiene igual
area que el rectingulo de igual base y altura. Dandole una
visién geométrica a este aspecto, es como si a partir de un
rectangulo los paralelogramos que se obtienen moviendo
el segmento que hace de base o el opuesto sobre lineas
paralelas, las figuras

que se obtienen tienen C C'
la misma 4rea. Esta idea
se repite en el caso del
tridngulo y se puede
observar que si en un
tridngulo trazamos una
paralela a la base, todos
los tridngulos de igual
base que tengan su vér-

Héoo

De forma inmediata sale la férmula 12
para calcular el drea de un tridngulo
equildtero como caso particular de tridn-
gulo con igual base y altura (figura 8).

Figura 8. Area del triéngulo equilatero

tice opuesto en esta pa-

ralela tienen igual drea.

La consecuencia inmediata es que todos ellos tendrin la
misma 4rea que uno de los dos tridngulo de 60° que se
pueden dibujar con una misma base y, por tanto, el 4drea
de un tridngulo cualquiera es igual a la base por la altura
de 60° cuando la unidad de medida es el tridngulo equi-
latero (figura 7).

B

Figura 7. Equivalencia
de éreas de frigngulos

Una vez obtenidas las férmulas del 4rea
del tridngulo de 60° en funcién de la
base y de la altura de 60° podemos,
mediante relaciones afines entre figuras
obtener las férmulas de las adreas de
figuras planas en unidad triangular de
manera similar a como se hace para la
unidad cuadrada.

A continuacién presentamos la deduc-
cién de las férmulas en unidades trian-
gulares, ut, paralelamente a las obteni-
das con unidades cuadrado, uc, situdn-
donos en un punto de vista de ense-
flanza,

En unidades cuadradas, el 4rea del rec-
tingulo se obtiene multiplicando el
nimero de unidades cuadradas (uc) de
la base por el nimero de unidades cua-
dradas de la altura (de 90°):

S=BH,, uc

90°
La situacién mis simple, la que la base
y altura del rectingulo contienen un
nimero entero de unidades cuadradas
se representa en la figura 9 (la situacién
mds general puede verse en Segovia,
Castro y Flores, 1996).



Paralelamente, en unidades triangula-
res, el romboide de 60° se obtiene mul-
tiplicando el ntimero de tridngulos de la /\/\/\/\/
base 2:B por el namero de tridngulos
de la altura, Hg,, (ver figura 10). Asf el
srea del romboide de base B y altura

Hy, €8, $= 2:B-Hgy, unidades triangula-

res (ut).
Desde el rectingulo o desde el rom- Figura 10. Construccién de un paralelogramo
boide de 60° se puede construir cual- de 60° a partir de triangulos equiléteros

quier paralelogramo de igual altura sin
mis que trasladar una seccién de cual-
quiera de ellos de un lado a otro
como se ve en la figura 11. De esta
manera, cualquier paralelogramo se

puede construir a partir de un rectdn- L 90°
gulo o romboide de igual altura. El
area, por tanto, de cualquier paralelo- 5
gramo es la misma que la de la figura o

origen y segiin sea en uc o ut. En el
caso del cuadrado donde B=H =L el
area es L? uc; la figura andloga al cua-
drado para las unidades triangulares
seria el rombo de 60° que tendria la
base igual a la altura de 60° y su 4rea
seria 2-12 ut.

Por otro lado, cualquier tridngulo es Figura 11. Paralelogramos equivalentes
equivalente por construccién a la
mitad de un paralelogramo de igual
base e iguales alturas, bien sea de 60°
o de 90° (figura 12). Por tanto la for-
‘mula del 4drea asociada a cualquier >
tridngulo, en unidades cuadrado, es
S = B'H/2 uc y en unidades triangula-

res § = B-H, ut.

Figura 12. Relacién entre superficie de triangulo
y de paralelogramo

Figura 9. Rectdngulo construido con cuadrados




En el caso de los trapecios, cualquier trapecio se puede
obtener a partir de un paralelogramo de igual altura de
60° 0 90° de acuerdo con la figura 13.

El drea del trapecio es (B+b)-H/2 uc y en unidades trian-
gulares 2:(B+b)-H,/2 es decir (B+b)-Hy, ui.

Figura 13. Conversién de un trapecio en un paralelogramo

Un poligono regular cualquiera de » lados de longitud /
y de apotema A4 se puede obtener como composicion de
tridngulos isdsceles de altura A y base I La apotema
puede ser de 90° para el caso de las unidades cuadrado
o de 60° para las unidades triangulares (figura 14).

Figura 14. Poligono regular

El drea del poligono serd por tanto
n'l-A/2 uc = P‘A/2 uc'y para las unida-
des triangulares n'l'Ag, ut=P-Ag, ut.
Por tltimo, el drea del circulo puede
obtenerse como limite, en cuanto al
ntmero de lados, del drea de un poli-
gono regular (figura 15).

Iim nlA o = 2nRA ¢po = 2nRR 3

n—soo

Figura 15. Circulo

En caso de uc el limite es wR? y en el
caso de ut el limite serfa

2 4mR?
— ut

Un resumen de férmulas se presenta en
el cuadro 1.

Podemos expresar resumidamente la
forma en que obtenemos las férmulas
de las 4reas de estas figuras en unida-
des cuadradas y tridngulas en el esque-
ma de la figura 16 de la p4gina

siguiente.

Tridngulo Paralelogramo Trapecio Poligono Circulo
regular
BH PA
0 i BH ® +2b)H 2 R
Hoge
20 A 2BH 4BH 2(B + b)H 2PA 4R 2
V3 V3 V3 V3 RE
| 0 BHY3 BHY3 (B +b)HY3 PA43 %3
4 2 4 4
Heoe
Cuadro 1 A BH 2BH (B +b)H PA 27RA




/

Unidad cuadrado

60°

LN
/

Unidad trigngulo

A
Y

Figura 16. Relaciones para obtener las férmulas de las areas de las figuras planas

Conclusiones

El tratamiento escolar en paralelo de los
aspectos geométricos relacionados con
la medida de superficies que surgen de
tomar el cuadrado o el tridngulo equi-
latero como unidades de medida, per-
mite poner en prictica uno de los
métodos mas potentes de descubri-
miento  matematico: la  analogia
(Hern4n, 1989, Polya, 1979). El razona-
miento analégico consiste en concluir
de la semejanza en algunos aspectos de
ciertos objetos su semejanza en otros.
Hay que destacar que no es un método
de demostracién, pero si un instrumen-
to potente de descubrimiento. La apli-
cacion prictica de la analogia en un
€aso concreto requiere una reflexion
para detectar en la analogia establecida
cudl es la parte de elementos de seme-
janza y cuil la de elementos de no
semejanza,

...permite poner
en prdactica uno
de los métodos
mdas potentes
de descubrimiento
matemdatico:
la analogia

La intuicién analbdgica sugiere unas determinadas
extensiones entre dos nociones matemiticas, pero si la
extension se realiza sin control puede conducir a con-
clusiones contrarias a la realidad. El trabajo paralelo
enire las medidas de 4dreas con unidad de medida el
cuadrado y con unidad de medida el tridangulo es un
excelente campo de entrenamiento en el pensamiento
analdgico, tanto para cultivar la intuicién analdgica,
como para controlar las extensiones que de ella surjan.
Ademis. permite la posibilidad de extender las analo-
gias del plano al espacio, en la que aparece una de las
analogfas méds completamente engafiosa: la analogia
entre los tridngulos equildteros y los tetraedros. Es ficil
pensar que el cuadrado es al cubo como el tridngulo
equildtero es al tetraedro. Sin embargo, hay bastantes
diferencias entre estas extensiones, la mas notable en lo
que se refiere a la medida, es que el cubo rellena el
espacio y el tetraedro no. Esto da lugar a que no se
pueda utilizar un tetraedro de lado unidad como uni-
dad de volumen, lo que manifiesta una ventaja de la
eleccion de la forma cuadrada de la unidad sobre la
triangular.
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evaluacion para la educacion matemd-
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