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Gonzalo

einticinco nimeros de vida de una revista de las caracteristicas
de Suma es un motivo de satisfaccion no solo para los que la
hacemos, o la han bhecho en el pasado reciente, sino también
para el conjunto de los miembros de la Federacion Espaiiola de
Sociedades de Profesores de Matemadticas, que nos hemos sabido
dotar, no sin dificultades, de un vebiculo de expresion por el que
podemos intercambiar investigaciones, experiencias, ideas,...
que, sin duda, redundan en beneficio de nuestra actividad
docente.

Este niimero, que podria tener otras caracteristicas, debido a las
circunstancias estd dedicado a la memoria del profesor D.
Gonzalo Sanchez Vizquez, Presidente de la Federacion
Espaiiola de Sociedades de Profesores de Matemdticas, Gonzalo
para todos aquellos que tuvimos la suerte de conocerlo.

Gonzalo ha tenido mucho que ver en la gestacion y, a lo largo
de estos anios, en el posterior desarrollo de la Federacion y, por
tanto, de su 6rgano de expresion, la revista SUMA. Esta se siente
deudora de la figura de Gonzalo y la mejor forma de
agradecerlo es dedicar este niimero especial a su memoria.

No es preciso aqui glosar con mds detenimiento la personalidad
de Gonzalo, pues este niimero se inicia con una semblanza
suya, a cargo de Antonio Pérez, su sucesor en la presidencia de
la SAEM Thales, que da paso a una serie de contribuciones
cientificas que en nombre de la Federacion y de las sociedades
le dedican.

Por supuesto, hubiese habido bastantes mds comparieros que
individualmente bubiesen querido unirse con sus
colaboraciones en este niimero. Sin embargo, este homenaje 1o
tiene porque finalizar dqui, sino que debe extenderse a lo largo




del tiempo participando en las diferentes actividades organizadas por
la Federacion y sus sociedades, que con seguridad perpetuara la
memoria de Gonzalo de una manera permanente.

Gonzalo, estamos seguros que desde donde estés, el cielo de los
matemdticos buenos —segiin expresion feliz de Claudi Alsina-, te hard
ilusion recibir este niimero 25 de tu revista ) leer los articulos que,
como pequerio homenaje, te dedican un grupo de amigos y amigas de
las sociedades que tu presidiste en la Federacién, en representacion de
otros cuatro mil y pico amigos mas.
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Gonzalo Sanchez Vazquez

Presidente de la Federacién Espafiola
de Sociedades de Profesores de Matematicas

(1917-1996)
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Semblanza del profesor
don Gonzalo Sanchez Véazquez*

Antonio Pérez Jiménez

Intervencién del Presidente de
la Sociedad Andaluza de
Educacién Matemdtica Thales
en el «Homenaje Péstumo al
profesor Gonzalo Sanchez
Véazquezn, que tuvo lugar en
Sevilla los dias 21 y 22 de
marzo de 1997.

IGNISIMAS autoridades, estimados compaiieros y amigos,
queridos familiares de Gonzalo:

Nos reunimos hoy para dedicar un merecido homenaje al
profesor don Gonzalo Sinchez Vazquez. Pero reciente-
mente nos han dejado también los profesores José
Rodriguez Galan y Eugenio Fedriani, amigos de Gonzalo
y nuestros. Por ello quisiera que, en este dia sefialado, los
tuviéramos en nuestra memoria. Tal vez Gonzalo, hoy, les
hubiera dedicado una de sus poesias:

Estos nilmeros que crecen y crecen sin descanso,
0.9, 0.99, 0.999, 0.9999, 0.99999,...
acercandose cada vez mds a la unidad divina,
acariciandola sin llegar a tocarla todavia:

esa sucesion numérica es también poesia.

Es como una rima inacabada y sostenida,
como una esperanza siempre insatisfecha,
como un deseo que nunca se detiene,

como un cercano horizonte inalcanzable,...
Triangulos, circulos, poligonos,

elipses, bipérbolas, pardbolas,

suenan en nuestros oidos desde Euclides

como formas geométricas abstractas,

Jfiguras ideales que viven con nosotros,

porque también en el amor hay tridngulos

en el cielo se dibuja sin compds el arco iris.
Vais paralelos siempre lenguaje y geometria,
pues en el babla se esconden las elipses,

en los libros sagrados se babla por pardbolas

y en los poemas épicos se disparan las hipérbolas.
Niimeros y formas, imdgenes y ritmos

orden y luz en versos y en teoremas,

con un toque supremo de armonia,

estdis juntas en la memoria de los tiempos,
Juntas estdis matemdtica y poesia.



Juntos estarin hoy Eugenio, Pepe y Gonzalo en nuestro
corazén.

Quiero agradecer a todos vuestra presencia, en nombre
de la Junta Directiva de la Sociedad de Educacién Mate-
matica Thales, en estos actos de entrafiable reconoci-
miento al profesor Gonzalo Sinchez Vizquez. Igualmente
quiero agradecer las muestras de carifio y adhesion de
quienes por diversas razones no pueden estar hoy aqui:
Alberto y Mercedes, Ceferino y Pilar,...

Muchos compafieros y compafieras podrian estar aqui en
este momento, en mi lugar, para hacer una semblanza de
la figura humana y profesional de Gonzalo. Todos lo harfa-
mos con orgullo y satisfaccién y con la inquietud de dejar
muchas cosas por decir, pero, al mismo tiempo, con la
seguridad de que nuestro mensaje saldria de lo mas pro-
fundo de nosotros mismos. Muchas gracias por conceder-
me el honor de ser yo quien dirija estas palabras que van
a salir de dentro y que por ello tendrin el subtitulo de

Recuerdos

Entramos en su despacho. Parecia no haber nadie, pero
sabfamos que Gonzalo estaba alli pues no en vano el con-
serje nos habia invitado a pasar.

iGonzalo!, inquirié6 Antonio Aranda.

De entre los libros amontonados sobre la mesa surgié una
melena blanca; luego, unas gafas grandes vy, finalmente,
una enorme sonrisa afable. Asi conoci al profesor don
Gonzalo Sanchez Vidzquez; asi conoci a mi amigo
Gonzalo y alin hoy y para siempre llevaré conmigo la
impronta de su sonrisa.

Corria el afio 80 con la transicién en marcha. Los movi-
mientos en tomo a la enseflanza y la educacién pasaban
por un momento de ebullicién; las libertades afloraban y
Rosa Sensat, como movimiento emblemdtico, marcaba la
pauta de los movimiento educativos. Grupos Ceros de
Barcelona y Valencia, Grupo Gamma —luego Azarquiel-
de Madrid, Seminarios Permanente de Matemdticas de
Milaga, Salamanca, Santander; Sociedad Canaria Isaac
Newton de Profesores de Matemdticas. En Sevilla nos reu-
niamos un grupo de profesores bajo la denominacién de
Colectivo de Didictica de las Matemadticas (Trini, Antonio,
Manolo, José Antonio,...) que, tras algunas discusiones,
decidimos crear, siguiendo el ejemplo de los compafieros
de Canarias, una asociacién de profesores con el objetivo
de mejorar la ensefianza y el aprendizaje de las
Matematicas, al mismo tiempo que nos dotdbamos de un
marco de accién propio para nuestro trabajo profesional.
Para constituir una tal asociacién considerdbamos impres-
cindible que fuese encabezada por un profesor prestigio-
s0, renovador y vinculado al mundo de la ensefianza de

Era, sin-lugar
a duda alguna,
la persona ideal
para encabezar
una asociacion

como la que
habiamos
pensado.

las matemadticas en todos sus niveles.
Buscabamos, también, a un lider.

Por eso un dia entramos en el Instituto
Fernando de Herrera, pasamos al des-
pacho de su director y ademas de mele-
na blanca, gafas y sonrisa cordial,
encontramos primero a un amigo —y
por eso lider—, encontramos a un vita-
lista —y por eso poeta—, encontramos a
un matemdtico, a un profesor y a un
maestro. Gonzalo amaba profundamen-
te a las matemadticas; por eso, alli mismo,
en su despacho, y sin que aparentemen-
te viniese a cuento, nos narrd su demos-
tracion del teorema de Ptolomeo. Era,
sin lugar a duda alguna, la persona ideal
para encabezar una asociacién como la
que habfamos pensado.

Recuerdo cémo Gonzalo que habia
abandonado ya su mesa y se habia sen-
tado a nuestro lado, nos contd su impli-
cacién, o mejor, su complicidad, con la
matemdtica y con la ensefianza: tras
realizar el bachillerato en el Instituto
Gaona de Malaga, el mismo en el que
estudiase el premio Nobel Severo
Ochoa, curs6é el Plan Profesional de
Magisterio, plan modernisimo e innova-
dor elaborado bajo la influencia de los
ideales de la Instituciéon Libre de
Ensefianza y en el que asimil6 las pri-
meras nociones de pedagogia. Como
dicho plan fuese derogado tras la
Guerra Civil, decide estudiar Ciencias
Exactas, su primera —o segunda— gran
vocacion.

Terminada su licenciatura en Madrid en
el ano 1944, realiza los cursos de doc-
torado mientras se dedica, como Gnica
salida profesional del momento dada su
anterior militancia en los movimientos
juveniles de izquierda, a dar clases par-
ticulares en una academia que prepara
a los alumnos para el ingreso en las
Escuelas Superiores de Ingenieria.
Publica en aquella época una, segin su
humilde decir, obrita titulada: Lecciones
de Cénicas que es un libro descriptivo
desde el punto de vista afin y métrico y
que utiliza principalmente para la pre-
paracién de los citados alumnos.

En el afio 1954, cuando por fin se pro-
duce una ligerisima apertura del régi-




men, se presenta a oposiciones de
Institutos de Ensefianza Media, obte-
niendo brillantemente la Catedra de
Matematicas del Instituto Femenino de
Oviedo. Incorporado a su plaza, com-
parte el trabajo en el citado centro, del
que también fue director, con labores
docentes en la Universidad de Oviedo.

Tras tres afios de docencia en Oviedo,
se hizo con un encargo de citedra en la
Universidad del Zulia, en Maracaibo,
Venezuela, donde estaria hasta el afio
1962 en que se reincorpora a su citedra
de Matemadticas, pero ahora en el
Instituto Murillo de Sevilla. En el vera-
no siguiente da un curso de matemati-
ca en la Universidad Internacional
Menéndez y Pelayo, de Santander;
Gonzalo volvia al Palacio de la
Magdalena al cabo de veintisiete afios,
pues el estallido de la Guerra Civil le
sorprendié precisamente alli, mientras
seguia, como becario, unos cursos de
Filosoffa.

En Sevilla, donde también estuvo como
profesor en el Instituto Veldzquez, par-
ticipd a finales de los sesenta y princi-
pios de los setenta en la creacion de la
Seccién de Matemidtica, colaborando
estrechamente con don Antonio de
Castro, con el que le unieron no sélo
estas relaciones de colaboracién sino,
también, los lazos de un entrafiable
afecto y una cordial amistad. Impartié
docencia en la Escuela Superior de Ar-
quitectura y en la Facultad de Matema-
ticas, en diversas disciplinas: Geometria
Analitica, Topologia, Ecuaciones Dife-
renciales, entre otras. Y, fruto de su
vocaciébn por la enseflanza, dirigid
durante cuatro afios, en esta Facultad
de Matematicas que hoy nos acoge, un
Seminario sobre Didictica de las
Matemadticas, para alumnos de los lti-
mos cursos de carrera.

En el afio 1968 fue encargado por el
inspector Lopez Cafiete para poner en
marcha un instituto de nueva creacién
cuyo primer nombre oficioso seria el de
Francisco de Herrera. Gonzalo y su
equipo directivo prefieren el nombre
del poeta, también sevillano, Fernando
de Herrera. Finalmente este es el nom-

Tras tres arnos
de docencia
en Oviedo, se hizo
con un encargo
de catedra en
la Universidad
del Zulia,
en Maracaibo,
Venezuela, donde
estaria bhasta
el ario 1962 en
que se reincorpora
a su cdtedra
de Matemditicas,
pero abora en
el Instituto Murillo
de Sevilla.

bre que adopta el Instituto, inaugurado el curso 1968-69,
y Gonzalo es sistematicamente reelegido director por sus
compaferos hasta su jubilacién forzada, que no forzosa,
17 afios después, en 1985.

A partir de 1970 y con la puesta en marcha de la Ley
General de Educacién de Villar Palasi, colabora, como
catedritico tutor, con el Centro de Orientacion Didactica
del Ministerio de Educacién y Ciencia y el ICE de la
Universidad de Sevilla, en la preparacién de los profeso-
res de Matemadticas.

Todas estas cosas y muchas mas nos contd en ese primer
y afortunado encuentro. Recuerdo que se nos hizo tarde,
tal vez muy tarde en muy poco tiempo pues su conversa-
cién era no solo interesante sino también amena y de
verbo 4gil. Acabamos tomdndonos un tinto en el mismo
bar del Instituto. Gonzalo seguia hablando y ni siquiera
observd, cuando pidi6é un segundo tinto, la cara de resig-
nacién, por lo tardio de la hora, del camarero que nos
atendia.

La Sociedad Andaluza de Profesores de Matemdticas
Thales celebra su Asamblea Constituyente el 21 de
noviembre de 1981. Gonzalo, que preside la Comisién
Gestora, es nombrado Presidente.



La primera gran actividad que organiza la Sociedad es la
celebracién de las II Jornadas sobre Aprendizaje y Ense-
fianza de las Matemadticas, de 4mbito nacional. Tienen
lugar en el mes de abril de 1982, en Sevilla. Inaugura las
Jornadas el entonces Presidente de la Junta de Andalucia,
D. Rafael Escuredo. La clausura corre a cargo de Gonzalo.
Es su primer discurso como presidente de la Sociedad; en
€l Gonzalo habla de la necesidad de la renovacién de la
enseflanza, en particular de la ensefianza de las matema-
ticas; aboga por un resurgimiento de la Geometria como
parte esencial de la ensefianza de la matemdtica y, ante
los grupos de renovacién y sociedades alli congregados,
hace votos por un futuro fructifero del que nunca duda
pues tenia una vision muy clara no sélo de la necesidad
de la renovacién, sino, también, de la realidad en la que
se movia.

Puedo afirmar que, desde aquel momento, Gonzalo pasé
a ser un claro referente de la renovacién de la ensefianza
de las matematicas de nuestro pais y no sélo de
Andalucia.

Una vez terminadas las Jornadas, Gonzalo impulsa la rea-
- lizacién de multiples actividades para el profesorado vy,
bajo su direccion y en el plazo de muy pocos afios, la
Sociedad se consolida en Andalucia: colaboracién con las
instituciones, Plan Alhambra, cursos organizados con los
CEP y con los ICE de Andalucia, Centro de Documen-
tacion en convenio con la Consejerfa de Educacién y la
Universidad de Cidiz. Olimpiadas de Matemdticas para
alumnos de 8.° de EGB (que empieza coordinando José
Manzanera y continia José Romero); la revista de la
Sociedad, que comienza bajo la direccién de Manuel
Iglesias en el afio 1984 y contintia hoy dirigida por Javier
Pérez, tras haber editado 36 nimeros y varios monografi-
cos. las Jornadas bianuales, que cerrardn su recorrido
andaluz el préximo afio en Jaén. Serin nuestras octavas
jornadas; las primeras a las que no asistird Gonzalo y que
serdn dedicadas a su memoria.

Pero Gonzalo no sélo tenia una idea clara de la Sociedad
de Profesores de Matemiticas como movimiento del pro-
fesorado andaluz, sino que consideraba necesaria la vin-
culacién de la misma con todos los grupos y asociaciones
que compartiesen nuestros objetivos de mejoramiento de
la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas. La
Sociedad Thales habia nacido ya con una estrecha vincu-
lacién a la Sociedad Canaria Isaac Newton de Profesores
de Matematicas. Recientemente se habia constituido la
Sociedad Puig Adam de Profesores de Matematicas y, al
poco tiempo, la Sociedad Aragonesa Pedro Sinchez
Ciruelo. Gonzalo estuvo, como pionero, entre los promo-
tores de la Federacién Espafiola de Sociedades de
Profesores de Matemadticas, que no cuajaria hasta el afio
1987. Gonzalo fue su primer presidente y, con Florencio
Villarroya primero y Luis Balbuena después como secre-

Gonzalo tenia
ademds
una gran
amplitud de miras
por ello pensaba,
desde que se creé
la Sociedad
Thales,
en contactar
con el resto
del mundoy
en particular;
tenia muy clara
la necesidad de
una vinculacion
con el mundo
iberoamericano,
por la afinidad
de nuestras
culturas.

tarios generales, consolidaron el movi-
miento asociativo a nivel nacional con
la incorporacién de siete asociaciones
mds de dmbito comunitario. Cumplido
el turno de Presidente que por estatutos
le correspondia, Gonzalo fue nombra-
do Presidente de Honor de la Federa-
cién.

Gonzalo tenfa ademds una gran ampli-
tud de miras; por ello pensaba, desde
que se cred la Sociedad Thales, en con-
tactar con el resto del mundo; en parti-
cular, tenfa muy clara la necesidad de
una vinculacién con el mundo iberoa-
mericano, por la afinidad de nuestras
culturas. Comienza a perfilarse de esta
manera, al poco de nacer nuestra aso-
ciacion, sendos proyectos de vincula-
cién a los colectivos internacionales: en
concreto, la creacién de una estructura
permanente con Iberoamérica y la cele-
bracién en Andalucia de un congreso
internacional. Para ello, era necesario
acudir a los distintos congresos, esta-
blecer relaciones, fijar contactos.

Es asi como en agosto de 1983 aprove-
chamos que en Lisboa se celebraba uno
de los encuentros anuales de la
Comision Internacional para el Estudio
y Mejoramiento de la Ensefianza de las
Matematicas, la CIEAEM, movimiento
nacido al comienzo de los afios cin-
cuenta y en el que participaron psico-
logos como Piaget, pedagogos como
Gattegno,
como Dieudonné y maestras como
Emma Castelnuovo.

profesores universitarios

il ENCONTRO REGIONAL
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Al llegar a Lisboa, nos fuimos directa-
mente a dejar nuestras maletas a una
pensién de la Avda. da Liberdade. Al
entrar me hizo un guifio que soélo
entendi cuando el recepcionista, con
cara de sorpresa dijo, a la vista del
documento identificativo que mostrd
Gonzalo: jel trece de mayo de 1917!
Habia nacido el mismo dia que, en
Cova de Iria, se apareci6 la Virgen de
Fatima. Y eso era un motivo de amisto-
sa complicidad con sus paisanos portu-
gueses. Gonzalo era un hombre de
vasta cultura conseguida en gran parte
gracias a sus multiples viajes por medio
mundo que recorrid con su querida
Josefina, con la que compartia el amor
de toda una vida y el infinito dolor por
la pérdida de su hija Berta, fallecida en
un trigico accidente aéreo en Ibiza
cuando iniciaba su luna de miel. Y
compartia también con Josefina un
secreto difundido con orgullo entre sus
amigos: se habian casado dos veces,
antes y después de la Guerra Civil.
Tanto para €l como para Josefina,
Portugal formaba parte de su propio
pafs. jAsi apreciaban a Portugal! Les
gustaba pasear por Lisboa, acercarse a
la plaza del Rocio y, en sus aledafios,
tomar una buena merluza cocida rega-
da con vino verde.

En aquellas noches cilidas de nuestra
estancia en Portugal, Gonzalo me habld
de su juventud. Hijo de Marfa y de
Benedicto, teniente del cuerpo de
Carabineros que sufrirffa las circeles
franquistas tras la Guerra Civil y herma-
no menor de un destacado filosofo y
dirigente de izquierdas, Adolfo, milito
en los movimientos estudiantiles mis
progresistas de la época. De la mano de
Emilio Prados, bebid en las fuentes
poéticas de la generacion del 27 vy,
poeta él mismo, colabord con la revista
SUR, dirigida por su hermano y de la
que, debido al comienzo de la Guerra
Civil, sélo pudieron salir dos nimeros.

Durante la Guerra Civil colabord tam-
bién, al lado de Prados, Altolaguirre,
Alberti, Maria Teresa Ledn, Bergamin,
Vicente Aleixandre, etc.
«Ediciones de la Guerra Civil»que, bajo
el titulo Romancero de la Guerra Civil,

€n unas
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difundia el Ministerio de Instruccién Pablica y Bellas Artes
republicano. Recuerdo alin aquellas estrofas de Prados,
escritas en homenaje a Federico y que me recit6 de
memoria:

Amigos, vengo de Mdlaga;
avn me buele a sal el suerio,
me huele a pescado y gloria,
a espuma y a sol de fiego.
Mucho que contaros traigo,
mucho que contar ) bueno.
Amigos, os hallé a todos,
alegres en vuestros puestos.

Durante el Congreso de la CIEAEM, Gonzalo presenté a
la Sociedad Thales ante la comunidad internacional y
establecié los primeros vinculos internacionales de nues-
tra asociacién. Aparte de los miembros de la Comision
Internacional, en la que nos introdujo la profesora Emma
Castelnuovo, contactamos con los profesores portugueses:
Leonor Philippe, Maria Joao, Paulo Abrantes y un amplio
etcétera que, poco mds tarde, organizarian la Sociedad de
Profesores de Matematicas de Portugal, con la que hoy nos
une unos lazos entrafiables de colaboracion.

En el afio 1985, durante la celebracién de las II Jornadas
Andaluzas de la Sociedad Thales, Gonzalo conocié al pro-
fesor Ubiratan D’Ambrosio, que, por entonces, era vice-
presidente de la Comisién Internacional para la
Instruccién Matemdtica, ICMI. Lo habiamos invitado a
nuestra Jornadas por consejo de nuestro compafiero
Gonzilez Davila que habia escuchado la conferencia que
el citado profesor desarrolld durante la celebracion del 6.°
Congreso Internacional de Educacién Matemdtica, cele-
brado en 1984 en Sidney, Australia. Ubiratan y Gonzalo
entablaron ya una gran amistad cargada de proyectos. En
concreto, comenzaron a perfilar la posibilidad de montar
el 7.° ICME de 1992 en Sevilla y la de organizar encuen-
tros periddicos entre Espafia, Portugal vy los pafses del
area latinoamericana. Ya sabéis como acabaron esos pro-
yectos: en 1990 se celebraria el I CIBEM en Sevilla, coor-
dinado por la profesora Mercedes Garcia y el aho pasado,
también en nuestra ciudad, tuvo lugar el 8.° ICME.

Avalados por el Profesor D’Ambrosio acudimos a las
Sextas Conferencias Interamericanas de Educacion
Matematica que se desarrollaron en noviembre de 1985 en
Guadalajara, México. Comprendimos que para establecer
lazos con el mundo iberoamericano habia que acudir a
estas citas. Es asi como nuestra Sociedad estarfa siempre
representada por Gonzalo en todas las Conferencias
Interamericanas que se han celebrado desde entonces:
Santo Domingo, 1987; Miami, 1991; Santiago de Chile,
1995. Gonzalo se convirtid muy pronto, con esa naturali-
dad que él llevaba dentro, en el embajador de los profe-
sores espafioles.




En México se produjo su reencuentro con las tierras de
América. Conoci entonces a Adolfo, exiliado durante la
Guerra; y pude apreciar de cerca esa nostalgia que en
ciertos momentos acompafiaba a Gonzalo, ese desgarro
provocado en su familia, pues como afirma el profesor
Adolfo Sanchez Vazquez en una entrevista publicada hoy
mismo en el diario El Pais, el exilio «crea una situacion de
desdoblamiento esquizofrénico. Cuando era imposible,
querfamos volver y ahora que podemos, tenemos ya la
familia y la vida en otro lugar. Volvié a charlar con viejos
amigos, como Luis Santalé y Emilio Lluis, y trabé amistad
con otros muchos profesores. No quiero dejar de citar
algunos nombres mds en representacién de quienes hoy
estarfan aqui con nosotros si no fuese por la enorme dis-
tancia fisica: Eduardo Luna, de la Reptblica Dominicana;
Angel Ruiz-ZGfiga, de Costa Rica; Fidel Oteiza, de Chile;
Alicia Villar, de Uruguay; Fernando Castro, de Venezuela;
Antonio José Gomes, de Brasil... Muchos de ellos cola-
borarin en el libro que editaremos en homenaje a
Gonzalo,

Guardo también un recuerdo especial del Congreso de
Miami. Alli coincidié6 Gonzalo con la profesora Estrella
Sudrez que ocupaba en aquel momento una plaza en el
Departamento de Matematicas de la Universidad de Zulia,
en Maracaibo, Venezuela; el mismo departamento que, a
finales de los cincuenta y comienzo de los sesenta, dirigi6
el profesor don Gonzalo Sinchez Vizquez. Fue como si
se conocieran desde siempre:

— «Recuerdas, Gonzalo, como te llamaban los alum-
nos?... Si, si, te llamaban raiz cuadrada de dos, dijo
Estrella esbozando una sonrisita irénica.

— «Esos chicos», replicé Gonzalo en tono bonachén, «me
llamaban asi porque decian que mi estatura era de
1,4142. A decir verdad, creo que se pasaban un
pocor. Al finalizar el Congreso, Estrella me confesé:

— e llamaban raiz cuadrada de dos pero no por la
estatura, sino por lo inconmensurable de su figura
humana y profesional».

Las profesoras Estrella Sudrez y Leonor Castrillo, en un
articulo que verd la luz en el libro que editaremos en su
homenaje, escriben que «Gonzalo llegd a Maracaibo en el
afo 1957. Trabaj6 en la Facultad de Economia en las cite-
dras de Analisis Matematico I y II, desempefiando el cargo
de Jefe del Departamento de Matematica. En 1960 ingre-
sa en la Facultad de Ingenieria de la Universidad de Zulia
y dicta las asignaturas de Analisis Matemdtico I, 1I y TII,
Geometria Meétrica, Geometria Descriptiva y Geometria
Proyectiva. En el mismo afio es nombrado Jefe del
Departamento de Matemdtica. Don Gonzalo publicé los
siguientes articulos durante su estancia en Maracaibo:
Nuevo estudio de las Curvas de Transmision mediante la
astrofoide oblicua y Modernizacion de la ensefianza de

Con una agilidad
Y un entusiasmo
envidiables,
Gonzalo
no solo te resolvia
el problema
sino que, ademds,
te lo narraba
Y te proponia otro.

las matemdticas en las Facultades
Técnicas. Su trabajo fue considerado
muy valioso por las autoridades univer-
sitarias, en documento que reposa en la
Secretaria de la Universidad.

Segin refiere un alumno suyo de
entonces, Dario Durin, «Sus clases eran
divertidisimas y amenas. Era un brillan-
te expositor y tenia una vitalidad asom-
brosa. Se jactaba de dibujar a la perfec-
¢i6én un circulo sin necesidad de usar el
compis, pero se quejaba de que le era
muy dificil dibujar exactamente el cen-
tron, Y también el mismo alumno refie-
re: «Me ensefid a ‘léer’ la letra menuda
del ‘libro de Rey Pastor’, como él lo lla-
mara, y aprendi a querer la Matemitica.
Por eso dejé la ingenierfa y me dediqué
a la profesion de profesor de matemiti-
cas, que he desempefiado en la
Universidad de Zulia durante mis de
veinticinco afos».

Estas palabras de su alumno venezola-
no constituyen una gran verdad. En
muchas ocasiones le hemos consultado
alglin problema de geometria. Con una
agilidad y un entusiasmo envidiables,
Gonzalo no sélo te resolvia el problema
sino que, ademds, te lo narraba y te
proponia otro. Ha impartido multitud
de cursos por toda la geografia andalu-
za consiguiendo que quienes asistian a
sus cursos amasen, como Dario, las
matemdticas y, muy especialmente, la
Geometria. Sus dltimas lecciones han
quedado editadas en un denso libro de
geometria clisica bajo el titulo: Métodos
griaficos de Resolucion de Problemas.

Los proyectos urdidos con Ubiratan se
convirtieron en realidad: se constituyd
la Comisién Iberoamericana de
Educacién Matematica, cuya represen-
tacion ostentd Gonzalo, en nombre de
la Federacion. Se han celebrado dos
Congresos Iberoamericanos de 5
Educacién Matemdtica: el primero, ya
citado, en 1990 en Sevilla; el segundo
en 1994 en Santa Catarina, Brasil. El
préximo tendrd lugar en Caracas,
Venezuela, el préximo afio.

Pero Gonzalo no pudo asistir ya a su |
Gltimo proyecto: el 8.° ICME. Cuinto
esfuerzo, cudnto trabajo y cudnta ilu-




sién derrochadas por un joven que este
afio hubiera cumplido los ochenta! Fue
un proyecto en el que tantas personas
e instituciones pusieron su empefio,
que imagino su canto, imagino su verso
en el acto de apertura, dirigido a Miguel
y a Claudi, a Concha y a José Maria, a
Juan Antonio y a Lalo, a Pepe y a Jaime,
a Salvador y a Luis, a Agueda y a Marfa
Jests, Pilar y Carmen, a Claude y a
Mogens, a Luis y a Ricardo, a Alicia y a
Eduardo.

Queridos Olivia y Juan Luis. Queridos
Berta, Olivia y Juan Luis. Querida Maria
Luisa. Nos sentimos orgullosos de
haber compartido nuestro trabajo y
nuestra amistad con Gonzalo. Podéis
estar seguros de que pondremos todo
nuestro empefio en continuar el camino
que él inici6 y toda nuestra voluntad en
seguir su ejemplo. Podéis estar seguros
porque Gonzalo, vuestro padre, vuestro
abuelo, tu hermano, nuestro amigo,
podria decir hoy de si mismo, recitando
a Pedro Salinas (Presagios, 1924):

Forjé un eslabon un dia,
otro dia forjé otro

2y otro.

De pronto se me juniaron
-era la cadena- todos.

Muchas gracias.

Antonio Pérez
Presidente de la
Sociedad Andaluza
de Educacién Matemdtica
Thales







¢De donde sois?

Francisco L. Esteban Arias

A Gonzalo Sanchez Vizquez

UMPLIDO recientemente un lustro de su fundacidn, es
mucha la deuda contigo contraida por parte de nuestra
Sociedad Castellano-Leonesa del Profesorado de Matematicas.

Era una de tus grandes ilusiones: «Crear una sociedad en
cada comunidad, en cada provincia, en...». Con esa ilu-
sidén era frecuente encontrarte en un pasillo de cualquier
lugar donde se celebrase alguna actividad relacionada con
la ensefianza-aprendizaje de las matemdticas; la escena
era la siguiente:

—  De dénde sois.
— De...

— Alli estuve yo con motivo de... Conoci a... gran per-
sona que... aquel dfa... Y jpor qué no os animdis a
crear una sociedad para...? Yo podria enviaros... y
poneros en contacto con... Venid que os presento ...

Asi se gestaron las primeras «woluntades» de algunos entu-
siastas que posteriormente acabaron en la constitucién de
una sociedad. Y mds o menos asi se fragud inicialmente
la nuestra; tras una conversacion parecida todo se hacfa
mias sencillo y la idea se convertia en un fin para quienes
de tu boca la escuchaban.

El Encuentro Nacional de Burgos (abril de 1992) sirvi6 de
marco general para nuestro nacimiento y, cémo no, alli




estabas tu junto con Luis Balbuena para apoyar y animar
a todos los presentes en la Asamblea Fundacional, y para
presentar una comunicacion, y para intervenir con Miguel
de Guzmin sobre «l futuro» ICME-96 de Sevilla, y... para
verte en un rincén preguntando: jde donde sois?

A pesar de tu presencia en el Encuentro, de las aporta-
ciones al mismo, del apoyo y 4nimo al trabajo que
entre bastidores se realizaba y de la valoracién positiva
hacia todo lo que como bisofios planteidbamos, era
constante tu agradecimiento por haber sido invitado al
acontecimiento.

Ademis de otros contactos en diversas actividades, tu pre-
sencia en nuestra comunidad destaca en dos ocasiones: el
Seminario de Psicologia y Didictica de la Educacién
Matemidtica (Sanabria, abril 1994), con la celebracién de
una reunién de la Junta de Gobierno en paralelo al desa-
rrollo del mismo, y el III Seminario Castellano-Leonés de
Ensenaza-Aprendizaje de las Matematicas (Astorga, sep-
tiembre 1994). En ambos acontecimientos volvimos a
gozar de tu inagotable animosidad.

Fueron diversas las facultades que de ti percibiamos a
medida que te tbamos conociendo, pero quizds merezca
resaltar las siguientes: el convencimiento sobre la necesi-
dad de la educacién matematica, el contagioso entusias-
mo por la constitucién de sociedades de profesores Y,
c6mo no, la tenacidad que mostrabas ante la vida y ante
la consecucién del objetivo que intentabas transmitirnos
alrededor de las Matemiticas,

Sin embargo, la caracteristica que mas recordaremos es tu
energia y vitalidad: nunca te cansabas, Cada sociedad ten-
drd mds de un recuerdo al respecto, pero en nuestro caso
una que no olvidaremos, y que refleja sin calificativos
quien eras, es la siguiente:

Aquel viernes 8 de abril no habias podido llegar a
Sanabria a la hora de la comida porque en «u» instituto

Francisco L. Esteban
Sociedad Castellano-Leonesa
del Profesorado
de Mateméticas

inauguraban el Salén de Actos al que
habifan puesto tu nombre. Te habfas
levantado pronto, hiciste la maleta, acu-
diste al instituto y, tras el emotivo acon-
tecimiento, lograste tomar por los pelos
un autocar directo que, tras diez horas
de viaje, te conducitia a Puebla de
Sanabria. A las tres de la mafiana, entu-
mecido y con aspecto cansino bajabas
del autobts sonriente ante quienes te
fueron a esperar. Invitado a tomar un
café «wdpidor en un establecimiento cer-
cano, asentiste con la condicién de no
tardar mucho en ello. El establecimien-
to resulté ser una discoteca con bastan-
tes personas bailando quienes, al verte
entrar, aplaudieron con entusiasmo al
grito de jGonzalo, Gonzalo! All{ estaban
representadas la mayor parte de las
sociedades, de tus Sociedades, y uno
por uno fueron saludindote muchos a
los que algtin dia pasado le habias pre-
guntado: Jde donde sois?

Tu aparente cansancio inicial, tras unos
momentos de emocién por lo inespera-
do de la situacién, se transformé en
energia, en bailes, en alegria; parecia
que acababa de amanecer para ti, que
aquel dia de emotiva inauguracién e
interminable viaje quedaba muy lejano.
Bien entrada la madrugada nos fuimos
para San Martin de Castafieda y, al dar-
nos las buenas noches ya al alba, te
recordaremos sentado en el salén del
albergue con un grupo de personas a
quienes les decias: jde donde sois?

Gracias Gonzalo.




La ensenanza de la geometria
en el momento actual
y en el futuro inmediato*

*

Gonzalo Sanchez Vazquez

-

Ponencia presentada en las fll
Jornadas sobre Aprendizaje y
Ensefianza de las Matemd-
ticas, celebradas en Zaragoza
los dias 10, 11y 12 de marzo
de 1983 y organizadas por la
Sociedad Aragonesa Pedro
Sanchez Ciruelo de Profesores
de Matemdticas y el Instituto de
Ciencias de la Educacién de la
Universidad de Zaragoza.

A PONENCIA s6lo pretende sefialar unas lineas generales
sobre la situacién actual de la ensefianza de la geometria,
la renovacién que debe producirse en un futuro inmedia-
to y la dificil problematica que entrafia la eleccion de los
contenidos, la diddctica mas adecuada y el reciclaje de un
profesorado no bastante preparado para esa renovacion.
He ahi las tres cuestiones clave.

Hace mids de veinte afios, a raiz del famoso «A bas
Euclides» de Dieudonné en Royaumont, se produjo un
progresivo desmantelamiento de los antiguos programas
de geometria, inspirados en buena parte en los
Elementos, sobre todo en los niveles basico y medio. Los
contenidos geométricos se convirtieron, especialmente,
en las ensefianzas media y superior, en simples capitulos
de Algebra Lineal. En la educacién general bisica, pric-
ticamente se suprimieron las cuestiones geométricas,
tanto las referentes a las propiedades de las figuras y sus
relaciones de posicion en el plano y en el espacio, como
a las transformaciones geométricas y a la medida de dreas
y volimenes.

El profesorado en ejercicio tuvo que adaptarse a la
corriente renovadora, a los nuevos programas, precipita-
da e insuficientemente, porque los cursillos de actualiza-
cion en el nivel de EGB (no los hubo en general en la
enseflanza media), no tuvieron otro interés que el de
crear una inquietud en torno a la nueva orientacién y
mostrar la necesidad de que el mismo profesorado aten-
diera a su propio perfeccionamiento. Lo que, por otra
parte, no era negativo en cierto modo, pero si insuficien-
te. Las posibilidades de que un profesorado mal prepara-
do y peor reciclado llevara adelante con éxito la reforma
proyectada y la interpretase correctamente eran casi nulas
desde el principio. Tratar de hacer una revolucién en la
ensefianza de las matemdticas sin contar con los medios y



las personas, tenia que llevarla al fracaso y a empobrecer
incluso el bagaje de conocimientos utilitarios de un gran
namero de alumnos, que no harfan nunca carreras supe-
riores. Y es dudoso que la ensefianza de la llamada mate-
matica moderna, sin suficientes modelos concretos, y sin
un conocimiento serio por la mayoria de los profesores de
sus contenidos y de sus aplicaciones posteriores, haya
contribuido a desarrollar hdbitos 16gicos en escala supe-
rior a la que se llegaba anteriormente cuando los profe-
sores, con seguridad y convencimiento de lo que hacian,
sabfan sacar las primeras conclusiones generales a partir
de situaciones concretas e incluso familiarizaban a los
alumnos de un modo natural con el dominio de los auto-
matismos de célculo.

Por otra parte, la interpretacion literal de los seguidores
de la nueva programacion fue mucho mas alla de lo que
proyectaban sus principales progenitores. Porque, ;qué se
pretendia?, jcudles eran los objetivos de la reforma? No se
trataba tanto de suprimir de la ensefianza de la geometria
los contenidos que la habjfan llenado durante siglos (a
pesar de la frase de Dieudonné de enviar al museo una
buena parte de lo que se estudiaba hasta entonces en los
niveles bésico y medio), sino de romper el método axio-
matico-deductivo de su tratamiento. Se trataba, mis bien,
de dinamizar el estudio de las matematicas, en general,
y en particular de la geometria, alejandolo de una visién
estatica de las figuras y de una simple, aunque razonada,
exposicion de lemas, teoremas y corolarios. Habfa que
poner mayor énfasis en las construcciones y transforma-
ciones geométricas, y en su vinculacidén con el mundo
exterior y con las ciencias fisiconaturales.

Pero estos objetivos no sélo se incumplieron, sino que se
cay6 en un nuevo formalismo, més rigido y vacio que el
anterior. La pretension de ensefiar estructuras algebraicas,
sin disponer casi de ejemplos ni modelos anteriores, ya en
la EGB, y también en las ensefianzas media y superior,
donde algunos cursos de Geometria consistian exclusiva-
mente en el estudio de los médulos y otras estructuras,
olvidando, por ejemplo, la existencia de las cuddricas y
otras superficies (regladas, helicoidales, etc.) de tanta
conexién con la técnica y con las ciencias experimentales,
cred mds que un gusto por la abstraccion, una atmosfera
de desertizacion y de falta de motivacién en el estudio de
la Geometria.

El propio Dieudonné afirmaria, unos dieciséis afios mas
tarde, en 1975: «El profesor de Matemiticas que debe
ensefiar en el nivel medio debe frenar, en lo posible, sus
gustos y tendencias de matematico puro y procurar que
los resultados y métodos que trate estén proximos a la rea-
lidad sensible y sean susceptibles de aplicaciones lo mds
inmediatas posibles. Se puede deplorar este aspecto utili-
‘tario, pero es exigido por la composicién misma de los
alumnos». Deben resaltarse tres ideas fundamentales: 1) el
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profesor debe frenar sus tendencias de
matematico puro, 2) debe acercar los
contenidos y métodos a la realidad
exterior, vy 3) debe conectar lo que
explica y como lo explica con inmedia-
tas aplicaciones. jQué lejos estin esas
reflexiones del tipo de ensefianza for-
malista que se impuso durante tantos
afios!

El dafio que este planteamiento educa-
tivo ha producido ha sido casi irreversi-
ble para algunas generaciones de alum-
nos y se tardarin bastantes cursos en
recuperar una ensefianza de la Geome-
tria, y de la Matemadtica en general, que
cumpla los objetivos sefalados de la
reforma, desvirtuados posteriormente.,
Aungue es muy conocida del profeso-
rado la incultura geométrica a que han
llegado nuestros alumnos, no nos resis-
timos a ofrecer algunos botones de
muestra:

1° A los alumnos de 1.° de BUP de
Sevilla se les someti6, al iniciar el
curso 81-82, a un test de conoci-
mientos previos, algunos de ellos de
Geometria, Mis del 70% no supieron
definir lo que es un paralelogramo
(lo confundian muchas veces con el
rectangulo), y apenas un 50 % sabfan
dibujar un croquis del mismo.

2.° Los alumnos que llegan a 3.° de
BUP y COU desconocen, en su
inmensa mayoria, las propiedades
que relacionan los elementos de un
triangulo, cuando se les exigen ejer-
cicios y demostraciones algebraicas.
Apenas distinguen una mediatriz de
una mediana, ignoran la propiedad
fundamental de los puntos de las
bisectrices de los dngulos de dos
rectas o de la mediatriz de un seg-
mento, carecen de la nocién de
lugar geométrico y desconocen las
férmulas de las 4reas y volimenes
de figuras fundamentales. Cuando
este curso tuvimos que explicar en
el COU la interpretacién geométrica
del producto mixto de tres vectores,
la mayorfa de nuestros alumnos no
sabian definir lo que era un para-
lelepipedo y, menos atn, hallar su
volumen.




3.2 A fuerza de haber sido educados
en el empleo exclusivo de métodos
analiticos, nuestros estudiantes se
sienten incapaces de hacer un cro-
quis de los elementos en cuestion,
intentando a toda costa resolver los
problemas geométricos de una
manera algebraica, negando, por
errores de cidlculo, la posibilidad
de soluciones cuando
son evidentes grafica-
mente, o al revés.

No basta la resolucién de un
sistema de ecuaciones, ni la
discusion detallada de su
compatibilidad por el teore-
ma de Rouché. Hace falta,
en los problemais geométri-
cos, acompafiar a la discu-
sién de los diversos casos
una interpretacién grafica,
para que se comprenda toda
la significacién de los resul-
tados. Un ejemplo claro se
presenta al estudiar en el
COU la cuestién de las posi-
ciones relativas de tres pla-
nos. Ni la mayoria de los
textos, ni por supuesto nues-
tros alumnos, hacen una
representacion grafica de los
casos posibles. La intuicion
del espacio no se cultiva ni
se estimula y no se com-
prende lo enriquecedor que
podifa resultar, en la ense-
flanza de la Geometria, la
combinacién simultinea del
lenguaje grifico y de los
recursos algebraicos,

Asi, el mundo de las
Matemidticas se convierte
en nuestras clases en un
juego formal vacio y sin
interés, sin que se vean las
posibles aplicaciones al mundo fisico
que nos rodea y que conocemos. Pero
el abandono de la intuicién no ha
representado, en compensacion, mejo-
ramiento del rigor légico y del dominio
de la expresion. Las matemdticas, desde
el punto de vista educativo general,
deben jugar un papel importante para

usar adecuadamente el lenguaje. Se observa, al revés,
un creciente pasotismo en cuanto a la expresién oral y
escrita, un descuido cada dia mayor en la correccién de
las definiciones y en el rigor de las demostraciones, que
se sustituyen por la repeticién memorizada de pasos
formales.

Cuando pedimos que en la ensefianza de las Matemiticas
y en particular de la Geometrfa se busquen motivaciones
intuitivas y relaciones con
lo concreto, no se preten-
de quedarse en la situa-
cién de partida, por muy
divertida y sugerente que
sea. Hay que llegar des-
pués a conclusiones ge-
nerales, a la demostraciéon
de propiedades que ya no
son tan evidentes e intui-
tivas. Descubrirlas, con
nuestros alumnos, dard
una visiébn atractiva del
poder légico y de la fuer-
za investigadora de las
Matemiticas.

No defendemos este
punto de vista porque
sintamos nostalgia de
nuestras viejas y enterra-
das geometrias métrica y
proyectiva. Afortunada-
mente, hacia los afios
setenta, se ha producido
una reaccién en el mismo
sentido en varias nacio-
nes europeas, aunque a
nuestro pais no ha llega-
do todavia con fuerza
legal a imponerse en los
métodos y las programa-
ciones. Hemos citado
anteriormente la opini6n,
de vuelta, prestigiosa de
Dieudonné, y una voz tan
autorizada como la del
profesor Freudenthal asi
lo propugnaba esta misma mafiana en las Jornadas,
hablando de un futuro en que se habrd abolido en la
escuela el Algebra Lineal.

No se trata, tampoco, ahora, de una vuelta a Buclides, ni
de un rechazo de las aportaciones a la ensefianza de la
geometria de los puntos de vista vectorial y algebraico,
que han sido muy valiosas para actualizar métodos y con-
tenidos. Por otra parte, hay que tener presente que la




selecciéon de las materias y el orden en que deben figu-
rar en los programas de los distintos niveles tiene que
adaptarse a la capacidad mental e intereses vitales de
las diferentes edades y a sus relaciones con otras disci-
plinas, y no tiene por qué seguir rigurosamente las exi-
gencias de una estructuracién sistematica y ordenada.
Confundiendo lo que debe ser una fundamentacién
ordenada de las matemadticas con su ensefianza, un pro-
fesor afirmaba, en una reunién nacional de matemati-
cos espafioles celebrada en Sevilla en 1964, que no era
posible ensefiar a calcular la diagonal de un cuadrado
a nifios de doce afios porque no era posible introducir
a esa edad con suficiente claridad el concepto de
nimero real. Para él no tenia sentido ensefiar una
matematica de la aproximacién, sobre un objeto geo-
métrico bien conocido, adaptada al nivel y a los intere-
ses de los alumnos.

Por supuesto que la seleccién y ordenamiento de conte-
nidos en los diferentes niveles no es nada ficil, como no
lo es su didictica, y ahi estd una gran tarea tanto para pro-
gramarlos como para experimentarlos.

En la ensehanza general basica se estdin dando pasos
positivos, como la publicacién en diciembre del afio ante-
rior de las ensefianzas minimas del ciclo superior, aunque
haya quedado aplazada su aprobacién definitiva,

Ahi estin nuevamente las cuestiones clisicas de la
Geometria métrica elemental, relativas a las propiedades
de las figuras y a la medida de longitudes, 4reas y vold-
menes. Quizds se acentlia mas esto Gltimo, las cuestiones
referentes a la medida, y no se tratan suficientemente las
relaciones y propiedades de las figuras, tanto en el plano
como en el espacio, que apenas si se toca. En este nivel,
hay que aprovechar mis las posibilidades de la intuicién,
el desarrollo de un conocimiento de las figuras, que par-
tiendo de la realidad concreta pueda conducir al hallazgo
de propiedades importantes, mediante una ensefianza
dindmica, como propugna la profesora Emma Castel-
nuovo. Afos fecundos para utilizar a fondo la experiencia
familiar y de la calle que tienen nuestros alumnos de
muchas nociones geométricas, y no preocuparse excesi-
vamente de demostraciones formales, cuya necesidad
comprenderan mds adelante. En todo caso no creemos
que un enfoque intuitivo y dindmico de la ensefianza de
la Geometria en el nivel de bésica no deje sitio en los alti-
mos. cursos de su ciclo superior para la deduccién y el
razonamiento.

En las ensefanzas medias la programacién es mis dificil,
pero debe contar, en primer lugar, con la existencia de
dos ciclos, cada uno de dos afios; el primero, comtn y
posiblemente obligatorio, para alumnos de 15 y 16 afios;

el segundo, optativo, para alumnos de 17 y 18 afios
de edad.

En las ensefianzas
medias
la programacion
es mas dificil,
pero debe contay,
en primer lugar,
con la existencia
de dos ciclos,
cada uno
de dos arios;
el primero, comiin
y posiblemente
obligatorio,
para alumnos
de 15y 16 arios;
el segundo,
optativo,
para alumnos
de 17y 18 arios
de edad.

En el primer ciclo, deben consolidarse y
completarse los conocimientos anterio-
res, con un tratamiento mds logico y for-
mal. Deben estudiarse mis a fondo las
transformaciones de igualdad (traslacio-
nes, simetrias, giros), que proporcionan
sugestivos ejemplos de grupos (adi6s a
la pretensién de introducir en bisica la
estructura de grupo sin otro ejemplo a
mano que el aditivo de los enteros) y
remontarse después a las transformacio-
nes de semejanza (homotecias y seme-
janzas). Los problemas de construccio-
nes grificas pueden no solo aclarar
estos conocimientos geométricos, sino
también estimular la creatividad y la
imaginacién de nuestros alumnos.

En este mismo ciclo, deberia proceder-
se a un tratamiento mas detallado de la
geometria del espacio y de las transfor-
maciones de igualdad y semejanza.
Ademds, deberian estudiarse también la
trigonometria, propiedades de los
poliedros y nociones de geometria
sobre la superficie esférica (jun ejemplo
de geometria no euclidianal).

En el segundo ciclo de las ensefianzas
medias, donde las matemdticas son ya
una materia optativa, deberd darse un
tratamiento algebraico y vectorial a los
contenidos geométricos. Aqui encaja la
geometria afin y la euclidea del plano y
del espacio, precedidas del estudio de
los espacios vectoriales. Esta claro que
el rigor y el sentido critico y autocritico
deben desarrollarse en este ciclo, que
capaciten al alumno para los estudios
superiores, y que la ensefianza no
puede ser meramente informativa ni de
exclusiva preparacién para unas prue-
bas de selectividad.

En este ciclo podria entrarse en la con-
sideracién de otras transformaciones
geométricas, las afines, las proyectivas y
las de inversién, junto con el estudio
grifico y analitico de las conicas y una
introduccion a los sistemas de represen-
tacion, No es posible exigir que los pro-
fesores de Dibujo ensefien en Dibujo
Técnico una geometrfa descriptiva sin
que los alumnos, y en muchos casos los
mismos profesores, posean los conoci-
mientos geométricos indispensables.




En cuanto a la enseflanza de la Geo-
metrfa en la educacién superior,
muchos profesores universitarios echan
de menos la carencia de modelos con-
cretos en que apoyar el conocimiento
de formas y estructuras abstractas y mas
generales; pero, sobre todo, si las
escuelas universitarias y las facultades
siguen teniendo la responsabilidad de
formar los profesores de los niveles
basico y medio, no pueden borrar de
sus planes de estudio totalmente la cli-
sica geometria métrica y proyectiva, el
estudio o representacion del espacio,
de las transformaciones y de las cénicas
desde un punto de vista sintético. No
serd posible llevar a cabo plenamente
la renovacidén necesaria de la ensefian-
za de la Geometria si no se comprende
que, ademis de formar matemiticos
puros, hay que preparar también mate-
mdticos prdcticos para la industria y la
técnica, y, sobre todo, teniendo en
cuenta que es el destino de la mayoria
de los titulados, a los futuros profesores

de nuestras escuelas, colegios, institu-
tos y centros de formacién profesional.

En varios paises estd en marcha esta
renovacién, en algunos con caricter
experimental y en otros, como Francia,
ya estd incluida en los programas de
secundaria, aunque todavia se advierten
reservas y vacilaciones, especialmente
en los nuevos textos. Hay como un cier-
to temor a desterrar los planteamientos
formales, por lo que resulta decepcio-
nante hojear algunos de los nuevos tex-
tos franceses de 4.° y 3.°, correspon-
dientes a nuestros 8.° de EGB. y 1.° de
BUP. He aqui algunos ejemplos:

1.° En el texto escrito para alumnos
del nivel de 8.° de EGB, se define
asi la simetrfa axial: «Dada una
recta r del plano P, existe una
biyeccién tnica de P hacia P, que
conserva las distancias, todo punto
de r es invariante y los semiplanos
abiertos definidos por r permutan
entre si. Esa biyeccién recibe el
nombre de simetria axial de eje .
Definicién que estd bien lejos de
un lenguaje natural, que mis que
iluminar confunde y aleja al alum-

...51 las escuelas
universitarias
¥ las facultades
siguen teniendo
la responsabilidad
de formar
los profesores
de los niveles
basico y medio,
no pueden borrar
de sus planes
de estudio
totalmente
la clasica
geometria métrica
Y proyectiva,
el estudio
0 representacion
del espacio, de las
transformaciones
Y de las conicas
desde un punto
de vista sintético.

no de la intuicién. Y cuando define el concepto de
rectas ortogonales: «Una recta r es ortogonal a otra s,
si la segunda es invariante mediante la simetifa axial
de eje rv. Para alumnos de esta edad, es evidente que
dos rectas son perpendiculares si forman angulos
iguales al cortarse. ¢Por qué hacer dificil y oscuro lo
que es evidente y claro para el alumno?

Cuando el mismo texto habla de paralelogramos par-
ticulares, define el rombo como el paralelogramo
cuyas diagonales son perpendiculares, v el rectangu-
lo como el paralelogramo cuyas diagonales son igua-
les. A continuacién, se prueban como teoremas que
el rombo es un paralelogramo de lados iguales, y que
el rectdngulo es un paralelogramo que tiene sus lados
consecutivos perpendiculares Claro que este camino
puede seguirse, pero, ¢no seria mis natural y de
acuerdo con la intuicion del alumno el contrario?

Introducido el teorema de Thales en el curso anterior,
el texto que hemos examinado correspondiente a
nuestros alumnos de 1.° de BUP, dedica un largo capi-
tulo a la nocién de razén de proyeccién ortogonal de
dos ejes, definida como el cociente de la medida de
un segmento de una de las rectas respecto a la de su
proyeccion ortogonal sobre la otra, para probar des-
pués que la suma de las de los cuadrados de las razo-
nes de proyeccion ortogonal de una recta respecto a
otras dos perpendiculares es igual a la unidad. De ahi
deduce el teorema de Pitdgoras en un tridngulo rec-
tingulo. Como se ve, introduccién de nuevos con-
ceptos artificiosos e innecesarios, demostraciones
tediosas y formalistas, etc. ;No habria sido mas acce-



sible y sugerente hacer una de las muchas demostra-
ciones grificas que existen del célebre teorema?

En cuanto a nuestro pais, el movimiento de recuperacién
de la ensefanza de la Geometria empieza a dar sus pri-
meros pasos. La tarea serd larga, aunque ya se estd crean-
do una conciencia del problema en el profesorado (reu-
nién de Gijon, II Jornadas sobre aprendizaje y ensefianza
de las Matemiticas de Sevilla, proyecto de programas del
ciclo superior de EGB, todo ello en 1982). Si son serias y
nada faciles las cuestiones de elaborar los nuevos progra-
mas, coordinando los diferentes niveles, renovar la diddc-
tica de la geometria acercindola mas a las motivaciones
concretas y a sus aplicaciones en el mundo real, todavia
es méds preocupante la gran cuestién del reciclaje del pro-
fesorado, sin el cual toda reforma careceria del eje con-
ductor. Miles de profesores de educacion general basica y
de ensefianzas medias necesitan de una preparacién pro-
funda, mas que de una simple actualizacién de materias
como la Geometria, que no han estudiado nunca desde
un punto de vista grafico. No se trata solo del perfeccio-
namiento de la didactica sino de la adquisicion de los mis
elementales conocimientos geométricos, en muchos
casos. En este terreno, nuestros grupos y sociedades de
profesores de Matemiticas pueden y deben desempefiar
un papel fundamental, suplementando la escasa iniciativa
oficial, al mismo tiempo que siguen trabajando en el
mejoramiento de Ja didéctica y la renovacion de los pro-
gramas.
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Si el eje de ordenadas es vertical,
équé podemos decir de
las alturas de un triéngulo?

Carmen Azcarate

A Gonzalo Sanchez Vizquez: el eslabon
que une la generacion comprometida en
la lucha antifranquista con la generacion
comprometida en la renovacion

de la educacion matemdatica

ENTRE el profesorado de matematicas, es habitual expli-

Partiendo del uso de la
palabra vertical en las clases
de matemdticas y de las
confusiones habituales de los
alumnos en torno al concepto
de altura de un trigngulo,
vamos a exponer algunas
reflexiones acerca de
cuestiones de lenguaje, de
errores de alumnos con
algunas explicaciones de sus
origenes, de imagenes
mentales y esquemas
conceptuales de los
estudiantes y del papel de
las definiciones en el
aprendizaje de las
matemdticas.

carse las anécdotas mds curiosas de nuestras clases, con
especial referencia a los errores mis o menos estrambéti-
cos de nuestros alumnos y alumnas. Aparte del aspecto
jocoso de estos comentarios, se advierte la constante
queja y preocupacién por las innumerables dificultades
de lenguaje que tienen los estudiantes y la repercusion
negativa de esta deficiencia sobre el aprendizaje de las
matematicas.

Una de las peores experiencias que, desgraciadamente
nos toca vivir con frecuencia, es la comprobacién de que
los alumnos no han aprendido aquello que ensefiamos
con tanto esmero, convencidos de la claridad de nuestras
explicaciones y de la pertinencia de los ejemplos y ejer-
cicios realizados en la clase. ;Qué ha sucedido? Es evi-
dente que se trata de un fendmeno que no podemos atri-
buir sélo a la distraccién, al desinterés o a la superficiali-
dad de los estudiantes.

Otro comportamiento caracteristico del profesorado de
matematicas es la tendencia a clasificar las manifestaciones
de los alumnos, tanto orales como escritas, segtin el crite-
rio correcto/incorrecto; por lo demds, todo parece indicar
que eso es precisamente lo que esperan de nosotros tanto
los propios estudiantes, como sus familias y la sociedad,
con lo cual se consolida y se perpetiia dicha tendencia.



En este articulo vamos a exponer algunas reflexiones en
torno a cuestiones de lenguaje en la clase de matemadticas,
de errores con algunas explicaciones de sus origenes, de
imigenes mentales y esquemas conceptuales de los alum-
nos y del papel de las definiciones en el aprendizaje de
las matematicas.

El eje de ordenadas, ges vertical?

Los mapas de algunas ciudades

Una observacién curiosa es que los mapas de muchas
ciudades tienen una orientacién diferente de la norte-sur
de cualquier mapa regional, provincial, estatal o universal.
La orientacién suele corresponder a la estructura cua-
driculada, cuando la hay (Nueva York), o sigue vias prin-
cipales que se toman como eje <horizontal o «wertical»
(Madrid, el paseo de la Castellana). A titulo de ejemplos,
vamos a fijarnos en algunos mapas en particular:

e Como se puede observar en el mapa de la figura 1, la
orientacién del mapa de Barcelona no es norte-sur y
estd determinada por el barrio del Ensanche que tiene
una estructura cuadriculada; cuando nos referimos a
calles como el Paseo de Gracia o la calle Muntaner,
es corriente utilizar los verbos «bajar» o «subir (que se
pueden interpretar montafia-mar o viceversa) pero
también se habla de calles «werticales» en contraposi-
cién con las calles «horizontales» como la Gran Via o
la calle Aragdn.

e La orientacién del mapa de Montréal (figura 2) tam-
poco estd orientado norte-sur y también sigue la
estructura rectangular de una buena parte de la ciu-
dad, donde también se utilizan las expresiones «ubir
y «bajar en relacidn al 1fo, y de calles «werticales» u
<horizontales».

Me pregunto qué debe pasar en las clases de geografia
cuando se describen recorridos urbanos sobre los mapas.
Algunos profesores me han confesado que es habitual
que se cuelen las palabras «wertical» y <horizontal> en esta
acepcién tan particular y, por otro lado, tan contradictoria
con sus respectivas definiciones ortodoxas. Pero volvere-
mos sobre ello mas adelante.

El juego de los barquitos

Todo el mundo conoce este juego que ilustramos en la
figura 3.

Creo que cualquiera estarfa de acuerdo en considerar per-
fectamente comprensible una descripcién de este juego
que incluyera algo asi como «se ponen las letras, de la a
a'la j, en horizontal y los nimeros, del 1 al 10, en verti-
“cal, etcéterar,

El sistema de ejes cartesianos

En Espafia, en las clases de matematicas

de los ultimos cursos de EGB, en BUP

0, actualmente, en los cursos de ESO y

de Bachillerato, cuando introducimos o

utilizamos el sistema de coordenadas

cartesianas (figura 4), consideramos

como equivalentes las expresiones:

e eje de abscisas, eje de las x, eje
«horizontal;

¢ eje de ordenadas, eje de las y, eje
wertical».

eje y

abcdefghti]j

eje de abscisas 0|
eje "horizontal”

O 00~ O\ W=

—
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eje x

eje de ordenadas
eje "vertical"

Figura 4

Es muy curioso observar cémo los pro-
fesores de matemadticas utilizan normal-
mente los términos <horizontal y «werti-
cal» en su expresion oral, pero no los
suelen escribir ni aceptar en los escritos
de los alumnos, por lo menos en el
ambito cultural de nuestro pais. No es
mi intencidn hacer una revision del uso
de dichos términos segiin el area lin-
gliistica, pero si puedo afirmar que los
anglosajones utilizan los vocablos «hori-
zontal» y «wertical» tanto en libros de
texto para estudiantes de ensefianza
secundaria y superior, como en libros

abcdefghij
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Figura 3
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dirigidos a profesores. Asi, por ejemplo, podemos leer (el
subrayado es mio): «... desgraciadamente esta representa-
cién produce confusiones considerables en la mente de
los alumnos ya que, si bien la ecuacién del eje horizontal
esy = 0..» (Shuard y Neill, 1977, p. 29

A partir de estos ejemplo podemos plantearnos cuiles son
los diferentes significados de la palabra «wertical»:

* En primer lugar tenemos el significado cientifico liga-
do al fendmeno de la gravedad terrestre, que los
alumnos estudian en las asignaturas de geografia y de
fisica; es el significado reconocido que hallamos en
los diccionarios o enciclopedias. Asi, por ejemplo:

«Vertical. Aplicase a la recta o plano perpendicular al
del horizonte.» (Casares, 1963)

«Vertical de un lugar. Direccién del hilo de la ploma-
da en este lugar.» (Larousse, 1964)

«Vertical. Que tiene la direccién de una plomada.
Dicese de la recta o plano que es perpendicular 2 una
recta o plano horizontals (Real Academia de la
Lengua Espafiola, 1992).

¢ Pero hemos visto que en el aula de matemiticas exis-
te otro significado que tiene algo que ver con el para-
lelismo respecto de los margenes de la hoja de papel,
del cuaderno o de la pizarra. También corresponde a
unos ciertos gestos que se pueden describir en fun-
cién de movimientos o de la posicién de nuestro
cuerpo: hacia mi, hacia adelante, hacia abajo, hacia
arriba. ..

Este Gltimo significado de wertical» es un buen ejemplo
del llamado lenguaje compartido en una clase: todos (pro-
fesorado y alumnado) lo comprendemos, lo utilizamos y
lo aceptamos en nuestras expresiones orales de uso esco-
lar cotidiano. Sin embargo, no lo escribimos, no lo defini-
mos; en realidad, no somos conscientes de su uso y no lo
admitimos.

Las alturas de un triGngulo

En muchas ocasiones he planteado las siguientes cuestio-
nes a diferentes grupos de alumnos (octavo de EGB, ter-
cero de ESO, primero y segundo de BUP, primero de
Magisterio):

* Imagina un tridngulo; ¢qué sabes de la palabra alturas
de un tridngulo? (se les deja un tiempo de silencio para
que piensen y sean conscientes de lo que piensan).

e Dibuja lo que has imaginado antes.
* En los siguientes tridngulos, dibuja las alturas.

En primer lugar, quiero decir que la gran mayoria de trian-
gulos imaginados y representados tienen un aspecto pare-

1

cido al de la figura 5: acutdngulos e
isosceles; a veces obtusdngulos, alguno
escaleno, pero casi todos con la base
<horizontal»:

PN

Los ejemplos que cito aqui no
prefenden ser representativos
de todo el alumnado; expre-
san simplementeun tipo de res-
puesta bastante com(n y, en
consecuencia, digna de andli-
SIS,

Figura 5

En cuanto a la tercera pregunta, es
decir las alturas dibujadas en tridngulos
dados, mostraré unos ejemplos que
invitan a la reflexion.! Por de pronto
hay que observar que muy pocos alum-
nos dibujan tres alturas.

El interés de la muestra que presenta-
mos consiste en que las parejas de res-
puestas (figuras 6, 7, 8 y 9) correspon-
den a los mismos alumnos:

Figura 6

En la figura 6 vemos que en el caso del
tridangulo de base «horizontal, se puede
decir que la respuesta es correcta. Sin
embargo, en el otro tridngulo el trazado
de la altura revela que el criterio segui-
do no es el de perpendicularidad al
lado opuesto sino el de «werticalidad» en
el sentido discutido en el apartado
anterior.

Figura 7

En la figura 7 se puede observar que el
error cometido es del mismo tipo que
el anterior.




Figura 8

En el caso de la figura 8 pasa lo mismo,
pero el alumno ha realizado una aco-
modacién mis sofisticada, donde se
inventa una horizontal de referencia.

Sin embargo, una cosa no cabe duda: todos estos alum-
nos han recibido una ensefianza del concepto de altura de
un tridngulo como la recta (o el segmento) que pasa por
cada uno de los vértices y es perpendicular a su lado
opuesto; y todos, en la leccién correspondiente, han dibu-
jado las tres alturas de un tridngulo con escuadra; incluso
algunos las han dibujado con compis.

Estas consideraciones nos abocan a tratar del aprendizaje
significativo y del papel que juegan las definiciones en el
aprendizaje de las matemiticas. Para analizar mejor este
fenémeno did4ctico, introduciremos las nociones de ima-
gen mental y de esquema conceptual.

Iméagenes mentales

Entre las investigaciones que se ocupan del papel de la
, visualizacion en el aprendizaje de las matemiticas, me
parece interesante destacar el texto de Tall y Vinner
(1981) que define «imagen mental- de un concepto como

Figura 9

En el caso de los tridngulos rectangulos
iguales de la figura 9, el primero no
tiene ninguna altura mientras el segun-
do tiene una.

Para explicar estos casos tan frecuentes,
creemos que hay que tener en cuenta
una serie de distintos factores que se
entremezclan y contribuyen a un mal
aprendizaje de los alumnos. Se pueden
distinguir los siguientes aspectos:

o el significado cotidiano de la pala-
bra «ltura» que se aplica a objetos,
personas, monumentos, relieves y
que se mide verticalmente, segln
la gravedad;

o el significado de wertical> en la
hoja de papel como «paralelo a
ciertos margenes», tal como hemos
visto anteriormente;

e la confusién, frecuente en los
alumnos, entre los significados de
«perpendicular y de «wertical» en el
sentido de «egln la gravedad»;

e el hdbito generalizado, tanto en los
libros de texto como en las piza-
rras, de dibujar siempre los tridn-
gulos con un lado <horizontal> que
se designa como «base».

«cualquier clase de representacion (imagen, forma simbé-
lica, diagrama, gréfica, etc) del estudiante asociada al
conceptor, Por tanto, podremos decir que la imagen men-
tal que una persona tiene del concepto de altura de un
tridngulo es el conjunto de imigenes asociadas en su
mente al concepto de altura.

Podemos imaginarnos algunas de las posibles imagenes
mentales correspondientes a distintas clases de represen-
tacién. Asi, por ejemplo:

» imagen mental grafica (figura 10):

Figura 10
e imdgenes mentales simbolicas

— longitud de la altura como la distancia del vértice P
de coordenadas (x;, y) al lado opuesta que es la
recta de ecuacion ax + by + ¢ = 0 (figura 11):

Px, v

ax+by +cz=0

Figura 11 o X




La formula que da la longitud de la altura es:

axq+by;+c

Va?+b?

— area de un tridngulo de base b y altura h:

h =

~Lpn
2

Vale la pena observar que es curioso que el simbolo cas-
tellano que se utiliza para «altura» sea una h. ¢Serd influen-
cia del francés o del inglés??

Es evidente que el conjunto de imédgenes puede ser mds
O menos rico y complejo seglin la imagen mental que la
persona en cuestion tenga del éoncepto de tridngulo. La
presencia mental de imdgenes de tridngulos acutangulos,
obtusdngulos, rectangulos, isosceles, equildteros, en posi-
ciones diversas... condicionard la riqueza y complejidad
de las imdgenes mentales de altura: una o tres alturas,
alturas interiores y exteriores, existencia del ortocentro. .,

Esquemas conceptuales

Ademds de las imdgenes mentales, Tall y Vinner (1981) y
otros autores en articulos mis recientes (Dreyfus y Vinner,
1989; Azcarate, 1990; Vinner, 1991) se refieren a la nocién
de «esquema conceptual> como una expresion que se refie-
re a «algo no verbal asociado en nuestra mente con el nom-
bre del conceptor (Vinner, 1991), es decir a la estructura
cognitiva de un individuo, asociada a un concepto mate-
mitico. En palabras de Tall y Vinner (1981) el esquema con-
ceptual es «el conjunto de todas las imdgenes mentales del
estudiante asociadas al concepto, juntamente con todas las
propiedades que le caracterizan», Desarrollaremos algo mds
esta nocién de esquema conceptual, centrindonos en el
ejemplo de la altura (o las alturas) de un tridngulo.

En este caso, ademds de las imdgenes mentales ya men-

cionadas en el apartado anterior, cada persona conoce

ciertas propiedades que caracterizan el concepto de altu-

ra 'y sirven para reconocerlo; asi, por ejemplo:

e las alturas son rectas perpendiculares a los lados del
tridngulo;

e las alturas son rectas que pasan por los vértices del
tridngulo;

* la altura es un segmento que corta el lado opuesto a
un vértice, en su punto medio;

e la altura es un segmento vertical;

° las alturas se cortan en un punto;

* las alturas son segmentos interiores al tridngulo;

e para calcular el 4rea de un tridngulo es necesario cono-

cer la base y la altura;. .,

Es evidente que
el conjunto de
imadgenes puede
ser mds o menos
rico y complejo
segun la imagen
mental que
la persona
en cuestion tenga
del concepto
de tridngulo.

2 En francés altura se dice hau-
teur'y en inglés se dice height.

El que dichas propiedades sean, o no,
correctas en el campo de la matemati-
ca, no afecta al hecho de que formen
parte del esquema conceptual de una
persona u otra. En efecto, muchos de
los errores que cometen los alumnos
tienen su origen en estas creencias que
tienen categoria de conocimiento, en
tanto que estdn arraigadas en la estruc-
tura cognitiva; por tanto, debemos
tener en cuenta que serdn muy dificiles
de modificar.

También forman parte de los esquemas

conceptuales los procedimientos aso-

ciados al concepto, como pueden ser

en nuestro ejemplo de la altura:

® trazar las alturas con regla y escuadra;

° trazar las alturas con regla y compis;

* medir la longitud de una altura;

e calcular la longitud de una altura
dadas ciertas condiciones o ciertos
datos;...

Finalmente, podemos hablar también

de las experiencias asociadas en nues-

tra mente bien al concepto matematico
de altura, bien a la palabra altura, como
pueden ser:

* los ejemplos y contraejemplos (altu-
ra/mediana/mediatriz/bisectriz de
un tridngulo);

* las situaciones cotidianas asociadas a
la palabra altura;

* las situaciones matematicas en que
se ha visto, se ha estudiado o se ha
utilizado el concepto (dibujo lineal,
construcciones geométricas; geome-
tria métrica; geometria analitica;
figuras geométricas planas como los
tridngulos, los trapecios o los parale-
logramos; cuerpos del espacio como
las pirdmides, los €onos,...);

e las situaciones extramatematicas en
que aparece el concepto de altura
(cinemdtica de la caida de los cuer-
pos; energia potencial);

e la amplitud minima que ha de tener
un orificio para que pueda pasar por
€l una forma triangular;

° las impresiones y sentimientos que
nos evocan estas experiencias.

Resumiendo, al oir la palabra «altura»
cada individuo puede visualizar ciertas
imagenes, recordar ciertas propiedades




y procedimientos o evocar ciertas expe-
riencias. Se puede decir que el esque-
ma conceptual que una determinada
persona tiene de un concepto matema-
tico, estd formado por el conjunto de
imigenes mentales, por las propieda-
des caracteristicas, por los procedi-
mientos y por las experiencias que la
persona en cuestién asocia al concepto,
mds exactamente al nombre del con-
cepto. Es evidente, por tanto, que sblo
se puede hablar de esquema concep-
tual en relacién a una persona especifi-
ca. Por lo demids, hay que tener en
cuenta también que una misma perso-
na puede reaccionar de manera dife-
rente ante el nombre de un concepto,
en situaciones o contextos diferentes.

El papel de las definiciones

Llegados a este punto, podemos decir
que adquirir un concepto matematico
significa construir un esquema concep-
tual del mismo. Por tanto, saberse de
memoria la definiciébn de un concepto
no garantiza en absoluto comprender
su significado; en realidad, comprender
quiere decir tener un esquema concep-
tual de forma que se asocien ciertos sig-
nificados a la palabra que designa el
concepto: imdgenes mentales, propie-
dades, procedimientos, experiencias.

La presentacién y la organizaciéon de la
mayoria de los libros de texto y de
buena parte de las clases de matemati-
cas parecen basarse en la presuncién
de que los conceptos se adquieren
mediante su definicién y de que los
estudiantes utilizardn las definiciones
en la realizacidn de tareas o la resolu-
cién de problemas. Existe aqui un con-
flicto que Vinner (1991) expresa de la
"manera siguiente: <Las definiciones
crean un problema muy serio en el
aprendizaje de las matematicas. Repre-
senta, quizd mds que cualquier otra

cosa, el conflicto entre la estructura de
las matematicas, tal como la conciben
los matemadticos profesionales, y los
procesos cognitivos de la adquisicion
de conceptos».

...el esquema
conceptual que
una determinada
Dpersona tiene
de un concepto
matemdtico,
estd formado por
el conjunto
de imagenes

mentales, por .
las propiedades
caracteristicas,

por los
procedimientos
y por las
experiencias
que la persona
en cuestion asocia
al concepto,
mds exactamente
al nombre del
concepro.

Es evidente,
por tanto, que solo
se puede hablar
de esquema
conceptual
en relacion
a una persona
especifica.

En efecto, desde un punto de vista cognitivo, parece que
los autores de libros de texto y muchos profesores parten
del supuesto que los esquemas conceptuales se constru-
yen a partir de las definiciones:

Definicién — Esquema conceptual

y, también, que en la resolucién de problemas y la reali-
zacion de tareas es la definicién la que se activa en la
mente del estudiante y la que va a controlar el proceso.

Sin embargo, lo que ocurre en la prictica, segiin las inves-
tigaciones ya mencionadas que se ocupan de esta cues-
tién, es que el esquema conceptual se construye a partir
de la experiencia del estudiante, es decir a partir de situa-
ciones muy variadas, como ya hemos comentado ante-
riormente:

Experiencia — Esquema conceptual

Los alumnos tienden a realizar sus tareas de forma
espontinea, de acuerdo con los habitos adquiridos en la
vida cotidiana, es decir que elaboran sus respuestas a
partir de los elementos de sus esquemas conceptuales
evocados por el contexto de la situacién. Ademis, con-
viene observar que se produce una adaptacién de mane-
ra que en la mayoria de los casos la respuesta se consi-
dera correcta, como en los ejemplos de los trazados de
alturas de tridngulos con base <horizontal», lo cual no
estimula la necesidad de recurrir a las definiciones. Los
conflictos debidos a esquemas conceptuales incompletos
o mal construidos, s6lo pueden aparecer en la realiza-
cién de tareas no rutinarias.

El problema que nos planteamos es el de la necesidad de
educar progresivamente los hibitos de los estudiantes,
sobre todo de los que van a realizar estudios de matema-
ticas no elementales, de forma que las definiciones for-
men parte de su experiencia y, por tanto, de sus esque-
mas conceptuales. Nos parece evidente, que en el campo
de las matematicas, las definiciones desempefian un papel
muy importante en la realizacién de tareas cognitivas vy,
por consiguiente, en la formacién de los esquemas con-
ceptuales. Tendremos, pues, que ingeniar situaciones
didicticas adecuadas, en las cuales las definiciones sean
imprescindibles para una correcta realizacién de la tarea.

Conclusiones

El proceso de ensefianza-aprendizaje consiste, en gran
parte, en ir compartiendo entre el profesor y los alumnos,
los esquemas conceptuales de las nociones matematicas
objeto de estudio. Por tanto, debemos cuidar los lengua-
jes verbal, grifico, simbdlico, gestual que contribuyen al
desarrollo y enriquecimiento de dichos esquemas.

Cuando comentamos los errores de nuestros alumnos o su
expresion deficiente y cuando clasificamos sus respuestas




como correctas o incorrectas, los profesores de matemati-
cas debemos afinar mis en nuestras apreciaciones, nece-
sitamos de mds elementos tedricos que nos ayuden a
comprender mejor el origen de dichos errores, a disponer
de recursos adecuados para ayudarles a construir, revisar,
reconstruir y enriquecer sus esquemas conceptuales.

Si el eje de ordenadas es vertical...

En la primera parte de este articulo, hemos visto que las
descripciones graficas, en el marco del sistema de ejes
cartesianos, admiten la denominacién de «wertical» y <hori-
zontal» cuando se refieren a la pizarra o a los apuntes de
los alumnos. Se puede decir que es una acepcién de las
palabras «ertical» y «<horizontal» que nace en el contexto
de la clase. Es til: todo el mundo la utiliza, la entiende,
es clara y no da pie a ambigliedades.

Ahora bien, es evidente que «ertical» y <horizontal no for-
man parte de la terminologia matemdtica; tampoco se
reconoce dicha acepcién en los diccionarios de la lengua
(al menos, la espafiola). Nos encontramos ante una situa-
cién que necesita explicitarse; es imprescindible que pro-
fesores y alumnos discutan los distintos significados de las
<horizontal, que analicen las ventajas
e inconvenientes de utilizarlas, los elementos contradicto-
rios que implican, y que decidan conjuntamente si van a
aceptar su uso y en qué condiciones.

palabras «wertical» y

egUé podemos decir de las alturas de los
triangulos?

Cuando tenemos que decidir acerca de nuestra manera de
ensefiar las matematicas, tenemos que tener en cuenta no
solo la forma en que se espera que los estudiantes
adquieran los conceptos matemdticos, sino también y
sobre todo, la forma en que realmente los estudiantes
adquieren dichos conceptos.

Las explicaciones del profesor o las definiciones del libro
de texto no son nada si el alumno no ha construido unos
esquemas conceptuales a partir de su experiencia en tareas
ricas y variadas que le permitirin enfrentarse a situaciones
cada vez mis complejas, en el proceso dindmico y cre-
ciente de la construccién del conocimiento.

Carmen Azcarate
Secretaria General
de la Federacién Espafiola
de Sociedades de Profesores
de Mateméticas

La explicaciéon o la definicién de las
alturas de un tridngulo quedan relega-
das por los esquemas conceptuales que
han construido los alumnos a partir de
sus experiencias de la vida cotidiana y
de las clases de matemiticas donde se
dibujan insistentemente los tridngulos
con una base <horizontal y donde el
término «perpendicular» estd demasiado
asociado al de wertical». Es decir que’
los errores de los alumnos estin condi-
cionados, en buena medida, por las
confusiones en torno a la palabra wer-
tical».
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La Geometria en las primeras
edades escolares

M.? Antonia Canals Tolosa

La Geometria hemos de
vivirla en la escuela y en
toda la vida.

Ha de ser, tanto para
nosofros como para nuestros
alumnos, una ocasién de
aumentar nuestra capacidad
de descubrimiento, nuestra
iniciativa y creatividad y
nuestra sensibilidad por la
belleza de las formas,
apreciada tanto en el arfe
como en la naturaleza y en
la globalidad del medio
que nos rodea.

Es necesario que juntos
aprendamos a mirar nuestro
enforno con unos ojos mds
«geométricos», y que tanto
en la calle como en la clase
seamos mds felices
haciendo Geometria.

Quiero dedicar estas lineas a Gonzalo,

como sencillo homenage a su vida consagrada

al servicio de la educacion matemdtica.

Nunca olvidaremos su gran calidad humana,

su amistad para con todos, y la ilusion con que
supo impulsar nuestras asociaciones.

Me honra recordar de manera especial el carifio e
interés con que acogio nuestro grupo de Catalunya.

ENIA PENSADO titular este articulo da Geometria en la
Escuela Infantil y Primaria», porque en realidad es de esto
de lo que quisiera hablar. Pero en cuanto me puse a pen-
sar, no en como se ensefia la Geometria, sino en como los
nifios la aprenden, cambié algo esa primera intencion
teniendo en cuenta dos cosas:

En primer lugar, es necesario no perder de vista que el
auténtico aprendizaje es inseparable de la vida cotidiana
del sujeto que aprende. Esta idea hoy es proclamada por
todos los profesionales de las Ciencias de la Educacion,
aunque en realidad ha sido ya repetida desde hace tiem-
po por muchos grandes educadores, entre los que quiero
destacar a Freinet y Pablo Freire,

En segundo lugar, cada dia me sorprende mis el hecho
de que la precedente afirmacién es aplicable a todas las
edades, pero quizds de un modo especial a las mis tem-
pranas. A lo largo de mi vida de profesora me he ido con-
venciendo cada vez mas de que los nifios pequefios no
aprenden, ni la Geometrfa ni nada, Gnicamente en la
escuela, sino que aprenden bisicamente en la vida, y un
poquito en la escuela también.




Asi pues he cambiado el primer titulo por el actual que
habla de Geometrfa «en las primeras edades» en lugar de
«en la escuelas, para no caer desde el principio en la fala-
cia de dar por supuesto que la Geometria se aprende Gni-
camente en la escuela.

Esta idea de la Geometria aprendida intuitivamente a par-
tir de la vida cotidiana, y reforzada en algunos aspectos
por pricticas escolares adecuadas, serd en las lineas que
siguen como un punto de partida, y desearia que fuese
también como un telén de fondo que vuelve a aparecer
de vez en cuando.

A partir de estas premisas, el camino que me propongo ir
desarrollando es el siguiente:

° Reflexionar un poco sobre la Geometria como area
del conocimiento, y sobre la construccién del cono-
cimiento geométrico.

* Ver el proceso de los nifios de 0 a 12 afios en este
terreno.

e Ilustrarlo con un ejemplo de actividad.

° Y, finalmente, formular algunas propuestas metodo-
logicas para el trabajo de la Geometifa en el aula.

Evidentemente, en las edades que nos ocupan vamos a
hablar de una Geometria muy elemental, que incluso
puede parecerlo demasiado si s6lo se miran los resultados
en forma de conceptos. Pero creo que hace falta plantear
la Geometria en esta primera etapa con toda seriedad, no
s6lo porque la enseflanza de los pequefios merece el
mismo respeto que la de los mayores, sino también por-
que muchas veces hemos podido constatar que el hecho
de analizar con detalle el acto del conocimiento en las pri-
meras edades de la vida, puede ser para nosotros una
ocasion privilegiada de profundizar en el verdadero signi-
ficado de este conocimiento, lo cual nos sirve para mejo-
rar la ensefianza en cualquier edad. Es un poco como
cuando en la television nos pasan una jugada de fatbol en
camara lenta para ver mejor lo que sucedié.

De qué trata la Geometria

Uno de los dos grandes parimetros que enmarcan y con-
figuran nuestra vida es el espacio, siendo el otro el tiem-
po. Por esto es evidente que para la persona es de maxi-
mo interés, desde que nace, el progresivo conocimiento
del espacio, en el cual va dando sucesivos pasos de
forma espontinea y continua, a través de sus diversas
experiencias de vida, ya que todas ellas estin inmersas
en el espacio.

A veces los maestros de primaria, y todavia mis los de
infantil, tenemos tendencia a identificar el conocimiento
_del espacio con la Geometria, y creo que en ello hay un

...es evidente que
para la persona
es de maximo
interés,
desde que nace,
el progresivo
conocimiento
del espacio,
en el cual va
dando sucesivos
pasos de forma
espontanea
Y continua. ..

error. En efecto, el conocimiento del
espacio es mas amplio, y en él conver-
gen muchas ciencias, ya que el espacio
contiene elementos de muy diversos
tipos: fisicos, visuales, auditivos... y
muchos otros. Entre ellos solamente
son objeto de la Geometria aquellos
que tratan de los aspectos siguientes:

La posicion. A este aspecto se refieren:

° Las primeras relaciones espaciales
para situarse uno mismo («orienta-
cién») y situar los objetos entre
ellos («organizacion»), realizadas
por criterios de orden, de proximi-
dad y separacién, etc.

° Mis tarde, las relaciones de posi-
cién que se rigen por criterios de
direccionalidad.

e Finalmente, las relaciones y nocio-
nes basadas en criterios de medi-
das, en especial de distancias y
angulos, que conducen a determi-
nar la posicién por sistemas de
coordenadas.

Las formas. A este aspecto se refieren:

°  El reconocimiento, definicién y cla-
sificacién de figuras de una, dos y
tres dimensiones.

* La construccién de las figuras y
cuerpos conocidos, con materiales
diversos.

e La observacion y anilisis de las
propiedades de figuras y cuerpos
y, a partir de ello, la organizacién
de los mismos en categorias.

Los cambios de posicion o de
Jorma, o dransformaciones.. Son los
fendmenos geométricos. A este aspecto
se refieren:

° El reconocimiento en la vida real,
en el entorno y en el arte, de las
diversas transformaciones como
cambios de forma o de posicion.

* la observacién y estudio de sus
leyes de funcionamiento.

° Su relacién con las distintas fami-
lias de figuras y cuerpos.

Estos tres campos no son independien-
tes unos de otros, sino que tienen entre




ellos una gran relacién. En efecto, para
poder establecer e identificar los dife-
rentes tipos de figuras, o sea el segun-
do aspecto, necesitamos basarnos en la
posicién relativa de sus elementos. Al
mismo tiempo, el verdadero significado
de las transformaciones geométricas, o
sea el tercer aspecto, no podria com-
prenderse sin apoyarse en los dos ante-
riores. Asi pues los tres campos que
abarca la Geometria son inseparables, a
pesar de que el orden en que aqui los
hemos citado corresponde en cierto
modo al orden cronolégico en que van
apareciendo en el proceso de la cons-
trucciéon del conocimiento por parte de
los nifios.

A partir de estos tres aspectos referen-
tes al espacio, la Geometria es una
ciencia, y como tal es un conjunto de
técnicas, de reflexiones y de conclusio-
nes elaboradas y formuladas por los
hombres a través de la historia. Por
esto, aunque empieza en la realidad del
espacio que nos rodea, no acaba en el
conocimiento experimental del mismo,
sino que a partir de su observacién
pone en juego el pensamiento 16gico
matemdtico estableciendo relaciones,
sistematizando resultados y llegando a
conceptos abstractos y leyes generales.
Es decir, estudia los fendmenos que le
son propios (de los tres tipos antes
citados), los organiza y les da una
estructura matemadtica, con el fin de
capacitar al hombre no s6lo para cono-
cer mejor estos fenémenos, sino tam-
bién para poder incidir en el espacio
resolviendo todo tipo de situaciones
con ellos relacionadas.

Naturaleza del conocimiento
geomeétrico

Tener un conocimiento geométrico no
€s lo mismo que tener o dominar infor-
macion suficiente sobre uno o muchos
temas de los que cldsicamente trata la
Geometria. El conocimiento geométri-
co, como todo conocimiento, no se
adquiere a partir de recibir una infor-
macién dada por otra persona ni a tra-
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un conocimiento
geometrico
no es lo mismo
que tener
o dominar
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vés de palabras, aunque vayan acompafiadas de imagenes
(dibujos o graficos en pizarra, libros....), si al mismo tiem-
po no se pone en juego la experiencia y la mente del que
los recibe.

El conocimiento geométrico no consiste en reconocer
visualmente unas determinadas formas y saber su nombre
correcto, tal como a menudo pretendemos los maestros.
Consiste en algo mucho mis profundo y complejo, que
implica y desarrolla capacidades muy diversas de la per-
sona, en especial la imaginacién, la creatividad y el gusto
por la belleza de las formas. Antes de llegar a la meta
supone un largo proceso, que luego detallaremos un
poco mds por edades, y que a grandes rasgos consta de
los siguientes pasos: explorar conscientemente el espacio;
comparar los elementos observados, es decir establecer
relaciones entre ellos; y expresar verbalmente tanto las
acciones realizadas como las propiedades observadas, y
de ese modo interiorizar el primer conocimiento.

Estos son los primeros pasos, necesarios con mayor o
menor intensidad en todas las edades, y podemos afirmar
que no existe conocimiento «geométrico» si falta alguno
de ellos. Dicho de otro modo, cuando pretendemos ense-
fiar la Geometria sin basarnos como punto de partida en
la exploracion directa del espacio, cosa que tradicional-
mente hemos hecho con demasiada frecuencia, el cono-
cimiento que de ello resulta no es auténticamente «geo-
métricor (aunque puede parecerlo si el sujeto tiene buena
memoria). Pero al mismo tiempo, cuando nos basamos en
la exploracién directa sin dar un paso mas, es decir sin
conducir al alumno a una actividad consciente y reflexiva
proporcionada a su edad, el conocimiento que resulta es
meramente sensorial o motérico y de ahi no pasa, es decir
no es tampoco un conocimiento «geométricon.

Después de los pasos citados, siguen otros, propios de
una mayor madurez por parte del sujeto, que acaban de
configurar el conocimiento geométrico. Entre ellos
podemos citar: descubrir propiedades de las figuras y
de las transformaciones; construir modelos para expre-
sarlas plasticamente; combinar las nociones, destrezas y
resultados obtenidos; a partir de ello, elaborar conclu-
siones, y finalmente llegar a jformular unas primeras
leyes generales.

Con la puesta en practica de todas estas capacidades,
cada una en su momento adecuado, el sujeto ird
ampliando progresivamente su imagen mental del espa-
cio, incorporando en ella nuevos elementos, que al prin-
cipio sélo son relaciones muy sencillas o nociones intui-
tivas, y que luego ya serdn propiedades mas complejas,
primeras leyes de los fendémenos geométricos, y con-
ceptos abstractos.

Quisiera poner un ejemplo para explicar mis concreta-
mente lo que acabo de decir:




A veces hemos dicho a los alumnos: «sto es un cubo;
esto es un cilindro», mostrindoles cuerpos de madera de
las respectivas formas (que no son objetos reales sino que
han sido fabricados para este uso); los nifios los miran y
quizis los tocan, aprenden ficilmente sus nombres y con-
testan correctamente cuando se les pregunta sobre ellos.
No niego que éste pueda ser un primer conocimiento del
cubo o del cilindro, incluso practicado probablemente
con la buena intencién de ensefiar Geometria, ni digo que
no sea vilido ni que no se deba hacer. S6lo quiero decir
que esto no pasa de ser un comnocimiento sensorial de
dichas formas, apoyado tnicamente en la percepcion
visual, o tactil en el mejor de los casos, en el cual no se
ha implicado todavia el pensamiento ldgico-matematico
del nifio, y por esto no es de ningGin modo un conoci-
miento geométrico.

Aun suponiendo que se realice a la edad adecuada, esta
actividad no puede ser el punto de partida para provocar
un conocimiento geométrico de las formas porque no se
basa en una experiencia vivenciada por los alumnos y
porque no provoca la interiorizacion de lo observado.

En cambio, de lo que se tratarfa es de hacer observar ver-
daderas «propiedades geométricas» del cubo y del cilin-
dro, que estdn realmente presentes en objetos de la vida
cotidiana que tienen {orma» de cubo o de cilindro; vy,
sobre todo, de observar estas propiedades a partir de la
propia experiencia de las formas, encontrindolas en su
entorno inmediato, en objetos grandes y pequefios, y en
situaciones en que los nifios se impliquen personalmente,
(por ejemplo, para los mas pequefios, en situaciones de
juego). Esta experiencia personal de las formas, empieza
con la propia posicion respecto a ellas y con los propios
movimientos. Los nifios han de poderse meter dentro de
objetos grandes de forma cibica y cilindrica respectiva-
mente, observindolos desde dentro y desde fuera, y com-
parar las dos visiones.

A los mis pequefios quizis sOlo les llamaremos la atencién
sobre el hecho de que la «superficie» de los cuerpos es algo
que podemos frotar con la mano, y en cambio su «espacio
interior» es otra cosa (que podemos llenar u ocupar). O
bien podemos sugerir que observen que la superficie del
cilindro tiene una parte curva y otras partes planas mien-
tras que la del cubo no. Mas adelante podrin hacer rodar
el cilindro sobre el suelo, y no el cubo, y preguntarse el
porqué de esta conducta diferente en ambos casos; podran
fijarse en cual de ellos tiene «caras» que son poligonos, en
cémo son los vértices vistos desde dentro y desde fuera, e
interrogarse sobre la causa de que el cilindro no los tenga;
podran forrar ambos cuerpos, y encontrar diferencias y
semejanzas entre ellos y con otros conocidos, siempre
manipulando y experimentando con materiales.

Y a los mayores (5.° y 6.° de primaria) podremos propo-
nerles que pongan cuerdas en forma de «diagonales» en el
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interior del cubo; que analicen las dis-
tintas secciones (vertical, horizontal e
inclinada) de ambos cuerpos construi-
dos con arcilla y las comparen; que
busquen tantos planos de simetria
como puedan, con ayuda de espejos;
que intenten medir pricticamente (y no
calcular) la superficie de los dos cuer-
pos, y empiecen a comparar su volu-
men de forma empirica... [Y muchas
cosas mds!

Con todo esto, y con el vocabulario
geométrico usado Unicamente para
nombrar las cosas que antes hemos
vivenciado, podremos
mucho mejor a la construccién de un
auténtico conocimiento geométrico del
cubo y del cilindro, y de sus corres-
pondientes familias, definidas de una u
otra manera segin el punto de vista
desde el que se comparen ambos cuer-
pos entre sy con otros muchos.

acercarnos

Las habilidades que hemos descrito, y
que intervienen en los precedentes
ejemplos, son basicamente de dos
tipos: unas de tipo movimiento, mani-
pulacién de materiales, o sea experi-
mentacién corporal de los fenémenos;
otras de tipo reflexién, descubrimiento,
racionalizacién de los mismos, o sea
actividad mental. Sélo la conjuncién de
estos dos aspectos permite la construc-
cién de un conocimiento de una natu-
raleza tal que pueda ser llamado «geo-
métrico». Yo interpreto en este sentido
esta frase importante del disefio curri-
cular de Matemadticas de Valencia: Jr
pasando progresivamente del espacio
vivenciado al espacio geométricor,

Si interpretdsemos el aprendizaje de la
Geometria como el hecho de almacenar
la mayor cantidad posible de conoci-
mientos de tipo conceptual y casi siem-
pre memorizables, se tratarfa de un
aprendizaje propio de los adultos o de
los muchachos a partir de la adolescen-
cia; los resultados serfan bastante facil-
mente controlables, pero al no tener
una base suficiente, carecerian de con-
tenido con significado real.

En cambio, si optamos por interpretar
el aprendizaje de la Geometria como la
adquisicién del «conocimiento geomé-




trico» en el sentido en que acabamos de
definirlo, éste se nos llena de significa-
do y ademis nos aparece como algo
para realizar en cualquier edad. En
efecto, las primeras imigenes mentales
y las nociones intuitivas minimamente
concienciadas, no sélo son la semilla de
los futuros conceptos, sino que son ya
desde el principio parte integrante del
conocimiento real adquirido. Asi, en el
ejemplo antes citado, no es que los
nifios obtengan un conocimiento signi-
ficativo del cubo y del cilindro al final
de todo el proceso, sino que ya en cada
etapa su conocimiento puede llamarse
«geométricor con toda propiedad, si ha
sido interiorizado realmente, es decir si,
en la medida que les corresponde por
la edad, se han puesto en juego la
capacidad de observar, de relacionar, y
la sensibilidad para reconocer las for-
mas en el entorno.

Dicho de otro modo, si aprender
Geometria es desarrollar estas capaci-
dades, se trata de un camino personal
que cada ser humano recorre a lo largo
de su vida, en una forma proporciona-
da a su maduracién en cada momento,
pero siempre en el mismo sentido y
con igual intensidad. ;Por qué a veces
dudamos de que pueda realizarlo un
nifio menor de 12 afios, o incluso
menor de 6? Precisamente los nifios a
esta edad viven casi totalmente de la
observacion de lo que les rodea, en el
sentido de que de ella lo aprenden
todo, y el proceso de interiorizacion de
lo observado, que empieza ya a los 2
afios, es en ellos mas intenso, mas rapi-
do y mids eficaz que en nosotros.

Por esto la Geometria no sélo no es
ajena al desarrollo normal de la infan-
cia, sino que le es consustancial.

Proceso de aprendizaje de
0 a 12 aifos

Basindome en las teorfas de Piaget y
en experiencias propias y de muchos
compafieros maestros, intentaré resumir
como se concretan las capacidades y
formas de aprendizaje de la Geometria
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al empezar
a andar.

segin las edades, y como se articulan en el proceso de
crecimiento de los nifios y nifias.

Periodo «senso-motor». Etapa 0-2 afios

Desde su nacimiento €l nifio va adquiriendo un primer
conocimiento de la posicién de los «objetos» respecto a él
mismo (el pecho o el biberdn, la persona que se le acer-
ca o se le aleja...), el cual va perfeccionandose con la
experiencia, y tiene un momento culminante al empezar
a andar. El hecho de poder desplazarse autbnomamente
en el espacio, puede considerarse sin lugar a dudas como
el progreso mas importante de toda la vida en el conoci-
miento de este mismo espacio. Precisamente es a partir de
sus movimientos, y muy en particular de sus desplaza-
mientos, como los nifios exploran, relacionan las posicio-
nes propias y ajenas, y adquieren unas primeras nociones
geométricas intuitivas que saben aplicar perfectamente a
su vida, es decir que les sirven para controlar sus actos.
También aprenden espontineamente a reconocer e iden-
tificar distintas formas a partir de las percepciones, espe-
cialmente las visuales y tictiles. Asi pues, durante estos
dos primeros afios de vida, llamados por Piaget «periodo
del espacio senso-motor, el conocimiento del espacio es
bastante completo en cuanto a su campo de extension,
pero se trata de un conocimiento Gnicamente a nivel sen-
sorial, es decir todavia no interiorizado, por lo que toda-
via no podemos considerarlo un aprendizaje geométrico
propiamente dicho.

Esta primera etapa es pues muy importante, ya que es la
base de todo lo que seguird después, pero desde nuestra
optica es una etapa de «pre-geometria». La mejor prepara-
cién a esta edad es una buena psicomotricidad y una
buena educacién sensorial.

Periodo «representativo»

Aproximadamente a partir de los 2 afios en adelante, el
nifio empieza a desarrollar la capacidad de interiorizar las
propiedades geométricas observadas, y con ello podemos
considerar que empieza el conocimiento geométrico, en
el sentido antes expuesto y, por tanto, el verdadero
aprendizaje de la Geometria.

Esta interiorizacion requiere la voluntad explicita de refle-
xionar sobre lo observado, y ahi empieza el papel del
adulto, y por tanto también de la escuela, para ayudar al
nifio a concientizar sus experiencias y a poner en marcha
su pensamiento matematico, provocando su reflexion.
Cuando esto tiene lugar es cuando se genera una «magen»
mental, que también suele llamarse «wsquema», v en len-
guaje piagetiano w«epresentacién mental. De ahi que
Piaget llame «periodo representativo» a ese periodo de 2 a
12 afios, caracterizado por la interiorizacion del conoci-
miento, que poco a poco ird pasando del nivel senso-




motor al de la imagen, precursora del concepto, hasta lle-
gar al periodo cldsicamente llamado «del pensamiento
abstractos, ya en la adolescencia.

Asi pues, podrfamos definir como objetivo general de este
periodo el de construir el propio esquema mental del espa-
cio, incorporando en él progresivamente todas las nocio-
nes y propiedades descubiertas con su correspondiente
vocabulario geométrico.

Se trata de un camino largo (j10 afios de la vida del nifio!),
que va desde la experimentacién concreta a la abstrac-
cién, con un ritmo lento y siguiendo el desarrollo logico
propio de cada persona.

En este camino no parece haber momentos culminantes,
(como sucede por ejemplo en cilculo cuando los nifios
adquieren la nocién de cantidad), ni discontinuidad algu-
na en el paso de la escuela infantil a la primaria. Sin
embargo, atendiendo al proceso de maduracion del pen-
samiento loégico-matematico en general, nos encontramos
con la aparicién de nuevas capacidades aproximadameén-
te hacia los 8 afos (las edades que citamos son siempre
muy variables de una persona a otra), lo cual nos permi-
te separar el presente periodo en dos etapas.

Etapa 2-8 afios

En ella es valido todo lo que acabamos de decir del
periodo representativo, considerando ademas que a esta
edad, si bien los nifios son capaces de trabajar duro y tie-
nen unas enormes ganas de aprender, no mantienen la
atencidon durante un tiempo largo y no saben todavia
tener en cuenta resultados anteriormente adquiridos
cuando estdn planteando algo nuevo. Todo es intenso,
corto y cada vez se empieza casi de cero. Por esto sus
exploraciones y reflexiones se refieren siempre a una
sola nocién geométrica a la vez; es decir no podemos
pretender que en una misma actividad se fijen en varios
aspectos simultdneamente.

Es el momento de adquirir en la vida cotidiana e incluso de
consolidar en la escuela las nociones fundamentales de
caricter topoldgico, referentes a volumen, superficie y linea,
al orden de puntos, a la frontera o separacién, a la intersec-
cién de lineas, etc., asi como las de linea recta o curva y de
superficie plana o curva, que pueden desembocar en las pri-
meras clasificaciones de cuerpos y figuras. En estas nociones
los nifios incluyen espontineamente la nocion de distancia
pero todavia no la de angulo, que es mucho mas compleja,

Etapa 8-12 aiios

A partir de los 8 0 9 afios, los nifios son ya capaces de tra-
tar dos © mas nociones en una misma actividad, y de asu-
mir actividades mis prolongadas, incluso de un dia para
otro; recuerdan ficilmente lo que se hizo o se dijo en la
clase anterior, pueden implicarlo en su actual actividad, y
relacionan los resultados anteriores con los presentes. En
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consecuencia, es el gran momento de
desarrollar su capacidad de «descubrir»
por si mismos propiedades geométricas
nuevas como fruto de sus observacio-
nes y de su posibilidad de combinar las
nociones aprendidas y deducir resulta-
dos. A medida que nos acercamos al
final de la etapa, que coincide con el de
la escuela primaria, empiezan a genera-
lizar y, por tanto, a ser capaces de des-
cubrir y expresar algunas leyes (cosas
«que pasan siempre»). La formulacién
de estas conclusiones generales es de
maxima importancia para preparar el
paso a la abstraccion.

Es el momento de observar en el entor-
no y de abordar en la clase los grandes
temas de la geometria métrica: angulos,
paralelismo y perpendicularidad, coor-
denadas, medida de dreas, preparacion
del volumen, etc. Al mismo tiempo,
desde el inicio de esta etapa, puede
plantearse la practica de diversas trans-
formaciones (principalmente sombras,
giros y simetrias en el plano y en el
espacio) descubriendo su naturaleza y
sus normas de funcionamiento, y sobre
todo aplicindolas al conocimiento y
construccion de las distintas familias de
cuerpos y figuras.

Ejemplo de actividad: iti-
nerarios, dangulos y poli-
gonos

Esta actividad ha sido realizada por
cuatro maestras del grupo MES O
MENYS de Osona (Vic) en sus escuelas
rurales, tres de ellas semiunitarias. Se
ha practicado con nifios de 3 a 12 afios,
a veces juntos y otras separados por
ciclos. Todos han aprendido algo, cada
uno a su medida.

Preparacion: al empezar, tenemos dibu-
jadas en el suelo, con cinta adhesiva de
colores, diversas lineas poligonales,
unas abiertas y otras cerradas.

1€ parte: recorrido y observaciones
(de 3 a 8 0 9 aiios)

1. Sefalar el punto inicial y el sentido
del recorrido (flecha).

|
|
i
|
|




Caminar sobre la linea (un pie
delante del otro, tocindose).
Observar que en cada segmento
vamos siempre «n la misma direc-
ciény, en linea recta.

Girar en cada vértice (apoyandose
en el taldén). Observar y decir en
qué sentido giramos, hacia la dere-
cha o hacia la izquierda.

Dibujar en el suelo con tiza el
angulo girado en cada vértice, for-
mado por la prolongacién de la
direcciéon que segufamos y la que
emprendemos después de girar. En
cada 4ngulo indicar el sentido del
giro con una flechita.

Posteriormente dibujar «os cami-
nos que hemos hecho», en un
papel blanco, sin tener ya el mode-
lo a la vista.

22 parte: primeras medidas y paso
a la manipulacion (8 aiios en ade-
lante)

6.

Medir las longitudes de los seg-
mentos, con cuerdas o con cinta
meétrica, seglin edades. En las poli-
gonales cerradas podemos deducir
el perimetro.

Medir cada uno de los 4ngulos
girados («exteriores» del poligono).
En el 2.° ciclo, se ha hecho
poniendo en el suelo un circulo de
cartulina previamente preparado,
doblado en 4 partes y luego cada
una en 3, con lo que resulta una
«aunidad», que escribiremos U
(aproximadamente 30°). Hay que
aprender a colocarla correctamen-
te, haciendo coincidir su vértice y
un lado con los del angulo, y des-
doblidndola hasta ver cuidntas U
caben en él.

En el tercer ciclo, se hizo directa-
mente usando el semicirculo gra-
duado.

Pasar de los dngulos dibujados en
el suelo a angulos de cartulina,
para manejarlos sobre la mesa.
Puede hacerse doblando un papel
sobre el suelo y recortando, o
calcando... vigilando siempre la

posicion de los vértices. Se numeran los angulos en
el suelo, y se traspasa a la cartulina el nimero junto
con la flecha del sentido de giro. Se observa que hay
poligonos que tienen alglin giro en sentido contrario
al de los otros; son poligonos «céncavos.

9. Una actividad interesante, pero sélo complementaria
en nuestro caso, es la de comprobar pricticamente
con los angulos de cartulina que la suma de todos
ellos vale 360° en todos los casos (incluso en los cén-
cavos, si se atiende bien al sentido de las flechas).

3% parte: confeccion de un codigo

10. Acompanar el recorrido de la linea con la confeccion
de un cédigo, que consta de dos simbolos corres-
pondientes a los dos actos realizados: uno para avan-
zar, y otro para girar. Comprender que precisamente
por esto el codigo representa una forma y hace posi-
ble que la reconozcamos aun sin verla. Es el mismo

¢ codigo que en el lenguaje Logon.

11. Se trata de anotar sucesivamente las medidas que se
van realizando de los segmentos y dngulos. Para las
longitudes, escribimos sélo el resultado y la unidad
(pasos, o c¢m, o la que sea) y eso significara «avanzar
en linea recta», Para los giros, escribimos lo mismo
(con U si se usa la unidad antes descrita, o con © si
se usan grados), seguido de la inicial D o I que sig-
nifica «a la derecha» o «a la izquierda». Por ejemplo:
60 cmy 60° T; 30 cmy; 45° D, 120 cm serd una poligo-
nal abierta.

Nota: en una poligonal cerrada, si se empezd avan-
zando hay que terminar girando para recuperar la

misma posicién inicial.




42 parte: Un juego: Adivinar recorridos y figuras

12.

13.

14.

15.

Se preparan itinerarios en el suelo en distintos luga-
res de la escuela.

Se forman dos grupos de alumnos. Cada grupo esco-
ge una linea, hace su recorrido, y escribe el codigo
en un papel. Luego se intercambian los dos codigos.

Cada grupo ha de dibujar en un folio la linea poligo-
nal que corresponde al cédigo que ha recibido del
otro grupo. Para poderlo hacer ha de descubrir que
necesita una «escala», ya que el papel es mucho mis
pequefio que los dibujos del suelo.

Nota: resulta especialmente interesante que los alum-
nos descubran la necesidad de reducir los lados (a
escala), pero no los dngulos.

Con el dibujo hecho, cada grupo ha de encontrar la
figura del suelo que le corresponde.

También pueden practicarse estimaciones en este
sentido antes de tener el dibujo en el folio, a la vista
de las informaciones que proporciona el cédigo
recibido.

La actividad del programa dogo» es muy interesante
como complemento y ampliacioén. Para dibujar en la
pantalla una figura definida o imaginada, hay que dar
con precisién las 6rdenes de avanzar o girar, es decir
el codigo correcto. Es un paso mas que supone haber
interiorizado lo que previamente hemos hecho con
nuestros desplazamientos

5% parte: actividad libre

16.

Después de realizar la actividad en las distintas escue-
las, en una de ellas un grupo de alumnos mayores
transformé el juego en otro similar describiendo cédi-
gos en relacién con un plano de la poblacién (no
muy grande, por cierto) y haciendo recorridos a tra-
vés de ella. El resultado fue que lo pasaron bien, que
opinaron que la Geometria era genial y muy atil, y
que conocieron mucho mejor su pueblo.

Pero lo que
realmente
interesa, porque
de ello depende
la consecucion
0 no de
un aprendizage
significativo,
1o es tanto
el «qué»
trabajaremos,
sino el «6mo»
lo trabajaremos
en la escuela.

Propuestas metodolégicas
para la clase

Todo lo que hemos dicho en el parrafo
Proceso de aprendizaje de 0 a 12
aflos», puede tomarse como orientacion
general para formular una secuencia de
contenidos adecuada a cada ciclo edu-
cativo.

Pero lo que realmente interesa, porque
de ello depende la consecucién o no
de un aprendizaje significativo, no es
tanto el «qué» trabajaremos, sino el
«émor lo trabajaremos en la escuela.
Vamos a hablar de ello, enfocando el
#ema desde distintos puntos de vista.

Partiendo de la realidad o
del juego

Tal como venimos diciendo a lo largo
de estas lineas, el aprendizaje de la
Geometria consta de dos momentos: el
primero es el del conocimiento prictico
y espontdneo, que todos los nifios del
mundo escolarizados o sin escolarizar
(jy de estos hay muchos!) adquieren a
partir de la necesidad de resolver conti-
nuamente situaciones vitales y juegos
en los que intervienen la posicién y los
cambios en el espacio ligados necesa-
riamente a nociones geométricas. El
segundo es el de racionalizacién y estu-
dio, normalmente acompafiado por el
adulto. Los maestros tenemos tendencia
a considerar este segundo momento
como el especifico de la escuela, hasta
el punto de desinteresarnos totalmente
del primero. Entonces lo que sucede es
que nos engafiamos, porque el segun-
do momento, al faltarle la base, deja de
ser auténtico y eficaz.

Por el contrario, lo que deberfamos
hacer en la escuela es no sélo no olvi-
dar los conocimientos espontineos de
los alumnos, sino intentar tomarlos
como punto de partida de todo el
aprendizaje que queremos potenciar. Si
lo hacemos asi, por un lado consegui-
remos una motivaciéon y un interés de
los chicos mucho mayores, y por otro
lado les brindaremos la posibilidad de
que sus NUEVOos conocimientos encuen-




tren puntos de enlace con aquellos que
ya tienen previamente asumidos y de
ese modo se vayan llenando de un
auténtico significado.

Para tener en cuenta los conocimientos
espontineos conviene no basarnos
tanto en la observacién de dibujos,
como en la de los objetos de uso coti-
diano, lo cual nos lleva a tratar el volu-
men y las superficies al mismo tiempo
que las lineas. Dicho sea de paso, yo
no veo la necesidad de que éstas se
introduzcan posteriormente, como a
veces se dice, ya que los «caminos» y
recorridos son tan usuales en la vida y
en los juegos de los nifios como lo son

las supetficies o los volimenes. Al

mismo tiempo no hay que descuidar la
observacion detallada del espacio de la
propia clase, entorno habitual para
nosotros y para los alumnos, asi como
la de otros espacios de la escuela.

También es importante no limitarnos a
hacer Geometria en los momentos mar-
cados por el horario, sino aprovechar
muchas oftras ocasiones como son las
excursiones o salidas con los alumnos.
Todos hemos de aprender a descubrir
fendmenos geométricos en la naturale-
za, que en este aspecto es muy rica, y
en todas partes. Podemos encontrar
una gran riqueza de elementos geomé-
tricos no sélo en el arte que contem-
plamos en los museos sino también en
el urbanismo y en los edificios cuando
visitamos una plaza, una fabrica u otros
aspectos de la ciudad. Recordemos lo
que hemos contado en el punto 16 del
anterior ejemplo de actividad del apar-
tado anterior.

Respetando la diversidad de
los alumnos

Hemos visto a grandes rasgos el proce-
so de los nifios en la construccién del
conocimiento geométrico, y hemos
podido apreciar su complejidad.

Por un lado, y como en todo proceso
vital, no lo realizan todos los nifios a un
tiempo, sino que cada uno tiene su
ritmo propio de maduracidn y también
sus capacidades, sus gustos y su situa-

cién personal. Si tenemos en cuenta estas peculiaridades,
y en clase ofrecemos diversas actividades con diversos
grados de implicacion posible en las mismas, obtendre-
mos unos resultados menos uniformes, y por tanto mAis
reales y mis eficaces para cada uno de los alumnos.

Por otro lado, conviene ir retomando los mismos temas
distintas veces, como en forma de espiral, volviéndolos a
contemplar ciclicamente cada vez con mayor profundidad
y cada vez implicando en ellos nuevas capacidades de los
nifics. De esta forma damos mis posibilidades de que
todos ellos puedan «engancharse» en un momento u otro,
y puedan construir su propio camino de aprendizaje.

En nuestro ejemplo el hecho de estar reunidos nifios de
distintas edades no fue vivido como un inconveniente
sino todo lo contrario. Para muchos no era la primera vez
que hablaban de poligonos, pero ampliaron las nociones
que tenian con nuevos elementos (es lo que deciamos de
la espiral); para algunos fue la ocasién de consolidar la
nocién de 4ngulo, siempre necesitada de refuerzo; para
otros fue €l inicio de algo nuevo, como el concepto de
vértice o cambio de direccién; incluso los de 3 afios, que
evidentemente no conectaron con ninguno de esos temas,
aprendieron el procedimiento de andar correctamente
sobre una linea (que mis adelante les serd muy GtiD e
interiorizaron la imagen de linea recta y de vértice, tal
como se aprecia en el grifico 1.
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Gréfico 1. Dibujo redlizado por una nifia de 3 afios,

después de la actividad; ejemplo n.° 5. Se observa:

- la necesidad de situarse ella misma en el recorrido
para asegurar que lo hizo; es una cosa suya.

— Lo diferenciacién de dos tipos de poligonales: abierta
y cerrada; lo recuerda perfectamente.

- El deseo de hacer todo lo que hacen los mayores:
sefialar el punto de partida, dibujar flechas...

- La fuerza de las lineas; la firme decisién de que sean

rectas; ha interiorizado esta nocién.

- la fuerza de los vértices, marcados con toda claridad,
cosa inusual en los dibujos de esta edad; seguramente
ha interiorizado también el cambio de direccién

hecho

en el giro.
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Gréfico 2. Dibujo de una nifia del ciclo 1.° de
primaria (7 afios), recordando, sin el modelo. Se
observa:

— Ya no necesita dibujarse ella misma para expresar
su recorrido.

- Ha asumido perfectamente el sentido del giro
realizado en cada vértice y probablemente
reconoce en qué caso el giro se ha hecho en
sentido contrario al de los ofros.

- No escribe los nombres, pero el nivel de
conocimiento que demuestra corresponde a
conocer el vocabulario: poligono, lados, vértices.

~ Ha tomado medidas a los lados, las recuerda y las
hace constar (6-5 quiere decir entre 6 y 5
aproximadamente) no tiene adn adquirido el
habito de escribir la unidad; ejemplo, n.° 6.

— Sus trazos son menos firmes que los del caso
anterior; lo de la linea recta ya no le sorprende,
seguramente por sabido.

Sudik Zamt
IOV

Grdfico 3. Dibujo de una nifia de 22 ciclo de primaria (9 afios)

mirando el modelo; ejemplo n.° 8 y 9. Se observa:

~ Dominio en el uso de la regla para dibujar poligonos.

- Precisién en el trazado y representacion de los angulos.

- No sefitla el origen; se supone que se empieza por el vértice del
angulo 1.

— Pone el titulo de la actividad y al final expresa el resultado o sea
lo que se decubrié.
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Grdfico 4. Dibujo de un nific de 6.° curso de primaria,

acompaiiado del cédigo correspondiente. El cédigo se ha

confeccionado en la figura del suelo (del pasillo, segun dice su
autor). A partir del cédigo, se ha realizado este dibujo. Se
observa:

- Interés por una buena presentacién; primero lo hizo en lépiz
y luego lo pasé a boligrafo.

— Una notable precisién en el uso de la regla y del circulo
graduado (los éngulos en grados).

- Sefiala el punto de origen y la direccion del primer tramo con
la flecha; al final no olvida terminar con un giro.

- Explicita la escala a la cual se han reducido las longitudes;
no tuvo dudas sobre el hecho que los angulos se mantenian
iguales.

- El interés por la exactitud de las medidas y del resultado le
hace expresar espontdneamente por escrito el desajuste que

encontrd en la préctica; sabe relativizarlo.




Priorizando los contenidos
procedimenfales

Todas las habilidades y capacidades
que en el segundo apartado hemos
sefialado en letra cursiva, hoy son lla-
madas con mayor propiedad los «conte-
nidos procedimentales», en este caso de
la Geometria. Hemos podido apreciar
que son indispensables para la cons-
truccién del conocimiento geométrico
de los nifios hasta los 12 afios.

Precisamente es en este sentido en el
que afirmamos que en estas edades es
prioritario el aprendizaje de los proce-
dimientos sobre el de los conceptos.
Pero si ademds de afirmarlo lo creemos,
esto no puede quedar Gnicamente en una
frase, o una norma de la reforma educa-
tiva, o incluso en una moda, sino que ha
de llegar a ser nuestro primer objetivo y,
por tanto, ha de tener consecuencias prac-
ticas en nuestra manera de ensefiar.
Algunas de ellas podrian ser: poner el hilo
conductor de nuestras programaciones en
una secuencia de procedimientos y no en
una ordenacién de conceptos como suele
hacerse; cambiar los criterios bésicos que
nos mueven a optar por unos materiales y
por una u otra dindmica de clase; y, sobre
todo, planificar de otra forma la evaluacion
de los resultados, ya que realmente es la
adquisicién de procedimientos lo que
deberfamos evaluar con mayor interés.

En nuestro anterior ejemplo, se trata-

ron, entre otros, los «procedimientos»

siguientes:

e exploracién del espacio y dominio
de movimientos;

e observacion de fendmenos y propie-
dades;

e construccién de modelos;

e utilizacién de simbolismos;

e verbalizacidén de la accién realizada
y uso de vocabulario geométrico;

» relaciones comparativas y practica
de medidas;

» descubrimiento de propiedades;

e elaboracién de conclusiones;

e sistematizacién y aplicaciéon de las
nociones aprendidas.

Podemos apreciar algunos de ellos en los
dibujos de los nifios que presentamos.

La mejor manera
de potenciar
el conocimiento
geométrico
del espacio
en un nino
de corta edad
es a traves de
Sus propios
desplazamientos
Y movimientos
en general.

A partir de los propios movimientos

La mejor manera de potenciar el conocimiento geométri-
co del espacio en un nifio de corta edad es a través de sus
propios desplazamientos y movimientos en general. Ya
hemos dicho el importante papel que juega en este senti-
do el momento en que un nifio empieza a andar,

Durante la etapa que hemos llamado de 2-8 afios practi-
caremos el recorrer itinerarios, el frotar con la mano una
superficie y apoyar en ella la espalda y el meterse en la
regién interior de una casita o de un dado gigante, como
formas privilegiadas de reconocer las lineas, las superfi-
cies y los espacios tridimensionales. Estas actividades, se
basan en los propios cambios de posicion respecto a
materiales grandes (cajas, telas, aros, cubos...) y en la
experiencia corporal, y son las que deben predominar
incluso antes de la manipulacién de objetos pequefios.

En segundo lugar, el movimiento juega un papel muy
importante no sélo en la exploracién del espacio sino
también en la interiorizacion del mismo, hasta el punto
de que podriamos decir que la atencién puesta en el pro-
pio movimiento es la clave para la fijacion de los con-
ceptos en €l implicados. Y este paso de interiorizacion, o
formacion de la imagen mental, se va realizando, cada vez
con propiedades y nociones mis complejas, en todas las
edades. Es por esto que durante la etapa siguiente (8-12
aflos) es también muy recomendable partir del propio
movimiento al plantear nuevas nociones.

En nuestro ejemplo se tomd el hecho de andar como punto
de partida para ver distintos tipos de lineas poligonales, y el
movimiento de girar como origen de la nocién de dngulo; y
para los mayores el andlisis del movimiento realizado en los
giros es la causa de reconocer poligonos convexos o conca-
vos, y de subsanar anteriores errores respecto a los dngulos.

Construyendo modelos con materiales y
con el dibujo

Después de haber trabajado un tema a partir de los movi-
mientos, conviene volverlo a tomar otras veces desde dis-
tintos puntos de vista y en otras formas. Lo haremos pri-
mero con actividades a las que llamaremos «de taller,
basadas en la manipulacién de materiales y en el uso de
instrumentos geométricos, y después con el «dibujon.

Son materiales adecuados para el taller de Geometria:

— En primer lugar todos los de uso corriente: cartulinas,
papeles, cuerdas, lanas, maderas, piezas de mecano y
otros juegos, botellas, envases, globos hinchables,
espejos, etc.; y, desde luego, lipiz, pinturas y tijeras.

— En segundo lugar, aquellos creados exprofeso para
hacer Geometria, como los «geoplanos», «angrams»,
«pentominos», «policubos» y algunos mas.



— Como instrumentos geométricos citaremos: la regla,
las escuadras y cartabones, el circulo graduado, otros
varios de medicién de dngulos (entre los que cabe
contar un reloj grande de agujas) y el compis.

— Finalmente hoy disponemos de muy buenos progra-
mas informdticos para tratar la Geometrfa, que son
una excelente manera de plasmar, con una interven-
cién muy directa de los chicos, lo que anteriormente
hayan trabajado con sus movimientos y con el taller
de materiales. Pienso que el ordenador no sustituye
estas dos formas, sino que las completa.

Los materiales manipulables han de ser no tanto una oca-
sién para que el adulto pueda «explicar o «demostrar pro-
piedades geométricas, como una ocasién para que el que
aprende (nifio o adulto) pueda primero experimentar y
descubrir, y después expresar dichas propiedades. Los
materiales son siempre importantes, pero muy especial-
mente en las edades que nos ocupan, cuando los nifios
todavia no manejan los conceptos abstractos y sélo son
capaces de razonar a partir de situaciones concretas.

En efecto, con estos materiales los nifios practican la
experimentacion, la cual, impulsada por propuestas inte-
resantes del adulto y realizada siempre con un espiritu de
busqueda adecuado a la edad, es para los pequefios lo
mismo que la investigacion para los mayores.

Por otro lado, con los materiales, el dibujo y el ordenador
se construyen modelos, es decir realizaciones visibles que
ponen de manifiesto la posicién, las formas, las transfor-
maciones, y todas las propiedades geométricas. Los mo-
delos son el lenguaje de la Geometifa. S6lo sabemos si un
nifio realmente tiene una imagen mental formada de una
determinada nocién geomeétrica, si es capaz de «construir
0 sea crear un modelo o dibujo en el que esté implicita
dicha nocioén. En este sentido decimos que el lenguaje de
la Geometria es la Expresién Plastica.

Con una metodologia en tres «fases»

Como consecuencia de los anteriores criterios, v refirién-
donos al orden de realizacién de las actividades, propo-
nemos secuenciar las mismas en tres fases»:

L. Actividades de movimiento: con materiales grandes y
con los propios desplazamientos.

2. Talleres de manipulacién: con materiales pequenos,
y con ordenador y programas informaticos, si se
puede.

3. Conldpiz y papel, estas no se realizan necesariamen-
te cada vez,

Nos referimos no a seguir esta secuencia a 1o largo de la
escolaridad, sino en cada uno de los temas que se van plan-
teando tanto en la escuela infantil como en la primaria,

En la expresion
verbal se aprende
a servirse
con precision
del lenguaje
geometrico
adecuado. Para
los mds pequerios
serd reducido
Y con la edad
se irda ampliando,
pero es preciso
que a cada uno
se le exija
un vocabulario
correcto,

a su medida.

Sin olvidar la expresién verbal

Este criterio corresponde a uno de los
«procedimientos» basicos de Geometria
de los que antes hemos hablado, el de
acompafiar las experiencias con la
expresion verbal de las mismas y, sobre
todo, de lo que en ellas se ha observa-
do y descubierto. En efecto, las intui-
ciones que los nifios empiezan a for-
marse sobre la naturaleza del espacio
(como sucede por otro lado con cual-
quier otro tipo de conocimiento) nece-
sitan expresarse para concretarse y no
quedar Unicamente en ideas implicitas.

En la expresion verbal se aprende a ser-
virse con precision del lenguaje geomé-
trico adecuado. Para los mis pequefios
serd reducido y con la edad se ird
ampliando, pero es preciso que a cada
uno se le exija un vocabulario correcto,
a su medida, No olvidemos que la pala-
bra, o lenguaje verbal, es indispensable
para la concrecién del pensamiento y
construccién de los conceptos.

Con ello no queremos decir que pida la
verbalizacién sistemiticamente en cada
ejercicio, cosa que quizds se harfa pesa-
da, pero si muy a menudo y de forma
natural. Se trata de provocar en clase
ocasiones propicias para ello y un dia-
logo habitual. Probablemente, para los
mas pequefos serd siempre expresion
oral, y para los mayores serd a menudo
oral y a veces también escrita.

La Geometria globalizada
con otfra materias

Después de lo que hemos dicho, nos
aparece como necesario, y al mismo
tiempo absolutamente natural y facil, el
hecho de trabajar la Geometria en las
primeras edades conjuntamente con el
Lenguaje, con la Psicomotricidad, con
la Expresion Plastica y con el Conoci-
miento del Medio Natural y Social.

Al mismo tiempo, hay que contemplar
la conveniencia de realizar una buena
parte de las actividades en otros
momentos que no sean los de la «lase
de matemiticas», y otros contextos que
el de «wuestra aulas; asi, por ejemplo




muchas cosas deberemos hacerlas en el
patio, en el aula de dindmica o en el
taller de Plastica, en el caso de que la
escuela disponga de ellos, en el esce-
nario de cualquier visita cultural, tal
como antes hemos indicado, o en los
pasillos, como ocurri6 en el anterior
ejemplo. Quedard sin duda una parte
de las actividades para realizar en clase,
y la mayorfa de las veces éstas nos
obligaran a cambiar la organizacién ma-
terial de la misma.

El hecho de concebir una Geometria
muy ligada a otros momentos y a otras
disciplinas, podria permitirnos enfocar
el tratamiento de las Matematicas en la
escuela infantil y primaria, no como
una materia que forma un todo inamo-
vible y separado de las otras materias,
sino como un conjunto de diversas
areas de conocimiento, estrechamente
enlazadas entre ellas y con otras que
provienen de otros campos del saber,
pero que confluyen todas tanto en el
entorno y en la vida de los nifios, como
en el mismo acto del aprendizaje, y que
por esto mismo contribuyen a un pro-
ceso humanizador.

Contemplando distintas tipo-
logias de actividades

Anteriormente hemos descrito tres tipos
de actividades teniendo en cuenta el
punto de partida y el medio usado en
su realizacion: de movimiento, de taller,
y de dibujo. Desde otro punto de vista,
podemos distinguir entre actividades de
reconocer y de construir. Las primeras,
como su nombre indica, son aquellas
en las que los alumnos observan un
modelo, y en él weconocen» o identifi-
can una forma, cuyo nombre pueden
aprender, o una propiedad, y normal-
mente hacen algo para demostrar que
lo han reconocido correctamente; por
ejemplo, dadas varias lineas en un
papel, pintar en rojo las curvas, y en
azul las rectas. El segundo tipo de acti-
vidades corresponde a aquellas en las
que los alumnos han de «construir» (con
movimiento, con materiales o con dibu-
jo) un modelo que cumpla una defini-
cién o unas condiciones prefijadas; por

...el becho
de trabajar
alternando
continuamente-
actividades
de reconocer
y de construir,
no sélo es una
garantia para
la adquisicion
del conocimiento,
sino que ademds
equivale
a practicar
una evaluacion
constante dentro
del mismo proceso
de aprendizaje.

ejemplo, andar trazando un itinerario recto o curvo, o
dibujar lineas rectas o curvas en un papel blanco, segin
la consigna del maestro. Evidentemente, este segundo
tipo de actividad es mas dificil, y es la que realmente
demuestra que ya se tiene interiorizada la nocién corres-
pondiente. Por esto a menudo puede servirnos como eva-
luacién. O mejor dicho, el hecho de trabajar alternando
continuamente actividades de reconocer y de construir,
no sblo es una garantia para la adquisicién del conoci-
miento, sino que ademds equivale a practicar una evalua-
cién constante dentro del mismo proceso de aprendizaje.

Finalmente, refiriéndonos a la dindmica de la clase, pode-
mos hacer también la distincién entre actividades dirigi-
das 'y libres. Las primeras, que suelen ser mayoritarias,
estin orientadas por propuestas del maestro o maestra,
que ha previsto un hilo conductor y sabe donde quiere
que los alumnos vayan a dar al final, y por esto, sin duda,
provoca directamente buena parte de los descubrimientos
que éstos realizaran.

En cambio en las del segundo tipo, la actividad debe ser
tan s6lo sugerida en su inicio, dejando la libertad de que
los chicos actGien guiados por su propia iniciativa, por sus
aficiones o por algo que les ha llamado la atencién; se
trata mds bien de una exploracién o incluso investigacion
a su medida, que probablemente ird por caminos no pre-
vistos por el maestro. Este tiene la misién de saber acoger
todo lo positivo que aparece.

Una Geometria dindmica

Los anteriores criterios metodolégicos determinan una
nueva manera de actuar y, por tanto, de organizar nuestras
clases, que permite hablar de una Geometria dindmica.

En efecto, el empezar a trabajar con los propios despla-
zamientos nos hace cambiar radicalmente la disposicién
de la clase, ya que es necesario retirar las mesas, dejar un
espacio grande en medio, cambiar de lugar los chicos,
acomodar un sitio para los materiales grandes. El trabajo
en forma de taller supone potenciar la experimentacion,
la iniciativa y los intercambios entre los alumnos; buscar
materiales diversos y atender a las ideas que surjan.
Resumiendo: sin dejar de fomentar la concentracién y la
reflexion, es preciso estar casi en continuo movimiento.
Es en este sentido en el que podemos decir que la clase
de Geometria ha de ser dindmica en su forma.

Pero la Geometifa en la escuela ha de ser también dindmi-
ca en su contenido, ya que, tal como la hemos presentado,
no estudia las formas de las figuras contempladas estitica-
mente, sino que estudia prioritariamente los fendémenos de
movimientos o de otras transformaciones, que contemplan
tanto las mismas figuras como todas las propiedades geo-
métricas desde la Optica de los cambios, genuinamente
dindmica.




Mirando el mundo «con ojos geométricos»

Si hemos afirmado tantas veces que hacer Matematicas es
desarrollar el hdbito de spensar matematicamente», o bien de
mirar el mundo con «jos mateméticos,, también podriamos
resumir todo lo que hemos dicho, y buena parte de lo que
no hemos sabido decir, afirmando que hacer Geometria es
desarrollar el hibito de saber mirar el mundo en que vivi-
mOs Con unos «0jos geométricos» y con una «mente geomeé-
trica». Esto supondria empezar por interesarnos por las for-
mas y los fenémenos geométricos que suceden a nuestro
alrededor (simetrias, sombras, giros, etc.), esforzarnos por
comprenderlos, y acabar disfrutindolos. Esto nos haria capa-
ces de interpretar nuestro mundo con nuevos elementos y
con mayor profundidad y de solucionar situaciones inéditas
que en €l se nos plantean, y asi llegar a dominarlo.

Esta concepcion, representa para los maestros aceptar que
en la escuela no se trata de estudiar en los libros los nom-
bres de las figuras, las formulas de las dreas o volGmenes y
los célculos de angulos, cosa que la mayor parte de noso-
tros hicimos de jovenes y que, por tanto, hemos identifica-
do con la asignatura. La mayor parte de esto no es ni
siquiera propiamente geometrfa, sino mas bien cdlculo
aplicado a la geometria. Es decir, no se trata de «ensefiars
nombres o definiciones, que como miximo podemos
«explicar o demostrar, sino de poner al alcance de los
alumnos, a partir de su propio entorno, las ocasiones, los
medios y la interaccién verbal necesarios para que pue-
dan realizar su propio y auténtico camino del aprendiza-
je de las caracteristicas geométricas del espacio.

Algo ha de cambiar radicalmente en nues-
tras auvlas

Hoy, en una vision mucho mds amplia, vemos la
Geometria en la escuela de modo completamente distin-
to, como algo mucho més amplio y complejo que aque-
llo que solemos evocar al decir «lase de Geometrias,
Quizas también es algo mis dificil, e incluso es para noso-
tros un verdadero reto pero, con toda seguridad, también
es algo mas auténtico y que produce mis entusiasmo.

Pero, sobre todo, exige de nosotros una nueva actitud,
basada en el conocimiento de aquello que nuestros alum-
nos necesitan, y en la voluntad de ofrecérselo, de inter-
pretar las posibilidades de cada uno, de valorar sus hallaz-
gos y de sentir la alegria de sus progresos.

De este modo el conocimiento geométrico del espacio puede
llegar a ser, tanto para nuestros alumnos como para nosotros
mismos, una ocasion de aumentar nuestra capacidad de des-
cubrimiento, nuestra creatividad y nuestra sensibilidad por la
belleza. Juntos hemos de hacer este camino, los pequefios y
los mayores, de modo que tanto en Ia calle como en la clase,
seamos mds felices haciendo Geometria.

Hoy,
en una vision
mucho mds
amplia, vemos
la Geometria
en la escuela
de modo
completamente
distinto,
como algo mucho
mas amplio
Y complejo que
aquello que
solemos evocar
al decir «lase
de Geometria.

Mé# Antonia Canals
Federacié d’Entitats
per |'Ensenyament de les
Matematiques a Catalunya
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Dificultades y logros
de una gran mujer matemdtica:
Mary Somerville

Lourdes Figueiras Ocana
Maria Molero Aparicio
Adela Salvador Alcaide
Nieves Zuasti Soravilla

Como homenaje a Gonzalo
Sanchez Vazquez, socio de
la Organizacién Espafiola
para la Coeducacion
Matemdtica Ada Byron,
hemos querido comentar
la vida y la obra
de una gran matemética,
Mary Somerville, y, al
conocer sus dificultades,
reflexionar sobre los
problemas que han tenido
por el hecho de ser mujer
otras mujeres matemdticas.
Por Gltimo recogemos unos
bellos diagramas de un libro
de Mary para exponer su
fundamento matemdtico y
desarrollar a partir
de ellos actividades
geométricas de aula.

Dedicado a quien mantuvo siempre el convencimiento
de que hombres y mujeres debian trabajar en
condiciones de igualdad, estudiar sin ningtin tipo de
discriminacion por razones de sexo y, por supuesto, que
las matemdticas a las que él dedicé gran parte de su vida
son una ciencia viva, dindmica y en la que las mujeres
han tenido y tienen un importante papel.

Con carifio, para ti Gonzalo.

E CONOCEN muchos nombres de hombres mateméticos
famosos y muy pocos de mujeres matematicas. Es usual
que en la sociedad se plantee la pregunta: sserd cierto que
las mujeres «valen» menos para las Matemdticas que los
hombres? Tradicionalmente no se consideran las Mate-
mdticas como una ciencia especialmente femenina y, sin
embargo, en determinadas épocas historicas el interés de
las mujeres por las Matematicas fue notable.

Al comenzar a estudiar y a preocuparnos por este tema
observamos que para que una mujer (0 un hombre) sea
recordada en la historia de las Matemadticas se necesita
que haya recibido una cuidada formacién, y que haya cre-
cido, por tanto, en el seno de una familia de clase aco-
modada. Pero una mujer encuentra, ademads, otros incon-
venientes tales como la dificultad de contar con el apoyo
de universidades o instituciones; la dificultad del recono-
cimiento de su labor frecuentemente vinculada a algin
personaje masculino: padre, hermano, esposo; la utiliza-
cion del propio nombre; la necesidad de ocuparse de «sus
labores». Si a pesar de todo ello esta mujer consigue ocu-
par un lugar en la historia, ocurre a menudo que es
recordada por alguna anécdota de su vida antes que por
su labor como matemadtica.




Queremos contar la historia de una mujer matematica,
Mary Somerville, como un ejemplo de mujer con el que,
analizando sus logros y sus dificultades, podamos gene-
ralizar y darnos cuenta de los problemas que han tenido
las mujeres para hacer ciencia y en particular para hacer
matematicas.

La opinién generalizada sobre la ausencia de mujeres en
la historia de Jas Matemiticas descansa en una concepcion
erronea de lo que es la historia de la ciencia. Hay quienes
piensan que la ciencia progresa solamente gracias a los
grandes descubrimientos olvidindose de quienes han
recogido los datos, han hecho minuciosas observaciones
y anotaciones, han traducido trabajos importantes ponién-
dolos al alcance de otros investigadores e investigadoras,
o han explicado, analizado, sintetizado y divulgado el
saber del momento.

Educacion de las mujeres

Nunca se le ha negado a los hombres el acceso a la edu-
cacién superior. Este derecho fue ejercido por quienes
dispusieron de los medios necesarios tanto por cuna
como por propios méritos. Sin embargo, hasta hace poco
mis de un siglo, a la mayorfa de las mujeres les ha esta-
do vetada incluso la lectura y la escritura pues éstas eran
consideradas fuente de pecado y tentaciones. Asi, mien-
tras que 4 unas mujeres por su posicion social les plani-
ficaron cuidadosamente su educacidén siguiendo unos
esquemas establecidos, a la mayorfa trataron de impe-
dirles el acceso al conocimiento. No se pretendia en nin-
gin momento que se interesaran por la filosofia, la cien-
cia y la tecnologia sino mas bien por el arte, la literatu-
ra y la cultura cldsica asi como todas las habilidades
«domésticas. En Espafia, en nuestros dias, hemos podi-
do conocer a mujeres intelectuales que fueron las pri-
meras en acceder a determinadas enseflanzas o carreras
profesionales. Lo que podriamos considerar al fin un
avance choca frontalmente con situaciones como las que
se viven en Argelia donde las pricticas fundamentalistas
actuales una de las primeras cosas que prohiben es la
educacién de las nifas. (Es tan peligroso que las muje-
res tengamos una formacién?

Mary Fairfax Somerville nacié en Escocia el 26 de diciem-
bre de 1780, siendo la quinta y Gnica hija de una familia
de siete hermanos. Pasd su infancia explorando las costas
de Escocia y en contacto con la naturaleza, observando
las estrellas, las flores, los pdjaros y otros animales. Ella
cuenta: «Me entretenia en el jardin, frecuentado por los
péjaros. Conocia muchos de ellos, sus vuelos, sus cos-
tumbres.... (Somerville, 1874: 19). Pero a los diez afios
sabfa escasamente leer pues a su madre le preocupaba
que pudiera leer la Biblia, y no sabia en absoluto escribir.

...hasta bace poco
mds de un siglo,
a la mayoria
de las mugjeres les
ha estado vetada
incluso la lectura
Y la escritura
pues éstas evan
consideradas
JSuente de pecado
Y tentaciones.

Mary Fairfax Somerville

Al percatarse su padre, a la vuelta de un
largo viaje, de que era una qoven sal-
vajer, la envid al internado de una tal
sefiorita Primrose, una escuela en la
que como método pedagdgico le hicie-
ron aprender, de memoria, las piginas
de un diccionario. No solamente dele-
trear las palabras o su significado sino
recordarlas incluso en orden y sin erro-
res! No le gustaba la escuela y a menu-
do lloraba. Después de un afio volvié a
su casa donde le reprocharon lo poco
que habia aprendido. A pesar de esta
experiencia traumdtica, Mary habia
desarrollado el gusto por la lectura y
tenfa pequefias nociones de aritmética.

A los trece aflos pasd un verano en casa
de uno de sus tios, el Dr. Somerville,
que mis tarde serfa su suegro, el cual al
darse cuenta de las ganas que tenia de
aprender, la inspir6 con historias de
mujeres sabias de la antigiiedad, la
ayudd a aprender latin y a leer a Vir-
gilio. Ella escribi6: «El me asegurd que
en la antigliedad habian existido mu-
chas mujeres elegantes instruidas, y que
él podria leerme a Virgilio si yo estu-
diaba una hora o dos cada mafiana, lo




que le agradeci. Nunca fui mas feliz en
mi vida que durante los meses que
estuve en Jedburgh» (Somerville, 1874:

37.

Luego asistié a un curso de pintura y
danza. En el curso de pintura se intere-
saba por las nociones de la perspectiva
y de geometria y de ahi pasé a resolver
los pasatiempos matemdticos que apa-
recfan en las revistas femeninas.

El tutor de su hermano, que daba las
clases en la misma habitacién donde
ella cosia, se asombro al comprobar
que Mary respondia a las preguntas que
él le hacia al hermano. Mary aprovecho
la fuerte impresién que le causd para
convencerle de que comprara para ella
libros cientificos. Asi consiguidé leer
libros serios como los Elementos de
Euclides y el Algebra de Bonnycastle. El
tutor le ayud6 a leer y a resolver los
problemas del primer libro de Euclides,
pero. pronto ella le sobrepasaba en
conocimientos y tuvo que continuar
sola su formacion.

Vivié las contradicciones de la educa-
cién de las chicas de su época. Primero
sabfa demasiado poco y luego ya sabia
demasiado. La intensidad de sus estu-
dios sorprendi6 a sus padres. Al ente-
rarse su padre de la pasién de su hija
por las Matemdticas le prohibi6é conti-
nuar estudiando jel pensamiento abs-
tracto podia deteriorar la salud de la
mujer! Su padre dijo: «uno de estos dias
veremos a Mary con camisa de fuerza.
iAcuérdense de X, que se volvié loca de
atar con el estudio de la longitud! (Alic,
1991: 214). Su madre le quit las velas
para que no pudiese estudiar de noche.
Durante el dia practicaba piano, se ocu-
paba de las labores del hogar, de sus
amistades, bailaba, pintaba, le gustaba
el teatro y los conciertos y, ademas,
encontraba tiempo para leer dlgebra y a
los clasicos, y logré estudiar los seis pri-
meros libros de Euclides.

Esta anécdota de tener que estudiar a
escondidas y con la oposicion familiar
se repite una y otra vez en la historia de
mujeres. Si ya es una minosfa de hom-
bres y mujeres los que pudieron tener
acceso a la educacion superior, las

Vivio las
contradicciones
de la educacion

de las chicas
de su época.
Primero sabia
demasiado poco
y luego ya sabia
demasiado.

mujeres, ademds, debian superar ese estereotipo social
que consideraba impropio de ellas estudiar Matematicas:

La labor de las mujeres vinculada a
algin personaje masculino

Mary se casd en 1804 con Samuel Greig, capitin de la
marina rusa, y adquirié una mayor libertad para conti-
nuar sus estudios en Matemiticas a pesar de que su
marido no tenia ningn conocimiento cientifico y no le
gustaban las mujeres sabias. La pareja vivio en Londres.
Samuel murié pronto, en 1807, a los tres afios de matri-
monio, y Mary se encontrd viuda, con dos hijos peque-
fios y con independencia familiar y econémica. Pudo
continuar sola su educacién matematica. Por primera vez
era libre para conducir su vida, sin el control de padres
y esposo. En aquella época gan6 una medalla de plata
por la solucién de un problema sobre las ecuaciones
diofanticas en el Mathematical repository de W. Wallace.
Sus amigos la animaron a que siguiera estudiando.
Adquirié un buen ntmero de libros recomendados por
un profesor amigo. Se levantaba temprano, y estudiaba
o escribia durante horas para poder estar luego disponi-
ble para la familia, las amistades o los compromisos
sociales que tuviera. Poco después ya lefa los Principia
de Newton.

En 1812, con 32 afios, volvid a casarse con el Dr. William
Somerville, su primo, de profesion médico, hijo de aquel
tio que de joven la ayud6, apoy6 y alent6 en sus traba-
jos, y que compartio su interés por la ciencia. Era un
hombre de gran inteligencia y poca ambicién personal.
Estaba orgulloso de los éxitos y la fama de Mary. Fue un
matrimonio duradero y feliz. Su marido, en su condicién
de hombre, podia usar la biblioteca de la Real Sociedad
en beneficio de Mary, le presentaba a cientificos impor-
tantes, y cuando ya era famosa la ayudd a editar sus
libros. Dice Ch. Lyell: «Si nuestra amiga la sefiora
Somerville se hubiera casado con Laplace, o con un
matemdatico, nunca habrfamos oido hablar de su trabajo.
Lo habria fundido con el de su marido, presentandolo
como si fuera de éb.

En efecto, como dice Ch. Lyell, Mary no sélo tuvo la
suerte de contar con la admiracién y el apoyo de su
esposo sino ademds el hecho de que éste no fuese
matematico. La obra de otras mujeres ha quedado liga-
da a la de personajes masculinos de su familia como a
su padre en el caso de Hipatia, a la de su hermano en
el caso de Caroline Herschel, o a la obra de su marido,
en el de Grace Crisholm Young, lo que hace muy diff-
cil reconocer y distinguir cudles han sido las aportacio-
nes de ellas.




Las instituciones cientificas

A las mujeres les estaba vetado el paso a la universidad y
otras instituciones cientificas donde, por otro lado, se
encontraban las bibliotecas, de esta forma se les negaba
el acceso al conocimiento.

Gracias a las reuniones sociales a las que invitaban a per-
sonas notables por sus trabajos cientificos, los salones de
los Somerville se convertian en punto de encuentro del
saber del momento.

Mary admiraba las maquinas de calcular de Charles
Babbage y fue la mentora de la joven Ada Byron. Visi-
taban el observatorio de los Herschel. Conocian a los mis
grandes cientificos de la época. Los amigos les enviaban
libros y trabajos cientificos, les invitaban a conferencias y
realizaban experimentos para ellos.

Su obra

La vida de Mary coincide con la Revolucién Industrial, y
en esa época existe un hondo interés por la ciencia, Mary
se interes6 por el magnetismo y en lo que se podria con-
siderar un antecedente de la fotografia, observando el
grado de decoloracién que se producia en una hoja de
papel recubierta por cloruro de plata al ser expuesta a la
luz. Fue llamada a su muerte por el Zondon Post da Reina
de las Ciencias del siglo XIX». Queremos advertir que en
su época todas las ciencias, y entre ellas la fisica y las
matemadticas, no estaban separadas como hoy. Podemos
considerarla la Gltima gran mujer «ientifica». Pronto se
licenciarfan separadamente bidlogos, ingenieros en com-
putacién, fisicos nucleares, etc. y ya nunca aparecerian
importantes descubrimientos cientificos estudiados por
aficionados.

El 27 de marzo de 1827, lord Henry Brougham, presiden-
te de la Cdmara de los Lores, escribi6 a su marido pidién-
dole que convenciera a Mary para que escribiera una tra-
duccion de la Mecdnica Celeste de Laplace para su
«Biblioteca de Conocimientos Utiles», dirigida a personas
no instruidas. (Es curioso que en ese tiempo, y a pesar de
que Mary era ya muy conocida, toda la correspondencia
que le enviaban fuera dirigida a su marido.) Mary vacila-
ba, pero decidi6 hacerlo con la condicién de que se man-
tuviera el proyecto en secreto, y con el compromiso de
que su manuscrito fuese quemado si no se consideraba
aceptable. Con una organizacion excepcional, sin renun-
ciar a su vida social y doméstica, trabajé en su libro e hizo
frente a todas las dificultades durante cuatro afos.
Escribi6 en su autobiografia: Frecuentemente abandona-
ba mi trabajo tan pronto como me anunciaban una visita,
para que nadie pudiera descubrir mi secretor, <Un hombre

Mary tradujo
a Laplace,
pero su obra
Jue mucho mds
que una simple
tradiccion ya que
por un lado
anadia
comentarios
simples y claros
que permitian
la comprension
por parte
de personas
no iniciadas
Y por otro
incorporaba
opiniones
independientes
e interesantes
bara las personas
expertas.

siempre puede tener el control de su
tiempo alegando que tiene negocios, a
una mujer no se le permite tal excusan,
(Alic, 199: 217).

En la Mecdnica Celeste Laplace estudia-
ba el sistema solar y observaba los
cometas, satélites y planetas, utilizando
la teorfa de la gravitacién de Newton.
Para darnos cuenta de la dificultad de
esta obra, en 1808, John Playfair
comentaba que en Gran Bretafia ape-
nas habia una docena de matemiticos
capaces de siquiera leerla. Era una obra
larga y compleja.

Mary tradujo a Laplace, pero su obra
fue mucho mas que una simple traduc-
cién ya que por un lado afiadia comen-
tarios simples y claros que permitian la
comprension por parte de personas no
iniciadas y por otro incorporaba opi-
niones independientes e interesantes
para las personas expertas. En su
amplia Preliminary Dissertation estin
incluidas todas las Matemaiticas necesa-
rias para poder comprender la obra de
Laplace, una historia del tema y expli-
caciones del trabajo de Laplace con
dibujos, diagramas y comprobaciones
matemdticas de la propia Mary. Poste-
riormente estas Disertaciones fueron
reimpresas y vendidas por separado.
Fue durante el resto del siglo un texto
clave en matemadticas avanzadas y
astronomia. Esto es lo que al principio
comentdbamos. Una obra dificil es
puesta por esta mujer al alcance de la
comprension de otras personas. Asi
avanza la ciencia.

Su obra se publicé en 1831 con el titu-
lo Mechanism of the Heavens. Pero no
en la coleccién de divulgacién «Biblio-
teca de Conocimientos Utiless, ya que
Brougham la juzgé demasiado larga y
complicada, sino por J. Murray, que
imprimi6 sélo 750 ejemplares pues no
esperaba que se vendiera demasiado.
Sin embargo fue muy alabada, y tuvo
gran éxito econdmico.

Mary se habia acostumbrado a escribir.
Publicé en 1834 The Connexion of the
Physical Sciences, libro que trataba
diversos temas y en el que explicaba
siempre con gran claridad cualquier
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fenomeno por complejo que este fuese,
aunque nunca sacrificaba por ello la
precisién. Inclufa en este libro los
bellos diagramas de los experimentos
de Chladny con placas vibratorias,
(fenémeno del que también se habia
ocupado Soffa Germain). Para poder
escribirlo hubo de estudiar, consultar e
investigar a muy distintos autores. Tuvo
2Gn més éxito. The Athenaeuwm opinaba
que «el libro era “delicioso” y, con
excepcion de los tratados de sir J.
Herschel, la obra de ciencia mds valio-
sa y mas agradable que se ha publica-
do en el transcurso del siglo».

El 13 de febrero de 1835 fue nombrada,
junto con Carolina Herschel, miembro
honorifico de la Real Sociedad de Astro-
nomia. Fueron las primeras mujeres que
tuvieron este nombramiento y durante
muchos otros afios fueron las Gnicas. A
pesar del nombramiento Mary considera-
ba, y con razén, que no tenfa derecho a
visitar la Sociedad si no recibia una invita-
cién especial. La reina Victoria le concedid
una pension anual de 200 libras esterlinas,
aumentada dos afios mds tarde a 300 libras
(Eychenne, 1993). Por fin, como ella co-
mentaba, era feliz al poder disponer de
dinero e independencia econémica para
comprar por si misma los libtos que nece-
sitaba para continuar estudiando.

Continud estudiando matematicas con
192 afios! Sus Gltimos escritos muestran
gran maestria en la investigaciéon mate-
matica. Poco antes de morir escribio:
«Tengo 92 afios, [...], mi memoria para
los acontecimientos ordinarios y espe-
cialmente para los nombres de las per-
sonas es débil, pero no para las
Matemdticas o las experiencias cientifi-
cas. Soy todavia capaz de leer libros de
Algebra superior durante cuatro o cinco
horas por la mafiana, e incluso de
resolver problemass.

La dificultad de compagi-
nar «sus labores» con el
trabajo cientifico

Nuestra Mary era considerada una heroi-
na en los circulos cientificos y feminis-

Hemos querido
utilizar la vida
y la obra de Mary
para hacer
hincapié
en una serie
de elementos
comunes que
se repiten
Y que pensamos
bhan influido para
que las mujeres
no hayan entrado
en la historia
con la justicia
que les hubiera
correspondido.

tas, donde sus contemporineos insistian en.su feminidad.
J. G, Children escribe: «..dejando al propio tiempo un
registro imperecedero de la perfecta compatibilidad entre
el cumplimiento ejemplar de las tareas mis suaves de la
vida doméstica y las mas profundas investigaciones en filo-
soffa matematica» (Alic, 1991: 213). No obstante, ella en su
vejez escribié: da edad no ha menguado mi celo por la
emancipacion de mi sexo frente al prejuicio irracional que
prevalece demasiado en Gran Bretafia en contra de una
educacion literaria y cientifica para las mujeres» (Somerville,
1873: 345). Siempre organizé su tiempo de forma que fue-
sen compatibles sus obligaciones domésticas vy sociales con
su trabajo como investigadora. Quizds en esto radicd su
éxito: nunca se desvié de la conducta socialmente acepta-
da para una mujer. Sin embargo, no pudo librarse de que
en alguna ocasion se la tratara de loca y de excéntrica,
pidiéndola que fuese «una mujer respetables.

El problema del nombre

Se cuenta que, un dia, cuando Laplace estaba cenando
con los Somerville en 1817 afirmé ingenuamente: «He
escrito libros que nadie puede leer. S6lo dos mujeres han
leido la Mecdnica Celeste; ambas son escocesas: la sefiora
Greig y usted», pues Laplace no conocia el nombre del
primer marido de Mary: Samuel Greig.

Observemos cémo algunas mujeres, al perder su apellido
al casarse, pueden tener dos o tres nombres distintos a lo
largo de su vida. Si a esto sumamos el frecuente uso de
seuddénimos masculinos como el de M. Le Blanc utilizado
por Sophie Germain, o el firmar sus trabajos Gnicamente
con sus iniciales como Ada Lovelace, afiadimos una difi-
cultad atin mayor al querer recuperarlas para la historia.

Hemos querido utilizar la vida y la obra de Mary para
hacer hincapié en una serie de elementos comunes que
se repiten y que pensamos han influido para que las
mujeres no hayan entrado en la historia con la justicia que
les hubiera correspondido. Hemos mencionado:

e - El problema de la educacién, ya que muchas mujeres
no han tenido acceso a ella a lo largo de la historia.
Algunas, muy pocas, han recibido una instruccién
cuidadosamente planificada, pero a la mayoria trata-
ron de impedirles el acceso al conocimiento y en
especial al conocimiento cientifico.

e Unas estudiaron en casa bajo supervisién de un tutor.
Pocas tuvieron acceso a las instituciones educativas,
no les dejaban entrar en la Universidad, y las que lo
hicieron se encontraron con una oposicién cerril e
irracional, no dejando que pudieran ganarse la vida
de un modo independiente,

e Muchas debieron compaginar «sus labores» con el tra-
bajo cientifico.




tiza el reconocimiento de la autoria de estas mujeres.

dota sobre su vida o sobre su muerte en lugar
reconocer sus méritos cientificos.

Figuras de arena musicales

Las figuras de arena musicales de Chladny estin
directamente relacionadas con la vibracién de
una membrana sobre la que hemos extendido
una cierta cantidad de arena.

Pasamos el arco de un violin por el lateral de la
placa hacia arriba y hacia abajo, y sorpren-
dentemente la arena va disponiéndose de tal
manera que aparecen diferentes figuras geomé-
tricas sobre la placa.

En sus publicaciones, el uso de iniciales, de un seudéni-
mo masculino o la firma en nombre del esposo, no garan-

A muchas, la historia las recuerda por alguna anéc-
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Figuras de arena musicales de Chladny. Estos diagramas aparecen
publicados en On the Connexion of the Physical Sciences, libro

escrito por Mary Fairfax Somerville.

Actividad 1. Diagramas

Las preguntas que planteamos en esta
actividad son las siguientes:

¢Por qué sucede esto?

Una vez que la arena se ha deposi-
tado y formado una determinada
figura, sse mantiene estacionaria
pese a nuevos pases con el arco

¢Por qué con el mismo movimiento
del arco sobre una placa con arena
y otra con un polvo muy fino se
obtienen figuras diferentes? Atdn
mds, si mezclamos la arena y el
polvo antes de extenderlos sobre la
placa, observaremos que tras pasar
el arco, se separan para formar sus
figuras particulares (las mismas que
habfan aparecido al hacer el expe-
rimento por separado).




Lo que hacemos al pasar el arco es pro-
ducir una vibracién en la placa o mem-
brana. Tanto la figura que se obtendri
como las amplitudes madxima y minima
dependen de la forma de la placa y de
su marco o puntos de apoyo que haya-
mos elegido para mantenerla sujeta,
que serdn puntos de amplitud cero. En
estos puntos no se producird ninguna
oscilacién. En nuestro caso considera-
mos membranas cuadradas cuyo borde
esti sujeto y no puede moverse.
Mientras deslizamos el arco por el
borde de la placa, la arena que se
encontraba en lugares de amplitud
maxima se mueve a lugares de ampli-
tud menor y se acumula en los puntos
que no se mueven, o lineas nodales,
formando las diferentes muestras.

En el caso del polvo sucede exacta-
mente lo mismo, aunque en este caso
hay que tener en cuenta la influencia
de las corrientes de aire que se produ-
cen con la vibracién de la placa. Estas
corrientes se dirigen siempre desde los
lugares de minima amplitud a los de
méxima, y desde alli hacia arriba, de
manera que el polvo es sransportado»
por las corrientes de aire hasta los luga-
res de maxima amplitud y cuando fina-
lizamos el movimiento del arco, se
deposita alli.

La justificaciébn matemaitica de este
hecho comienza con la ecuacién de
vibraciones en el plano y para el caso
de membranas circulares, que simplifi-
can mucho el trabajo, se relaciona con
las ecuaciones de Bessel. Intentaremos
dar una explicacién lo mas accesible
posible a este hecho.

Se basa en resolver el problema de una
membrana vibrante y determinar una
solucion u(x, y, ©) de la ecuacién bidi-
mensional de onda: u, = Au que satisfa-
ga la condicién de frontera u = 0 sobre
el borde de la membrana y unas condi-
ciones iniciales de desplazamiento ini-
cial y velocidad inicial. Se aplica el
método de separacién de variables y
teniendo en cuenta las condiciones de
frontera se obtiene una ecuaciéon dife-
rencial ordinaria y una ecuacién dife-
rencial parcial. Para resolver ésta, de

Coordenadas

u(x,y,t) =By m cos Ay, t+ B:nn send, t) sen(m

nuevo se aplica el método de separacién de variables con
lo que se obtiene la solucién general como desarrollo de
una doble serie de Fourier de funciones de la forma:

el

de frecuencia A__/2m. Los coeficientes B, v B*,, son
constantes que se obtienen como integrales dobles
teniendo en cuenta las condiciones iniciales.

Nos interesa fijarnos en las lineas nodales o curvas de
puntos de la membrana que no se muevan. Por ejemplo,
si consideramos una membrana cuadrada con a=b=1 las
soluciones:

Uqy = (B 12 cos(cﬂ: 5 ~t)+Bzzsen(cn 5 t)) senmx sen 27y

Uy =(B21 cos (cn 5 -t)+B;lsen(cn 5 't))senZRX senmy

o

tienen las lineas nodales y=1/2 y x=1/2 respectivamente.
(Kreyszig, 1992: 97)

Isometrias en los diagramas de Mary
Sometrville: Actividades

Actividad 1: Coordenadas

La utilizacién de coordenadas nos permite referirnos a
cada uno de los cuadrados anteriores mediante un par de
nimeros. Asi, si fijamos el centro en el vértice inferior
izquierdo podemos representar cada diagrama mediante
sus coordenadas:
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Actividad 2: Espejos y simetrias
Consiste en la bisqueda de simetrias en los diagramas
mediante el espejo. Las variaciones de luz que obtene-
mos a través de las imigenes reflejadas en los espejos
nos permiten describir un mundo de simetrias recurren-
tes. Mediante reflexién éptica podremos obtener los dis-
tintos tipos de simetrias a la vez que quedamos sor-
prendidos por lo migicos que pueden resultar estos
efectos de luz.

iIMAGINA!

e ;Como colocarias un espejo en el cuadrado (1, 1)
para que veamos exactamente la misma figura?, o lo
que es lo mismo (cudntos ejes de simetria tiene este
cuadrado?

° Haz lo mismo con el resto de los cuadrados. ;Hay
alguno que también tenga un solo eje de simetria?
Habris observado que no. Nuestro cuadrado tiene un
grupo de autosimetria D, pues solo tiene un eje de
simetria.

¢ Busca ahora cuadrados que s6lo tengan dos ejes de
simetrias. ¢Has encontrado alguno? Sitia en el cua-
drado (2, 1) el espejo entre los puntos medios de los
lados y las diagonales. Es un ejemplo que te permiti-
r4 descartar otros que inicialmente parecen tener sélo
dos ejes de simetria.

e SitGa el espejo en las diagonales de los cuadrados (4, 1),
(3, 2y (4, 9 y en el (3, 4 en los puntos medios de
los lados. ;Qué se observa respecto de sus simetrias?
(Tienen estos cuadrados centro de simetria? Observa
que el cuadrado (1, 1) no lo tiene.

e En el plano se llama simetrfa central al giro de 180°.
Los cuadrados (4, 1), (3, 2), (4, 9 v (3, 4 se trans-
forman en si mismos, (ademis de por la identidad),
por dos simetrias ortogonales y por un giro de 180°.
A su grupo de autosimetifa se le llama D,

(Culntas simetrias presentan el resto de los cuadrados?
¢(Puedes identificar sus ejes de simetria? ;Cudntos son?
¢(Quedan invariantes mediante un giro de 90°? Su grupo
de autosimetifa se llama D,.

Actividad 3: Del plano al espacio

Imagina que, volando en avioneta, observas en la tie-
rra formas como las de las arenas musicales. ¢jA qué
podrian corresponder? ;Edificios? sJardines? ;Redes via-
rias? Muchas aves que vuelan a gran altura disfrutan de
una imagen de nuestro planeta mucho mis bella de la
que por desgracia nos muestra a quienes vivimos a ras
del suelo.

¢

Cuadrado (1, 1)

Lourdes Figueiras
Maria Molero
Adela Salvador
Nieves Zuasti
Organizacién Espaiola
para la Coeducacién
Matemética
Ada Byron

Actividad 4: Libro de espejos

Un libro de espejos se puede construir
con dos pequefias ldminas de metacrilato
con una cara opaca unidas con cinta de
embalar para su mejor manejo, de forma
que se consigan distintas aberturas.

e Coloca un libro de espejos abierto
en angulo de 90° sobre cada una
de las esquinas del cuadrado (1, 1).
(Cudl de los resultados obtenidos
te gusta mas?

e ;COmo colocarias el libro abierto
90° sobre cada una de las esquinas
del cuadrado (2, 1) para que se vea
completo? ;Y sobre el (4, 1)?

e (Con qué oftros 4dngulos puedes
colocar el libro de espejos sobre el
cuadrado (2, 2) para verlo comple-
to? ¢Valdria un dngulo de 45°7

e Desliza el libro de espejos en diagonal
desde los vértices de los cuadrados.
Elige el que te ofrezca un resultado
mis sorprendente o el que consideres
mas bello y explica tu eleccién.
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Actividad multisesion
con Cabri-Géomeire
(La circunferencia

de Feuerbach)

Jose Maria Alvarez Falcon

Se describe una experiencia
dirigida al alumnado del
segundo ciclo de la
Ensefianza Secundaria
Obligatoria (ESO). Se utiliza
el programa didéctico de
geometria Cabri-Géométre |I.
Se toma la circunferencia de
Feuerbach o circunferencia
de nueve puntos como pre-
texto para la presentacién de
varios conceptos elementales
de la geometria plana.
Finaliza el articulo con unas
notas para la evaluacién de
la actividad.

A la memoria del Prof. Gonzalo Sdnchez Vizquez:
Con profuncdo respeto, dedicado

A quien fue de maestros un maestro

Matematico docto y poeta diestro

Evocando su memoria y su legado

L CABRI-GEOMETRE II -0, mas sencillamente, Cabri— es
un programa de enorme utilidad para la didictica de la
Geometrfa. Aun existiendo versiones posteriores y para
otros entornos graficos (Windows, Mac) se ha utilizado en
esta actividad la versién 1.0 para DOS, la més basica de la
gama, bien conocida y, por ello, muy ficil de obtener.

Cabri podria definirse como «egla y compds informati-
cos». Pero es mucho mis: comprueba paralelismo y per-
pendicularidad, efectGa inversiones, calcula distancias y
dngulos, etc. y, sobre todo, es esencialmente interactivo;
centrado mucho mds en el proceso de ensefianza-apren-
dizaje de la Geometria que en sus contenidos puramente
matematicos y estructurales.

La actividad estd pensada para el segundo ciclo de la
Ensefianza Secundaria Obligatoria (ESO). Su inclusién en
tercer o cuarto curso dependerd solamente de la programa-
cién y secuenciacion que haya adoptado el Departamento.

Tomamos la circunferencia de Feuerbach como pretexto
para la presentacién y asimilacién de varios conceptos
elementales —algunos ya conocidos en este nivel- de la
geometria plana. El fin no es, en si mismo, el estudio de
esta circunferencia, mas bien es el camino que a ella con-
duce lo mds interesante de esta tarea. Asi, conceptos
como perpendicularidad, procedimientos como la deter-
minacién de una circunferencia por tres puntos no alinea-




dos, etc., surgen naturalmente y son ficilmente asimilados
mientras se comprueba el famoso teorema (1820) de
Brianchon y Poncelet:

La circunferencia quie pasa por los puntos medios de los lados
de un triangulo pasa también por los pies de las perpendicu-
lares y por los puntos medios de los segmeiitos que unen el
ortocentro con cada uno de los vértices.

Curiosamente, esta circunferencia (también llamada, por
razones obvias, de los nueve puntos) no se conoce por
ninguno de estos nombres propios, sino por el de
Feuerbach (1800-1834), en parte por su publicacién inde-
pendiente por éste y por otros descubrimientos igual-
mente ficiles y sorprendentes:

El centro de esta circunferencia es el punto medio del seg-
mernto que une el ortocentro con el circuncentro.

Puede utilizarse el anterior resultado para la evaluacion.
Se dan mas detalles para este proceso en el apartado:
Notas para la evaluacién.

El guién propuesto para el desarrollo se divide en tres
columnas:

1. La primera contiene la «accién» que hay Que efectuar
directamente con la barra de botones de Cabri. Todas
e€stas acciones son inmediatas v se enumeran mds
adelante en esta misma introduccién.

La segunda columna especifica los conceptos involu-
crados y las implicaciones de las acciones anteriores.
Forman el niicleo de la actividad y deben presentarse
y discutirse hasta su completa asimilacién, Esto es de
gran importancia por cuanto es precisamente esta pre-
sentacion y discusién la que proporcionari la actividad
directa por parte del alumno y que, a su vez, posibili-
tard la asimilacién y comprension de los conceptos v
procedimientos que se enumeran en esta columna.

La tercera contiene sugerencias didécticas y posibles
exploraciones y actividades complementarias que
pueden realizarse.

No cabe pensar en esta actividad como atdpicar, como a
menudo se ha tildado a este tipo de actividades que
requieren de material informatico. El programa en si,
como ya se ha apuntado, es de muy ficil obtencién v
deberfa formar parte de la biblioteca de software de todo
Departamento de Matematicas; es de inmediata utiliza-
cién, muy versitil, potente y enormemente diddctico. Sus
requerimientos de sistema son minimos, ampliamente
rebasados por cualquier ordenador actual de tipo medio
o incluso basico. Por otra parte, el aula de informatica de
los institutos de ensefianza secundaria tiene —deberfa
tener— diez ordenadores con capacidades mas que sufi-
cientes para ejecutar Cabri. Los treinta alumnos por aula
en ESO proporcionan tres alumnos por ordenador, situa-
cion que, si bien no es la éptima, si que permite una fruc-
tifera realizacién de esta practica. Ademis, la actividad

No cabe pensar
en esta actividad
como «utopicay,
como a menudo
se ba tildado
a este tipo
de actividades
que requieren
de material
informatico.

estd pensada para ser desarrollada en
varias sesiones. Dado que un minimo
de tres sesiones serin necesarias para
conducir al resultado final, los alumnos
pueden rotarse en el manejo directo del
ordenador. En cualquier caso, se deja al
docente la temporalizacién final, pues
depende en gran parte de la realizacién
de algunas actividades de ampliacién y
complementarias que se sugieren en la
tercera columna de la ficha de trabajo
que sigue a esta introduccién. Seria
conveniente, ademds, una sesién preli-
minar para que los alumnos se familia-
ricen un poco con el programa,

En particular, los alumnos deberian ser

capaces, tras esta toma de contacto, de:

* Dibujar puntos cualesquiera en el
plano. .

e Trazar el segmento que une dos
puntos.

® Marcar el punto medio de un seg-
mento.

e Dibujar la mediatriz de un segmento.

 Dibujar la circunferencia con centro
dado y tomando otro punto para la
medida del radio.

* Trazar perpendiculares a un segmen-
to por un punto exterior.

e Poner —y situar correctamente en
sitio legible— letras (etiquetas) a ele-
mentos dibujados,

¢ Cambiar el color de los elementos

dibujados.

° Conocer la facilidad de «pinchar y
arrastar»  elementos previamente
dibujados.

* Comprobar paralelismo.
* Medir segmentos.
* Borrar determinados elementos.

(Estos tres dltimos puntos sélo son
necesarios si se decide explorar la
ampliacién: Teorema de la Paralela
Media. -Ver ficha de trabajo.)

Todas estas acciones se realizan de
forma automitica y facilisimamente,
pues vienen incorporadas en la barra
de botones de Cabri.

Por tltimo, y como en toda actividad de
este tipo, se aconseja que el docente se
familiarice —si no lo est4 ya— con el pro-
grama y realice previamente todos los
pasos propuestos en la ficha que sigue.




ACCIONES

CONCEPTOS
E IMPLICACIONES

SUGERENCIAS
Y NOTAS

e Dibujamos (y etiquetamos) tres
puntos cualesquiera A, B, C, en la
zona de trabajo.

e Puntos en el plano.

®

Recordar el concepto intuitivo de punto en plano.

Utilizar la facilidad para mover objetos para situar en sitio
adecuado y legible las etiquetas identificativas de los ele-
mentos sefialados (en este caso A, B, C).

e Formamos un tridngulo uniendo
dichos puntos.

» Segmentos. Vértices y lados de un
tridngulo. Determinacién de un seg-

mento por dos puntos en el plano.

®

Ampliacién: Dos puntos determinan una recta en el plano,
cudntos determinan un plano en el espacio? ;Por qué tri-
podes en vez de mesas de cuatro patas?

e Marcamos los puntos medios de
los lados. Sean M, N, R. Construi-
mos los segmentos MN y NR.

Punto medio de un segmento.
Equidistancia.

®

Ampliacién: Construcciéon del punto medio de un segmen-

to con regla y compas.

o Trazamos las mediatrices (perpen- | e Perpendicularidad de rectas. e Ampliacién: Construccion de la mediatriz de un segmento
dicular por el punto medio). Mediatriz de un segmento. . con regla y compis (basicamente se habria hecho antes, al
hallar el punto medio del segmento con estas mismas herra-

mientas).
e Marcamos el punto de intersecciéon | e Interseccion de dos rectas. | ¢ Ampliacién: Con las opciones incorporadas en Cabri, para

0.

(Paralelismo de rectas).

comprobar paralelismo y medicién de distancias es muy
facil comprobar el teorema de la paralela media (comprué-
bese que, por ejemplo, el segmento MN es paralelo al lado
BC y que MN mide la mitad que BC. Figura 1).

o Construimos una circunferencia de
centro O y radio (por ejemplo)
ON.

Circunferencia. Centro y radio.
Cuerdas. Determinacién de una
circunferencia por tres puntos.
Centro como intersecciéon de las
mediatrices de las cuerdas.
Perpendicularidad de cuerdas y

radios (didmetros).

Es conveniente cambiar a colores ms claros los elementos
auxiliares. Aunque Cabri tiene la posibilidad de ocultar ele-
mentos, si utilizamos colores claros para éstos seguimos
viendo en cada momento la construccién sin perder legibi-
lidad en el dibujo que se va formando. Por contra, marca-
remos con negro la circunferencia obtenida, pues es ya la
circunferencia de Feuerbach. Llamaremos la atencién del
alumno comprobando que los seis puntos restantes que
determinaremos pertenecen necesariamente a esta circun-

ferencia. (Ver nota final).

e Trazamos las tres alturas y marca-
mos los pies de éstas como S, T, U.
Marcamos el ortocentro H.

Alturas de un tridngulo: perpendi-
cular por un vértice al lado opues-
to. Pies de las alturas. Concurren-
cia de rectas. Ortocentro. Perte-
nencia de un punto a una circun-
ferencia. Puntos interiores y exte-
riores a una circunferencia. Circulo

y circunferencia.

Obviamente estos pies pertenecen a la circunferencia de
Feuerbach. Se propone una pequefia discusién tras deter-
minar el primer pie: ses casualidad? sserd siempre asi? Tras
determinar los otros dos deberfa concluirse que pertenecen
siempre. Otra posibilidad es mover un vértice cualquiera
(que arrastra toda la construccién) y comprobar que siguen
estando sobre la circunferencia. (Ver nota final).
Ampliacién: Las mediatrices de las cuerdas (figura 3) son
paralelas a las alturas jsiempre? ;por qué?

e Marcamos los puntos medios de
los segmentos que unen el orto-
centro H con cada uno de los vér-
tices A, B, C.

Afianzamos conceptos: segmento,

Ortocentro,  Alturas.  Vértices.

Puntos medios. Pertenencia, ...

Para marcar el punto medio de un segmento que estd sobre una
recta (por ejemplo, el segmento AH esta sobre la recta que contie-
ne a la altura que pasa por A) hay que definir previamente dicho
segmento a pattir de sus extremos. En la figura 4 se dibujan con
linea discontinua, tras definirlos por sus extremos AH, BH y CH.
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Los objetos son paralelos

Figura 1
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La circunferencia que pasa por los
puntos

M,N,R S, TUXY,2Z

$¢ conoce como

CIRCUNFERENCIA DE FEUERBACH

o]
CIRCUNFERENCIA DE LOS NUEYE
PUNTOS

Figura 5

LCa elrcunferencla que pasa por los
puntos T TT-o_

M,N,R, S, T,UXY,Z ~=~—__
$€ conoce como
CIRCUNFERENCIA DE FEUERBACH

o]
CIRCUNFERENCIA DE LOS NUEYE
PUNTOS

Figura 6




Nota final

Al arrastar con el ratdn uno o mas vér-
tices sucesivamente, se irdn formando
otros tridngulos arbitrarios que mantie-
nen la construccién completa anterior.
Es un proceso muy ilustrativo para
comprobar que, cualquiera que sea el
tridngulo, los nueve puntos siguientes:

» los tres puntos medios de los lados;
e los tres pies de las alturas;

e vy lostres puntos medios de los seg-
mentos que unen el ortocentro con
cada uno de los vértices

estdn siempre sobre una circunferencia,
asi llamada de los nueve puntos o cir-
cunferencia de Feuerbach.

En la figura S se tiene el resultado final
de la construccién inicial, con la cir-
cunferencia en trazo grueso. La figura 6
se ha obtenido arrastrando los vértices.
Obsérvese que, al ser el tridngulo resul-
tante obtuso, el ortocentro cae duera»
de este nuevo tridngulo.

Figura 7

Notas para la evaluacion

La evaluacion de esta actividad puede realizarse a partir
de cuatro fuentes de informacion. La primera de ellas se
llevaria a cabo 2 situ, durante el desarrollo de la misma.
En la segunda, también en el aula de informatica, podrian
proponerse actividades complementarias que hagan uso
de las facilidades previamente utilizadas o incluso investi-
gar nuevas posibilidades del programa. La tercera, ya en
el aula habitual, podria ser una prueba escrita donde se
comprueben el conocimiento y la asimilacién de los con-
ceptos y procedimientos que hayan ido surgiendo en el
desarrollo de la actividad. Por Gltimo, puede encargarse a
cada uno de los grupos de alumnos que trabajen conjun-
tamente la realizacién de un «diario» de sesiones, donde
se recojan los diferentes pasos que vayan haciéndose.

Desarrollamos brevemente cada una de estas posibili-
dades:

1. Como se indicd en la introduccidn, las actuales cir-
cunstancias condicionan el uso del ordenador a tres
alumnos por puesto de trabajo. Si se opta por rotar
dicho uso, podria tomarse nota de las actitudes y apti-
tudes de cada uno de ellos. La plantilla que propor-
cionan la mayoria de los «Cuadernos del Profesor
sirve perfectamente al efecto. Si se desea informacion




mas detallada, no es dificil construir una plantilla, a
pattir de la lista de clase, donde recoger cuantas notas

se consideren adecuadas.

Utilizando exclusivamente comandos previamente
utilizados en el desarrollo del guién anterior puede
comprobarse el segundo teorema enunciado en la
introduccién: «El centro de la circunferencia de
Feuerbach es el punto medio entre el ortocentro y el
circuncentron,

En efecto, el ortocentro ha sido ya marcado, el cir-
cuncentro es el punto de corte de las mediatrices de
los lados (centro de la circunferencia que contiene a
los tres vértices) y se sabe cOmo marcar segmentos y
sefialar su punto medio (ver figura 7). La determina-
cién del baricentro es igualmente inmediata.

Investigando nuevas posibilidades pueden proponer-
se otras tareas. Asi, por ejemplo, la posibilidad de
dibujar la bisectriz de un 4ngulo permite obtener el
incentro del tridngulo e introducir de este modo nue-
vos conceptos: bisectriz, incentro, tangencia de cir-
cunferencias y rectas, etc. Las posibilidades, como se
ve, son practicamente ilimitadas.

La prueba escrita ha tenido y seguird teniendo su
papel importante en la evaluacion. La forma queda,
como es natural, a criterio del docente: pruebas cor-
tas, tipo test, desarrollo de alguna parte de la activi-
dad, etc. Ejemplos de preguntas cortas pueden ser:
¢Como definitias el punto medio de un segmento?
¢(Cudntas alturas tiene un tridngulo? ;Siempre se cor-
tan las tres en un punto? ;,Como tiene que ser el trian-
gulo para que este punto esté fuera de &P, etc.
Preguntas de desarrollo mis formal (y mis dificiles,
ya que requieren de una concatenacion de procesos
que puede no haberse asimilado atn en su conjunto,
aun cuando cada uno de ellos por separado si se
haya comprendido) serfan: ;Cémo encontrarias el
ortocentro de un tridngulo? ;Cémo encontrarfas —sin
medir- el punto medio de un segmento?, etc.

José Maria Alvarez
Sociedad Andaluza
de Educacion Matemética
Thales

4. Elaboracién de un cuaderno de tra-
bajo. Si se opta por esta prictica
—muy aconsejable, por lo demas—,
hay que hacerlo saber previamente
a los alumnos para que se repartan
las tareas de tomar notas, hacer
esquemas de lo que va aparecien-
do en pantalla, etc. La evaluacién
de este cuaderno de trabajo se
harfa de acuerdo a consideraciones
habituales de orden, limpieza, cla-
ridad de contenidos y de presenta-
cion, completitud de la exposicion,
adecuacién de los dibujos a las
representaciones de la pantalla,
etcétera.

Finalizamos reiterando que la relativa
facilidad de preparacién y puesta en
practica, unida a la siempre deseable,
por parte del alumnado, utilizacion de
material y procedimientos informéticos
hacen de esta actividad una tarea de
indudable calidad y de muy positivas
consecuencias didécticas en el proceso
de la ensefianza y el aprendizaje de la
Geometiia.

Nota bibliogréfica

Las referencias de «Ayuda» incluidas en
el programa Cabri permiten, dada la
simplicidad de su manejo, su utilizacién
de forma casi inmediata. Por otra parte,
los contenidos geométricos de la activi-
dad son de sobra conocidos y estin
suficientemente detallados en cualquier
texto de este nivel, por lo que obvia-
mos hacer referencia especifica a cual-
quiera de ellos.
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El lenguaje vectorial en geometria.
Los pioneros William Rowan
Hamilton y Hermann Ginther
Grassmann

Victor Arenzana Hernandez

El célculo vectorial aparecié
en el siglo XIX. Hay
operaciones entre vectores
tales como el producto
escalar que se puede
ampliar sin dificultad de
espacios de dimension dos a
espacios de dimensién tres y
superior. Sin embargo, la
ampliacién del producto
vectorial de vectores de
dimension dos a vectores
tridimensionales tuvo serias
dificultades. El conocimiento
de los pasos légicos que
tuvieron que dar Hamilton y
Grassmann para sentar las
bases del célculo vectorial en
de gran importancia
pedagdgica para
profundizar en el concepto
de operacién.

A Gonzalo Sanchez Vazquez

en recuerdo de su paso por Zaragoza
como ponente en las Il Jornadas
sobre Aprendizaje y Enserianza

de las Matemdaticas

A geometria actual estd expresada, en buena medida, en
términos vectoriales. Nociones como las de producto
escalar, producto vectorial, vector tangente, gradiente de
un campo escalar o flujo de un campo de fuerzas son
bisicas para expresar teoremas geométricos y resultados
cientificos. Las trasformaciones y movimientos geométri-
cos no solamente tienen su ecuacién sino que una ope-
racién con vectores puede representar un movimiento en
el plano o en el espacio.

El conocimiento de las dificultades por las que atravesd el
célculo vectorial para formar parte del lenguaje cientifico
es un hecho de indudable interés pedagdgico, ya que per-
mite profundizar en cuestiones de importancia tan capital
como:

a) El paso de la transformacién geométrica a una ope-
racién de cardcter algebraico.

b) La dificultad de extender algunas operaciones defini-
das entre vectores en el plano al espacio.

¢) Conocer el modo como dos grandes matematicos,
Hamilton y Grassmann, pudieron sentar las bases de
un nuevo calculo.

En el proceso del descubrimiento del célculo vectorial
hubo dos tendencias claramente diferenciadas que pode-
mos personalizar en la obra de los dos autores mas repre-




sentativos de cada tendencia William Rowan Hamilton
(1805-1865) y Hermann Glinther Grassmann (1808-1877).

El primero estudi6 el cilculo vectorial como extension al
espacio de las propiedades de las operaciones de los
nimeros complejos. En especial buscaba una generaliza-
cién de los nimeros complejos al espacio que mantuvie-
ra las mismas propiedades operativas y geométricas.
Mientras que Grassmann defini6 el producto de magnitu-
des en el espacio a partir de propiedades geométricas de
un determinado producto que era parecido al producto
vectorial y que representaba dreas orientadas.

Paso de la transformacién geométrica
a una operacion de caracter algebraico

La geomenrfa ha sufrido a lo largo de su historia notables
cambios en el modo de expresar sus teoremas. Si se abre
un libro de geometria clasica se encontrara plagado de
figuras, mientras que se puede abrir otro libro de geome-
tria en el que no se encuentre ninguna. Desde los teore-
mas que aparecen en los Elementos de Euclides hasta los
resultados recogidos en Geometric Algebra de Artin hay,
ademis de veintitrés siglos de diferencia, un cambio de
lenguaje tan grande en el modo de escribir la geometria
como el que existe entre el griego de Homero y el inglés
de Russell en el que estdn escritas respectivamente ambas
obras. El cambio producido fue gradual y, en ocasiones,
no puede determinarse con exactitud el momento en el
que cada nuevo concepto se incorpord a la geometria,
pero intentaremos hacer un esbozo de las ideas mis
importantes que se han incorporado al cuerpo de la geo-
metria a lo largo de 1a historia.

El paso de una geometria a otra presenta ejemplos real-
mente interesantes para la formacién matematica de los
estudiantes de ensefianza media ya que permiten apreciar,
partiendo de un problema de medida, que se puede lle-
gar a definir una operacién que permite realizar esa medi-
da y generalizar el resultado.

La geometria analitica

La geometria griega fue establecida como una ciencia defi-
nitiva por Euclides en sus Elementos, Se dej6 de cultivar a lo
largo de la Edad Media, perfodo en que esta ciencia tuvo
escasas aportaciones. No obstante, en la Edad Media se per-
feccionaron algunos cdlculos aritméticos y en el Renaci-
miento se descubrieron métodos para resolver ecuaciones
algebraicas y el calculo literal, que iban a ser de vital impor-
tancia para el desarrollo posterior de la geometria,

Los griegos tenfan una aritmética basada en la geometria,
Mediante construcciones geométricas elaboraron un mé-
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que aparecen
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ademdas de
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de lenguaje
tan grande en
el modo de escribir
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el que existe
entre el griego
de Homero
y el inglés
de Russell en el
que estan escritas
respectivamente
ambas obras.

todo de cilculo, a partir de las defini-
ciones de suma, producto, diferencia,
cociente y extraccion de raices cuadra-
das desarrollando un método de cilcu-
lo que, con el paso del tiempo, se ha
llamado algebra geométrica, que permi-
tia sumar 4reas, segmentos, cilculo de
raices cuadradas, etc.

La geometrfa cldsica euclidea y el 4lge-
bra aparecida en el renacimiento esta-
ban llamadas a entenderse y, de hecho,
se fundieron, gracias a la obra de
Descartes (1596-1650) y Fermat (1601-
1665), en una nueva materia que se
llamé geometria analitica. La geometria
analitica se vio fuertemente reforzada
en su alcance por la aparicién del cal-
culo infinitesimal, que se aplicé al estu-
dio de los problemas geométricos. A lo
largo del siglo xvi y el xvim, los méto-
dos analiticos dominaron el panorama
de las matematicas, hasta tal punto que
la geometria euclidea se estudiaba olvi-
déndose del primoroso rigor euclideo y
colocando en su lugar ecuaciones que
representaban curvas, pares de nime-
ros que representaban puntos y utili-
zando métodos de resolucién de ecua-
ciones al principio, y del cilculo infini-
tesimal después, como metodologia de
resolucién de problemas geométricos.

La falta de rigor en los fundamentos del
célculo infinitesimal, unido a la dificul-
tad de interpretacion de algunos resul-
tados como, por ejemplo, los nimeros
complejos que le aparecieron a Leibnitz
(1646-1716) al estudiar la interseccién
de una recta con una esfera, eran incon-
venientes que se veian soslayados por
los brillantes resultados que se obtenian
con el cilculo infinitesimal en todos los
campos de la ciencia.

Nuevos métodos analiticos
para la geometria del xix

A finales del siglo xvmm s6lo habia unos
pocos matemdticos que permanecieron
ligados a la utilizacién exclusiva de méto-
dos denominados tradicionalmente geo-
métricos frente a la inmensa mayorfa que
utilizaba los métodos algebraicos enrique-
cidos por los métodos infinitesimales.




Entre los primeros estdn Monge
(1746-1818), cuya geometria descripti-
va dio paso a la proyectiva de Pon-
celet (1788-1867) y la llevaron a su
culminacién  matemdticos  como
Steiner (1793-1863), Chasles (1793-
1880) y Staudt (1798-1867) que
reconstruy® la geometria proyectiva
librandola de contradicciones a partir
de unos axiomas que se referian
exclusivamente a la posicién relativa
y no de distancias.

La otra linea, la linea analitica, estd
representada por autores como
Pliicker (1801-1868) que utilizé inten-
sivamente en geometria las coordena-
das homogéneas, Hamilton (1805-85),
tras definir las operaciones con los
nimeros complejos como operaciones
con parejas de nimeros reales, exten-
di6 la operacion al espacio con los
cuaterniones que se regian por opera-
ciones no conmutativas, Grassmann
(1809-77) que en su obra Die lineale
Ausdebnungslebre, ein neuer Zweig
der Mathematik (1844) (La teoria de la
extensién lineal, una nueva rama de
las matemiticas) senté los principios
del cilculo vectorial y aplic el cilcu-
lo infinitesimal a funciones escalares y
vectoriales (la obra de Grassmann era
demasiado densa hasta para los espe-
cialistas y solamente obtuvo el reco-
nocimiento justo a partir de su edicién
renovada de 1862 llevada a cabo por
los matematicos Henkel y SchlegeD.
Clifford (1845-1879) fue, seguramente,
el primero en dar una formulacion
moderna a la definicién de los vecto-
res, sus operaciones y los productos
escalar y vectorial en sus Elements of
Dynamics. En todo caso se puede
afirmar que los métodos vectoriales se
impusieron en la geometria entre 1830
y 1880 y que fue una obra colosal en
la que estaba empefiada la comunidad
matemitica anglosajona. El uso del
calculo vectorial propicié el desarro-
llo del anilisis con varias variables
dando lugar a la aparicién de la geo-
metria diferencial, al andlisis vectorial
y proporcioné un método analitico de
gran potencia para el estudio de la
geometria.

El uso del calculo
vectorial propicio
el desarrollo
del andlisis con
varias variables
dando lugar
a la aparicion
de la geomeitria
diferencial,
al andlisis vectorial
Yy proporcioné un
método analitico
de gran potencia
para el estudio
de la geometria.

Nacimiento de la idea de producto escalar

Cuando se trata de calcular el 4ngulo determinado por dos
rectas se puede optar bien por un método puramente geo-
métrico, dado por la geometria descriptiva, o por un méto-
do vectorial, utilizando el producto escalar para determi-
nar el coseno del dngulo limitado por ambas rectas tal y
como se hace en la geometifa analitica en el espacio.

En lo que sigue se dard por supuesto el conocimiento del
teorema de Pitdgoras, la trigonometria elemental, los teo-
remas de los senos y del coseno y la representacién coor-
denada de un vector en R? y R3 y la representacion de
un vector determinado por dos puntos. Con ese bagaje
estableceremos la medida de dngulos en el plano y en el
espacio deduciendo una férmula com@n para ambas
situaciones que se pueda generalizar a un espacio de
dimensién # sin dificultad.

Sea el vector de R?, referido a un sistema de ejes per-
pendiculares, OA = a(a,, a,). Definiremos norma o modulo
de un vector como la distancia en el plano cartesiano del
punto A al origen de coordenadas O:

[oaf-lal-vai+a;

Sean ahora los vectores de IR? OA = a(a;, a) y OB = b(b,, b,)
que forman con los ejes coordenados OX y OY los angu-
los o v o respectivamente. Obsérvese que a + o’ = /2.

Del grafico anterior se deduce:

a4 b 1
cosa = —= cosf = 7=
|| v
) by
cosa'= —5 cosfP'= —=
] Iiv]
o lo que es igual:
ay b,
COS O = cosP=—=
] I
adz b,
sena =+—= senf=—=
] [




Para determinar el dngulo que forman los vectores a y b
que serd a - f en funcién de las coordenadas de los vec-
tores partiremos de la férmula trigonométrica:

cos(o—fB) = cosa. cosP + seno. senfs

y sustituiremos las razones trigonométricas obtenidas
anteriormente:

ay bi 2, by
R TR AN

que expresado de otra forma:
[l b cos =By =aib; +a,b,

nos permite definir el producto escalar de dos vectores de
la siguiente forma:

ab= "a” “b” cos(a—P)=a;by +ayb,

Con esta férmula la determinacién del angulo formado
por dos vectores en el plano se puede definir mediante
una férmula algebraica que es la del producto escalar de
dos vectores definida como se ha hecho.

¢Como podemos definir una operacién entre puntos del
espacio ordinario que calcule la distancia entre ellos y el
dngulo determinado por dos vectores en el espacio ordi-
nario?

Sea el vector de R3, referido a un sistema de €jes per-
pendiculares, OA = a(a;, a,, a,). Definiremos norma o
modulo de un vector como la distancia en el plano carte-
siano del punto A al origen de coordenadas O:

[oA]=lafl=ya?+a}+a}

Sean ahora los vectores de R3 siguientes:
OA =a(a, a, ) y OB = b, b, b,

que forman con los ejes coordenados OX, 0Y, OZ los
angulos o, o’ y o respectivamente.

Del grafico anterior se deduce:

a, B = by

cos o = "—a-ﬂ cos B ” b”
= 22 cosf'= ﬁ
TR TR
ajz . 5

cosa'= H cosfB"= ”b”

Al igual que en R?, en el espacio R3 los
vectores viene determinados por su
norma y los cosenos directores, as

a= "a“ (cos a,cos o', cos a")

Determinemos el 4ngulo que for-
man los vectores OA = a(a,, a,, a,)
y OB = b(b,, b,, b,), que serd a — B,
en funcién de las coordenadas de los
vectores a partir de la definicién de
norma y del teorema de coseno.

Dados los puntos A y B se puede defi-
nir el vector AB.

En primer lugar calcularemos su norma
a partir de la definicién:

r=

”AB”2=”(bl—a1 ,b,—a, ,bs—aa)

=”("b”cos B—“a"cos a,”b”cos ;3'—"aﬂcos oc',"b“COS B"—,la"cos 0‘")”2=

= ”a”2”b“2~ 2“a l,2”b”2(cos acos B+ cos o' cos B! + cos a'cos B")

Si ahora calculamos la norma de AB uti-
lizando el teorema del coseno se tiene:

Jaw ] = o~ 2l o cos »
donde p es el dngulo que forman
ambos vectores.

De ambas expresiones de la norma de
AB es trivial que:

COS p = COs a.cos B + cos a.'cos B' + cos " cos g

y sustituiremos las razones trigonomé-
tricas obtenidas anteriormente:

cosp=-1D1, 8 by a3 by
T TITl " Rl ol Tl ol

que expresado de otra forma:

lalblcos p=ayby+azb,+asb,




nos permite definir el producto escalar
de dos vectores de la siguiente manera:

ab=”a""b"cosp =a;by+a,by+azb;

Con esta férmula la determinacion del
angulo formado por dos vectores en el
espacio se puede definir mediante una
formula algebraica que es la del pro-
ducto escalar de dos vectores definida
como se ha hecho.

Pasar de calcular la distancia entre dos
puntos y el 4ngulo entre dos rectas por
procedimientos puramente geométricos
a determinarlas por medio del produc-
to escalar, como una operacién entre
vectores, aporta una serie de ventajas, ya
que proporciona una férmula unificada
para la medida de dngulos, distancias y
el estudio de la perpendicularidad. Pero
puede transmitir la idea de que la gene-
ralizacién de una operacién desde R? a
R3 vy, finalmente, a R™ se puede hacer
sin dificultad alguna, algo asi como si el
manejo de vectores permitiera extender
cualquier operacion definida en R? sin
mas que afadir una coordenada mis a
un espacio de cualquier dimension.
Nada mas lejos de la realidad como
veremos a continuacion.

William Rowan Hamilton
(1805-1865) y los cuater-
niones

Perfil biografico

Hamilton fue lo que se puede llamar un
nifio superdotado a los cinco afios lefa
griego, latin y hebreo y a los diez
hablaba media docena de lenguas
orientales. Estudié en el Trinity College
de Dublin y a los veintidés afios fue
nombrado astrénomo real de Irlanda,
Director del Observatorio de Dunsink y
profesor de astronomia. Pronto publicé
un trabajo sobre sistemas de rayos y el
fenémeno de refraccion conica que
presentaban ciertos cristales y sus teorias
fueron confirmadas experimentalmente
por los fisicos lo que le proporciond un
gran prestigio, tanto que a los treinta
anos fue elevado a la nobleza.
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¢

En 1833 present6 en la Irich Academy un importante tra-
bajo en el que introducia un 4lgebra formal de pares de
ntmeros reales cuyas operaciones definidas entre ellos
son las mismas que las de los nimeros complejos. Son las
siguientes:
(@, b) +(x, y) = (a+x, b+y)
t(a, b) = (ta, th)
(3, b) x, y) = (ax-by, ay+bx)

En este trabajo Hamilton interpret6 el producto definido
formalmente entre magnitudes orientadas en el plano
como un producto en el que intervenia una rotacién y se
plante6 el problema de extender esta operacién entre
magnitudes orientadas en el plano al espacio. Hamilton
sentd las bases de este producto mediante los cuaternio-
nes en 1843 y dedico los veinte Gltimos afios de su vida
al estudio y aplicacion de los mismos.

Los nimeros complejos

Los nGmeros complejos aparecieron al resolver ecuacio-
nes de grado igual o superior a dos y fueron inicialmente
considerados como soluciones extrafias o imposibles, se
considerd que aparecian cuando el problema real que
representaba la ecuacién no tenia sentido. Girolamo
Cardano (1502-1576) propuso el ejemplo:

Divide el niimero 10 en dos partes de manera que su pro-
ducto sea 40.

La solucién la da la resolucién de la ecuacién
(10 - x) x = 40.

Las soluciones de la ecuacién serian:

5445y 5-4-5

Pero Bombelli (1526-72) planteé un problema de mayor
dificultad, al considerar a las ecuaciones como objetos
matematicos autdbnomos. Asi, la resolucién de la ecuacién
x3 - 15x = 4, que al aplicarle la férmula de resolucién de
ecuaciones ctbicas de Cardano se obtenia:

%/2+\/——‘1_2—1- +%}2—m

mientras que admite la solucién x = 4. Con lo que se

ponia de manifiesto que los nimeros complejos aparecian
también en problemas que tenian soluciones posibles.

René Descartes (1596-1660) usé los nimeros complejos,
Jean Bernouilli (1667-1748) calcul6 logaritmos de niimeros
complejos y Leonard Euler (1707-1783) represent6 los
nimeros complejos como puntos del plano y destacd el
cardcter geométrico de las operaciones. Sobre todo la regla
de que el producto de dos nameros complejos en forma
polar era igual a otro ndmero complejo cuyo moédulo era
el producto de los médulos de los factores y cuyo argu-
mento era la suma de los argumentos de los factores.




Hamilton definié en 1833 los niimeros complejos como
pares ordenados de ntmeros reales con las operaciones
suma y producto habituales, que se pueden resumir ast:

(a, b) + (x, y) = (a+x, b+y)
(a, b) x, y) = (ax — by, ay + bx)

Siguiendo un camino anilogo al realizado en el plano,
Hamilton pensé en la posibilidad de que en el espacio se
podrian definir unos nimeros parecidos a los nimeros
complejos con andlogas propiedades algebraicas y geo-
métricas.

El descubrimiento de los cuaterniones

Por analogia con los nimeros complejos, Hamilton co-
menz6 imaginando tripletes de la forma a+bi+cj, donde
visualizaba sus unidades bésicas 71, 4, j como perpendicu-
lares dos a dos y de longitud unidad. Las unidades iy j
eran unidades imaginarias

Hamilton debia representar los productos
(a+bi+c)) x+yit+z))

como vectores del mismo espacio, que el producto se
pudiera realizar término a término y que, como en los
ntmeros complejos, el médulo del producto sea el pro-
ducto de los médulos.

a) En principio supuso que i2 = j? = -1, tal y como se
verifica para los nameros complejos y que el produc-
to de dos elementos cualesquiera, incluidos 7y j, eran
conmutativos.

b) Luego hizo el producto término a término suponien-
do que jj = ji y obtuvo:
(at+bitc)) (x+yitz)) =
= (ax-by-cz) + (ay+bx)i + (az+cx)j + (bz+cy)ij
¢ Ante este resultado se preguntd cudnto tenfa que
valer ij para que el producto fuera de la forma p+qi+tj
y perteneciera, por consiguiente, el resultado a R3,
d) Las suposiciones primeras, que fueron ij = 1 o ij = -1,
le llevaron a que no se cumplia la ley de los médulos.
f)  Con la suposicién ij = 0 tampoco se cumplia la ley de
los médulos, pero observd que cuando ij desaparecia,
y se hacia el producto de dos tripletes con los esca-
lares asociados a 7y jiguales se obtiene el resultado
+bitcp(atbite)) = (ax-b*c? + (a+x)bi + (a+x)qj
que verificaba la ley de los médulos.
g) De aqui pensd que para que se anulara el sumando
con ij era suficiente que en el producto del apartado
b) se cumpliera que ij = -ji, pero ¢cudl debia ser el
valor de este producto? En principio supuso que iba

a ser un valor k que debia determinar.
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h) La consideracion que le llevo a fijar
un valor de k fue la siguiente:

Al hacer el producto
(at+bi+cpx+yitz)) =
= (ax-by-cz)+(ay+bx)i+(az+cx)j+(bz+cy)ij
si suponemos que ij = -ji=k =0y
observamos la ley de los médulos,
al hacer la diferencia entre los cua-
drados de los modulos de los fac-
tores menos el cuadrado del modu-
lo del producto se obtiene:
(a2+b2+cA)(x24+y2+28) —
— (ax-by-cz)? + (ay+bx)? + (az+cx)? =
= (bz—cy)?

que no es otra cosa que el cuadrado
del coeficiente de % en el desarrollo
del producto. Lo que le hizo orien-
tar el problema en una nueva direc-
cién, anadir una nueva dimension
para lograr el calculo con tripletes.

D) Supuso que ij = -ji = k, donde kera
un nuevo simbolo imaginario. Lo
que le llevd a considerar, no triple-
tes, sino cuaternios de la forma
at+bit+cj+dk, que se llamaron cua-
terniones. Las reglas de cilculo de
los mismos eran:

ik = iij = -
ki = -jii = j
jl = i = i
kj = ij = -i

k? = GPAD = -GOAD = Hijj = 2 = -1
Estas operaciones las resumié Hamilton
en una inscripcién que realiz6, a punta
de navaja, en una piedra del Brougham
Bridge

2= =k? = ijk = -1

Algunas propiedades de los
cuaterniones

a) Los cuaterniones se pueden expresar
como pares de nimeros complejos.

Los cuaterniones a+bit+cj+dk se pueden
escribir de la siguiente forma

It

atbitcj+dk = atbi+cj+dij
= (a+bD+(c+ddj = z, + z,

con z, y z, nimeros complejos.




b) Todo cuaternio A =a + bi + ¢f + dk
tiene inverso para el producto.

En efecto, sea A* = a-bi—cj—dk, el con-
jugado de A, el producto de ambos:
A A* = a’+b*c?+d? es la norma que
serd positiva siempre que el cuaternidn
A sea no nulo. Por lo tanto el inverso
para el producto del cuaternion A es
A/AA*.

¢) Es asociativa.

Para demostrar que el producto de cua-
terniones es asociativo se utilizard la
notacién compleja y las propiedades de
la operacién conjugacién de nimeros
complejos (conjugado de la suma es
suma de conjugados y conjugado del
producto es producto de conjugados) y
la siguiente:

z,j = (a+bi)j = aj+bk = ja-jib = j(a-bi) = jz;*
El producto de cuaternios en forma
compleja serd, por consiguiente:
(z, +z,p) (W, + W) =
= (z,w, - Z,w,D+ (z,w, + z,Ww™)j
y, a partir de aqui, ficilmente se prue-
ban las propiedades asociativa del pro-

ducto y la distributiva del producto res-
pecto a la suma.

Los cuaternios con la suma:
a+bi+cj+dk + x+yitzj+tk =
= (a+x) + (b+yi + (c+2)j + (d+Dk

y el producto con las reglas enumera-
das anteriormente constituye un cuerpo
conmutativo, esto es, tiene la misma
estructura que los nimeros complejos.

Cualquier cuaternio se puede dividir en
su parte real y en su parte cuaternio
puro, esto es, del cuaternio

A = a+bitcj+dk,

a es la parte real y bi+cj+dk la parte
cuaternia pura.

Multipliquemos dos cuaternios puros
A = i jtx0 v B = (y)ity,j+y,k)
A B = x,i+x,j+x,0) (y,i+y,jty,k) =
= Ry Xyl + (G xyy,)j +
+ (X7, %y Dk - Ky +5,7,+%,7,)
=AxB-AB

...esta teoria no
lleg6 a imponerse
plenamente
en la comunidad
matematica para
resolver problemas
geometricos.
Los cuaterniones
aparecieron
de manera
natural a finales
del siglo xix en
teorias como
la representacion
lineal de grupo
o0 la estructura
de los grupos
de Lie.
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que es el producto vectorial menos el producto escalar; Es
a causa de esta identidad por la que el cilculo vectorial
se expreso en la segunda mitad del siglo xix en términos
de cuaternios.

Aunque Hamilton dedicara la Gltima parte de su vida a
investigar sobre las aplicaciones de los cuaterniones, esta
teoria no llegd a imponerse plenamente en la comunidad
matemdtica para resolver problemas geométricos. Los
cuaterniones aparecieron de manera natural a finales del
siglo x1x en teorias como la representacién lineal de gru-
pos o la estructura de los grupos de Lie. La consecuencia
fundamental de todas estas investigaciones fue la basque-
da de operaciones que no respetaban las, hasta entonces,
intocables propiedades de las operaciones elementales, lo
que ponia de manifiesto la posibilidad de operaciones
con nuevos objetos matematicos abstractos, en clara rup-
tura con la concepcidn clasica de las matemdticas.

Hermann Ginther Grassmann (1809-
1877)

Perfil biografico

Hermann Giinther Grassmann (1809-1877) nacié en
Szcezcin, villa de Polonia en la desembocadura del Oder.
Realiz6 estudios de teologia, lenguas cldsicas y literatura
en la universidad de Berlin. Tuvo una formacién autodi-
dacta en matematicas, sobre todo a partir de 1830, tras su
vuelta de Berlin, con las obras Elements de Géométrie de
Legendre, Vollstindiger lebrbegriff der bébern Analysis de
J, T. Meyer, Lebrbuch der mechanischen Naturlebre de E.
G. Fischer y otros, sin olvidar la influencia de su padre
Justus, profesor del liceo de Szcezcin. En 1840 realizd un
examen en Berlin para ensefiar matemadticas, fisica, qui-
mica y mineralogia en todos los liceos y a todos los nive-
les, como trabajo de investigacién para la obtencién de su
plaza presentd un trabajo Theorie der Ebbe und Flut.
Grassmann reconoce que esta obra constituye un paso
decisivo en la formacién de sus ideas matemadticas, pues-
to que, por una parte, retomod las ideas esbozadas en su
cdlculo geométrico de 1832 y, por otro, continda su desa-
rrollo para aplicarlo a la teoria de las mareas. Toda su
vida la pasé como profesor de liceo.

Cuando Hermann Glinther Grassmann publico en 1844 La
Lineale Ausdebnungslebre, obra en la que estaban conte-
nidas las ideas mas importantes del cdlculo vectorial, el
libro fue tachado de excesivamente abstracto y no fueron
reconocidas sus valiosas aportaciones hasta pasados
veinte afios. Estos afios supusieron para Grassmann tiem-
pos de profundo desinimo y el parcial abandono de la
matematica.




Antes de que las ideas de Grassmann fueran aceptadas
por la comunidad matemdtica de forma generalizada
hubo dos ediciones diferentes de La Lineale Aus-
debnungslebre, la primera en el afio 1844 y otra en 1862.
La edici6én de 1844 pas® pricticamente inadvertida y tuvo,
por consiguiente, escasa o nula repercusion en el pano-
rama matemitico de la época.

La edicion de 1862 fue mucho mis clara desde el punto
de vista matemitico. Conceptos, que en la primera edi-
cion estaban dados implicitamente y de forma oscura,
tales como los de combinacién lineal de magnitudes,
dependencia e independencia lineal, base de un dominio
0 la idea de dimensién se definieron claramente en la
segunda edicion.

Tampoco esta nueva version fue acogida con entusiasmo,
al menos, inicialmente, seguramente por tener poca difu-
si6n (publicada en la imprenta de su hermano fuera de las
vias de distribucion habituales) y por estar en boga en esa
época el método de los cuaterniones desarrollado por
William Rowan Hamilton (1805-1865). Esta situaciéon de
indiferencia hacia su prbduccién cientifica por parte de
los mis influyentes matematicos contemporaneos, motivo
que, hacia mediados de la década de los sesenta,
Grassmann estuviera decidido a renunciar el seguir inves-
tigando en matematicas y dar prioridad definitiva a los
estudios de lingtifstica que nunca abandoné desde que
estudié en Berlin con Schleiermacher.

Las ideas de Grassmann fueron, poco a poco, ganando
aceptacion. Hermann Hankel (1839-1873) estaba redac-
tando una obra que recogia los trabajos sobre el anilisis
con nimeros complejos y funciones para lo que estaba
trabajando con la obra de W. R. Hamilton Zectures on
Quaternions (1853) y en su bisqueda de aportaciones de
distintos matemdticos se encontrd, en el afio 1866, con la
obra de Grassmann.,

El interés que Hankel mostrd por La Lineale Ausdeb-
nungslebre 'y Geometricche Analyse se puso de manifies-
to en la abundante correspondencia que mantuvieron en
la que Hankel pedia aclaraciones de algunos conceptos,
demostraciones y de varios teoremas con la intencién de
escribir los fundamentos del cilculo grassmaniano en su
obra Vorlesungen tiber die complexen Zablen und ibre
Functionen (1867) de una forma clara, precisa y en un
lenguaje que resultara facilmente utilizable por la comu-
nidad matemdtica en clara confrontacién con los métodos
de Hamilton. En esa época Hankel era consciente de la
superioridad del calculo grassmaniano y el mismo
Grassmann demostrd que muchos resultados obtenidos
por Hamilton eran consecuencia inmediata y breve de su
cilculo. '

En el libro de Hankel aparecieron encendidos elogios
sobre la originalidad y fecundidad de Grassmann y citaba

Asi como
los resultados
de Hamilton
Jueron
descubiertos
desde el dlgebra
Y estudiando
las propiedades
que debian
mantener
las operaciones
cuando se realiza
en ellas
una extension
de un conjunto
a otro mds amplio
los descubrimiento
de Grassmann
Jfueron hechos
desde
consideraciones
geomeétricas.

las fuentes de este cilculo que eran las
obras La Lineale Ausdebnungslebre de
1862 y Geometrische Analyse. No obs-
tante, Hankel calificaba la primera de
ellas de excesivamente abstracta y filo-
sofica y de la segunda decia que estaba
escrita de forma mias acorde con el
modo habitual de presentar los escritos
los matematicos. Lo que resulta claro es
que Hankel, por desconocimiento o
consciente olvido, no cit6 la primera
edicion de La Lineale Ausdebnungslebre
entre sus fuentes, a la que hubiera
tachado, sin duda, todavia de mas abs-
tracta y filosofica que la que él trabajé.

El descubrimiento del produc-
to de vectores

Asi como los resultados de Hamilton
fueron descubiertos desde el dlgebra y
estudiando las propiedades que debian
mantener las operaciones cuando se
realiza en ellas una extensién de un
conjunto a otro mas amplio los descu-
brimiento de Grassmann fueron hechos
desde consideraciones geométricas.
Dos puntos de partida diferentes para
llegar a unos resultados que entraron
en conflicto porque eran aplicables a la
resolucién de los mismos problemas.
Grassmann aporta su punto de vista
sobre la geometria que es el siguiente:

..Yo habia comprendido desde bacia
tiempo que no podia considerar a la geo-
metria, como se consideraba a la aritmé-
tica o a la teoria de combinaciones, como
una rama de la matemdtica, sino mds
bien, puesto que la geometria hace
referencia a algo que ya estd dado en la
naturaleza, a saber, el espacio, debia
tener en consecuencia una rama de las
matemdticas que se extrajera de ella
misima de manera puramente abstracta,
leyes semejantes a las que en geometria
aparecen ligadas al espacio. La posibili-
dad de desarrollar tal rama de la mate-
mdtica puramente abstracta estaba dada
Dbor el nuevo andlisis, cuando fue desa-
rrollado independientemente de todo teo-
rema demostrado por otros y en la pura
abstraccion fue esta ciencia.

La ventaja esencial obtenida por esta
interpretacion era, para la forma, que
todos los principios que expresaban las




visiones del espacio desaparecieron com-
Dletamente y, de este modo, los principios
se volvian tan evidentes como los de la
aritmética y, por otra parte, para el con-
tenido, la ventaja estriba en que la limi-
tacion a tres dimensiones se volvia cadu-
ca. De esta manera solo las leyes se ilumi-
nan en su evidencia y universalidad y se
presentan. en su’ contexto esencial.
Algunas regularidades que en tres dimen-
siones o no existian todavia o no se mani-
festaban mds que de forma oculta, se
desarrollan entonces en toda su generali-
dad por esta generalizacion.
Las primeras consideraciones que reali-
76 para descubrir el producto vectorial
las realiz6 sobre el concepto de area
barrida por un segmento que se desliza
sobre otro y sobre una linea quebrada,
que le llevd a la idea de considerar
dreas provistas de signo, segin se reco-
rriera en un sentido o en otro. Con
estas consideraciones fij6 las reglas del
producto exterior de vectores que,
siguiendo
nungslebre, fueron las siguientes:

a) Si un segmento se desplaza en el
plano sobre un ntmero cualquiera
de segmentos, la superficie total
que se obtiene es igual al espacio
que se obtiene cuando se desplaza
ese segmento por la suma de los
segmentos.

b) Si en el plano un segmento se
mueve entre dos paralelas fijas de
modo que se mueve de una a otra,
la superficie total barrida es la
misma cualquiera que sea el cami-
no recorrido.

A' A

c! C
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su La Lineale Ausdeb-

Las primeras
consideraciones
que realizo para

descubrir el
producto vectorial
las realizo sobre
el concepto
de drea barrida
por un segmento
que se desliza
sobre otro y sobre
una linea
quebrada, que le
llev6 a la idea
de considerar
areas provistas
de signo,
seguin se
recorriera
en un sentido
0 en otro.

Sus expresiones, cambiando el lado medido por el que
mide, serfan:

9]

d

La superficie que describe una linea quebrada es
igual a la descrita por un segmento que tiene los mis-
mos puntos inicial y final que ella.

La superficie total que describe una superficie cerra-
da al moverse en el plano es nula.

Estas propiedades las podemos expresar de forma simbo-

lica asi:
an(b+c) = aAb + aAc
(b+c)Aa = bAc + cAa
e) La expresion aAb significa supetficie y la (aAb)Ac

g

h)

9]

significara volumen. Esto llevo a Grassmann a definir
a como segmento del primer escalén (dimension
uno), aAb segmento del segundo escaldn (dimension
2), (aAb)Ac segmento del tercer escalén, etc.

Vectores de la misma especie. Si dos vectores son de
la misma especie ab = 0.

Si b, y b, son de la misma especie se verifica:
(a+b)b,=ab,
b,(a+b)=b,a

La misma demostracién es valida para

(a+b)b, P=ab,P
donde P es un vector de otro escaléon.

Nos fijaremos en los signos y no sélo en el valor
absoluto de

(a+b)b,=ab,

b,(a+b)=b,a
para ello supondremos que a y b son dos vectores no
de la misma especie, el producto (a + b) (a + b) es
nulo, puesto que es producto de un vector por si
mismo, es decir dos vectores de la misma especie,
pero, ademas se puede desarrollar aplicando la pro-
piedad distributiva:

(a+b)Xa+b)=(a+bla+@+bb=
=aa + ba+ ab + bb =ba + ab

de donde ab = —ba.

Pone como ejemplo de un producto no conmutativo
de segmentos, y que en lo que Grassmann llama pri-
mer escalén significa area es producto es

ab = lal Ibl sen (ab)

que, evidentemente, el seno cambia de signo segin se
tome el 4angulodeaabodebaa

El producto exterior, llamado habitualmente producto
vectorial, fue escrito por primera vez en la forma que se

—



conoce hoy dia por Clifford (1845-1879), en su Elements
of Dynamics. Pero resulta interesante incorporar en la
ensefianza estos aspectos fundamentales del proceso crea-
dor de los matemiticos que transmiten al estudiante la
idea de que la matemitica es algo vivo y dindmico en la
que quedan muchas cuestiones por descubrir.
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El teorema de Pitagoras
a partir de la manipulacién
con geoplanos

Josetxu Arrieta Gallastegui
José Luis Alvarez Garcia

Antonio Eugenio Gonzalez Garcia

Dedicado a un enamorado de la reina

de las ciencias que dio sus primeros pasos,
tras la senda de Pitdgoras, en el reino
asturiano de Alfonso II

E L GEOPLANO vy su utilizacién didactica

El geoplano, utilizado por
primera vez por el
pedagogo belga Cattegno,
fue introducido en Espaiia
por Puig Adam en los afios
cincuenta. En el plan de
estudios que en estos
momentos se estd
implantadndo, como
consecuencia de la
implantacion de la LOGSE,
se hace una apuesta
decidida por el uso en las
aulas de recursos didacticos
de diversa indole, entre ellos
los manipulativos. En el
presente arficulo se propone
la introduccién del teorema
de Pitagoras, o la
consolidacion del mismo,
apartir de una secuencia de
actividades de manipulacién
con geoplanos.

en las clases de matemaéticas

En su Iniciacién a las Matemdticas. Materiales y rectirsos
diddcticos, Cascallana (1988, 146) afirma que «el geopla-
no fue utilizado por primera vez por Gattegno e introdu-
cido en Espafia por Puig Adamv. Efectivamente, el
pedagogo belga Caleb Gattegno concibi6 el geoplano en
los afios cincuenta como un material multivalente, sus-
ceptible de ser utilizado para plantear y resolver multiples
y variados problemas geométricos, en los distintos niveles
de la ensefianza. Como el propio Gattegno (1964, 11) afir-
ma, Jos geoplanos sirven para la toma de conciencia de
las relaciones geomeétricas», esto es, sirven para favorecer
la construccién progresiva de los conocimientos geome-
tricos, construccién que sabemos es inseparable de la acti-
vidad concreta sobre los objetos, de la intuicién y de las
aproximaciones inductivas impuestas por la realizacion de
tareas y la resolucion de problemas particulares. Su vision
de la ensefanza de las matemiticas y del papel que en
ella deben de jugar los materiales manipulativos, sean
regletas (Gattegno, 1967) o geoplanos, igual que la de su
contemporineo y compatriota nuestro, D. Pedro Puig
Adam, encajarfa bastante bien en el marco de los postu-
lados psicopedagdgicos esgrimidos hoy en dia por los




especialistas en el drea de educacién matemdtica (Gil y
Guzmian, 1993) y, por lo tanto, en los incorporados en los
disefios curriculares base de dicha 4rea.

Sin embargo, y como es sabido, sus ideas y materiales no
se difundieron ni arraigaron lo suficiente a partir de los
afios setenta. La ola de las «matemdticas modernas» arrastrd
su obra, asi como el 4mbito de actuacion de su material, la
geometria euclidea, al pozo del olvido. En nuestro pafs, el
tratamiento «nueva matematica» 0 «matemitica moderna» se
introdujo con las Orientaciones Pedagdgicas para la EGB
(las de 1970 para la primera etapa y las de 1971 para la
segunda), puesto que en ellas se parte del hecho de que
una de las funciones fundamentales de las matemdticas es
la de ordenar conocimientos y crear estructuras formales
que los resuman y expresen, por lo que proponian que la
ensefianza de las matemdticas se centrase, en todos los
niveles de escolaridad, en el proceso de matematizacién de
problemas, en la creacién de sistemas formales v en la uti-
lizacion de las leyes de estos sistemas o estructuras para
obtener unos resultados e interpretarlos.

Es a finales de la década de los setenta cuando, en
Catalufia, pionera como siempre en nuestro pais en la
introduccién de innovaciones didécticas, y por medio de
la beneficiosa y cercana influencia de algunos IREM
(Institutos de Investigacién en Educacion Matematica fran-
ceses) como el de Lyon o Bordeaux, se comienza a expe-
rimentar de nuevo con los geoplanos en las aulas, como
lo ponen de manifiesto distintos articulos publicados al
respecto en la revista L’Escaire (ver Bedos, M; Forns, M. y
otros, 1983 y Rigon Grandesso, M., 1979). Por su parte,
unos anos después, la Subdireccién General de Forma-
cién del Profesorado apoya explicitamente la utilizacion
del material de Gattegno, dentro del marco de experi-
mentacidén de la Reforma de las Ensefianzas Medias, al
editar un libro sobre el tema, Geoplano y Mecanos (Bas,
M. y Brihuega, J., 1987), aunque el método para incorpo-
rarlo que se propone, al menos en cuanto a la unidad
diddctica que aqui nos interesa, la del teorema de Piti-
goras, no se adecua precisamente en términos didacticos
y psicopedagogicos a lo que proponia el propio Gattegno
y a lo que recientemente se ha aprobado como marco
administrativo y legal de trabajo dentro del 4rea.

Si la construccion, observacion y modificacion de formas
geométricas es previa a la fijacion de los conceptos geo-
métricos, debemos asumir que la accién sobre los objetos
constituye una fase inicial ineludible en los procesos de
aprendizaje y que, por ello, el recurso a los geoplanos de
Gattegno debe también considerarse como un hecho
imprescindible en la Educacién Secundaria dentro del
drea de Matematicas.

Hemos utilizado indistintamente el singular y el plural
para referirnos al (singular) o a los geoplanos (plural). Y
ello es asi porque aunque hablando con propiedad debe-

riamos referirnos siempre a los geopla-
nos (puesto que los hay cuadrados, rec-
tangulares, circulares, cuadrados por un
lado y circulares por otro,...; también los
hay de 3 x 3 puntas, de 5 x 5, de 8 X 8,
de 10 x 10, de 3 x 5, etc.), todos ellos
se basan en la misma idea: recurrir a
una superficie en la que sobresalen un
conjunto de puntas o clavos, alrededor
de los cuales se pueden construir distin-
tas formas geométricas utilizando sim-
ples gomas eldsticas. En nuestro trabajo
hemos recurrido exclusivamente a geo-
planos cuadrados de 5 X 5y 8 X 8 pun-
tas, respectivamente (figura 1). Los cons-
truimos con planchas de aglomerado
y unas puntas de madera que encaja-
bamos en los agujeros que previa-
mente habiamos taladrado sobre el
aglomerado.
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Geoplano 5 x 5
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Geoplano 8 x 8

Figura 1

Debemos contar ademds con un impor-
tante material auxiliar: tramas cuadra-
das de puntos, dispuestos igual que las
puntas de los geoplanos. Se trata sim-
plemente de folios con esquemas dibu-
jados del geoplano. Estas hojas se utili-
zaran para poder tomar nota de lo que
se realiza con las gomas sobre el mismo
geoplano. En determinadas ocasiones,
estas hojas pueden sustituir al propio
geoplano.

El contexto organizativo de las activida-
des que vamos a presentar es siempre
el siguiente: en grupos de tres o cuatro
personas, los y las estudiantes van asu-
miendo la tarea de encontrar «algos




(sean segmentos, tridngulos, recorridos
o cuadrados) diferente a lo que hayan
encontrado sus compafieros y compa-
fieras de grupo. Una vez realizado
sobre el geoplano, y antes de dibujarlo
en los respectivos esquemas de los que
disponen de manera individual, discu-
ten si lo realizado por su compaiiero o
compafiera es efectivamente «distinto» a
lo trazado y dibujado previamente, y
sélo tras ponerse de acuerdo en ello,
dibujan cada uno en sus esquemas la
nueva forma geométrica hallada. Como
vemos, la mayor parte de las activida-
des que proponemos se realizardn en el
marco organizativo de trabajo en
pequefio grupo, Gnica manera de
garantizar que efectivamente se «apren-
da» a trabajar en equipo.

El teorema de Pitagoras:
siempre presente en el cu-
rriculum escolar

El teorema de Pitdgoras constituye un
contenido del curriculum escolar desde
que se fraguaron los primeros rasgos de
institucionalizacién de la Escuela, en el
mundo grecorromano, cuando se espe-
cializaron los agentes educativos y
comenzaron a vivir de ella, dedicindo-
se exclusivamente a la ensefianza, los
primeros sofistas, los primeros drabaja-
dores» de la ensefianza (Lerena, 1985).
El quadrivium no se podria entender
sin la Geometria y ésta sin la ensefian-
za de dicho teorema.

Pues bien, las justificaciones que a lo
largo de la historia se han dado para su
introduccién en el dmbito escolar han
oscilado a la hora de destacar dos polos
o aspectos destacados al respecto: su
vertiente formativa o bien su rol instru-
mental o utilitario. Comenzando por su
vertiente utilitaria, parece indudable
que el conocimiento de dicho teorema
es absolutamente necesario para la
ensefianza posterior de numerosos con-
ceptos cientificos, no sélo matematicos
sino fisicos. Es imposible hablar de dis-
tancias en el espacio, de normas o de
vectores, asi como de espacios de
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Hilbert, etc. en el campo de las matematicas sin conocer-
lo. Por ello, también es inconcebible entender lo que son
las magnitudes vectoriales en el 4mbito de la fisica (velo-
cidades, aceleraciones, fuerzas, etc.), sin comprender la
relacion pitagérica. De todas formas no debe ser esta la
justificacién que demos a nuestros alumnos: no debemos
caer nunca en el tan repetido «ya veréis el afio que viene
para qué sirve estor. En tal caso, jdeja para el afio que
viene ese contenido! Asi pues, con respecto al teorema de
Pitdgoras deberemos destacar su cardcter instrumental
para resolver multitud de problemas, por ejemplo de
caculos de distancias en el plano, en los mapas, en la rea-
lidad. Por otra parte, nuestros alumnos y alumnas deben
poder vivir el proceso de construccion por su parte de un
teorema, y por tanto, de un tipo de conocimiento muy
especifico, el geométrico, con caracteristicas muy peculia-
res y diferenciadoras frente a otro tipo de conocimientos.
Esta Gltima idea tiene que ver con el cardcter formativo de
su ensefianza, y no con el meramente instrumental, pues
en pocas ocasiones a lo largo de la escolaridad obligato-
ria van a poder actuar en las aulas como verdaderos cien-
tificos, matemiticos en este caso, con las ventajas educa-
cionales que ello acarrea.

Una propuesta didactica para tratar el
teorema de Pitagoras

En las lineas que siguen nos proponemos explicar el con-
junto de tareas que hemos planteado en varias aulas, no
solo de la ESO, sino también en contextos muy diferentes,
como lo puedan ser la formacion inicial del profesorado en
la Escuela Universitaria de Magisterio o la formacion per-
manente del mismo en distintos CEP asturianos, con la fina-
lidad de que los y las estudiantes aprendan de manera sig-
nificativa el teorema de Pitdgoras. En €l pues, nos adentra-
mos en la vida real de las aulas, determinada por lo que en
ella se hace, que es, a su vez, lo que determina el curricu-
lum realizado, y no ya el pretendido u oficial.

Por lo que hemos dicho hasta ahora, estd claro que dicho
curriculum en la accién no va a estar mediado por las edi-
toriales, a través de los libros de texto o de los ahora en
boga «proyectos curriculares» (y ponemos las comillas a la
expresién pues estd bastante claro que se estd devaluan-
do el significado originario de dicha expresion, incluso a
instancias de la propia administracion, dado que lo que se
denomina de esa manera en absoluto tiene que ver con
lo que se entendia por tal en el dmbito anglosajon y en la
década de los sesenta), sino por la configuracién de un
conjunto de tareas originales paraa realizar recurriendo
sistematicamente a los geoplanos cuadrados de 3 X 3, 5 X
5y 8 X 8y a las tramas cuadradas de puntos que com-
plementan este material.




Como se podrd apreciar, en nuestra propuesta did4ctica
otorgamos una gran importancia al proceso de ensefianza-
aprendizaje en el que implicamos a los y las estudiantes,
pues pensamos que es a través de él como pueden vivir
una relacién educativa, entre ellos y ellas y con el profeso-
rado, y no meramente instructiva. Resaltamos que mds
importante que el producto deseado, a saber, que dominen
el teorema de Pitagoras, es el proceso seguido para su con-
secucion, proceso que en todo momento debe ser en si
mismo educativo. Sus rasgos caracteristicos, por lo tanto,
deben ser coherentes con los que se desprenden del ani-
lisis de los objetivos generales de la Educacion Secundaria
Obligatoria, para no desterrar al 4mbito de la mera retorica
dichas descripciones por todos y todas compartidas.

Para explicar la unidad diddctica vamos a distinguir tres
subapartados en la misma: en el primero analizaremos los
elementos didicticos de la unidad, basindonos en el DCB
y citando los objetivos, contenidos, el contexto organizati-
vo y la forma de evaluacién; en el segundo presentamos la
secuencia propuesta de actividades, una sesién introducto-
ria y siete tareas claramente diferenciadas, para, en el ter-
cero y Wltimo, sintetizar y concluir el trabajo realizado.

El teorema de Pitdgoras en el DCB:
andlisis didactico de la unidad

En el DCB de Secundaria Obligatoria, el teorema de
Pitdgoras viene citado como contenido conceptual del
curriculo oficial dentro del bloque de contenidos n.° 2 de]
area de Matematicas, el de «Medida, estimacién y cdlculo
de magnitudes» (MEC, 1992). Mis concretamente, se cita
como contenido conceptual del apartado 6, el de Medi-
ciones indirectas:, y se puede relacionar directamente con
contenidos procedimentales (aitilizacién de las férmulas
de longitudes... para medir magnitudes» o el de «medida
del drea... utilizando distintas técnicas tales como la des-
composicion en otras mas simples. ..») o relacionados con
las actitudes, los valores y las normas (aeconocimiento de
la importancia y utilidad de las medidas indirectas como
un medio sencillo para medir determinadas magnitudes» o
el de «wevision sistemitica del resultado de las medidas
directas o indirectas, aceptindolas o rechazindolas seglin
se adecuen o no a los valores esperados»),

Sin embargo, pensamos que, tal y como vamos a plantear
la programacion de la unidad didéctica, los objetivos o
capacidades que se pretenden desarrollar van mucho mas
alld de los que acabamos de citar. Nuestro interés es el de
incidir en los objetivos generales del 4rea en la ESO, con-
cretamente en el primero (dncorporar al lenguaje y modos
de argumentacién habituales las distintas formas de
expresion matemdtica con el fin de comunicar los pensa-
mientos propios de una manera precisa y rigurosa»), el
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tercero (ddentificar utilizaciones y apli-
caciones diversas del conocimiento ma-
temdtico en distintos 4mbitos de la acti-
vidad humana percibiendo el papel que
juegan como lenguaje e instrumento en
situaciones muy diversas»), el cuarto
(«mostrar actitudes propias de la activi-
dad matemitica en situaciones cotidia-
nas o de resolucién de problemas»), el
quinto (atilizar las formas de pensa-
miento légico para formular y compro-
bar conjeturas, realizar inferencias y
deducciones, relacionar Yy organizar
informaciones diversas relativas a la vida
cotidiana y a la resolucién de proble-
mas»), el sexto («elaborar estrategias per-
sonales para la resolucién de problemas
matematicos sencillos y de problemas
cotidianos, utilizando distintos recursos
y analizando la coherencia de los resul-
tados para mejoratlos si fuera necesa-
1i0") y el noveno («desarrollar estrategias
de medida y cilculo de magnitudes rea-
lizando estimaciones Yy aproximaciones
de estas medidas con el grado de exac-
titud conveniente segin lo requiera la
naturaleza de la situacién, del objeto o
del aspecto medidon).

Pero también queremos resaltar la rela-
cion directa de la unidad didéctica con
el posible logro de objetivos o capaci-
dades generales de la propia etapa
educativa, en concreto con los siguien-
tes objetivos generales de la ESO:
«dnterpretar y producir con propiedad,
autonomia y creatividad mensajes que
utilicen cédigos artisticos, cientificos y
t€cnicos, con el fin de enriquecer sus
posibilidades de comunicacién y refle-
xionar sobre los procesos implicados
€n su uso»; «obtener y seleccionar infor-
macion utilizando las fuentes en las que
habitualmente se encuentra disponible,
tratarla de forma auténoma y critica,
con una finalidad previamente estable-
cida y transmitirla a los demas de
manera organizada e inteligible; «elabo-
rar estrategias de identificacién y reso-
lucién de problemas en los diversos
campos del conocimiento y la expe-
riencia, mediante procedimientos intui-
tivos y de razonamiento légico, cons-
trastindolas y reflexionando sobre el
proceso seguido» y, por ltimo, el de




«conocer y valorar el desarrollo cientifi-
co v tecnologico, sus aplicaciones y su
incidencia en su medio fisico y social».

Los contenidos conceptuales que es
preciso aprender estin recogidos en la
relacion esencial que se establece en el
teorema de Pitdgoras, a saber, que la
suma de las dreas de los cuadrados
construidos sobre los catetos de un
tridngulo rectdngulo es igual al drea del
cuadrado construido sobre la hipotenu-
sa, asi como reconocer que eso sélo
ocurre si el tridngulo de partida es rec-
tangulo. Los términos (catetos, hipote-
nusa, tridngulo rectangulo, acutdngulo y
obtusingulo), las operaciones (suma de
cuadrados, triangulacion de
rectdngulos) y la relacion de
igualdad en ese determina-
do caso, constituyen las fi-
guras sinticticas caracteris-
ticas de la geometrfa eucli-
diana que es preciso cons-
truir.

Para favorecer el desarrollo
de las capacidades citadas y
la construccién de dichas
figuras sinticticas es preciso
instaurar en el aula una dini-
mica de trabajo en la que el
realizado por el alumno o
alumna sea comparable por
momentos a la actividad
cientifica. Debera actuar, for-
mular, probar, construir mo-
delos, lenguajes, conceptos,
teorias, intercambiarlas con
otros, reconocer las que son
conformes a la cultura, recurrir a ellas
cuando son ttiles, etc. Y para hacer posi-
ble tal actividad, el profesorado debe de
imaginar y proponer situaciones que
puedan vivir v en las cuales los conoci-
mientos aparezcan como la solucién &pti-
ma y descubrible a los problemas plante-
ados. Mis concretamente, debe optar por
seguir los principios de procedimiento
que justificamos en el anterior apartado.

La secuencia de actividades que pre-
sentamos a continuacion se ha realiza-
do en su mayor parte dentro de un con-
texto de trabajo en pequefio grupo (de
cuatro personas). En las situaciones de

accion éste es el contexto usual, aunque en las de formu-
lacién, validacién e institucionalizacién se recurre habi-
tualmente a una puesta en comuin con todo el grupo de
estudiantes.

Los medios utilizados, como ya se ha indicado anterior-
mente, son Gnicamente geoplanos de 5 x 5 para cada
grupo, y de 8 X 8 para toda el aula, mds las gomas nece-
sarias para la construccién de las figuras planas. Ademas
se dispondrd de fichas fotocopiadas donde aparecen los
esquemas de dichos geoplanos, con la finalidad de que
puedan tomar nota de sus acciones previas, asi como
hojas con tramas cuadradas de puntos. Es interesante
tener preparadas las transparencias necesarias para visua-
lizar, en la puesta en comin, las soluciones a los proble-
mas de btsqueda planteados. En los centros donde se
pueda recurrir a ordenadores que dispongan del lenguaje
LOGO, es factible realizar actividades similares
a las propuestas en dicho entorno, sea para
comprobar los resultados y conocimientos
adquiridos mediante el recurso a los geopla-
nos, sea para plantearlas directamente en
dicho entorno informatico.

La labor del profesorado debe de entenderse
en funcién del tipo de situaciéon a plantear y
no en términos globales (directividad y no
directividad, por ejemplo). Asi, en las situacio-
nes de accion y formulacién, deberan apoyar
y animar a sus estudiantes para que acepten el
problema que se les ha planteado, ddndoles
los consejos oportunos par que perseveren,
tomen conciencia del trabajo realizado, com-
paren el suyo con el de otros grupos, etc. Sin
embargo, en las situaciones de validacién
deberin abstenerse de intervenir como posee-
dores de la verdad, esto es, deberin simular,
Como un actor o una actriz en una obra de tea-
tro, que no conocen la respuesta a las pre-
guntas que se plantean. De ofra manera se
interferitfa con los procesos de razonamiento del alumna-
do, impidiéndoles construir las ideas adecuadas para la
resolucién de los problemas planteados. Por ltimo, en
las situaciones de institucionalizacion, el profesorado
debe de intervenir de manera totalmente directiva, zan-
jando los debates, introduciendo los términos adecuados
y explicitando la importancia de los resultados obtenidos.

Por su parte, la evaluacion especifica de la unidad debe-
1a de realizarse en un marco equiparable al ya vivido y
reconocido por los y las estudiantes, esto es, en pequeno
grupo. La prueba individual de evaluacién puede y debe
reducirse a comprobar si los resultados previamente insti-
tucionalizados son conocidos y comprendidos. De esta
forma distinguiriamos entre dos pruebas de evaluacion: la
grupal, dirigida a comprobar el nivel de trabajo de cada




grupo al intentar resolver un problema nuevo, aunque
relacionado con los previamente trabajados, y el indivi-
dual, dirigido a comprobar su nivel de conocimiento de
los conceptos basicos que se supone deben de aprender.

Hemos resuelto relatar la secuencia de actividades para
plantear en las aulas de manera abierta, sin determinar
especificamente el tiempo dedicado especificamente a
cada una de ellas y el contexto concreto organizativo de
las mismas, y ello de manera deliberada. En los diferentes
ensayos que hemos realizado de la misma, como dijimos,
en contextos muy diversos, hemos podido comprobar
como los resultados obtenidos en cada tarea son algo
diferentes en cada aula y ello nos obliga, ademas de la
necesidad de ser coherentes con los principios de proce-
dimiento asumidos (recuérdese el que afirma que el pro-
fesorado favorecerd que identifiquen, inicien y desarro-
llen sus propios problemas relacionados con las situacio-
nes planteadas») a describir el conjunto de tareas a desa-
rrollar en las aulas de manera no cerrada.

En necesario indicar, por dltimo, que en algunas de las
tareas se proponen alternativas segin se plantee la unidad
didactica en el primer ciclo o en el segundo ciclo de la
ESO. En este tltimo caso se eliminan las actividades en las
que se hace referencia a los nimeros irracionales. Tanto
€0 uno como en otro caso, los alumnos y alumnas llegan
a la relacién pitagérica de manera similar y, por tanto, la
unidad did4ctica mantiene todo su significado. En el caso
de los estudiantes del segundo ciclo, que ya se habrin
encontrado con el teorema en cursos anteriores, tendrin
ocasion de afianzar, de manera significativa, su aprendi-
zaje y valorar todo su significado.

Secuencia de actividades

Primera sesién introductoria

En la primera sesion, y con vistas a proporcionar una
panordmica global del tema que se va a abordar en las
siguientes clases, esto es, con la pretensién de presentar
un organizador previo que facilite al alumnado la asigna-
cion de un sentido genérico al conjuntos de actividades y
fases que se van a desarrollar, suele ser conveniente
comenzar la programacion con una actividad como la que
proponemos, que pensamos satisface las caracteristicas
que los psicélogos cognitivos, especialmente Ausubel o
Mayer, asignan a los organizadores avanzados. Este Gltimo
sostiene que un organizador previo debe poseer las
siguientes caracteristicas:

1. Es un conjunto breve de informacién verbal o visual.

2. Se presenta antes del aprendizaje de un amplio cuer-
po de informacion.
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3. No incluye contenido especifico de la
informacién que hay que aprender.

4. Proporciona medios para generar re-
laciones logicas entre los elementos.

5. Influye en los procesos de codifi-
cacidén del alumno.

En nuestro caso, como veremos a con-
tinuacién, no sélo se tratard de una
informacién verbal y visual presentada
por el o la profesora, sino que exigira
también la realizacién de actividades
manipulativas por parte del alumnado.
En concreto, se trataria, en primer lugar,
de explicarles verbalmente que el con-
junto de actividades que se realizardn a
continuacion estd relacionado con uno
de los conocimientos matematicos mas
universales, planteado y resuelto a tra-
vés de diferentes cursos operatorios por
civilizaciones muy diversas (babilénica,
egipcia, india, china, arabiga, griega,...
que explica de manera abstracta y
general la relacion existente entre dife-
rentes cuadrados, rectdngulos y tridngu-
los y que permite resolver una gran
cantidad de problemas geométricos y
algebraicos en el plano y, generalizdn-
dolo, en el espacio. Se le conoce con-
vencionalmente como el «Teorema de
Pitdgoras», y nos va a permitir adentrar-
nos en las caracteristicas de los conoci-
mientos cientificos, mds concretamente,
matematicos, que implican una manera
de razonar, argumentar y demostrar
muy especifica y determinada, muy pe-
culiar, la que se recoge de manera im-
plicita a través del término ¢eorema.

Como vemos, breve conjunto de ideas,
presentado antes del amplio conjunto de
actividades a desarrollar y de informa-
cién a transmitir, que no incluye conteni-
do especifico de la informacién a apren-
der, a la vez que proporciona medios
para generar relaciones logicas entre los
elementos y las actividades subsiguientes
¥ que esperamos influya en los procesos
de codificacién del alumnado, por lo
que, explicitado en un lenguaje apropia-
do, se convierte en un organizador pre-
vio del tema que se va a estudiar.

Tras transmitir la informacién verbal-
mente, les pasaremos por escrito un




breve texto que recoja sintéticamente
los puntos anteriores y, a continuacion,
proporcionaremos a cada grupo de
cuatro alumnos dos cuadrados, de 15 y
20 cm de lado respectivamente, una
escuadra y un cartabdn, asi como unas
tijeras, y les pediremos que busquen la
manera de conseguir, con los dos cua-
drados dados, otro cuadrado de 4rea la
suma de los iniciales, pudiendo cortar
éstos en las partes que crean conve-
niente y de la forma que consideren
apropiada. Se tratarfa de «wer, una vez
troceados los dos o alguno de ellos,
como se pueden disponer las distintas
partes de manera que obtengamos uno
solo, sin despreciar ninguno de los
fragmentos en los que los hayamos
dividido, para garantizar que la suma
de los pequefios nos «dé» el mayor. Con
cortes paralelos a los lados del cuadra-
do surgen ficilmente varias opciones,
por ejemplo, la de cortar el mayor en
cuatro tiras rectangulares iguales y dis-
ponerlas alrededor del menor, pero
complicaremos la tarea pidiendo que
los cortes sean «oblicuos».

Tras diversos intentos, que es de espe-
rar no fructifiquen, dada la dificultad
que encierra el hallar por dénde cortar-
los, en cuintos trozos y si hay que
recurrir a uno o a ambos cuadrados, les
presentaremos una de las posibles for-
mas de hacerlo. Les diremos concreta-
mente que partan el mayor, el de 20 cm
mediante dos rectas que unan, dos a
dos, los puntos situados en las distan-
cias y los lugares indicados en la figura
2 (presentada en una trasparencia).
Después se les pide que sitien los cua-
tro cuadrilateros obtenidos en torno al
cuadrado de 15 cm para ver si obtienen
un cuadrado mayor,

y, si es asi, que

midan el lado de este 2,5 17,5

altimo.

17,5
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Figura 2 1725
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Una vez conseguida la disposicién deseada (los. cuatro
cuadrilateros «bordeando» al cuadrado de 30 cm, que apa-
rece como encajado en el interior del mayor, obtenido por
todos los grupos), les comentaremos que la justificacién
de este procedimiento, asi como la de la relacién obteni-
da entre las dreas serd uno de los conocimientos que
habremos aprendido tras la realizacién de las actividades
de la programacion, y que estd directamente relacionado
con el citado «Teorema de Pitagoras».

a=d-e

c b=d+e

Figura 3

Como se puede apreciar en la figura 3, el procedimiento
presentado se basa en uno de los muchos existentes para
construir un cuadrado, basdndose en dos mis pequefios,
siempre que entre sus lados se satisfaga la relacién pita-
goérica. En este caso a = 15 cm y b = 20 cm, por lo que
«d» es igual 2 17,5 cm y «e» a 2,5 ¢cm. El cuadrado mayor
construido tendrd, obviamente, un lado de 25 cm.

En el caso general, los valores de «d» y «e» se hallan cal-
culando la semisuma de los lados de los cuadrados
pequefios y la semidiferencia de los mismos, respectiva-
mente, como se puede deducir resolviendo las dos ecua-
ciones de la figura, despejando «d» y «e» en funcién de «a»
v . Asi, d = 1/2(b+a) y e = 1/2(b-a) y en el caso parti-
cular planteado,

d = 1/2(20+15) = 17,5 cm
e = 1/2(20-15) = 2,5 cm.

Tarea 1: segmentos de diferente longitud
en el geoplano 5x5

Se les propone que, en grupos de cuatro personas,
encuentren todos los segmentos de distinta longitud que
se pueden construir en un geoplano de 5 X 5 puntos.
Como vemos, les proponemos una situacion de accidn,
dirigida, entre otras cosas a que pongan de manifiesto sus
conocimientos previos sobre los términos usados: seg-




mentos e igual longitud. Situacién o problema de bus-
queda para el que no pueden recurrir a ningan algoritmo
previo y que deberdn resolver obligadamente por tanteo,
mediante sucesivos ensayos y errores. En este proceso
pondrin de manifiesto sus ideas previas sobre igualdad
de segmentos, aprendiendo, por ejemplo, que la distancia
entre dos puntos no es la misma si éstos, en vez de estar
situados de manera consecutiva en horizontal o vertical,
estin situados en oblicuo.

El contexto organizativo de la tarea puede ser el siguien-
te: cada alumno construye un segmento en el geoplano,
diferente siempre en longitud a los previamente realiza-
dos y, tras ponerse de acuerdo con los compafieros en
que es efectivamente distinto en dicha magnitud a todos
los anteriores, lo dibujan todos los miembros del grupo en
sus fichas correspondientes. Asi van construyendo y dibu-
jando el mayor ntmero posible de segmentos distintos,
hasta que no encuentren mas. Como vemos, es preciso
que cada grupo cuente con un geoplano, gomas, y fichas
con bastantes esquemas del geoplano 5 X 5 (es aconseja-
ble proporcionarles, como minimo, 16 esquemas en dos
folios, para que dibujen inicialmente un segmento en
cada uno de ellos).

En la puesta en comin es de esperar que los distintos gru-
pos no se pongan de acuerdo: unos encontraran 11 o 12
segmentos distintos, mientras que otros dibujardn en sus
fichas mds de 15, al no percatarse de la igualdad de algu-
nos de ellos por estar situados en posiciones diferentes.
Como se puede apreciar en la figura 4 (en la que apare-
cen ya agrupados siguiendo un criterio: horizontales,
suben un «piso», dos, tres o cuatro), sblo existen 14 seg-
mentos distintos en longitud, pero como este nimero no
es ficil de hallar, dado que no cuentan con ninguna estra-
tegia previa que les permita estar seguros de ello, no es
previsible que lleguen a él, al menos de manera mayori-
taria. Este hecho, la falta de acuerdo para encontrar el
mismo nimero de segmentos, es el que va a motivar la
siguiente tarea que se va a realizar.

Situacion
o problema
de buisqueda para
el que no pueden
recurrir a ningun
algoritmo previo
Y que deberan
resolver
obligadamente
por tanteo,
mediante
Sucesivos ensayos
Y errores.

Tarea 2: codificaciéon de los
segmentos hallados

En esta ocasion, y como fruto del desa-
cuerdo alcanzado en la tarea anterior,
les planteamos una situacién o dialécti-
ca de formulacion: se trata de construir
un lenguaje que nos permita identificar
sin ambigliedades cualquier segmento
construible sobre el geoplano de 5 x 5,
de manera que, por su mediacién,
podamos estar seguros mis adelante,
repasando las fichas realizadas en la
tarea anterior, que no repetimos ningu-
no, asi como que podemos encontrar
todos los posibles.

Para ello podemos recurrir al plantea-
miento de la siguiente actividad: les
pedimos que, fijado un punto de parti-
da para los distintos segmentos, por
ejemplo, la esquina inferior izquierda,
se intercambien mensajes con la finali-
dad de averiguar qué segmento han
construido sin que los restantes compa-
fieros del grupo lo puedan ver. Los dis-
tintos mensajes, del tipo «dos saltos a la
derecha y uno hacia arriba», los iremos
abreviando sin incurrir en ambigiieda-
des hasta que asuman que es suficiente
con indicar un par de ntmeros —el par
(2, 1) para el caso anterior— para iden-
tificar de manera rigurosa uno y sélo
uno de los posibles segmentos posi-
bles. Llegados a esta conclusion, se les
pide que nombren los segmentos que
previamente habian construido para
percatarse de las posibles repeticiones
o exclusiones en que habifan incurrido.

De esta manera, y superando ciertas
dificultades, como la relativa al nombre
de los segmentos horizontales —el (1, 0),
2,0, (3, 0) y (4, 0)~ 0 al hecho de que
el orden de los nimeros del par es indi-
ferente respecto a la longitud (lo que
viene a indicar que, por lo tanto, en
sentido matemdtico estricto no constitu-
yen un «parm), puesto que el segmento
(2, D, por ejemplo, tiene la misma lon-
gitud que el (1, 2), pueden llegar a
nombrar los catorce segmentos posi-
bles, asi como a estar seguros de que
GUnicamente pueden construirse dichos
catorce segmentos. Como objetivo final




de la tarea, se trataria que todos los gru-
pos lleguen a construir una tabla como
la siguiente:

a0 @0 6,0 &0
an en G &D
2,2 3,2 G2

3G3» @3

“4, 9D

Con dicha tabla construida pueden
ficilmente apreciar que, efectivamente,
s6lo se pueden construir 14 segmentos
de distinta longitud en el geoplano de
5 x 5, al margen de su orientacion y dis-
posicién en el plano. Implicitamente,
también habrin descubierto que para
expresar Ja medida de un segmento, en
ocasiones es preferible «dar un rodeo,
esto es, no medir directamente su lon-
gitud sino indicar cudnto se avanza (o
retrocede) en horizontal y cuanto se
sube (o baja) en vertical; esto es, es
preferible expresar la distancia entre
dos puntos no directamente sino indi-
rectamente, recurriendo a lo que mas
adelante denominaremos como «cate-
tos» del tridngulo rectingulo que tiene
como «hipotenusa» la distancia buscada.
Esto es asi, dado que de los catorce
segmentos construidos, Gnicamente los
cuatro horizontales y el (4, 3) tienen
una medida racional, expresable me-
diante un nGmero entero en estos casos
(respectivamente miden 1, 2, 3, 4y 5
unidades, si consideramos como uni-
dad la distancia horizontal o vertical
entre dos clavos consecutivos). El resto,
como podrian comprobar mas adelante,
tienen una medida irracional.

Una vez concluida la tarea, podremos
plantear las siguientes actividades de
refuerzo o ampliacion:

e Dado un segmento cualquiera,
dibujar el mismo en muchas posi-
ciones diferentes o construir figuras
con segmentos siempre iguales
(ver figura 5).

* Dado un segmento cualquiera, ele-
gido entre los «pequefios» (maés
adelante matizaremos esta idea de
«pequefion), construir un cuadrado
que tenga dicho segmenio como

...s0lo se pueden
construir
14 segmentos
de distinta
longitud en el
geoplano de 5X5,
al margen
de su orientacion
y disposicion
en el plano.

¢

lado, proporcionandoles, si tienen dificultades con
los segmentos «nclinados», dos lados ya dibujados
para que encuentren el cuarto vértice que permite
«errar» el cuadrado (ver figura 6). Esta actividad serd
la base de una de las proximas tareas que habrin de
abordar.

e Encontrar una férmula que nos permita calcular el
ntmero de segmentos construibles en cualquier geo-
plano de n X n clavos. Formula que se puede cons-
truir planteando una situacién de validacién, en la
cual tengan que conjeturar que dicho nimero, llamé-
mosle N, es igual a la suma de los # primeros térmi-
nos de la progresion aritmética de diferencia 1
(1+2+3+4+...+n), menos una unidad. Hecho ficil-
mente deducible ampliando, por generalizacion, la
tabla previamente construida. Asi se puede introducir,
ademds, la idea de progresion aritmética, al menos la
de la mas sencilla, para llegar a la formula en cues-
tién, esto es 1/2 [n(n+1)] — 1. Més adelante merece la
pena volver sobre esta actividad para probar su vali-
dez: a partir del geoplano 6 X 6 se encontrardn con
que algunos segmentos aparentemente de «diferente
longitud realmente miden lo mismo, como por ejem-
plo el (5,0) y el (4, 3). En todo caso nos parece mds
oportuno introducir esta reflexion después de haber
realizado alguna de las tareas siguientes.

Figura 6

Tarea 3: ordenacién de los segmentos por
su longitud

Se les pide, en el mismo contexto organizativo que en el
caso de la tarea inicial, que ordenen de menor a mayor
longitud todos los segmentos que han encontrado. Para
ello pueden recurrir, si lo estiman necesario, al uso de
reglas graduadas.

Tras un periodo de trabajo de los grupos, el profesor o la
profesora pedird que expongan sus resultados. Sin duda




surgirdn distintas ordenaciones y surgirin problemas ya
que, con toda probabilidad, se habrin encontrado con
serias dificultades para ordenar los segmentos. Ni siquiera
con ayuda de la regla habran sido capaces de establecer
diferencia de longitud entre los segmentos (4, 1) y (3, 3).

Esta falta de acuerdo serd la base para plantear la siguiente
tarea: como encontrar la medida exacta de los diferentes seg-
mentos, que nos permita ordenarlos segtin su longitud.

Tarea 4: la longitud exacta se puede deter-
minar indirectamente

Al final de la tarea anterior se plantea el problema de
determinar la medida exacta de los segmentos del geo-
plano. Sera dificil encontrar propuestas razonables para
hallar la medida exacta de los segmentos, por lo que sera
el profesor o la profesora la que sugerird una manera de
hacerlo. El procedimiento que propondri para hallar la
longitud exacta de los segmentos se basard en la relacién
entre el lado y el 4rea de un cuadrado: conocido el valor
del area, el lado serd la raiz cuadrada de este valor. Para
explicar este procedimiento de cilculo, el profesor o la
profesora plantearin algunas actividades previas de cilcu-
lo de 4reas de cuadrados construidos en el geoplano. En
el caso de los cuadrados cuyos lados son paralelos a los
lados del geoplano, los y las estudiantes no tendrin nin-
guna dificultad para el cilculo del drea. La unidad, obvia-
mente, serd el cuadrado de lado unidad. En el caso de los
cuadrados cuyos lados sean oblicuos a los lados del geo-
plano se utilizardn tanto lo que nosotros denominamos
«nétodo puzle» o de «dentro a fuera», que consiste en divi-
dir el cuadrado cuya 4rea se desea calcular en 4 tridngulos
y un cuadrado cuyos lados son paralelos a los lados del
geoplano y cuyas dreas se calculan de manera inmediata,
y el que llamamos «método marco» o procedimiento de
fuera a dentro», que consiste en inscribir el cuadrado de
lados oblicuos en otro de lados paralelos a los lados del
geoplano: en este caso el drea del cuadrado interior serd
la del cuadrado grande menos la de los cuatro tridngulos
iguales que se forman en las esquinas (figura 7).
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Método puzzle Método marco

Figura 7

Tras el célculo del 4rea de cada uno de estos cuadrados,
el profesor o la profesora pedird a sus alumnos que indi-
quen cudl seria la longitud de su lado. La manera de indi-
car la solucién dari lugar a un nuevo debate y reflexién.

...CcOmo enconirar
la medida exacta
de los diferentes
segmentos,
que nos permita
ordenarlos
seguin su longitud.

La mayoria habrd optado por dar una
expresioén decimal, cuyo valor habrin
obtenido con la calculadora. Como no
todas las calculadoras mostrarin el
mismo nGmero de digitos y, ademds,
no todos habrin hecho el redondeo
con el mismo ntmero de decimales
surgird de nuevo la controversia acerca
de qué resultado ha de ser el admitido
por todos. El profesor o la profesora
aprovechard este hecho para que los
alumnos y alumnas admitan y com-
prendan la imposibilidad de expresar
con exactitud el valor de estos radica-
les en forma decimal. Puede ser el
momento, si se considera oportuno, de
hablar de cuestiones como ntmeros
irracionales, infinitas cifras decimales
no periddicas, redondeo y cifras signi-
ficativas,... Las caracteristicas del grupo
clase, sus conocimientos previos, el
tiempo del que se disponga, etc. serdn
factores que el profesor o la profesora
habri de valorar. En cualquier caso, el
contexto puede ser muy adecuado
para introducir estas cuestiones, asi
como otras, como la simplificacién de
radicales que se explicari entre las acti-
vidades de ampliacion.

En cualquier caso, y volviendo a la
tarea que nos habiamos propuesto,
tras esta reflexién habrd de surgir el
acuerdo de expresar el resultado
exacto mediante la forma radical y
que las medidas aproximadas, salvo
excepciones, se daridn con tres cifras
significativas y redondeando. Los
alumnos y alumnas, a continuacion,
hallardn la longitud exacta de todos
los segmentos distintos del geoplano
5 X 5, a partir de los correspondien-
tes cuadrados, y confeccionarin una
tabla con los resultados que van
obteniendo, ordenando en la misma
los segmentos en funcion de su lon-
gitud. Como en el geoplano de 5 x 5
no pueden construir todos los cua-
drados que tienen por lados los seg-
mentos citados, se pedird que utilicen
para ello las tramas cuadradas de
puntos.

El resultado que se espera obtener es el
reflejado en el siguiente cuadro:




Area Longitud Longitud
Segmernto cuadracdo exacta aproximada

(G0 1 1 1
a, n 2 N2 1,41
2,0 4 2 2
@, D 5 5 2,24
@, 2 8 8 2,83
30 9 3 3
3, D 10 V10 3,16
G2 13 13 3,61
4, 0 16 4 4
G4, D 17 V17 4,12
3, 3 18 V18 4,24
4,2 20 V20 4,47
4, 3 25 5 5
4, 9 32 V32 5,66

Alternativa a las tareas 3 y 4

para. el primer ciclo de ESO:

cuadrados en el geoplano 5 x 5

En esta ocasién volvemos a plantear

una situacién de accidén, de bisqueda,

relacionada con la segunda actividad de

refuerzo de la tarea 2. Se les pide que

busquen el mayor ntmero posible de

cuadrados, de diferente superficie, que

se pueden construir sobre un geoplano

de 5 x 5. Ademis, y basindose en la

tabla previamente construida, deberin

«qombrar a dichos cuadrados, esto es,

deberin identificarlos por la longitud

de sus lados, recurriendo al lenguaje de

pares que habian ya elaborado en la

actividad anterior. Figura 8

Los cuatro mds sencillos, los que tienen por lado los seg-
mentos (1, 0), (2, 0), (3, 0) y (4, 0) no tienen ningtin pro-
blema en dibujatlos. Los cuatro restantes que pueden
dibujarse en el geoplano de 5 x 5 (ver figura 8), si les
cuesta mds trazarlos, aunque si previamente han realiza-
do la actividad de refuerzo n.° 2, o si les planteamos una
situacién de intercambio de mensajes, podran hacerlo sin
excesivas dificultades. La situacion de formulacién puede
plantearse como sigue: tienen que dar instrucciones a los
miembros de su grupo para que dibujen el mismo cua-
drado que alguien de ellos ha dibujado previamente, sin
que el resto lo vea, fijando un punto de partida. De esta
forma se ven obligados a utilizar siempre el mismo par de
nGmeros, por lo que toman conciencia, de una manera
eficaz y no ambigua, de cémo se pueden dibujar. Por
ejemplo, si se trata del cuadrado de lado (2, 1), el men-
saje, tomando como punto de partida un punto adecua-
do, pues no todos sirven, tendrfa la siguiente forma: dos
a la derecha y uno hacia arriba, uno a la derecha y dos
hacia abajo, dos a la izquierda y uno hacia abajo, y, por
dltimo, uno a la izquierda y dos hacia arriba.

Una vez construidos sobre el geoplano y dibujados en sus
fichas, les propondremos que los ordenen por tamafo, por su
area o superficie, para lo cual tendrdn que hallar dichas areas,
dado que a simple vista tienen dificultades para saber cudl de
los dos elegidos es mayor y cudl menor. Si bien las dreas de
los cuatro primeros se calculan inmediatamente, tomando
obviamente como supetficie unidad la del cuadrado de lado
el segmento (1, 0), no ocurre lo mismo con las cuatro restan-
tes. Las consideraciones hechas anteriormente sobre los méto-
dos puzle y marco tienen aqui también toda su validez.

De esta manera pueden llegar a construir, en paralelo con
la tabla de segmentos, una tabla de 4reas de los ocho cua-
drados construidos sobre el geoplano de 5 X 5, tabla que
quedaria asi:

1 4 9 16
2 5 10
8

A continuacién instauraremos en el aula una dialéctica de
la validacion, esto es, propondremos una situa-

cién en la que tengan que argumentar, reali-

: zando conjeturas y comprobando su validez, de
* e ¢ ° acuerdo con la comparacién de las dos tablas
e e ° e ° construidas en las dos tareas anteriores, Esto es,
° o o ° ° o teniendo presentes las siguientes tablas:
° * o ° o o e e Lados Areas
. T e e . 1Q,0 @0 G,0 4 0 1 4 9 16
o o o @€, 2 DLEDLED 2 5 10
. o o o o 2,2 3,2 4,2 8

3,3 ¢ 3
4, 9



les pediremos que conjeturen, en primer lugar, cudl serd
el drea del cuadrado de lado (4, 1), esto es, cudl seri el
valor que tiene que aparecer inmediatamente debajo del
16 en la tabla de las 4reas. Comparando la segunda fila
con la primera, es ficil de establecer la conjetura de que
tiene que ser una unidad mds que 16, por lo tanto podrin
afirmar que el cuadrado de lado (4, 1) tendri 17 unidades
cuadradas de drea. Hecho que comprobarin efectivamen-
te construyendo y dibujando dicho cuadrado en un geo-
plano mayor, por ejemplo en el de 8 x 8 clavos, y calcu-
lando su 4drea directamente por triangulacién.

Si para pasar de la primera fila a la segunda afiadimos una
unidad, para pasar de la primera a la tercera, parece plau-
sible pensar que hay que afiadir cuatro unidades (compa-
rando los valores 4 y 8 de la tabla de 4reas), por lo que
los cuadrados de lado (3, 2) y (4, 2), deberdn tener unas
areas respectivas de 13 y 20 unidades cuadradas. También
suele ser habitual que conjeturen que hay que multiplicar
por dos. De nuevo comprobaran la conjetura, trabajando
en el geoplano de 8 x 8 (ver figura 9) y calculando direc-
tamente las dreas de estos cuadrados por triangulacion.
Podréan calcular el drea del cuadrado de lado el segmento
(3, 2), sea sumando al cuadrado central el 4rea de los cua-
tro tridngulos que lo «bordeans, esto es, mediante la suma
1+12 (puesto que cada tridngulo tiene un 4rea de 3 uni-
dades cuadradas), o sea restando de 25 las 12 unidades
cuadradas de los cuatro tridngulos que bordean al cua-
drado, esta vez por el exterior. De igual forma, el drea del
cuadrado de lado (4, 2) la calculardn asi: 4 + (4 x 4) = 20
636 - (4 x4 =20

a, o
a, n
@, 2

Por tltimo, si para pasar de la primera
a la segunda fila sumabamos una uni-
dad, y para pasar de la primera a la ter-
cera fila sumabamos cuatro unidades, la
pregunta obvia es: jcudnto tendremos
que sumar para pasar de la primera a la
cuarta fila?; esto es, ¢qué 4drea tendrin
los cuadrados de lados los segmentos
(3, 3 y (4, 3)? Como en este caso no
tienen ningln ejemplo en el cual basar-
se para establecer la conjetura, les pedi-
remos que los dibujen previamente en
el geoplano de 8 x 8 y que calculen sus
areas por triangulacién. Una vez halla-
dos los valores (18 y 25, respectiva-
mente), pediremos que los sitien en la
tabla de dreas, completandola con los
valores obtenidos con anterioridad,
quedando ésta de la siguiente manera:

Lados Areas
2,0 3,0 ¢ 0 1 4 9 16
2,0 3,D¢D 2 510
3,2 4,2 8
3,3 4,3

“4, 9

Ahora ya pueden conjeturar, en base a
los datos empiricos, que para pasar de
la primera fila a la tercera fila es preci-

Figura @




so sumar 9 unidades, lo que aprove-
charemos para pedirles que generali-
cen: hemos obtenido los valores 1, 4 y
9 para pasar, respectivamente, a las filas
dos, tres y cuatro, jcudnto tendremos
que afiadir para pasar a la fila cinco? El
valor buscado, 16, lo utilizaremos, com-
probando su validez, al construir en
una trama cuadriculada el cuadrado de
lado el segmento (4, 4) y calcular su
area por triangulacion. Efectivamente,
obtenemos un 4rea de 32 unidades cua-
dradas, esto es, 16+16, con lo que
completaremos, de manera definitiva el
calculo del drea de los catorce cuadra-
dos en cuestion.

Tarea 5: descubrimiento en la
tabla de la relacién pitagéri-
ca y demostraciéon del teore-
ma de Pitagoras

Estard dirigida fundamentalmente a
demostrar el teorema y comprobar su
reciproco, porque, como se puede
apreciar por lo realizado hasta ahora,
en ningin momento hemos demostra-
do una relacién general entre los valo-
res numéricos de los lados y el drea
correspondiente. Todo lo mis hemos
comprobado empiricamente que si par-
timos del segmento (a, b), el 4rea del
cuadrado construido sobre dicho lado
debe ser a?+b? Generalizacién que es
facil de realizar al observar la tabla
obtenida, tanto por uno como por otro
camino. En el caso de la primera pro-
puesta de tareas 3 y 4, el andlisis con-
junto de las columnas primera y tercera
de la tabla permite ver la relacion pita-
gorica. En el caso de las tareas 3 y 4
propuestas para el primer ciclo de ESO
es facil comprobar que tanto en sentido
horizontal (al pasar de una columna de
la tabla de 4reas a la siguiente), como
en sentido vertical (al pasar de una fila
a la siguiente), hemos encontrado la
serie de los cuadrados 1, 4, 9, 16,...

Este es el momento para incidir en la
diferencia entre una comprobacion
empirica y una generalizacion, basada
en datos calculados concretamente, y
una demostracién rigurosa en términos
matemdticos, entre las pruebas para

... 0aAmos
a procurar que
los alumnos
demuestren
la relacion
pitagorica,
basandose en
la generalizacion
de los métodos de
calculo empiricos
que han utilizado
previamente al
calcular las areas
de los catorce

cuadrados citados.

decidir y las pruebas para saber. Como es de prever por
las actividades descritas con antefioridad, la demostracion -
que vamos a «ensefiar» estd en la linea de la realizada por
los 4rabes, los cuales no recurtian a la demostracion eucli-
dea para la demostracion del teorema de Pitdgoras. Esto es,
vamos a procurar que los alumnos demuestren la relacién
pitagdrica, basandose en la generalizacion de los métodos
de cilculo empiricos que han utilizado previamente al cal-
cular las dreas de los catorce cuadrados citados.

Para ello les proponemos que estudien, recurriendo al
caso general de un segmento (a, b), cudl serd el drea del
cuadrado construido sobre el mismo. Serd el momento de
introducir los términos «atetos» (2 y b) e <hipotenusa» (c)
asi como de recordar la férmula del binomio al cuadrado,
esto es, que (a+b)? = a*+b*+2ab. Para ello, si es preciso,
recurriremos de nuevo al geoplano de manera que pue-
dan visualizar y explicar por qué es correcta dicha fo1-
mula (ver figura 10), identificando los cuadrados y los dos
rectingulo de area axb.

(5+2)°

(4+3)°
Figura 10

Como dado cualquier tridngulo rectangulo de catetos a'y
b, siempre podemos construir el cuadrado sobre la hipo-
tenusa ¢ de manera que quede inscrito en el cuadrado de
lado a+b, generalizando lo realizado empiricamente con
antelacién en los casos de los segmentos no horizontales
y basindonos en el método «marco» 0 calculo de fuera a
dentro», tendremos que c? = (a+b)*~4(1/2)ab, esto es,
obtendremos que ¢ = a*+b?,

De la misma forma, podriamos demostrar la relacién pita-
gorica recurriendo al método «puzler o procedimiento de
«dentro afuera», esto es, sumando al cuadrado de lado
(b-2) los cuatro tridingulos de catetos @ y b, llegando a
idéntica conclusion al recurrir a la formula de la diferen-
cia de un binomio al cuadrado.

El reciproco del teorema, o la demostracion que si en un
tridngulo se satisface la relacion pitagdrica necesariamen-
te es rectangulo, lo pueden comprobar ficilmente trazan-
do tridngulos acutdngulos y obtusdngulos en un geopla-




no de 5 X 5 y estudiando la relacién entre los cuadrados
construidos sobre sus lados. Con los datos de la tabla de
areas anterior llegardn ficilmente a percatarse que en el
caso de los tridngulos acutingulos, la suma de dos de los
cuadrados es siempre superior a la del tercero, mientras
que en el caso de los tridngulos obtusdngulos comproba-
rAn que uno de los cuadrados (precisamente el trazado
sobre el lado opuesto al dngulo obtuso) tiene una irea
superior a la suma de los dos restantes.

Tarea 6: generalizacién

Se tratarfa, por Gltimo de generalizar a otros contextos el
teorema y de aplicarlo en la resolucién de distintos pro-
blemas de cilculo de distancias en el plano o en la reso-
lucién de problemas puramente geométricos (hallar la
altura de distintos tridngulos, etc.).

En este contexto una actividad interesante es proponerles
que, en grupo, estudien si el teorema es vilido cuando
trazamos sobre los lados de un tridngulo rectdngulo otras
figuras geométricas, concretamente, tridingulos equilateros
o semicirculos. De esta manera se ven obligados a calcu-
lar la férmula del 4rea de un tridngulo equildtero, hallan-
do previamente una expresion de la altura en funcién del
lado, para lo cual deben recurrir necesariamente al teore-
ma de Pitdgoras. Basindose en €l se llega ficilmente a la
demostracién de que efectivamente la suma de dreas de
los tridngulos equildteros construidos sobre los catetos es
igual al 4rea del tridngulo equiltero construido sobre la
hipotenusa, asi como que la suma de las dreas de los
semicirculos construidos sobre los catetos es asimismo
igual al drea del semicirculo trazado sobre la hipotenusa.

Si la unidad didactica se propone en el segundo ciclo de
la ESO hay una actividad de ampliacién particularmente
interesante que es la comparacién de los nimeros irra-
cionales que aparecen en la actividad 4. La rdpida consta-
tacién en el geoplano de que el segmento (2, 2) mide
exactamente el doble que el segmento (1, 1), sugiere la
busqueda de otras relaciones similares entre los segmen-
tos hallados. Asi, facilmente encontrardn que el segmento
(3, 3) mide el triple que el segmento (1, 1), el (4, 4) es el
cuddruple del (1, D o el doble que el (2, 2), el segmento
(4, 2) mide el doble que el (2, 1). Asf pues, pueden escri-
birse igualdades como las siguientes:

VB=2V2 18=3V2 V20=25 et.

lo que da un significado geométrico a las relaciones entre
radicales y proporciona un buen punto de apoyo para
explicar las operaciones aritméticas que permiten la sim-
plificacién de determinados radicales:

V8=V222=22 VIB=3*2-3V2 V20=422-5=25

A nuestro parecer,
el conjunto
de actividades
propuestas
en torno al tema
«Teorema
de Pitagoras»
satisfacen
los principios
psico-pedagogicos
de intervencion
que se deducen
de una
concepcion
constructivisia
del proceso
de aprendizaje de
los conocimientos
cientificos
Y que se explicitan
como los mds
adecuados
en el DCB.

Tarea 7 visién retrospectiva

Por dltimo retomariamos la actividad
inicial, la que plantedbamos a modo de
«organizador avanzado» antes de desa-
rrollar el conjunto de tareas que acaba-
mos de describir, con la finalidad de
que se expliquen, en pequefio grupo,
por qué los cuadrados de 15 y 20 cm de
lado configuran, al partirlos por deter-
minados sitios, uno de 25 cm de lado.
Serd el momento también de resolver el
problema algebraico que permite
determinar, para cualquier terna pitagéri-
ca, el lugar exacto por donde realizar los
cortes oblicuos de manera que podamos
lograr la disposicion deseada, actividad
realizada en gran grupo (figura 2),

Se vuelve asimismo a estudiar la ficha
que les habiamos entregado al comien-
zo de la unidad didactica, y se introdu-
ce una situacién de institucionalizacién
de los conocimientos adquiridos en
torno al estudio del teorema de Pita-
goras. Para ello es conveniente plantear-
les que en una ficha definan los térmi-
nos aprendidos (hipotenusa, catetos y
la relacién entre ellos) y expresen las
ideas esenciales del recorrido realizado
para demostrar tal relacion. De esta
manera cuando necesiten més adelante
del teorema, sea al estudiar vectores, o
distancias entre puntos o rectas en el
plano cartesiano, etc., tendran un ins-
trumento til y elaborado por ellos mis-
mos al que recurrir.

A modo de recapitulaciéon

A nuestro parecer, el conjunto de acti-
vidades propuestas en torno al tema
«Teorema de Pitdgoras» satisfacen los
principios psico-pedagbgicos de inter-
vencidén que se deducen de una con-
cepcion constructivista del proceso de
aprendizaje de los conocimientos cien-
tificos y que se explicitan como los mis
adecuados en el DCB. Asimismo, satis-
facen los criterios recogidos en las
orientaciones para la ensefianza y eva-
luacién de dicho documento referidos
al] 4rea de Matematicas en la Educacién




Secundaria Obligatoria, Pero no nos
conformamos con poner de manifiesto
los principios generales comunes a
todas las 4reas, a saber: es preciso par-
tir del nivel de desarrollo del alumno,
asegurando aprendizajes significativos,
posibilitando que los realicen por si
mismos, mediante una modificacion de
sus esquemas de conocimiento, y a tra-
vés de la realizacién de una intensa
actividad por su parte, quedan perfec-
tamente recogidos en la propuesta de
actividades y tareas que acabamos de
realizar. Pretendemos mostrar ademis
como los principios de procedimiento
asumidos, al menos los cinco mas
generales y determinantes de la meto-
dologfa propuesta, también se han con-
cretado en el desarrollo propuesto:

El profesor o la profesora,

e se centrard en la organizacién de
las actividades de sus alumnos y
alumnas, teniendo en cuenta los
contenidos a aprender;

e planteari situaciones de aprendiza-
je en las que sus alumnos puedan
adquirir progresivamente las nue-
vas nociones basindose en sus
conocimientos anteriores y primiti-
VOs;

e procurard que en cada situacién de
accién perciban un problema a
resolver, una dificultad que quieran
v deban superar;

e favorecerd que identifiquen, inicien
y desarrollen sus propios proble-
mas relacionados con las situacio-
nes planteadas;

e permitird que utilicen sus conoci-
mientos previos, aunque no sean
eficaces para la resolucién de la
situacion.
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Investigar en Didactica
de las Matemadaticas,
cdonde, quiénes?

Jose Antonio Rupérez Padron

Se expone la necesidad, por
coordenadas temporales y
de localizacién, de disponer
de Equipos de Investigacion
en Didactica de las
Mateméticas en los que se
integren profesores de todos
los estamentos y, también, lo
imprescindible que resulta la
existencia de organismos
nacionales o infernacionales
que coordinen y difundan
esas investigaciones.

A Gonzalo Sanchez Vazquez

ON el Profesor Gonzalo Sinchez mantuve, en escenarios
muy diferentes, conversaciones muy similares. Sobre la
mejora de la ensefianza de las matematicas hablamos en
La Gomera, en Madrid, en Quebec,... Lamentablemente
no lo pudimos hacer en Sevilla, en la ciudad de cielo
luminoso que el Guadalquivir se encarga de reflejar y los
sevillanos de contagiar. Este afio pasado, los casi cuatro
mil visitantes del ICME creemos haber dejado en la capi-
tal andaluza un poco de nosotros, una parte no tan infi-
nitesimal que Gonzalo, seguro, habri ido recogiendo,
afiadiéndolas, para formar un duende matemitico que
ahora se puede columbrar entre las calles estrechas del
barrio de Santa Cruz.

En alguna de esas conversaciones hablamos acerca de la
necesidad de que los grupos que hacfan investigacion
sobre didictica de las matemadticas, fuesen grupos inte-
grados por investigadores universitarios y profesores de
secundaria y primaria en ejercicio. Esa idea que intenti-
bamos concretar, ya estaba latente hace muchos afios vy,
en algunos lugares, llevada a la practica. Asi y todo qui-
siera exponer algunas reflexiones al respecto, en su
homenaje.

«Todos los titulados deberfan hallarse familiarizados con la
investigacion cientifica en Educacién» dice J. W. Best en
un trabajo que durante muchos afios fue el texto preferi-



do de los educadores americanos y, aunque antiguo y
orientado a la realizacién de tesis doctorales, contie-
ne ciertos principios que conviene, por renovados,

considerar.

Exponiendo algunas de las cosas que él dice y que la
Conferencia Internacional de Instrucciéon Publica reco-
mienda, siguen algunas consideraciones sobre investiga-
cién en Educacién Matemadtica.

¢Quiénes hacen investigacién en Educacién? Y entre ellos,
¢quiénes en Educacién Matemitica? A niveles generales, la
investigacion se lleva a cabo en dos estamentos docentes:
el universitario y el no universitario.

Los primeros lo hacen, dado que las investigaciones se
centran en los términos de educacién y matematicas, en
Facultades y Centros de Educacion Superior, titulados en
Ciencias de la Educacién, Pedagogia, Psicologia o Mate-
miticas (los menos).

Estos licenciados, de los cuales una parte considerable no
ha ejercido docencia directa con alumnos de niveles no
universitarios, han venido publicando investigaciones
sobre aprendizaje y ensefianza desde hace muchos afios.
Pero es en tiempos mas recientes cuando se leen los
resultados de profesores de matemdticas que investigan
sobre aspectos pedagégicos de su materia. Reciente-
mente, por ejemplo, se han leido dos tesis en la Uni-
versidad de La Laguna.!

Los no universitarios mediante grupos de trabajo, socie-
dades de profesores, seminarios permanentes, por inicia-
tiva propia, desde centros de profesorado y por anilogos
grupos y métodos.

Para toda accién educativa es necesario un conocimiento
metddico del nifio, del adolescente y del hombre en
general. Y para solucionar los problemas educativos en el
proceso de aprendizaje de las matematicas, es necesario
una investigacion objetiva, sistemitica y experimental, y
para los problemas de investigacion pedagdgica, convie-
ne encontrar soluciones variadas que respondan a las
condiciones, posibilidades, tradiciones y estructuras de
cada lugar y situacion.

La investigacion de aspectos aislados son importantes,
pero no son aprovechables si no existe algin tipo de
coordinacién, de sistematizacién y publicidad de esa
investigacién y sus resultados.

Las reformas de planes de estudio, procesos de evalua-
cién, tecnologias y los propios cambios sociales, cultura-
les y laborales, hacen necesario el reconsiderar algunos
aspectos de la investigacién e innovacién en Educacién
Matemadtica.

Los fines de este tipo de investigacién, publicados hace
mids de treinta afios por la Conferencia Internacional de
Instruccion Publica, eran, entre otros, los siguientes:

1

...para solucionar

los problemas
educativos
en.el proceso
de aprendizaje de
las matemditicas,
es necesario
una investigacion
objetiva,
sistemdtica
Y experimental. ..

Revista NUMEROS de la So-
ciedad Canaria Isaac Newton
de Profesores de Matemdticas.
Marzo de 1997.

«@) La calidad de la educacién extraes-
colar dada por la familia, las orga-
nizaciones gubernamentales y no
gubernamentales de la juventud...

b) El rendimiento de los métodos de
orientacion escolar y profesional.
) la calidad y el nivel de dificultad

de los manuales. . .»

Llevar a cabo este proceso supone dis-
poner de laboratorios o centros experi-
mentales, de créditos o fondos suficien-
tes, de personal, de medios de difusion
de resultados, de capacidad para apli-
car esos resultados, etc.

La puesta a punto de programas, méto-
dos, medios y procedimientos de valo-
racion, son objetivos de la investiga-
cion, y sus resultados deben gozar de
una difusién suficiente que garantice su
aplicacién.

Pero dénde y cémo llevar a cabo todo
esto. ¢(Hay centros de investigacién
pedagodgica en matematicas? Algunas
universidades poseen departamentos y
citedras que se acercan a este cometi-
doj tal es el caso de las denominadas
Citedras de Did4ctica de la Matematica,
con profesores especializados y equi-
pos que trabajan aunadamente.

Estos grupos deberian conectarse, de
forma intensa y profunda, con aquellos
docentes calificados, a titulo individual
O en tanto que grupos, en investigacio-
nes organizadas de forma sistematizada
por las instituciones educativas.

La participacién en la inveétigacién del
profesorado activo es también un
medio de asegurar el perfeccionamien-
to profesional de los docentes permi-
tiendo que la investigacion en didactica
de la matematica alcance su objetivo
tltimo: el mejoramiento de la educa-
cion matematica.

Este profesorado deberia ser favorecido
con facilidades especiales; reduccién
de horario lectivo y remuneracién con-
veniente.

Los profesores que emprenden investi-
gaciones y lleven a cabo experimentos
pedagdgicos deben formar parte y estar
respaldados por ese Equipo de Investi-




gacion que proponemos, recibiendo los
consejos técnicos necesarios en cuanto
a la metodologia de aplicacién de las
pruebas y también en la referente al
proceso de investigacién en si.

Ademis de repercutir en los profesores
relacionados con el Equipo de Inves-
tigacion, esos resultados deben revertir
en los programas de formaciéon de futu-
ros docentes y de docentes en activo a
través de cursos de perfeccionamiento.

Esas lineas de investigacién no pueden
evolucionar localmente, sin relacionar-
se y coordinarse a nivel nacional e
internacional.

Organismos supranacionales deberian
seguir manteniendo vias y foros para
esa coordinacién y tener el prestigio
necesario como para que emane autori-
dad, y poder organizar, a través de ser-
vicios de comunicacién, definiendo
temas comunes, orientaciones sobre
lineas de investigacién, evitar duplica-

José Antonio Rupérez
Sociedad Canaria
Isaac Newton
de Profesores
de Matemdticas

ciones, facilitar las adaptaciones nacionales y regionales
de resultados, etc.

El desarrollo inesperado que redes internacionales de
comunicacién han experimentado en el tltimo lustro,
induce a considerar que deberfa existir un lugar comin
donde se conjuguen los esfuerzos de coordinacién
emprendidos por organismos o centros de algunos paises
e internacionales, y donde los paises mds adelantados en
este campo permitan que regiones con menos recursos se
beneficien de los resultados de esas investigaciones.

La Federacion que publica esta revista y los organismos ya
existentes a nivel internacional deberian asumir este reto
en los niveles en los que son competentes. Los departa-
mentos universitarios que investigan en Didéctica de la
Matemitica deben integrar en Equipos de Investigacion a
profesores de secundaria y primaria en activo, con el aus-
picio de las entidades educativas competentes, cara a un
enriquecimiento mutuo y un futuro lleno de resultados.
Un duende matemitico vela por ello.
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Medios electronicos:
grdficas y sonido
en las funciones periodicas

En este trabajo se presentan
una serie de actividades
realizadas para el 2.° ciclo
de ESO, BUP y Bachillerato
LOGSE, en las que se quiere
resaltar la conexién entre las
funciones periédicas y
diversos ejemplos de ondas.
Aprovechando algunos
equipos elecirénicos se
consigue hacer evidente el
significado de algunas
operaciones sobre funciones
como la suma, el producto
por un nimero, la
composicién de una funcion
lineal con una funcién
sinusoidal.

Luis C. Cachafeiro Chamosa
Francisco M. Rodriguez Mayo

In memoriam

AS FUNCIONES sinusoidales suelen plantearse, en la asig-
natura de Matematicas, de una forma tedrica, esto es, sin
relacionarlas directamente con una serie de fendmenos
periédicos que pueden matematizarse facilmente y rela-
cionadas con experiencias de los alumnos.

Aqui queremos mostrar una experiencia llevada a cabo
en nuestros respectivos centros, donde queremos darle
un contenido real a las funciones periédicas, relacionan-
dolas con los movimientos ondulatorios y mds concreta-
mente con el sonido en general y el habla humana en
particular. Conceptos como amplitud y frecuencia estan
practicamente ignorados en el curriculo vy, sin embargo,
son precisamente dos aspectos fundamentales que se
deben considerar en los fenémenos periédicos. El estu-
dio de los fendémenos periddicos proporciona una
herramienta ideal para observar a nivel experimental el
significado de otros conceptos matematicos como la
suma de funciones, el producto por constantes o la pro-
porcionalidad inversa. Evidentemente, al tratar los feno-
menos ondulatorios se solapan contenidos de Fisica,
Tecnologia y Matematicas, Creemos que, por resultar
muy atractiva para los alumnos y muy rica en situacio-
nes matematicas, es conveniente incluir algunas o todas
las actividades que se presentan, directamente en el aula
de Matematicas,




Nuestros objetivos en la experiencia son los de, por una
parte, trabajar en lo que se ha dado en llamar «Aplicacién
de las matematicas a la vida cotidiana» (Corbalan, 1996) v,
por otra, experimentar con materiales en el aula utilizan-
dolos tanto como sustitutos de la pizarra, como materia-
les que permitan investigar sobre una situacién que se les
propone (Barba y Esteve, 1996). Uno de los instrumentos
que utilizan nuestros alumnos es la calculadora grafica
que tiene unas ventajas de rapidez y portabilidad franca-
mente interesantes. El uso que se le da en este trabajo a
la calculadora grifica es el de trazado de graficas funcio-
nales. Otros usos de la calculadora grifica en Anilisis en
nivel de bachillerato pueden verse en Salinas (1996).

Para comenzar la descripcion de nuestra experiencia,
podemos ver los principales conceptos matemiticos pre-
sentados, si bien no se hace un uso explicito de todos
ellos. Entre éstos:

* Funcion periédica: periodo v amplitud. Continuidad
de una funcién.

e Suma de dos funciones y producto de una funcién
por un numero.

* Representacién de funciones: extremos, crecimiento,
escalas, etc.

* Composicion de una funcién lineal con una funcién
periddica.,

En el curriculo de Matemiticas de secundaria se hace hin-
capi€ en los procesos de matematizacién de los resultados
obtenidos por observacién y experimentacién de Ia reali-
dad (DCB). Esto exige o bien el uso de instrumentos que
nos proporcionen esos datos o su conocimiento indirec-
to. Evidentemente, siempre que sea posible, es preferible
presentarlos directamente tanto por la calidad intrinseca
de la experiencia, como por la mayor motivacién que pro-
duce en el alumnado.

En los laboratorios de Fisica y de Tecnologfa se dispone
habitualmente de algan osciloscopio y de generadores de
ondas, que van a ser especialmente aprovechados en esta
experiencia, El uso de estos instrumentos es mis simple
de lo que cabria esperar. Con unas pocas instrucciones de
alguien que ya lo haya utilizado, podemos manejarlo por
Nnosotros mismos.

Ademis del osciloscopio hemos utilizado la calculadora
grifica y un ordenador con tarjeta de sonido.

Introduccién a las funciones periédicas

En una primera fase se consideran algunos fenémenos
periédicos. Cada fenémeno periédico da lugar a una serie
de distintas funciones periodicas que en algunos casos los
alumnos deben inventar o describir. Entre estos fenéme-
nos periédicos estin:

¢ Los ciclos astronémicos (movimien-
tos de la Luna, Tierra, Sol, etc.).

¢ Procesos biolégicos (ciclo menstrual,
latido cardiaco).

° Movimiento oscilatorio (péndulo,
agujas del relop).

Estudio de funciones perié-
dicas sencillas

En estas actividades nos centramos en
aquellos aspectos que pueden destacar-
se directamente a partir de la grafica:
amplitud, perfodo, extremos, continui-
dad. A continuacion se muestran ejem-
plos de algunas funciones periédicas y
de distintas formas de introducitlas:

a) Funciones cuadradas:

1 si x€[2i,2i+1]

fx) =

0 si x€[2i+1,2i+2]

b) Funciones dadas directamente a
partir de grificas:

Cada fenémeno
periddico da lugar
a una serie
de distintas
JSunciones
periodicas que
en algunos casos
los alumnos
deben inventar
o describir.
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Figura 1

©) Funciones dadas mediante alguna
descripcién del fenémeno peri6-
dico:

Funcion que proporciona el niime-
1o de boras en las que estd el sol por
encima del horizonte.

Para este Gltimo tipo, un instrumento
que nos parece especialmente til es
un simple reloj de agujas que propor-
ciona ejemplos de funciones continuas
y no continuas. Sorprendentemente, no
se suele considerar en los libros de
texto ninguna de las funciones que se
pueden estudiar directamente en un
reloj y de las que a continuacién mos-
tramos un pequefio ejemplo:

1.°) Funcién y, que proporciona los
minutos marcados en la aguja a partir
de los minutos trascurridos desde las 0
horas. La grifica de esta funcién no



difiere de la figura 2 mas que en la
magnitud de la ordenada. Su férmula
es:

Y1=60~Dec(-§—0) 1S

2.°) Funcién y, que proporciona los
grados que forma la aguja de los minu-
tos con la direccion y sentido 6h—12h.
La formula para esta funcion es:

< 30 60 90 120 150
= 6-60-Dec(—)
Y2 50

Figura 3
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3.°) Funcioén y, que proporciona la dis-
tancia del extremo del minutero a la
posicién de éste en las horas. Su for-
mula es:

V3 = \}senz(6x) +(1-cos (6x))% =+/2—2cos (6%)

Ver figuras 3 y 4.

[Recordemos que la ecuacidn anterior

utiliza los grados sexagesimales. Para la
medida en radianes la férmula es

2nx
d =,/2—2cos (‘%‘) Figura 4. Un reloj permite
definir varias funciones
El paso de una a otra forma es un ejem- peri¢dicas

plo de proporcionalidad directa y es
interesante su repasol.

Ondas sinusoidales y osci-
loscopio

El osciloscopio (ver figura 5 ) nos permi-
te visualizar las ondas de diferentes
forma producidas mediante un genera-
dor de ondas. Este Glimo instrumento
proporciona una corriente eléctrica de
voltaje variable y de forma o sinusoidal o
cuadrada o triangular, pudiendo variarse
la frecuencia y la amplitud a voluntad.
De esta forma, los alumnos observan la
relacién inversamente proporcional entre
la frecuencia y el periodo de la funcién.

Figura 5




Una actividad particularmente interesante es la buisqueda,
con ayuda de la calculadora grifica, de la férmula de la
funcién sinusoidal que corresponde a las imigenes del
osciloscopio, y que toma la forma general y = a-sen(bx).
Los alumnos tienen que averiguar los coeficientes @ y b
que aparecen en esa férmula y cuya grifica se corres-
ponde con la que estin visualizando en el osciloscopio.
De esta forma la relacion entre la amplitudy el coeficiente
a'y sobre todo la relacion inversa entre periodo <> coefi-
ciente by la relacién de proporcionalidad directa coefi-
ciente b <> frecuencia aparecen nitidamente. Esta relacion
de proporcionalidad inversa es una de las mayores difi-
cultades que se plantean en el proceso de matematizacién
de las funciones peri6dicas.

Suma de funciones periédicas

El osciloscopio admite la entrada de dos ondas diferentes
que pueden verse por separado o bien observarse como
una Gnica onda resultante de realizar la suma de ambas.

Esto justifica el estudio de nuevas funciones periddicas:
todas aquellas que pueden escribirse como

y = sen(x) + asen(bx)

Se comprobard que este nuevo modelo matemdatico nos
permite generar muchisimas funciones de formas apa-
rentemente bien diferentes. Si bien este modelo sélo
representa a una parte de las funciones periédicas, son

similares a muchas de las que aparecen frecuentemente
en los ejemplos y permitird intuir cémo se pueden pro-
porcionar, mediante nuevos sumandos, todas las funcio-
nes periodicas, en una forma simplificada del teorema de
Fourier (Calus y Fairley, 1973).

Nuevamente, con la ayuda de la calculadora grafica, los
alumnos deben encontrar los coeficientes « y b dela
funcién y = sen(x) + a'sen(b:x). Para simplificar el pro-
blema, se introducen algunas restricciones:

0O<a<l,aelR

1<b<10,b €2

| ) f\ Ry
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La calculadora grafica permite obtener
la grifica de muchas funciones de este
tipo, de forma que por tanteo, los alum-
nos suelen encontrar en poco tiempo
los coeficientes. De hecho, aun con
esta simplificacién, observamos que
practicamente Ilegaron a.generar intui-
tivamente un procedimiento de obten-
cion de los coeficientes que era de apli-
cacion en nuevos problemas no sujetos
a esdas restricciones,

A continuacién, observamos que estas
funciones aparecen en algunas funcio-
nes periodicas como movimientos de
mareas, astronomicos, ciclos biolégicos,
etcétera,

El sonido y el osciloscopio

Conectando un micréfono al oscilosco-
pio, podemos estudiar una nueva fuen-
te de generacion de ondas periédicas:
la voz bumana. Esta actividad aparece
en un breve trabajo presentado en esta
misma revista por uno de los autores
(Cachafeiro, 1989).

De forma natural se observa que la
amplitud se corresponde con la intensi-
dad y la frecuencia con el tono utiliza-
do. Comprobamos que los sonidos que
corresponden a una onda mis simple
son los de las vocales, en especial las
vocales cerradas. De hecho, un diii...»
cerrado lo vamos a ver en el escilosco-
pio como una onda sinusoidal. La
forma de un «aaaa...» tipico es muy
parecida a la de la figura 6 (con a= 0,2,
b= 8).
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Figura 6




Existen diferencias notables en la fre-
cuencia de los alumnos y de las alum-
nas asi como entre la del profesor y del
alumnado (por una cuestién de edad
esencialmente).

Una onda curiosa se obtiene si se silba
delante del micréfono pues su frecuen-
cia es mucho mis alta que la de la voz.
Ademis si en esta onda se realiza una
entonacién, puede apreciarse clara-
mente la existencia de una onda porta-
dora similar a la de la emisioén de ondas
de radio de Modulacién de Amplitud
(AM). Por otra parte, éste es el ejemplo
mas claro de una funcién periddica que
es exactamente suma de otras dos (sil-
bido y entonacién).

0.5
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Figura 7

El ordenador: Sonido digi-
talizado

En esta actividad empleamos un orde-
nador con una tatjeta de sonido.
Mediante software (proporcionado con
la tarjeta) la corriente recibida del
micréfono es dirigida por una parte al
altavoz y por otra es enviada a una
ventana similar a la del osciloscopio.
Dadas las posibilidades del tratamiento
digital, podemos:

e Ver la voz (como en el oscilosco-
pio).
e  Aumentar o reducir el volumen asi

como su frecuencia.

e Escuchar el sonido pero invertido
(del final hacia atras).

e Mezclarlo con otros sonidos alma-
cenados por diversos métodos
(CD, etc.).

El ordenador
nos permite cerrar
el proceso
transformando
una funcion
matemdtica
en un sonido
con la ayuda
de un programa
apropiado. ..

Esta actividad permite recoger y ampliar ‘algunas de las
actividades anteriores e introducir nuevas actividades esti-
mulantes como:

e Grabar en disquete el propio sonido del alumno.

e Medir la frecuencia de su habla y compararla con la
de otros compaferos y compafieras, clasificando las
frecuencias por sexo, edad, etc.

e Aclarar la diferencia entre reproduccion digital y
reproduccién analégica.

En todo este proceso, empezamos convirtiendo el sonido
en una onda que va a ser descrita a partir de una ecua-
cién matemitica. El ordenador nos permite cerrar el pro-
ceso transformando una funcién matematica en un soni-
do con la ayuda de un programa apropiado (por ejemplo,
MATHEMATICA, MATLAB).

‘Otras actividades y conclusiones

En este trabajo hemos descrito una serie de actividades
realizadas en varios cursos (BUP, ESO, Bachillerato
LOGSE) pero aqui no estin expuestas con el detalle y
material escrito que reciben nuestros alumnos. Ademads,
hemos pasado por encima de algunos de los problemas
que el profesorado debe considerar en el aula (uso de dis-
tintas unidades de medida de 4dngulos, principales valores
de las funciones trigonométricas elementales, etc.).
Ademds hay actividades que consideramos pueden plan-
tearse en un curso (3.° BUP, 1.° Bachillerato LOGSE) que
no es posible hacerlo en otros. Entre éstas estan:

Demostracion de que la suma de funciones periédicas de
periodos inconmensurables no es una funcién peri6dica.

Para ello, empleamos las funciones:

f(x) = cos (x)
g (x) = cos ('\/EX)

La primera vale 1 para x = 0 y para valores de la forma
x = 2rn (n € Z) mientras que g(x) toma el valor 0 para
x = 0 y para los valores de x de la forma:

-%Em (mez)

NE)

En consecuencia, si f+g es periddica existird otro valor de
x, para el que f+g que valga 2 y por lo tanto

2
Xg = 2@n = —n—m
2
de donde

m
2=—
n

contradiccién debido a la irracionalidad de \/E




cos{x) + co;(\/ﬁ x)

AN

cos(x)
cosv2 ) X
Figura 8
En ocasiones, también hemos empleado una funcién cua- Bibliograﬁq

drada de periodo 2 y otra de periodo 2v2.

Esta actividad nos demuestra que no siempre la suma de
dos funciones periédicas es una funcién periddica. Pero
para el caso de la funcion y = sen(x) + sen(3x/2), es una
funcién peritdica? Al representarla en la calculadora pare-
ce que, efectivamente, si lo es. ;Cual es su periodo? En
una forma un tanto parecida a la actividad anterior, se
comprueba que su periodo es 67.

En resumen, en esta experiencia se ha planteado una
forma de matematizacién de una serie de situaciones
periédicas. Se pone énfasis en las operaciones sobre las
funciones, mostrando que estas operaciones tienen un
contenido fuertemente asociado 2 las propiedades de los
fenémenos que se desea matematizar.
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Recuperacion de instrumentos y
unidades de medida tradicionales
en Extremadura como motivacién

al estudio de la medida

Luis M. Casas Garcia

Ricardo Luengo Gonzalez

Cipriano Sanchez Pesquero

Este articulo es una breve
descripcion del Proyecto de
Innovacién Educativa llevado

a cabo en dos colegios
piblicos de Badajoz, que
obtuvo el «Primer Premio

Joaquin Sama a la
Innovacién Educativa»
convocado por la Consejeria
de Educacién y Juventud de
la Junta de Extremadura.
Culminé con una exposicién
en el ICME-8 de Sevilla en
julio de 1996. Se investiga
el uso y se recogen unidades
e instrumentos de medida
tradicionales en
Extremadura, estudiando su
evolucién hasta llegar al
sistema métrico decimal,
equivalencias, uso actual e
incluso su distribucidn
geogréfica.

A la memoria de nuestro colega, profesor, y sobre
todo amigo Gonzalo Sanchez Vizquez

que nos animad y oriento en la creacion de la
Sociedad Extremeria de Educacion Matemdtica
Ventura Reyes Prosper y con el que compartiamos
el amor por la ensefianza

de las Matemdticas y de la Geometria

STE PROYECTO, acogido a la convocatoria de Proyectos
de Innovacion Educativa convocados por el Ministerio de
Educacion y Ciencia, ha sido llevado a cabo durante los
cursos 1994-95 y 1995-96 en los Colegios Publicos Juven-
tud de Badajoz y San José de Guadajira (Badajoz).

Obtuvo el primer Premio Joaquin Sama a la Innovacién
Educativa» convocado por la Consejeria de Educacién y
Juventud de la Junta de Extremadura. Con tal motivo ha
sido publicado integramente y distribuido a todos los
centros educativos de la regién extremefia, por lo que,
para una descripcion mds detallada, remitimos a tal
publicacion.

Ha culminado con la exposicién «nstrumentos y
Unidades de Medida Tradicionales en Extremadura» en
Sevilla, en el mes de julio de 1996, durante el desarrollo
del VIII Congreso Internacional de Educacion Matematica
(ICME 8), tercera de las realizadas, anteriormente, en los
centros participantes en la experiencia.

El nucleo de la actividad ha sido conocer y valorar la uti-
lidad de las Matemiticas en una de las actividades mas
cotidianas: medir. Investigando el uso de unidades e ins-
trumentos que hicieron nuestros antepasados, intentando
recuperar esas unidades y los aparatos que utilizaron para
efectuar sus medidas, estudiar la evolucién que sufrieron
hasta llegar al sistema métrico decimal, las equivalencias




con éste, apreciar si alguna de ellas estd en uso y estudiar
la distribucién geografica que ocuparon en nuestro entor-
no préximo, la region.

Origen del proyecto

La idea del proyecto surgi6 en la Sociedad Extremedia de
Educacién Matemdtica Ventura Reyes Présper.

Para los profesores autores del mismo, el interés a la hora
de ponerlo en marcha fue doble:

e En primer lugar, el deseo de profundizar en nuestras
raices, conocer y rescatar las unidades y los instru-
mentos de medida, utilizadas por nuestros antepasa-
dos, que atn se utilizaban en algunos pueblos de la
region, para medir longitudes, superficies, capacida-
des, pesos, tiempos... y en torno a las cuales discu-
trian sus labores domésticas, comerciales, agricolas,
ganaderas e industriales.

e En segundo lugar, utilizar este tema como motivacién
para hacer més interesante a los alumnos el aprendi-
zaje, de forma activa, de un tema de gran importan-
cia dentro del curriculo de Matematicas: la medida, y
realizar un estudio, buscando caminos alternativos
para una mejor ensefianza a partir de la investigacién,
observacién y experimentacién del conocimiento
sobre las unidades de medidas utilizadas por nuestros
antepasados en un tiempo no muy lejano.

Los autores del trabajo consideraron que esta actividad
podia ser también un buen motivo para que sus alumnos
enriquecieran su vocabulario y su conocimiento de
hechos histéricos, conocieran textos antiguos, dichos,
refranes... y, sobre todo, despertaran sus capacidades de
observaci6n, manipulacion, relacién y medida, en contex-
tos poco habituales en los programas escolares.

Apoyados por la Sociedad Extremena de Educacion
Matematica y con la intencién, en principio, de enmarcar
el trabajo en otro més amplio propuesto en la Federacién
Espafiola de Sociedades de Profesores de Matematicas, se
comenzaron a dar los primeros pasos.

Situacién inicial

El estudio de la situacién inicial se centrd en dos grandes
lineas de trabajo:

La situacién del trabajo en Mateméticas y
de su profesorado en las nuevas perspecti-
vas marcadas por la LOGSE

Por lo que respecta a este aspecto, constatamos las
siguientes notas que, a nuestro parecer, marcaban el

... utilizar
este tema como
motivacion para
hacer mdas
interesante
a los alummnos
el aprendizaje,
de forma activa,
de un tema
de gran
importancia
dentro
del curriculo
de Matemditicas:
la medida. ..

nuevo perfil de las Matemdticas y del
profesor de Matematicas.

Atendiendo a las propias Matemdticas,
su importancia en un curriculo escolar,
segln pensdbamos y seguimos pensan-
do, radica, a nuestro juicio, en dos
aspectos fundamentales:

e Son una disciplina cientifica con un
gran poder como instrumento de
comunicacién de la realidad.

e La actividad matemdtica forma a
los alumnos no sélo en los aspec-
tos relativos al pensamiento 16gico-
matematico, sino en muchos otros,
como son: fomentar la creatividad,
la intuicién, el espiritu critico, la
capacidad de andlisis y sintesis y la
actitud positiva frente al trabajo
potenciando la tenacidad y aumen-
tando la autoestima del alumno.

A la hora de enfocar el estudio de esta
disciplina, hemos de tener, asi mismo
en cuenta los siguientes aspectos, que
consideramos de gran importancia;

e Su fuerte contenido utilitario, como
herramienta auxiliar para otras
dreas de conocimiento y para mal-
tiples 4mbitos de la vida.

e La necesidad para el alumno (al
menos en las etapas de Primaria y
Secundaria Obligatoria) de realizar
el abordaje de su estudio desde
una perspectiva empirica e inducti-
va, basada en la actividad sobre
objetos y sobre la propia realidad,
previa a una posterior adquisicion
de aspectos formales por la via
deductiva,

Por lo que respecta al profesor de
Matematicas, las caracteristicas del
nuevo sistema educativo (cardcter ter-
minal, nueva concepcién del ciudadano
que hay que formar, nueva concepcién
del curriculo y de sus elementos...)
hacen que éste adquiera nuevos roles,
y pierda el de ser un mero transmisor
de conocimientos, centrado en su drea
exclusivamente.

El perfil del profesor que propugna la
Logse apunta hacia un profesional cuya
funcién deberd ser dormadora y crea-



dora» frente al alumno: ensefiar al alum-
no nuevos caminos, orientindole en su
trabajo, en una palabra, creando men-
tes abiertas, creativas y presentando
ante €l nuevas perspectivas. Y ademds,
un profesor que salga de su aislamien-
to, de su drea de Matemdticas exclusi-
vamente, y colabore con los compafie-
ros de otras dreas, en la formacion inte-
gral del alumno.

Las reflexiones sobre los aspectos antes
indicados nos sirvieron para determi-
nar, posteriormente, tanto la metodolo-
gia como las actividades o los procedi-
mientos de evaluacién que se iban a
emplear durante el posterior desarrollo
del proyecto.

La situacion de partida de
nuestros alumnos

El conocimiento de la situacién de par-
tida de nuestros alumnos, algo que para
nosotros era fundamental, se hizo en
una doble via, que describiremos muy
brevemente:

e Por una parte estudiar cudles eran
los conocimientos sobre el tema que
aparecian propuestos en los respec-
tivos proyectos curriculares de los
centros participantes. Por tal motivo
se procedio a seleccionar, desde la
Educacion Infantil hasta el final de la
Secundaria Obligatoria cudles eran
los conceptos, procedimientos y
actitudes que se pretendian tratar en
relacién con el tema de la medida.

e Por otra parte, analizar cuidles eran
los conocimientos que los alumnos
de la etapa de Secundaria Obliga-
toria, casi al final de su proceso
educativo bisico, poseian realmen-
te sobre el tema. A tal efecto, se
elaboré una prueba de evaluacién
inicial que fue aplicada a dichos
alumnos y que nos permitié identi-
ficar cudles eran las principales
dificultades que presentaban.

Fases del trabajo

Caben diferenciar tres fases en el desa-
rrollo del proyecto:

Los alummnos
de zona urbana
dirigieron
su actividad
Jundamentalmente
a la busqueda de
datos en archivos,
bibliotecas
y hemerotecas. ..

Los alumnos de
zona rural
procuraron
entrevistar a
personas mayores
de su entorno
de quienes
obtuvieron
informacion
directa sobre
el uso de
las unidades
de medidas
y los aparatos
empleados. ..

1. Fase de recopilacion de datos e instrumentos

En la primera fase, la actividad investigadora que los
alumnos realizaron se dividi6 en consideracién al entorno
de los centros participantes:

Los alumnos de zona urbana dirigieron su actividad
fundamentalmente a la bisqueda de datos en archi-
vos, bibliotecas y hemerotecas, asi como a encuestar
en los hogares de pensionistas a personas mayores
procedentes del medio rural que hicieron uso de las
unidades de medida que se querfan estudiar.

Los alumnos de zona rural procuraron entrevistar a
personas mayores de su entorno de quienes obtuvie-
ron informacién directa sobre el uso de las unidades
de medidas y los aparatos empleados. Asi mismo,
realizaron una labor de recuperacién de antiguos ins-
trumentos de medidas, algunos de ellos de su propia
familia.

Para realizar las encuestas se confeccionaron unas fichas,

que permitieron tratar la informacion de forma sistemati-
ca y homogénea.

Como es de suponer, no solamente participaron en esta
fase los alumnos, sino, y de una forma muy notable, tam-
bién los profesores de los centros. De forma muy conci-

sa, su trabajo en esta fase consistio en:

Investigacion bibliogréfica. Se utilizaron fundamen-
talmente fondos de la Biblioteca de la Real Sociedad
Econdémica de Amigos del Pais y publicaciones de la
Asamblea de Extremadura. En este trabajo se hizo
una revisién sistemdtica del tema, que arroj6é datos
significativos sobre nuestra regién, bastante diferen-
tes, en algunos casos, de los encontrados en algunas
publicaciones actuales que recogen estudios de
cardcter nacional sobre el tema de la medida, y que
practicamente han utilizado tan sélo algunos textos,
incompletos o de cardcter muy general, para informar
sobre las medidas, su uso y sus equivalencias.

Encuesta a los ayuntamientos sobre sus fondos biblio-
grdficos publicados. Esta encuesta se remitid a una
muestra tomada de los ayuntamientos de toda la
regién y se obtuvo informacion, y ejemplares en algu-
nos casos, de antiguas ordenanzas, fueros, etc., en los
que se hacia referencia a las unidades e instrumentos
de medida utilizados.

Visitas a museos de la region. Particularmente intere-
sante resultd la visita al Museo Etnogrifico de
Olivenza, que se realizd con alumnos de los centros
participantes. En ella pudieron observar los objetos
alli expuestos relacionados con el tema.

Entrevistas personales. Dado que fueron bastantes los
profesores implicados en esta fase, y de varias zonas
de Extremadura, se obtuvieron informes de primera




mano y de excelente calidad de personas de edad,
artesanos, agrimensores, etc.

—  Recopilacion de instrumentos. Supuso una importan-
te tarea, que costd numerosos desplazamientos a
pueblos de la region, e incluso de las regiones veci-
nas de Portugal, visitando a particulares, anticuarios,
chatarreros, artesanos y, en general, cuantas personas
pudieron facilitarnos, en préstamo, en donacién en
muchos casos y comprados en otros, objetos e ins-
trumentos relacionados con la medida.

El trabajo de recopilacién y restauracién de instrumentos
llevado a cabo por los profesores fue complementado
muy eficazmente por el que menciondbamos antes que
realizaron los alumnos.

2. Fase de estructuracion y andlisis

En esta fase trabajaron esencialmente los profesores.
Biésicamente consisti6 en:

— Ordenacién y andlisis de los datos obtenidos. Se orde-

n6 la abundante informacién v el material obtenidos
y se profundizé, por patte de los profesores, sobre el
tema, en sus aspectos historicos y culturales en gene-
ral: origen y desarrollo histérico, uso de las unidades
de medida, permanencia y distribucién actual en la
region, tablas de equivalencia, relaciones con otras
areas de la cultura,... todo ello a partir del amplio tra-
bajo de campo realizado anteriormente.
Por otra parte, y esto es quizd lo mas interesante en
el aspecto educativo, los profesores llevaron a cabo
un andlisis sobre los aspectos didacticos del tema de
la medida, y qué forma podria ser la mas adecuada
para aprovechar los conocimientos adquiridos y
hacer participar en ellos a los alumnos.

—  Planteamiento de las actividades para realizar con
los alumnos. Fueron confeccionadas numerosas acti-
vidades relacionadas con el tema, que se selecciona-
ron y adaptaron en muchos casos, de referencias de
antiguos textos.

Basicamente las actividades que se propusieron a los
alumnos, tal como se describird mds adelante de
forma mas detallada se organizaron en cuatro grandes
bloques:

e Actividades de investigacion.

* Actividades de resolucién de problemas.

e Actividades manipulativas.

* Actividades ladicas.

Para una mejor identificacién fueron simbolizadas
con los iconos adjuntos,

— Evaluacién continua de lo realizado. Por medio de
las reuniones de coordinacién de los profesores par-
ticipantes se llevd a cabo una revisién continua de lo
realizado, sus progresos y dificultades,
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Aula

Aire libre

Longitud

Superficie

Capacidad

Peso

Pretecnologia

Recreativas

3. Fase de trabajo de aula

Con respecto a esta fase, de trabajo de
aula, consideramos que junto con los
conocimientos matematicos el alumno
tenfa que conocer los procesos histori-
cos que abocaron a la situacién actual,
¥ que sirvieron para ampliar sus cono-
cimientos, despertando el amor por su
tierra, su cultura y sus costumbres.

Se utiliz6 una metodologia basada en la
actividad del alumno, uso y manejo de
materiales concretos para la realizacién
de medidas de objetos reales con las
unidades usadas por nuestros antepasa-
dos y los aparatos de medidas que los
alumnos consiguieron recuperar y
aportar, elaboracién de tablas de equi-
valencia con el SMD, construccién de
unidades de medida, restauracién de
las encontradas, etc. Tales actividades
estdn descritas en el apartado corres-
pondiente.

En todas ellas se ha tratado, sobre todo,
de presentar las Matemiaticas a los
alumnos de manera que fueran llevadas
a cabo:

e De una forma amena, con activida-
des que despertaran su interés.

e De forma activa, recurriendo cons-
tantemente al uso de materiales
manipulativos.

Actividades

No es factible detallar todas las activi-
dades realizadas, por lo que se hace
solamente una exposicién de algunas
de ellas, con la indicacién de que todo
el proceso de la experiencia ha sido
una actividad en s misma,

Las actividades con alumnos, segiin el
esquema que se acompafia, las clasifi-
camos en dos grandes grupos: las pro-
pias de aula y las exteriores, aunque no
de forma separada ni en bloques total-
mente aislados, sino buscando su com-
penetracién y un orden légico de desa-
rrollo, segin los niveles y necesidades
del propio proyecto, como a continua-
cion se describe.




ACTIVIDADES DE ALUMNOS

\J

Avula
° longitud
e Superficie
e Capacidad
® Peso
e Recreativas

Exteriores al aula

e Recogida de informacién
 Bisqueda de datos

e Visitas a museos

e Recopilacién de aparatos de medida
® Construccién de aparatos de medida
e Aire libre

Actividades de Educacién
Infantil y Primaria

Por lo que se refiere a las etapas de
Educacion Infantil y Primaria, las activi-
dades realizadas fueron las siguientes:

— Actividades de medida propiamen-
te dichas.

— Recopilacién, por parte de los
alumnos, de juegos infantiles y uni-
dades de medida utilizadas en
ellos.

Actividades de medida para las
Etapas de Educacion Infantil v
Primaria

* Actividades con medidas de longitud.

Educacién Infantil

Se trabajaron conceptos como «mis

largo que», «mds alto que», ¢an grande

comor, y otros similares. Otras activida-

des realizadas fueron:

e Clasificar regletas de igual longitud.

e Ordenar objetos iguales, pero de dis-
tinta longitud.

e Construir torres de iguales alturas.

e Utilizar sencillas unidades antropo-
métricas.

Primer y segundo ciclo

Continuar con actividades de este tipo

y afiadir las siguientes:

e Utilizar unidades antropométricas y
observar la variabilidad entre las
mismas.

e Realizar estimaciones de longitud y
comprobarlas.

e Utilizar medidas del sistema métrico
decimal (SMD).

En el tercer ciclo
de primaria se
tratan ya de
forma sistemdtica
las unidades de
longitud del SMD,
haciendo uso
de las unidades
decimales,

y las conversiones
de unas unidades
a otras.

Tercer ciclo

En este ciclo se tratan ya de forma sistematica las unida-
des del SMD, haciendo uso de las unidades decimales, y
las conversiones de unas unidades a otras.

* Actividades con medidas de superficie:
Educacion Infantil

Mids que actividades propiamente de medida, en
Educacion Infantil se trata mds bien de identificar la mag-
nitud, efectuando, para ello, actividades tales como com-
parar por tanteo, por pintado y por superposicién distin-
tas superficies, de manera que se llegue a la identificacién
de esta magnitud.

Primer y segundo ciclo

Se contintia con actividades de este tipo, en las que se
pretende, ante todo, la adquisicién de la magnitud, dife-
rencidndola de otras con las que suele confundirse como,
por ejemplo, el perimetro.

Se inicia el trabajo con unidades de medida, utilizando
principalmente, la técnica del recubrimiento y la tesela-
cion de superficies.

Tercer ciclo

En este ciclo se trabajan ya de forma sistematica las uni-
dades del SMD vy todas las conversiones entre unidades.
Se trata igualmente, y de forma mds definida, la aritmeti-
zacion del drea, y las formulas de las areas de poligonos.

* Actividades con medidas de capacidad y volumen:

Educacién Infantil
e Clasificar recipientes, identificando los que tienen igual
capacidad, sirviéndose del trasvasado.
e Estimar la mayor o menor capacidad de recipientes, y
verificarlo por trasvasado.
e Llenar recipientes, utilizando otros mas pequenos.
e Ordenar recipientes de mayor o menor capacidad.

Primer y segundo ciclo

Continuar con actividades de este tipo y afadir las
siguientes:

e Utilizar recipientes graduados.

» Iniciacion al uso de medidas del sistema métrico decimal.

Tercer ciclo

En este ciclo se tratan ya de forma sistemdtica las unida-
des del SMD, haciendo uso de las unidades decimales. Se
comienza a trabajar también la aritmetizacion del volumen
de los cuerpos.

* Actividades con medidas de masa:

Educacion Infantil
¢ Sopesar, utilizando las manos, dos objetos y averiguar
cudl es mas pesado.
e Utilizar balanzas de platillos.




o Equilibrar objetos en una balanza de platillos.
e Ordenar masas.

Primer y segundo ciclo

Continuar con actividades de este tipo y afiadir las

siguientes:

e Dividir una masa de plastilina en trozos pequefios y
observar que entre todos equilibran al mismo objeto
que el trozo original.

e Clasificar objetos distintos, pero de igual masa.

e Fabricar un sistema de unidades de masa, con las equi-
valencias entre unidades.

o Introduccién al sistema legal de unidades de masa.

e Pesar objetos con distintos instrumentos.

e Estimar el nimero de objetos iguales que forman un
determinado peso.

e Construccion de balanzas.

Tercer ciclo

En este ciclo se trabajan ya de forma sistematica las uni-
dades del SMD vy todas las conversiones entre unidades.

* Actividades con medidas de tiempo:

Tratar esta magnitud es dificil, pues es tardia su adquisi-
cién, y podemos caer en el error de creer que los alum-
nos pequefios tienen adquirida la nocién de tiempo por
el simple hecho de que sepan decir la hora del reloj, que
en realidad s6lo supone leer una escala graduada. Puede
ocurrir que el alumno lo haga correctamente, pero le
cuesta bastante, y para ello hemos de ayudarle en la
escuela, tener conciencia del paso del tiempo y de la
duracién de fendmenos, en especial los mas prolongados.

Las actividades realizadas han buscado que el alumno, en
un principio tenga conciencia del paso del tiempo, seglin
la siguiente secuencia:

e Sucesos que se repiten de forma ciclica: Jugar - dormir,
desayuno - merienda cena, escuela - juego - dormir,
mafiana - tarde - noche, y asi sucesivamente.

e Sucesos con una mayor duracion: dias de escuela - dias
sin escuela, vacaciones - escuela,...

e Estaciones del afio, cumpleafios,...

En este sentido, las actividades han procurado que el nifio
explique los conocimientos que va adquiriendo acerca de
estos fendmenos, para que, una vez explicitados, los
interiorice de una forma cada vez mis consciente.

El otro grupo de actividades han tendido a que los alumnos
tengan conocimiento del uso del reloj, tanto los de agujas
como los digitales, conociendo ademis el funcionamiento y
uso de otro tipo de relojes, como los de arena o los de sol.

Recopilacion, por parte de los alumnos. de juegos
infantiles y unidades de medida utilizadas en ellos

En esta fase del proyecto, se pasaron unas encuestas cuya
finalidad, de acuerdo con el caricter interdisciplinar que

40
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Cireulo (19,6%)

quisimos darle, iban encaminadas a
conseguir un doble objetivo:

e Recopilar los juegos que los alum-
nos utilizan en distintas zonas.

e Recopilar las unidades de medida
de longitud, superficie, capacidad
y tiempo, que los alumnos utiliza-
ban en sus juegos, para de esta
forma hacerlos conscientes de su
uso. Por lo que respecta a este
apartado, veamos algunos de los
resultados obtenidos:

El tipo de medida de longitud pre-
ferentemente utilizada es la antropomé-
trica y el uso de instrumentos que no
tiene una unidad ponderable al sistema
métrico decimal. En ninguna encuesta
aparecen términos como metro, deci-
metro...

Veamos, por ejemplo, los resultados del
porcentaje de los juegos en que se uti-
lizan diferentes medidas de longitud:

36%

27%

17%

13%

9%

T
Pasos Pies Cuarta Dedos Otra

Las superficies sobre las que desarro-
llan sus juegos son normalmente de
forma geométrica regular, siendo el rec-
tingulo la mds utilizada.

Otras (7,8%)

Triéngulo {16,3%)

Cuadrado (24,2%)

Rectangulo (32%)



Los utensilios que utilizan en los juegos
para medir capacidades son muy diver-
sos, al igual que ocurria en las medidas
de longitud, los mis usados son los que
les proporcionan su propio cuerpo: los
pufiados.

Pufiados

15,6%

Cachos

Botes

13,3%
13,3%

Cajas
Buches
Globos

10,2%

Botellas

Bolsas

Otras

Para medir el tiempo el instrumento
normalmente utilizado es el de contar
una cantidad determinada, a una velo-
cidad moderada. La cantidad que hay
que contar estd en funcién de los jue-
gos, para los que requieren mucha
rapidez cuenta hasta tres, pasando por
7,10, 50 o0 100 para aquellos en que los
jugadores necesitan més tiempo como
el caso del escondite.

Hasta 3 |
Hasta 7 |
Hasta 10
Hasta 50
Hasta 100
Segundos
Reloj
Codos [
Escalera
Ofras §

Actividades para el Primer Ciclo de
Educacién Secundaria Obligaioria.

Presentamos a continuacién tan sélo una breve muestra
de algunas actividades de las que se propusieron a los
alumnos:

* Actividades sobre medidas de longitud.
Manual Prdctico del comerciante y
F@ | % del depencdliente del comercio. Ané-
12X ]

nimo 1896. Pdgina 237.
En este libro anénimo nos informan: d.a vara portuguesa
tiene una longitud de 1,10 metros».

Un comerciante espafiol comprd 325 varas portuguesas

de telas para venderlas en Extremadura, midiéndolas con

nuestra vara.

e ;Cudntas varas vende en nuestra region?

e ;Qué diferencia de longitud en metros hay al pasar de
la medida portuguesa a la extremefia?

yol..

A finales del siglo XVIII, Ponz, al tratar de Badajoz, se
refiere al puente de Palmas en los siguientes términos:

Puerta de Palmas. Badajoz 1995.
Alberto Gonzdlez

«Es de mucha magnifencia en esta ciudad el puente sobre

el Guadiana, saliendo por la Puerta de las Palmas para ir

a Portugal, y se debe contar entre las més insignes obras

modernas que hay en Espafia y que pueden de algin

modo competir con las de los romanos. Tiene veintiocho

arcos, el mayor de 78 pies de didmetro, y el menor, de

poco mis de 21; lo largo de todo él es de 1874 pies y 23

a lo anchon.

* ;Qué longitud y ancho tiene el puente expresada en
metros?

e ;Cuales son las medidas del ojo mayor y menor expre-
sadas en metros?

e (Hay diferencias en las medidas que nos expone
Madoz vy las expresadas por Ponz?

l_ La familia de Pascual Duarte.
F@ I'Eﬂ% fCZdicz'on’esl Destino. Camilo José
ela. Paginas 21 y 27.

Camilo José Cela al escribir su famosa novela, nos narra
que el personaje nacié en un pueblo que estaba situado
a dos leguas de Almendralejo y que solia ir a pescar a una
charca que estaba a legua y media de Almendralejo, hacia

la raya de Portugal.

» Investiga el término: raya.

e (A qué distancia en kildmetros estaban el pueblo natal
y la charca de Almendralejo?

e ;En qué pueblo nacié el personaje?

e .Se encuentran en la misma direccién de Almendralejo
el pueblo y la charca?




Ordenanza Municipal de la
I % Policia Urbana de la ciudad de
My Plasencia. Ayuntamiento Constitu-

cional de Plasencia. Imprenta D.

M. Ramos. 1849. Paginas 13 y 14.

En las Ordenanzas de Plasencia en su articulo 139, dice:
«Las aceras seran de piedra berroquefia del ancho de cua-
tro cuartas y media en las calles de primera clase, y de tres
y media en las de segunda, elevando unas y otras, dos
dedos sobre el nivel de la calle. El minimo de la longitud
de las aceras, serd de tres cuartas.

e Investiga el término: piedra berroquefia.

* Expresa en centimetros las medidas de las aceras,

e Compara dichas medidas con las aceras del Colegio.

F@ '. Completa el siguiente cuadro:

legua

Toesa

Braza

Paso
Codo
Pie

Legua Toesc quza quo Codo Pie

* Actividades sobre medidas de superficie:
Ve
M il Completa el siguiente cuadro:
LV,
e e,

Fanega

Cuartilla

Celemin
Vara?

Pie?

Fanega |Cuartilla| Celemin| Vara? | Pie?

Guia prdctica de Agrimensores y

LAV »
F@ _,:1:,;""@3.-.., Labradores. Imprenta José Repu-
Sl

it | llés. Madrid 1848. Francisco Ver-
dejo Paez. Pdgina 87

En este texto para hallar la superficie de un tridngulo sin
necesidad de conocer la altura, se describe el siguiente
método:

«Midanse los tres lados, y supongamos
que tenga AB 40 pies, BC 50 y AC 60;
sumaremos estos tres nimeros, y de la
suma 150 se tomard la mitad, que son
75. Restando de 75 el 40 resultan 35;
restando del mismo 75 el 50 quedan 25,
y rebajando del 75 el 60 restan 15; mul-
tipliquesen los ndmeros 75, 35, 25 y 15,
y del producto 984375 se extraerd la
raiz cuadrada, que es 992(2/10) y ésta
serd la superficie del tridngulo ABC en
pies cuadrados».
° Expresa en centimetros las medidas
dadas.
e Calcula el 4rea del tridngulo descrito.
e ;Coinciden tus cilculos con los
expresados por Verdejo?
* ;Se puede dar por vilida la medicién
que hace el autor, segin el margen
de diferencia con tus cilculos?

Guia prdctica
Ve M ,
e el de Agrimensores
i Y Labradores.
Imprenta  josé
Repullés. Madrid 1848. Francisco Ver-
dejo Paez. Pdgina 157,

Verdejo nos explica de forma amena el
error que suelen cometer los agriculto-
res a la hora de sembrar las vifias, por
creer tener casi el mismo nimero de
plantas estando sembradas a 8 palmos,
7 o 6 ya que la diferencia es muy
pequena.

En una superficie de 1.000 varas cua-

dradas, scudntas plantas se pueden
sembrar a 5, 6, 7, 8 y 9 palmos?

AV, Guia prdctica
‘:Il‘r'.ﬂ“}l'r. \

e de Agrimenso-
e Ve res y Labrado-

res. Imprenta José Repullés. Madrid 1848.
Francisco Verdejo Paez. Pdgina 89.

El autor para hallar la superficie de un
circulo conocido el didmetro propone:
«calcular el cuadrado del digmetro, mul-
tiplicar dicho cuadrado por 11 y el pro-
ducto obtenido dividirlo entre 14, sien-
do el cociente 1a supertficie del circulon.

e Segin este método, hallar la superfi-
cie de un circulo de 35 pies de dii-
metro.



Guia prdctica de
LoV A .
e e Agrimensores y
%0l Labradores.
Imprenta José Re-
pullés. Madrid 1848. Francisco Verdejo
Paez. Pagina 184.

Verdejo en este texto nos requiere:

«Cudntas losas de piedra de 2(1/2) pies

en cuadro se necesitan para enlosar

una pieza que tiene 450 pies superficia-

les?.

e Averigua el ndmero de losas necesa-
rias.

e ;Cudl es la medida de la losa en cen-
timetros?

e Investiga si atin se fabrican losas con
esas medidas.
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En la localidad extremefla de Bar-
carrota, para hacer las transformaciones
de hectdreas a fanegas y viceversa,
siguen el siguiente procedimiento:

a) Para pasar de hectireas a fanegas,
dividen éstas por dos y a continua-
cion la cantidad obtenida la suman
al nimero de hectireas, siendo el
resultado fanegas.

B Hectéreas
Hectareas + ———E——— = Fanegas

b) Para pasar de fanegas a hectireas
el procedimiento consiste en restar
al namero de fanegas un tercio de
las mismas

Fanegas

Fanegas — = Hectdreas

Seglin este procedimiento, /cudntas
fanegas son 40 hectireas? y ;cudntas
hectireas son 90 fanegas?

* Actividades sobre medidas de peso:

Historia de FEx-

F@ tremadura.
Pagina 490.

En el periodo de 1580 a 1599 en la ciu-

dad de Ciaceres, el pan de dos libras,
incrementé su precio de 18,6 a 28,8

maravedies.

e ;Cudntos gramos pesaba el pan cacerefio?

e Una arroba, jcudntos panes la formarian?

e ¢Qué tanto por ciento fue el incremento anual del pre-
cio del pan?

Método Completo de Primera
Enserianza Ciclica o Progresiva.

Tomo IV. Editorial Calleja.

En este libro para reducir de las medidas antiguas al Sl
propone: «para averiguar los metros que tienen 42 varas,
puesto que la vara tiene 0,836 metro, 0 un poco mis de
83 y medio centimetros, se multiplicard 42 varas por 84
centimetros, separando las dos Gltimas cifras de resultado
por ser centésimas partes, y tendremos un resultado muy
aproximado».

e Realiza la actividad segln nos indica el libro y calcula

el error cometido.

F@ Tradicion agricola extremenia.

Difusion oral

Los agricultores extremefios al sumar el pesaje de los cer-
dos, operaban de la siguiente forma: sumaban las arrobas,
sumaban las libras, el ntimero de libras lo multiplicaban
por cuatro obteniendo cuarterones, a continuaciéon los
cuarterones eran divididos entre cien obteniendo arrobas
que eran sumadas a las obtenidas en la primera suma,
expresando el peso total en arrobas y cuarterones.

o Siguiendo este método, ;cudnto pesan en total cuatro
cerdos si cada uno en su pesaje ha dado: el primero 11
arrobas y 17 libras, el segundo 18 arrobas y 21 libras,
el tercero 9 arrobas y 20 libras y el cuarto 13 arrobas y
12 libras?

Fﬁ Completa el siguiente cuadro:

Quintal

Arroba

Libra

Cuarterdn

Onza

Quintal | Arroba Libra Cuarterén | Onza




* Actividades de aire libre:

ANGULOS RECTOS: CUERDA DE
LOS DOCE NUDOS

En un parque cercano al colegio solicitamos a los alum-
nos que por grupos trazasen un angulo recto, sobre el
suelo. Con sorpresa comenzaron su trazado apoyando las
cuerdas sobre los lados de una escuadra, esta tarea no
supone dificultad. El siguiente paso de la experiencia en
el parque consistié con la ayuda de la cuerda y el metro
como Unicos materiales, en construir disefios de ajardina-
mientos que contengan 4ngulos rectos.

Las dificultades aumentaron considerablemente, los angu-
los se construian, doblando la cuerda sobre un palo cla-
vado en el suelo, haciendo una estimacién. Les hicimos
ver que el método era aproximado, cuando comprobaban
su amplitud, en muy pocos casos dio el 4ngulo recto,
habia que buscar otro método mejor.

No tardaron en encontrar un método consistente en bor-
dear con una cuerda un trazado de los ajardinamientos
existentes, formando un dngulo recto y sujetando la cuer-
da tres alumnos, cada uno por un vértice transportar el
tridngulo formado a la zona del dibujo.

Consideramos que era el momento de empezar a forma-
lizar los conocimientos para ello, y continuando con los
grupos formados, les solicitamos que clavasen una estaca
(A) sobre el suelo, midiesen tres metros y en ese punto
fijasen otra (B), debiendo clavar otra (C) que estuviese a
una distancia de cuatro metros de (B) y a cinco de (A).

B 3m. A

Hechas las mediciones precisas comprobaron que todos
habian logrado la construccién de un tridngulo rectangulo.

RET TRAZAR EN EL TERRENO UNA PER-
AR ‘ PENDICULAR A UNA RECTA DADA.

Raga i -
'-'i?f-‘f-: bxxq| METODO DEL CARTABON.

Esta misma actividad se realizé con el uso del cartabén
usado por agrimensores, que fue reproducido en la clase
de pretecnologia.

Se traz6 en el suelo una linea entre los
puntos AB, colocando en la misma el
cartabén de tal forma que al dirigir la
visual por la hendidura ab quedaba
ajustado sobre la linea trazada, después
se fue corriendo el cartabén en esta
situacion a lo largo de AB hasta que la
visual dirigida por las pinulas dc corres-
pondian con el punto C, siendo esta
visual la perpendicular buscada.

Tc
l
AF_____aicb_'_~-'TB

Aunque este método no deja de ser un
tanteo, con un par de veces que lo
hacfan los alumnos conseguian trazar la
perpendicular con bastante exactitud.

RL MEDIR  CON
LAReq aae l CADENAS IA

-:.:--' -‘L.-.:
. ‘f | PEX] PROYECCION
HORIZONTAL

DE UN TERRENO EN CUESTA.

Se plante6 la actividad de medir la dis-
tancia horizontal entre dos puntos que
estin en cuesta, aquello supuso un
debate muy interesante, hubo algunos
que no eran capaces de buscar un
método viable, otros encontraron algu-
nas férmulas muy descabelladas, la
mayorfa optd por el teorema de
Pitdgoras. El grave problema era medir
la altura en perpendicular de la cuesta,
algunos propusieron que haciendo un
pozo, se podria averiguar, pero franca-
mente sus compafieros, pensaron que
tenfa que haber un método mis senci-
llo y menos complicado.

Tras una consulta en los libros utiliza-
dos, encontraron el método propuesto
por Francisco Verdejo en su libro:
Agrimensores y Labradores de 1848,

Quisimos probarlo y en una cuesta no
muy pronunciada seguimos el procedi-
miento encontrado por los alumnos.

La cadena de agrimensor, construida
previamente en clase de Pretecnologia,
la preparamos de la siguiente forma:




contando cuatro eslabones, atamos en
el primero y Gltimo un cordoncillo de
cincuenta centimetros de largo, ponien-
do en el medio un plomo para que
quedase de forma tensa, quedando los
lados perfectamente igualados, del
punto medio de la cadena se atd otro
cordén con un plomo en su extremo
libre.

A continuacién un alumno se colocaba
en un punto de la cuesta y otro bajaba
con la cadena hasta una distancia que
le permitiese elevar la cadena de tal
forma que el cordén de extremo libre
coincidiese con el plomo del cordén
atado, ya que en ese momento la
cadena estaba en posicion horizontal al
suelo, Después el primero bajaba a la
posicion del segundo y este seguia
bajando, haciendo las mismas opera-
ciones que anteriormente, hasta llegar
al final de la cuesta, habiendo conse-
guido medir la distancia propuesta en
varias mediciones. '

&

MN = AB+BC+CD+DE+EF+FG+GH

e MEDIR UNA DIS-
it (Wl oo nucee
-.":f:.-.‘ 0T 24| SBLEMEDIANTE

UN SOMBRERO.

Quisimos terminar las actividades de
medidas inaccesibles, practicando un
meétodo sencillo y original, que no pre-
senta complicaciones, aunque si los
errores cometidos son mayores, pero
nos permiten de manera aproximada
obtener la distancia a un punto inacce-
sible.

Colocados en un punto A bien firme y sin mover la cabe-
za, ir bajando el ala del sombrero hasta que por su borde
se descubra el punto B de referencia para medir la dis-
tancia desconocida, después girar lentamente de modo
que la visual llegue hasta otro punto C accesible sin alzar
la cabeza, fijar el punto C en el terreno, para finalizar
medimos la distancia AC desde nuestra posicién al punto
fijado, que es la misma de AB. Los errores cometidos fue-
ron grandes en algunos alumnos, otros se aproximaron
con cierta precision.

[ %179
gas ) ||
.-.f::.- =4 MEDIR UNA DISTACIA INACESSI-
BLE MEDIANTE EL BACULO

En el aula de pretecnologia los alumnos construyeron un
Jbaculor, material que su construccion se desarrolla en el
apartado de Tecnologia, para medir las distancias inacce-
sibles entre dos puntos.

Para su utilizacién se situaron en un punto que llamamos
I, equidistante de los objetos a medir F y G. La condicién
primera es colocar el aparato en completa horizontalidad,
una vez lograda ésta, desplazaron la traviesa sobre la
regleta de tal forma que fuesen visibles los puntos Fy G
desde I. Después avanzaron la traviesa hacia su punto de
visién una distancia igual a la cotrespondiente longitud de
la traviesa.

Puesta la traviesa en su nueva posicién, avanzaron a lo
largo de la linea IH hasta llegar a una posicién H donde
pudieron ver de nuevo los puntos F'y G.




Aspectos de la exposicion:
Instrumentos y Unidades de Medida
Tradlicionales en Extremadura.
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Midieron la distancia andada IH, que
tebricamente corresponde a la separa-
cibtn de Fy G.

Realizada esta actividad, con dos pun-
tos accesibles, para poder medir poste-
riormente la distancia real, los errores
cometidos a veces eran grandes, tal vez
debidos a que no situaban el punto I
equidistante del F y G, ni tampoco se
lograba la perfecta horizontalidad del
baculo, sin embargo habfan logrado
medir distancias entre dos puntos por
un método alternativo obteniendo
medidas aproximadas.

* Actividades en el Area de Tecnologia:

Fd

a) Materiales:

CADENA DE
AGRIMENSOR

Alambre, cortafiio, alicates, regla.
b) Proceso de trabajo:

Enderezar el alambre, cortarlo en frag-
mentos de 4 y 27 centimetros.

Con las piezas de 4 centimetros se for-
mari un eslabén de 1,5 centimetros de
longitud interior, con los de 27 en cada
extremo se les hard un cierre que dé
una longitud interior de 23,5 cm.

Una vez elaboradas las piezas se van
uniendo por medio de los eslabones.

Para finalizar con alambre mis grueso
haremos dos asas de sujecién para cada
uno de los extremos.

Las piezas de los extremos se harin
de 15 cm, para lograr que junto con
la manilla de sujecién den la longitud
total de 25 centimetros igual a la de
cada uno de los tramos que compo-
ne la cadena una vez unidos a los
eslabones.

¢) Utilidades:

Hacer mediciones de distancias desco-
nocidas. Medir superficies de terreno.

d) Investigacion:
e ;Qué ocurre cuando el terreno no
estd nivelado?

* (Que ventaja tiene este método, con el de medir con
una cuerda?

e (Qué cantidad de alambre es necesaria para construir
una cadena de 20 metros?

¢ .Cudntos eslabones se necesitan para una cadena de 20
metros?

e) Esquema del aparato:

o
o o o °,<]
o 0 o 0 (=]

Eslabones de union Manilla de sujecién

<@—p < o-q
1,5 cm <@
13 cm

10 cm

=<

BACULO

iy

a) Materiales:

Cartulina fuerte o tablex, regla, rotuladores, tijeras, sierra
de marqueteria.

b) Proceso de trabajo:

El baculo consta de una regleta y dos traviesas, que se
recortardn en cartulina o tiblex.

La regleta tiene una dimensién de unos 30 centimetros de
longitud por uno y medio de ancho. Una vez recortada se
marcan los centimetros sobre ella, es conveniente marcar-
los en grupo de siete a siete.

[12]af4a]sle[7[1]2]3]4]s][e]7] [ | [ [ [ [ [ [}

- 30a35cm -

La traviesa A es de igual ancho, 3 centimetros, que la B,
pero mitad de longitud, siendo ambas de 9 y 18 centime-
tros respectivamente. En su parte central llevan una aber-
tura coincidente con el grosor y ancho de la regleta, de tal
forma que puedan desplazarse una sobre la otra. Las dos
tienen en sus extremos unos cortes, triangulares de 5 mili-
metros, que servirdn de puntos de mira.

3
centimetros
P
9 centfmetros
Abertura paso de regleta
g 4 P £
3
” centimetros

B
<

18 centimetros




c) Utilidades:
Medir distancias inaccesibles

d) Investigacion:

e ;En qué concepto matematico estd basado este método
de medicion?

e Si estamos muy préoximos a los objetos a medir, ;qué
traviesa debemos usar?

e Si con una misma traviesa nos acercamos o alejamos
de los objetos que hay que medir, ;qué ocurre con la
posicion de la traviesa en la regleta?

e) Esquema del aparato:

b

Evaluacién y conclusiones

Por lo que respecta a la evaluacién, se ha llevado a cabo
en tres momentos claves:

Evaluacién inicial

Esta evaluacién ha tratado de recoger los aspectos: ;qué
conocimientos tienen nuestros alumnos?, jqué actitucdes
presentan?, ;qué habilidadest, ;qué destrezas?, etc. Y, a la
vez también, cudl era la disposicién de los profesores,
cudles eran las condiciones de los centros, etc.

Ademads de lo que se refleja en el resumen que presen-
tamos, se han tomado numerosas anotaciones por parte
de los profesores participantes de los procedimientos
empleados y de la actitud denotada por los alumnos,
datos éstos que han sido recogidos en fichas del profe-
sor para su posterior tratamiento en las reuniones de
coordinacion.

Evaluacién durante la realizacién del pro-
yecto

La evaluacién durante la realizacién del proyecto nos ha
permitido seleccionar cuiles eran los puntos mas intere-
santes, por su significacién para el aprendizaje de los
alumnos o por el nivel de dificultad que tenfa para ellos,

y de este modo seleccionar las actividades propuestas
hasta llegar a las que se presentan en este articulo, y tam-
bién para depurar nuestros métodos de trabajo.

La herramientas utilizadas para la eva-
luacién de los alumnos han sido las
anotaciones por parte de los profeso-
res, donde se reflejaban:

a) Los datos de la observacion directa
sobre las actividades realizadas.

b) El trabajo con los compafieros.

Ademis de las observaciones sobre
consecuciéon de objetivos concep-
tuales por parte de los alumnos, se
ha utilizado un modelo de ficha (ver
pagina siguiente) donde se ha reco-
gido la actitud que éstos han mos-
trado durante la realizacion de las
actividades:

¢) las hojas de actividades de cada
alumno, recogidas y analizadas por
cada profesor y comentadas en las
reuniones de coordinacién.

d) La autoevaluacion por parte de los
propios chicos, como un elemento
de alto valor educativo, para cola-
borar a su propia formacién.

Tan necesaria como la evaluacién de
los alumnos ha sido, como deciamos al
principio, la evaluacién del profesor y
del propio proceso.

Por lo que se refiere a la evaluacion del
profesor, y dada la importancia de este
tipo de evaluacion, hemos estado aten-
tos a todo lo que sucedia en clase.
¢Eran felices en el trabajo nuestros
alumnos?, sestibamos atendiendo a
todos por igual segiin sus necesidades
y caracteristicas?, ¢eran correctas las
estrategias de trabajo propuestas?, ;se
hizo uso adecuado de los recursos a
nuestro alcance?

Para la evaluacidén del profesor nos
hemos servido fundamentalmente de la
reflexién de los propios profesores, de
la valoracién del ambiente de clase y de
la puesta en comin en las reuniones.

En cuanto a la evaluacion del proceso,
bajo este aspecto vemos la evaluacion
como una recopilacién de todas las rea-
lizadas en el proceso de ensefianza-
aprendizaje. Nos ha ido diciendo hasta
qué punto se lograban las pretensiones
iniciales, cudles eran las causas que
entorpecian la consecucién de los obje-




Fecha:
Observacién:

Nombre
ALUMNO 1

ALUMNO 2

AlIUMNO 3 AIUMNO 4  ALUMNO 5

Muestra interés al presentarle la actividad

Enfoca la actividad con confianza

Hace preguntas

Reflexiona sus ideas

Persevera en las tareas

Argumenta sus soluciones

Encuentra més de una solucién

Ayuda a los demés

OTRAS NOTAS

tivos y nos ha ido permitiendo redefinir
muchas partes del proceso: estrategias,
actividades, etc.

El inconveniente con el que nos hemos
encontrado para evaluar el proceso es
que no hay elementos de medida per-
fectamente definidos para realizar esta
evaluacién, por lo que hemos hecho
una globalizacién de las diferentes eva-
luaciones de cada uno de los elementos
que intervienen en el proceso.

Evaluacion final

|

; Se ha realizado al terminar el proyecto,
y ha contado con todos los datos que se

, han ido recogiendo durante la realiza-

cion del mismo, asi como con los datos

comparativos de las situaciones inicial y

final. Las herramientas empleadas han

sido practicamente las mismas que se

describen en la evaluacién hecha
durante la realizacién del proyecto.

Ficha de actitud matemdtica

Luis M. Casas
Ricardo Luengo
Cipriano Sanchez
Sociedad Extremefia
de Educacién Matemdtica
Ventura Reyes Prosper

Conclusiones

Por lo que respecta a conclusiones, creemos que ha
supuesto un interesante trabajo interdisciplinar, en el que
se ha conseguido:

— la integracion de varias dreas del curriculo, pues ha
involucrado muy particularmente las dreas de
Matemiticas, Lenguaje y Conocimiento del Medio,
todo ello sin olvidar las 4reas transversales, tal como
se puede constatar en las actividades realizadas.

— la integracién del trabajo de profesores de varios
centros, principalmente los dos en los que se ha lle-
vado a cabo la experiencia, aunque han participado
también profesores de otros varios, y sobre todo, de
varias 4reas.

— la integracion y participacion en el trabajo escolar de
los padres de los alumnos y de las poblaciones del
entorno, pues a ellos ha estado dirigida, en primer
lugar, la encuesta para obtener datos que se hizo al
iniciar el proyecto y, por Gltimo, la exposicién de
objetos de medida que se llevd a cabo.
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Las Matematicas
en el Bachillerato

Javier Brihuega Nieto

En este arficulo se comentan
los aspectos mas
significativos de las distintas
asignaturas de matemdticas
de nuevo Bachillerato, cuya
puesta en marcha se estd
iniciando.

Las materias «Matemdticas»,
«Mateméticas aplicadas a
las Ciencias Sociales» y
«Matemdticas de la forma»
de las diferentes
modalidades del bachillerato
se analizan, destacando los
elementos mds novedosos y
se dan unas breves
pinceladas de su tratamiento
didactico.

Articulo dedicado
a Gonzalo Sanchez Vazquez

A REFORMA del sistema educativo que se deriva de la
LOGSE incluye una etapa educativa, no obligatoria, con
unas caracteristicas especiales que la confieren especial
importancia. Enmarcada entre la ESO y la Universidad (o
los estudios profesionales de nivel superior), el Bachi-
llerato, con sus distintas modalidades, es la etapa formati-
va donde se deben fundamentar los conocimientos adqui-
ridos, por los estudiantes, a lo largo de toda su escolari-
zacién obligatoria anterior.

En estos momentos, todavia son muy pocos los centros en
los que se imparten los dos cursos de Bachillerato y, entre
ellos, son bastantes los que lo hacen por primera vez.
Ademas, a pesar de su importancia, el MEC y las distintas
comunidades auténomas apenas han elaborado orienta-
ciones ni materiales que nos sirvan de apoyo para su apli-
cacion y desarrollo.

En este articulo pretendo comentar las peculiaridades mas
importantes de las diferentes materias de Matemdticas en las
distintas modalidades del Bachillerato del nuevo Sistema
Educativo, asi como las diferencias y similitudes en su plan-
teamiento. No se trata, por tanto, de hacer un anilisis exhaus-
tivo de cada materia, sino intentar un acercamiento a los
aspectos mis significativos de cada una de ellas, resaltando
lo mas novedoso y su tratamiento didactico. Previamente
parece preciso hacer algunas consideraciones iniciales.




Introducciéon

Las Matematicas forman una ciencia compuesta por un
amplio conjunto de conocimientos que, en muchas oca-
siones, se presentan de una manera aparentemente dife-
renciada. Este conjunto de conocimientos estd en conti-
nua evolucion debido a su interrelacién con los otros
campos de la Ciencia y la Técnica, pues siempre ha de
responder a la necesidad de resolver determinados pro-
blemas pricticos derivados de ellos. Paralelamente, en las
Gltimas décadas, se ha producido una ampliacién y diver-
sificacién de su propia perspectiva y se han ido convir-
tiendo en una herramienta potente y eficaz en la inter-
pretacion y, en su caso, resoluciéon de multitud de pro-
blemas, fenémenos y situaciones de todo tipo, posibili-
tando, ademds, la creacion y utilizacién de modelos apli-
cables a otras ciencias.

Las Matemdticas estan cada vez mas introducidas en nues-
tro mundo actual, tanto desde la perspectiva anterior-
mente analizada, como en su papel de lenguaje aplicable
a gran cantidad de situaciones de la vida, ya sea en el
entorno cotidiano o en el profesional, En los medios de
comunicacion, las publicaciones, especializadas o de
caracter divulgativo, de caricter social o econémico,
incluso en los anuncios, el lenguaje matematico ~grificas,
tablas, porcentajes, etc.— estd presente de forma notoria.
Se puede afirmar que esto se debe, fundamentalmente, a
su cardcter de lenguaje funcional y, en consonancia, a su
capacidad de utilizacién instrumental.

Por todo esto es por lo que, en una sociedad cada vez
mas desarrollada, las Matemiticas tienen una incidencia
relevante en la comprensién, interpretacién y desarrollo
de nuestro mundo. Es en este sentido en el que se puede
afirmar que las Matemiticas estan en la base de cualquier
contexto social, cientifico y tecnologico.

Todo lo anteriormente dicho tiene que tener una gran
influencia en el momento en que nos planteemos su ense-
flanza y aprendizaje. Pasada ya la etapa de educacién
obligatoria, el Bachillerato debe ser el «espacio» en el que
nuestros estudiantes se enfrenten al aprendizaje de las
Matematicas de una manera més formal. Pero la adquisi-
cién de los conocimientos matematicos no puede redu-
cirse a la posesién de sus resultados finales, también debe
estar siempre presente el saber hacer Matemdticas que va
a permitir su aplicabilidad en las distintas situaciones a las
que los estudiantes de Bachillerato se tendrin que enfren-
tar en su futuro profesional.

Es ese saber bacer Matemdticas el que va a potenciar su apli-
cabilidad en muchas de las situaciones de la actividad cotidia-
na, social y profesional. Zas Matemdticas s6lo tendrin sentido
Dbara los estudiantes si éstos llegan a asimilar sus conceptos y a
entender sus significados, aplicaciones e interpretaciones.

Las Matematicas
estan cada vez
mds introducidas
en nuestro
mundo actual,
tanto desde
la perspectiva
anteriormente
analizada, como
en su papel de
lenguaje aplicable
a gran cantidad
de situaciones
de la vida, ya sea
en el entorno
cotidiano o en
el profesional.

Por otra parte, la incorporacién genera-
lizada de nuevas tecnologias en la rea-
lidad social y productiva introduce nue-
vOs instrumentos y recursos en el pro-
ceso de ensehanza y aprendizaje de las
Matematicas y, al mismo tiempo, crea la
necesidad de desarrollar en el alumna-
do una actitud abierta hacia su utiliza-
cion como herramientas imprescindi-
bles en sus futuras actividades profesio-
nales. Este hecho hace totalmente nece-
sario la utilizacién de estos medios a lo
largo del Bachillerato, creando en cada
estudiante una actitud critica hacia los
mismos y potenciando su capacidad
para utilizarlos, de manera correcta,
cuando la situacién estudiada lo haga
necesario.

Las Matematicas en las
distintas modalidades del
Bachillerato

En el Bachillerato existen distintas
modalidades y en todas ellas las
Matematicas estdn presentes, aunque
con finalidades y contenidos diferentes.
Es, por tanto, importante analizar las
repercusiones que, las modalidades en
las que se encuadran, tienen en la ense-
fianza y aprendizaje de las materias de
Matemdticas.

En las modalidades de Ciencias de la
Naturaleza y de la Salud y de Tecno-
logfa del Bachillerato tenemos las mate-
rias de «Matemadticas». Su curriculo es el
mismo para ambas modalidades y estos
se agrupan en cinco bloques para el
primer curso: Estadistica y Probabi-
lidad, Geometria, Funciones, Aritmética
y Algebra y Resolucién de Problemas, y
en tres para el segundo: Algebra lineal,
Andlisis y Geometria.

Porun lado, tanto en una como en otra
modalidad, las Matemdticas deben con-
tribuir al desarrollo de las estructuras
mentales de los estudiantes y a la adqui-
sicion de conceptos mds formales y berra-
mientas mds potentes. Asi mismo, es pre-
ciso dotar a las Matemdticas de un res-
baldo tecrico que de solidez a la adgquiisi-
cion de los conceptos y las técnicas que se
empleen.




Por otro lado, la resolucion de problemas
debe ser uno de los aspectos en los que se
tiene que profundizar en mayor medida,
sin limitarse a un simple adiestramiento,
pues ello puede proporcionar técnicas y
estrategias fitiles a los estudiantes, para
enfrentarse a situaciones nuevdas.

Por iiltimo, deben proporcionar una serie
de procedimientos y estrategias bdsicas
para otras materias de estas modalidades

tipo que se presentan en el desarrollo de dichas materias, Las

Matemdticas aplicadas. a las C[encias‘Sociales» deben# por
tanto, proporcionar los conocimientos y destrezas cognitivas

necesarias pare desenvolverse con eficacia en una sociedad

en continuo desarrollo, que demanda y utiliza, de forma cre-

clente, lenguajes, conceptos y procedimientos matemdticos. En

este sentido, el desarrollo de estas materias debe estar profin-

damente influido por el cardcter de aplicacién a las Ciencias

Sociales.

En la modalidad de Artes del Bachillerato, se encuentra la
materia optativa de «Matemiticas de la Forma». Sus conte-
nidos se agrupan en cuatro bloques: Elementos y movi-
mientos en el plano, Elementos y movimientos en el espa-

—es en esta vertiente utilitaria donde mds
claramente se puede observar su relacion
con ellas, pues van a serviy tanto como
f herramienta, como de apoyo tedrico a las

mismas—y para su futura actividad cien-
tifica, técnica o profesional. Su compo-
nente tnstrumental tiene que contemplar
las necesidades derivadas de las distintas
materias que cursan los estudiantes de
cada una de estas modalidades.” Es por
esto, por lo que resulta preciso establecer
diferencias, en su programacion y en su
desarrollo en el aula, entre estas materias
dependiendo de la modalidad que se
imparta.

En la modalidad de Bachillerato de
Humanidades y Ciencias Sociales, se
sitGan las materias de «Matemdticas apli-
cadas a las Ciencias Sociales». Sus con-
tenidos se agrupan en cuatro bloques
para el primer curso: Aritmética y Alge-
bra, Funciones, Estadistica y Probabili-
dad y Resolucién de problemas, y tres
para el segundo: Algebra, Anilisis y

social y economico.? En- este sentido la
Estadistica y la Resolucion de problemas,
de todo tipo, son partes fundamentales-en
sus contenidos.

El'mayor desarrollo conceptual y procedi-
merital de las otras materias que configu-
ran la modalidad —Economia, Geografid,
Historia del mundo contempordrneo,
etc —, bace que éstas necesiten de la capa-
cidad de andlisis y modelizacion de las
Matematicas para el estudio e interpreta-
cion de datos e inforimaciones de fodo

1

Llas necesidades de aparato
matemdtico de las materias de
Tecnologia Industrial | y Il son
diferentes de las de Biologia y
Geologia o Ciencias de la
Tierra y del Medio Ambiente,
por ejemplo. Esto podria con-
dicionar el grado de desarro-
llo de algunos de los conteni-
dos de la materia Mateméticas
| de primer curso

perspectiva conlleva un andli-
sis de los objetos, respecio a
su famaiio y su forma, que es
imprescindible’ para su repre-
sentacién plastica. También se
puede observar este andlisis y
sus aspectos matemdticos en
obras concrefas, asi por ejem-
plo, en ef modelo de hombre
de Leonardo da Vinci la dis-
tancia desde el ombligo a los
pies esta en proporcién Gurea
con la dltura del cuerpo huma-
no, y Le Corbusier también uti-
lizb esta proporcién en sus
consfrucciones y proyectos
arquitectonicos.

cio, Curvas y superficies y Proporciones y medidas.

El conocimiento de los elementos matemdticos presentes en las
Jformas y proporciones no solamente permite su comprension,
sino también su utilizacion en diversos aspectos del arte’
Desde la antigiiedad, el ser bumano bha observado las formas
geoméiricas en la naturaleza y las ba utilizado en sus repre-
sentaciones artisticas, de tal manera que los elementos geomeé-
tricos los encontramos en multitud de formas creadas por él
—decoraciones de vasijas, frisos, construcciones arquitectoni-
cas, etc—. Los bombres y las mujeres de todas las épocas ban
estado interesados en el andlisis y representacion de las for-
mas, asi como por sit proporcion —desde las pinturas rupestres,
los adornos espirales en la cerdmica primitiva o en la decora-
cion del palacio de Knosos, hasta las expresiones artisticas
mds modernas—. La forma y el tamario, su andlisis, interpre-
tacion y manipulacion, no es el tinico componente del plantea-
miento artistico, pero si es una de las bases de su estructura.

Se puede, por tanto, afirmar que el medio artistico requiere un
cierto grado de conocimiento y destreza en el manejo de los ele-

e . 2 Capacidades como: la curiosi- mentos y propiedades matemditicas de las formas y los tamarios
- Estadistica y Probabilidad. dad. ante S"UGCic.’nes auevES, ¥, en el contexto de la modalidad de Artes del Bachillerato, es
. el interés por investigar a
o Estas materias tienen un marcado cardc- fondo una situacion, la actitud conveniente la existencia de un-espacio para quie estos elemen-
: ter de aplicacion —como berramienta de Z‘F‘)fr‘zzia:;’gie;“&i’r"’t‘:]‘i"‘i"v‘(’;;es l;’ tos y propiedades puedan ser estudicddos. Este espacio es el que
‘ { apoyo instrumental y teérico- a la reso- necesidad de comproba; las debe cubrir la materia Matemdticas de la Forma.

; lucién y toma de decisiones de problemas ETL?;"';:?:;:}I’i’c‘i‘gjzgirﬁ’q’? Una. de. las: caracteristicas fundamentales de esta materia se
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los aspectos ma emdticos de la creacion artistica con la finali-
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Andlisis de algunos de los aspectos
mas significativos de los contenidos

No es el objetivo de este articulo hacer un andlisis exhaus-
tivo de los contenidos de las diferentes materias de
Matemiticas en las modalidades de Bachillerato, pero si
merece la pena hacer algunas consideraciones sobre los
aspectos mas significativos de la ensefianza y aprendizaje
de algunos de ellos (no de todos) enmarcados en su
modalidad.

Dentro de las modalidades de Ciencias de la Naturaleza
ydelaSaludy de Tecnologia, son varios los contenidos
sobre los que hay que reflexionar:

Los nomeros

Uno de los problemas miés generales en el aprendizaje de
las matematicas se encuentra en relacién con el uso y sen-
tido de los ntmeros. (En el primer curso de estas modali-
dades de Bachillerato el campo numérico se completa con
el estudio de los niimeros reales y complejos.)

Hay que tener en cuenta que en la ESO se ha iniciado este
estudio con la utilizacién de los ntmeros racionales en el
contexto de situaciones que necesiten de ellos —calculo de
medidas geométricas, pardmetros estadisticos, etc.—, lle-
gando a la utilizacién, muy somera, de los nimeros irra-
cionales en algunas ocasiones —en Geometria, por ejem-
plo—. Por tanto, puede ser util partir de situaciones ya
estudiadas en la anterior etapa educativa para introducir,
a los estudiantes, en la necesidad y utilizacién de los
nimeros reales, mediante aproximaciones acordes a la
situacion que se estudia y controlando el margen de error
que se comete.

La abstraccién que conlleva el estudio de los ntmeros
complejos es una fuente de errores en su aprendizaje por
parte de los estudiantes ~en muchas ocasiones estos se
limitan a memorizar una serie de reglas que les permiten
realizar los célculos requeridos sin ser conscientes del
sentido de estos nameros—. Por ello puede ser conve-
niente presentar este tipo de nlmeros a partir de ecua-
ciones de segundo grado que no tengan solucién real, as
como relacionar su forma binémica y polar con las coor-
denadas cartesianas y polares del plano.

La gran mayorfa de los estudiantes de estas opciones de
Bachillerato deberfan haber cursado la opcién B de
Matematicas en 4.° curso de ESO. (Lo deseable es que fue-
ran todos.) Aun asi, en el campo numérico pueden darse
diferencias entre los estudiantes de primer curso en cuan-
o a su competencia numérica. ~La utilizacion de la calcu-
ladora, de una forma crftica y razonada, puede permitir
acercarse a la comprension numérica y evitar bloqueos en
otras partes de las Matemdticas que necesiten de las ope-
raciones numeéricas para su estudio y aprendizaje —.
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Las funciones

El concepto de funcién es uno de los
conceptos bisicos en las materias de
«Matemdticas» y, al mismo tiempo, uno
de los mis dificiles de adquirir por los
estudiantes de este nivel educativo,
pues se mezclan en él aspectos com-
plejos en si mismos como su simbolis-
mo, su representacion, sus aplicaciones
a otros campos —fisica, quimica, biolo-
gia, tecnologia, etc.— y sus propiedades
locales y globales, entre otros. A lo
largo de la historia, este concepto se ha
ido desarrollando a partir del estudio
de fendmenos variables, fundamental-
mente derivados del estudio de proble-
mas de movimiento, y ha sido expresa-
do en distintos lenguajes —verbal, grafi-
co, algebraico, etc.~. Es, por tanto, pre-
ciso estudiar este concepto desde dis-
tintas facetas, utilizando distintos len-
guajes y en distintas situaciones para
poder conseguir una aproximacioén sig-
nificativa al sentido de las funciones.

En la ESO se han realizado estudios,
desde un punto de vista intuitivo y gra-
fico —-mediante la utilizacién de descrip-
ciones verbales, tablas y graficas—, de
fenémenos funcionales relacionados
con oftras dreas de conocimiento —las
Ciencias de la Naturaleza, las Ciencias
Sociales, etc— y esto permite que los
estudiantes hayan alcanzado una pri-
mera aproximacion al concepto de fun-
cién. Es a partir de esta situacién desde
la que debe comenzarse el estudio de
funciones en el Bachillerato, en este
sentido es muy importante que los estu-
diantes relacionen, con destreza, las
familias mas comunes de funciones con
su grafica, entendiendo el significado
de sus caracteristicas méds importantes.
El lenguaje grifico es, en la actualidad,
un recurso muy importante para la
transmision de la informacién y el desa-
rrollo de las capacidades basicas de
este lenguaje —lectura e interpretacién—
es fundamental en este nivel educativo.

La dificultad de visualizacién de la
representacion grafica de una funcién
puede salvarse con la utilizacién de las
calculadoras gréficas y los programas
informaticos. Bien utilizando un solo



ordenador en el aula —mediante la pro-
yecciéon de la pantalla—, con el uso de
los ordenadores por los estudiantes en
un aula especial o mediante la utiliza-
cién de calculadoras grificas en el aula,
estos pueden familiarizarse con la
forma de las grificas de las funciones
elementales y su modificacién en fun-
cion de sus pardmetros. Para que un
estudiante pueda comprender el signifi-
cado de una asintota, por ejemplo, es
preciso que la visualice en distintas fun-
ciones y tenga un sentido concreto para
la situacién que representa.

Los conceptos de limite y derivada
constituyen otro de los problemas
didacticos en las matemdticas en este
nivel educativo. Si el concepto de fun-
cién es, como se acaba de decir, com-
plejo y dificil para los estudiantes, mas
complicado les resultan aquellos, pues,
ademas de su dificultad intrinseca, se
sustentan en este. Asi resulta que uno
de los primeros problemas con que un
alumno o alumna se encuentra, en el
momento de aproximarse al concepto
de limite, es la idea del infinito y de
una cantidad infinitesimal, al que se
afade el problema derivado de no
tener asentado el concepto de funcién.
De nuevo hay que tener en cuenta que
en la ESO se ha realizado una aproxi-
macién intuitiva a la idea de limite y es
a partir de esta situacién de la que se
debe partir.

Para introducir el concepto de derivada
de una funcién en un punto y, a partir
de él, el de funcién derivada, parece
conveniente tratar el tema de la tasa
media de variacion para llegar a la tasa
instantdnea de variacion. El apoyo en el
estudio de velocidades, medias e ins-
tantineas, es un recurso interesante,
pues es proximo a los estudiantes y
refuerza, ademads, la idea de limite.

El célculo de derivadas y pri-
mitivas

La finalidad del Analisis en estas moda-
lidades de Bachillerato estd en la gra-
dual adquisicién de los conceptos
implicados y su aplicacién en las situa-
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ciones que asi lo requieran, el cdlculo de derivadas y pii-
mitivas estd en funcion de su aplicacion a la interpreta-
cion de los sucesos funcionales que se estudian.

El creciente desarrollo de los medios informiticos y su
posibilidad de integrarlos en el proceso de ensefianza
lleva implicito un cambio significativo en el enfoque del
estudio del cilculo de derivadas y primitivas. La existen-
cia de calculadoras graficas y software informitico, que
permiten calcular, de una manera sencilla, derivadas e
integrales complicadas, ofrece la posibilidad de que el
énfasis se sitlie en el sentido del calculo mis que en el
cilculo en si mismo. De todas formas, el desarrollo de
destrezas de cilculo es importante en este nivel educati-
vo, pero se debe limitar a aquellos casos elementales que
van a permitir una aproximacion, desde otra perspectiva,
al concepto.

Es evidente que es fundamental que los estudiantes de
este nivel educativo sepan calcular con destreza derivadas
y primitivas de funciones sencillas con técnicas elemen-
tales, pero queda fuera de los objetivos de estas materias,
desarrollar destrezas sofisticadas de cilculo cuando, hoy
en dfa en nuestra sociedad —y en un futuro inmediato es
presumible que mds alin—, el desarrollo de los instrumen-
tos informaticos y de las calculadoras permite su utiliza-
cién en el aula, posibilitando que el esfuerzo de ense-
flanza y aprendizaje se desplace de la adquisicién de téc-
nicas y algoritmos complicados de cilculo, a la compren-
sion significativa v aplicacién practica de los conceptos
matematicos implicados.

La Geometria

Los problemas mis frecuentes en la ensefianza de la geo-
metria analitica vienen derivados, en la mayor parte de los
casos, de la falta de visualizacién de los problemas geo-
métricos que, generalmente, se plantean desde una pers-
pectiva algebraica. La disociacion entre la geometria sin-
tética y la algebraica conlleva que aquellos estudiantes
menos capacitados en el razonamiento abstracto, se pier-
dan en un mundo de férmulas y ecuaciones en el que se
manejan segin ciertas reglas independientes de su signi-
ficado geométrico.

El trabajo geométrico realizado en la ESO puede servir de
base para que el tratamiento algebraico de la Geometria
esté mis proximo a las situaciones de aprendizaje de los
estudiantes de estas modalidades de Bachillerato. Es a
partir de estos aprendizajes desde donde se puede funda-
mentar el contenido geométrico de las Matematicas en
estas modalidades del Bachillerato y, por tanto, es muy
importante que la visualizacién de las formas geométricas
esté presente en todo el proceso de ensefianza; la utiliza-
cién de programas informaticos puede ser muy importan-
te para esta visualizacion.




En estas modalidades de Bachillerato se tiene que partir
de un enfoque geométrico de la trigonometiia y del estu-
dio analitico de la geometria del plano, que debe desa-
rrollarse de forma creativa e imaginativa, superando la
presentacién inicial clasica de forma algebraica. Hay que
tener en cuenta que un estudio exclusivo de las ecuacio-
nes de la recta en el plano da soluciones a muy pocos
problemas geométricos de la Ciencia y la Tecnologia
actuales.

No hay que tomar partido por la ensefianza de una geo-
metria sintética o una geometria analitica, ambas pueden
y deben complementarse. La interaccion entre la geome-
tria y el 4dlgebra contribuye a reforzar la capacidad de los
estudiantes para analizar desde distintos puntos de vista
un mismo problema geométrico, y para visualizar el sig-
nificado de determinadas expresiones algebraicas —ecua-
ciones/curvas, matrices/transformaciones geométricas,
etc.—. Asi, en el tratamiento de las conicas, estas dos visio-
nes son fundamentales; en el estudio de los cuerpos geo-
métricos —esfera y poliedros— y sus secciones se puede,
con la utilizacién del ordenador, completar su analisis;
para estudiar secciones de superficies mediante coorde-
nadas cartesianas o polares se puede ampliar el campo de
interpretacion, desbordando el estrecho margen de un
enfoque exclusivamente algebraico que sélo posibilita, a
este nivel, el estudio de formas lineales.

El tratamiento de cuerpos y superficies proporciona a los
estudiantes una visién mis global del espacio que el mero
estudio de rectas y planos. Para el estudio de espirales y
hélices, envolventes de rectas y curvas —la cicloide, la car-
diode, etc~ y de superficies de revolucién de rectas y
conicas es necesario recordar los distintos tipos de coor-
denadas para representar en el plano y en el espacio.
Puede resultar interesante partir del visionado de videos y
diapositivas de formas arquitecténicas y naturales en las
que aparezcan curvas y superficies sencillas —arcos de
puentes, escaleras de caracol, caracoles, chimeneas, plan-
tas trepadoras, etc.—.

En las materias de Matemadticas aplicadas a las Ciencias
Sociales», de la modalidad de Humanidades y Ciencias
Sociales, analicemos los siguientes:

Los nimeros y el célculo

Uno de los problemas mas generales en el aprendizaje de
las Matemadticas, y mds concretamente en esta modalidad
de Bachillerato, se encuentra en relacién con el uso de los
nGmeros y las operaciones con ellos. En este sentido es
conveniente partir de situaciones concretas para la intro-
duccién de los nimeros irracionales. A partir de la exis-
tencia de medidas y de ecuaciones cuyas soluciones no
pueden ser expresadas exactamente con ndimeros racio-
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nales se puede introducir la necesidad
del ntmero real y su utilizacion
mediante las aproximaciones y estima-
ciones acordes a la situacidbn que se
estudia.

En el campo numérico pueden darse
grandes diferencias entre los estudian-
tes de primer curso y es preciso prestar
especial atencién a este tema pues la
competencia numérica incide directa- -
mente en todos los contenidos de esta
materia. Por lo tanto, serd preciso dis-
poner de una serie de actividades de
refuerzo y recuperaciéon para aquellos
estudiantes con dificultades numéricas.
Estas actividades deber estar enmarca-
das en contextos que no presenten difi-
cultades anadidas y pueden ser extrai-
das de otras ya trabajadas en la ESO. Es
muy importante que tales actividades
no estén descontextualizadas —no pare-
ce conveniente presentar hojas de ope-
raciones numéricas sin ningtn significa-
do—, pues no se pretende ejercitarles en
las operaciones con estos ndmeros,
sino que se familiaricen con ellos y
entiendan su significado. Ademis, este
tipo de actividades totalmente descon-
textualizadas pueden dificultar atin mas
su aprendizaje a estos estudiantes con
problemas de competencia numeérica.

La utilizacién de la calculadora, de una
forma critica y razonada, va a ser un
instrumento muy importante en estas
materias, pues, por un lado, va a posi-
bilitar que los estudiantes aumenten su
comprensién numérica y, por otro, va a
permitir evitar bloqueos en otros cam-
pos de las Matemadticas que necesiten
de las operaciones numéricas para su
estudio y aprendizaje.

El lenguaje algebraico

Uno de los problemas que, en general,
se presentan en la ensefianza de las
Matematicas en todos los niveles edu-
cativos es el relativo al aprendizaje del
lenguaje algebraico. Es su propia cuali-
dad de lenguaje la que proporciona
una de las mayores dificultades debido
fundamentalmente a su grado de abs-
traccién, la utilizacién de simbolos para



representarlo, sus caracteristicas sin-
tdcticas —convenios de notacién, signos
de operacion, utilizacién de paréntesis,
sentido y uso de las letras, etc—, sus
reglas de utilizacién, sus diferencias
con el lenguaje aritmético, etc.

Precisamente el papel de las Mate-
maticas en esta modalidad de Bachi-
llerato, como lenguaje de comunicacién
aplicable a gran cantidad de situaciones
de la vida, es el que hace especialmen-
te importante la ensefianza y aprendi-
zaje de las estructuras bisicas del len-
guaje algebraico en esta etapa educati-
va, vy uno de los aspectos que habri
que reforzar es la traduccion de situa-
ciones y problemas en lenguaje cotidia-
no al lenguaje algebraico. En el trata-
miento de problemas y situaciones del
ambito de las Ciencias Sociales es donde
es especialmente importante la #raduc-
cién al lenguaje matematico para proce-
der a la bisqueda de soluciones o toma
de decisiones acordes con ellos -la
transcripcién de problemas reales,
expresados en lenguaje usual, al lengua-
je cotidiano esta recogido en los criterios
de evaluacion de ambos cursos—.

La posibilidad de utilizar una sola letra
para representar y operar, de manera
sencilla, un conjunto de valores numé-
ricos es una de las principales caracte-
risticas que dan utilidad al dlgebra y, a
su vez, proporcionan un grado alto de
complejidad a su aprendizaje. En
muchas ocasiones la dificultad esta
derivada de que los estudiantes no lle-
gan a comprender la utilizacién de los
simbolos algebraicos porque no ven su
relacién con lo que representan en las
situaciones que se estudian. Esto se
debe, en gran medida, a que se han
estudiado de una manera descontextua-
lizada —lo que lleva a muchos estudian-
tes a aprenderse de memoria un con-
junto de reglas y algoritmos de resolu-
cién, sin entender su sentido ni su sig-
nificado— y, en otras ocasiones, a que
las situaciones de partida no son lo sufi-
cientemente adecuadas como para lle-
gar a necesitar su utilizacién. La doble
vinculacién entre la situacidén concreta
que se analiza y su expresién algebrai-
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ca, necesita que se dedique un tiempo. importante a su
aprendizaje que permita que los estudiantes interioricen
el sentido de las letras —como pardmetros, ‘variables,
incognitas, etc.—y los simbolos, como base para el trata-
miento algebraico de otros contenidos de estas materias
en el Bachillerato.

Durante Ja ESO se ha debido comenzar la introduccién al
algebra y, mas concretamente, a su utilizacién como len-
guaje de comunicacién e interpretacidén de la realidad,
pero en un grado de profundizacion basico. Ademas, hay
que tener en cuenta que es en la opcién B del drea de
Matemdticas en cuarto curso —donde se desarrolla, con
mis profundidad, el lenguaje algebraico— y no se puede
dar por supuesto que todos los estudiantes hayan cursa-
do esta opcidn, mas bien todo lo contrario, con lo cual el
grado de diversidad en estos puede ser grande.

En este sentido parece conveniente comenzar el primer
curso con la resolucién de problemas —en contextos deri-
vados de las Ciencias Sociales— que den lugar a ecuacio-
nes de segundo grado y sistemas de ecuaciones lineales
—con diferentes grados de complejidad para atender a la
diversidad— y, a su vez, permitan el tratamiento de los
aspectos bisicos del lenguaje algebraico —como la natura-
leza y significado de los simbolos y las letras—.

La contextualizacidén es un elemento fundamental en la
ensefianza del algebra en los dos cursos de esta modali-
dad de Bachillerato. Tanto la resolucién de problemas de
ecuaciones, como en el estudio de las matrices, sus ope-
raciones, propiedades y aplicaciones, y en la programa-
cién lineal, se deben partir de situaciones concretas del
ambito de las Ciencias Sociales —no se puede olvidar el
caridcter de aplicacidén a las Ciencias Sociales de estas
materias— en las que los alumnos y alumnas encuentren el
sentido (en el problema que se estudia) de la utilizacién
de los elementos algebraicos que intervienen.

La inferencia estadistica

La Estadistica inferencial es una de las partes de la
Matematicas que mds aplicabilidad tiene en el campo de
la investigacion social, por lo tanto, en esta modalidad de
Bachillerato es fundamental su estudio. Cuando se quiere
realizar una investigaciéon sobre unas determinadas carac-
teristicas de una poblacién es preciso recoger la informa-
cién de cada uno de sus elementos, hecho no siempre
posible. La necesidad de extraer muestras representativas
de una poblacién, de determinar su tamario, inferir a toda
la poblacion los datos obtenidos con un cierto nivel de
confianza, validar hipbtesis sobre las caracteristicas que se
estin estudiando y de tomar decisiones significativas, son
algunos de los aspectos fundamentales en toda investiga-
cién estadistica y, por tanto, deben introducirse en las
Matematicas de esta modalidad de Bachillerato.




En la ESO los estudiantes han realizado el tratamiento
estadistico unidimensional de datos de una manera bas-
tante completa, y a partir de ello se debe presentar el
estudio de la inferencia estadistica en esta modalidad de
Bachillerato. Por otra parte, por todo lo dicho anterior-
mente, es fundamental que los problemas e investigacio-
nes que se planteen debe estar siempre contextualizados.

Una de las mayores dificultades que los estudiantes pue-
den encontrar en el aprendizaje de la estadistica inferen-
cial es la complejidad de los cilculos de determinados
pardmetros estadisticos, por lo que es imprescindible la
utilizacién de calculadoras estadisticas, graficas o progra-
mas de ordenador —lo mds importante en esta materia es
que los alumnos y alumnas empleen la inferencia estadis-
tica para tomar decisiones, comprender los procesos y
contrastar hipotesis—.

Otro de los problemas que se encuentran los estudiantes
es el hecho de que las medias de cada muestra consti-
tuyen una nueva variable aleatoria que tiene su propia
media y su propia varianza. Para mitigar este problema es
preciso hacer reflexionar a estos mediante el estudio de
situaciones concretas diferentes viendo el significado de
cada estadistico y de cada pardmetro. Una posible opcién
es el estudio de una situacién que pueda dar lugar a un
estudio completo. Este tipo de problema permite un desa-
rrollo amplio de los contenidos de inferencia estadistica
de esta materia.

Un método de trabajo podria ser ir desarrollando los con-
tenidos al hilo del problema —siendo este problema el eje
del desarrollo del tema— deteniéndose, cuando sea nece-
sario, para afianzar los conceptos implicados. Otra forma
de trabajo serfa plantearlo al final de una unidad didacti-
ca que desarrolle estos contenidos, como investigacion
global que resuma todo el tema trabajado en el aula.

Sea cual fuere el método elegido, en el desarrollo de un
problema de este tipo, se han de seleccionar varias mues-
tras del mismo ntmero de individuos, estudiando el tipo
de muestra que se elige, los estratos utilizados, su tamafio
v las consecuencias que se deduzcan de ello; posterior-
mente efectuar una estimacién sobre el total de la pobla-
cibn analizando los estadisticos y los pardmetros que
intervienen. Por dltimo, se ha de comprobar que las
medias de cada muestra constituyen una nueva variable
aleatoria, tal que su media coincide aproximadamente con
la calculada y su desviacién tipica con la anterior dividida
por la raiz del nimero de elementos de cada muestra. A
partir de ello se puede plantear la aceptacién o rechazo
de una determinada altura media de todos los estudiantes
con unos determinados niveles de significacion. Los estu-
diantes deberin definir la hipétesis nula y la hipdtesis
alternativa y aceptar o rechazarla con un nivel de signifi-
cacién determinado (probabilidad de rechazar la hipote-
sis nula) a partir del anilisis de la muestra, ademis, debe-
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ran encontrar la regién de aceptacion y
calcular la probabilidad de rechazar la
hipotesis nula siendo esta cierta (error
de tipo I) o aceptarla siendo falsa (error
de tipo ID.

Finalmente, en la materia de <Matemi-
ticas de la Forma» de la modalidad de
Artes veamos los siguientes:

La medida

Uno de los problemas mis generales en
el aprendizaje de los contenidos de la
materia «Matemdticas de la Formar se
encuentra en relacién con la utilizacién
de los nimeros para medir. En todo
estudio de formas geométricas es fun-
damental el estudio de sus medidas
—longitud, 4rea y volumen— y en el
problema de la medida hay dos aspec-
tos, fundamentales, intrinsecos en este
tema: contar y comparar.

Cuando, para realizar una construccién
geométrica, se utiliza el compds para
trasladar una medida un nimero deter-
minado de veces, o cuando para cons-
truir un exdgono regular se utiliza la
medida del radio para construir los
lados, se estin utilizando propiedades
geométricas importantes y es basico ser
conscientes de ello.

Para establecer la medida directa de
una forma geométrica es preciso esta-
blecer una comparacién entre ella y un
patrén establecido, que tendra una cier-
ta graduacion de tal manera que nos
permita establecer la medida del objeto
con la precisién que necesitemos. En la
ESO se han desarrollado una serie de
contenidos bisicos de la medida —uni-
dades de medida, sistema métrico deci-
mal, medida de dngulos, utilizacién de
regla, compds y portadzngulos como ins-
trumentos de medida, estimacién, etc.—
que tiene que servir de base para el
desarrollo de los contenidos relativos a
esta tema. Es a partir de ellos desde
donde se deben estudiar las propieda-
des métricas mds importantes para el
andlisis y creacién de formas geométri-
cas. la utilizacién y estudio de las
medidas antropométricas puede ser




otro punto de partida para el estudio
y comprension del problema de la
medida.

Sin embargo, uno de los aspectos mas
problemiticos se deriva del tipo de
magnitud —lineales, cuadriticas o cibi-
cas— del objeto que hay que medir, esto
es, uno de los problemas de aprendiza-
je es la no distincion entre longitudes,
areas y volimenes. Un ejemplo claro
estd en el problema que se les plantea
a los alumnos y alumnas en la distin-
cién entre la variacién del perimetro y
del drea de una figura al realizar una
transformacién no isométrica en ella
—por ejemplo, la variacién del drea de
un rombo al modificar sus dngulos sin
modificar la medida de los lados—. Este
problema se acentGa en el caso del
volumen. La dificultad de los conceptos
de longitud, drea y volumen, debida en
parte a su grado de abstraccién y a su
habitual representacion es la raiz de
este problema.*

Este problema se plantea ya en la ESO,
pero puede seguir apareciendo en el
Bachillerato y, ademas, puede haber
una diversidad amplia de posibles erro-
res entre los estudiantes. Por esto es
importante la realizacién de una eva-
luacién inicial que facilite un diagnosti-
co de este problema que permitird al
profesor o profesora realizar un trata-
miento acorde a las circunstancias. La
utilizacién de materiales manipulables
—varillas, cartén, etc— y de programas
informaticos —DAO, Cabri, etc— puede
ser muy util para alumnos y alumnas
con dificultades en el aprendizaje de
estos conceptos.

La proporcionalidad

Las relaciones de proporcionalidad
entre objetos geométricos es otro de los
conceptos més dificiles que se han tra-
bajado en geometiia en la ESO. A la
dificultad de la medida se le une la de
la relacion entre esas medidas.

Las relaciones de proporcionalidad las
encontramos en multitud de represen-
taciones artisticas —por ejemplo en la
perspectiva esta incluido, de una forma

Muchos de
los procedimientos
empleados
en la creacion
artistica estan
Jfundamentados
en el concepto
de proporcion...

4 Cuando se representa un poli-

gono suele dibujarse exclusi-
vamente sus lados y no se
suele diferenciar, al referirnos
a él, el interior (superficie) del
contorno (perimetro), este pro-
blema aparece también enire
circunferencia y circulo (su
dibujo es el mismo) y mucho
mas, en las formas espaciales,
como en los poliedros con
relacién a las aristas, los lados
y el volumen.

5 En la utilizacién del lapiz con
el brazo extendido para tras-
ladar al papel una medida
lejana de forma proporcional,
se estd utilizando el Teorema
de Thales.

intrinseca, el concepto de proporcionalidad—y es basico
desarrollar este concepto. Muchos de los procedimientos
empleados en la creacion artistica estdn fundamentados
en el concepto de proporcién’ y, en este sentido, es muy
importante que los estudiantes, al realizar estos procedi-
mientos, sean conscientes de ello. Para lograr esta
conciencia es necesario que se realicen actividades que
pongan de manifiesto la proporcionalidad y ésta se calcu-
le por diversos métodos, estudiando el margen de error
de cada uno de ellos. La utilizacién de videos, transpa-
rencias y programas informaticos va a permitir una visua-
lizacion mas facil de la proporcionalidad entre las formas,
sobre todo en el espacio, y su empleo cotidiano en el aula
es un recurso metodolégico importante para el tratamien-
to de este tema.

El anilisis de las relaciones de proporcionalidad entre
superficies o entre volimenes resulta mas complicado
para los estudiantes —en la ESO ya se ha tratado el tema
de la proporcionalidad, pero sobre todo en su vertiente
lineal—, la dificultad que representa el estudio y analisis de
la semejanza entre figuras se acrecienta al tratar las dreas
—por ejemplo en la construccién de un poligono seme-
jante, de 4rea doble, a otro dado- y mucho mads al traba-
jar volimenes.

El problema biasico es que la proporcionalidad de dreas y
de volimenes deja de ser lineal. Es una constante en la
literatura fantistica las variaciones sobre el tamafo de los
objetos y de las personas —por ejemplo: Alicia en el Pais
de las maravillas de Lewis Carroll o Los viajes de Gulliver
de J. Swift—y ello es debido a la relativa sorpresa que pro-
ducen los resultados reales que no se corresponden con
los que se pueden pensar vulgarmente que pareceria 16gi-
co que ocurriera.

La dificultad estriba en que se aplican proporciones linea-
les en el calculo proporcional de las medidas de volumen,
ademds del cilculo de las medidas mismas, y esta con-
cepcidn estd muy extendida entre los estudiantes. Es pre-
ciso, por tanto, realizar actividades de este tipo que des-
monten estos preconceptos erréneos, al mismo tiempo
que les resulten motivadoras para trabajar este tema.

Las isometrias en el plano

Los movimientos isométricos de figuras planas se han
estudiado ya en la ESO, sin embargo, existen dificultades
en el analisis y elaboracion de representaciones artisticas
en las que existen estos movimientos. En muchas ocasio-
nes el problema radica en la visualizacién de los movi-
mientos de las formas geométricas incluidas en una repre-
sentacion.

El problema se complica cuando en la representacion
artistica existen deslizamientos —composicién de simetria
axial y traslacién paralela al eje de simetria—. La simetria




es la isometria plana que presenta mds problemas de
aprendizaje en los alumnos y alumnas de este nivel edu-
cativo. La dificultad estriba en que para realizar una sime-
tria con una figura plana, es preciso salirse del plano para
visualizar el movimiento. En la ESO ya se ha estudiado
este movimiento y es posible que se hayan utilizado espe-
jos y materiales manipulables para ello, sin embargo, en
su utilizacién para el analisis de frisos y mosaicos, asi
como para su creacién, va a seguir planteando dificulta-
des a los estudiantes.

Para el desarrollo de la capacidad de visién espacial, y
més concretamente del aspecto dindmico de las formas,
es muy conveniente la utilizacién de los medios audiovi-
suales —videos, diapositivas, transparencias—, asi como
algunos programas informdticos especificos de este tema.
La visualizacién de las isometrias en las representaciones
artisticas es fundamental para potenciar el aprendizaje sig-
nificativo de estos contenidos.

Otro aspecto importante, que conlleva una seria dificultad
en su aprendizaje, es la creacién de rosiceas, frisos y
mosaicos por parte de los alumnos y alumnas que cursan
esta materia. Para ello es positivo el estudio y creacién de
diferentes motivos minimos a partir de los cuales, reali-
zando las isometrias convenientes, se pueden elaborar las
rosdceas, mosaicos o frisos que se deseen. El color es otro
de los elementos que hay que considerar en el estudio de
los mosaicos y las representaciones que contienen isome-
trias. Por un lado, la utilizacion del color va a permitir
obtener diferentes mosaicos a partir del mismo disefio,
por otra parte, en el andlisis de representaciones, permite
identificar médulos dentro de las mismas.

El espacio

A pesar de que los estudiantes se desenvuelven en un
mundo tridimensional carecen, en muchos casos, de intui-
ciones espaciales. Este problema, bastante generalizado,
se basa en la dificultad para representar las formas espa-
ciales en el plano.

Un elemento metodoldgico muy importante para conse-
guir desarrollar la capacidad de visién espacial es la utili-
zacion de las nuevas tecnologias, tanto de los medios
audiovisuales como de distintos juegos y programas infor-
miéticos tridimensionales, que simulan y permiten la
visualizacién de las formas espaciales mediante una
representacion en el plano, potenciando el desarrollo de
la abstraccién espacial de las propiedades geométricas de
las formas.

Otro de los recursos importantes, para el trabajo con for-
mas espaciales, es la utilizacién de materiales manipula-
bles. A partir del manejo de cuerpos sélidos, sus cortes y
truncamientos, se pueden identificar y analizar propieda-
des importantes de las formas espaciales.

A pesar de que
los estudiantes
se desenvuelven
en un mundo
tridimensional
carecen,
en muchos casos,
de intuiciones
espaciales.

Javier Brihuega
Sociedad Madrilefia de
Profesores de Matemdticas
Emma Castelnuovo

Para el estudio de las isometrfas en el
espacio los programas y juegos infor-
mdticos espaciales van a cumplir un
papel metodolégico importante —por
ejemplo el Tetris espacial, aparte de su
aspecto ladico, implica un desarrollo
importante de la capacidad de visualizar
distintas isometrfas de una forma espa-
cial concreta—. De igual modo, para la
identificacion vy andlisis de curvas en el
espacio los programas informiticos per-
miten su visualizacién de una manera
facil y rapida —si se utilizan programas
informaticos, como el Derive, es conve-
niente que sea el profesor o profesora
quien maneje el ordenador, pues la fina-
lidad es la visualizacién de las curvas
espaciales y no su estudio analitico—.

Comentarios finales

Con estas observaciones, tan sélo he
pretendido poner de manifiesto algunas
de las caracteristicas mas importantes de
las Matematicas en las distintas modali-
dades del Bachillerato LOGSE, asi como,
sobre su tratamiento did4ctico.

La principal finalidad de este articulo es
potenciar el debate sobre la ensefianza
y el aprendizaje de las Matemiticas en
el Bachillerato. En unos momentos en
los que el desarrollo cientifico y tecno-
logico es cada vez mas ripido, debe-
mos hacer una profunda reflexién
sobre distintos métodos y diferentes
contenidos.

Quiero terminar con unas palabras de
Gonzalo Sinchez Vizquez, que se
publicaron en el periddico del ICME 8
de Sevilla, y que muestran, con mayor
claridad, algunos aspectos didacticos
que he querido resaltar en este articulo:

Esta revolucién informdtica y los nuevos
contenidos de la Matemdtica actual 1o
Dpueden ser desconocidos por la ensefian-
za... Las Matemdticas no deben enseriar-
se ya de una manera expositiva, estdtica,
transmitida por el profesor a un conjunto
de alumnos pasivos. Es preciso que estos
Dbarticipen, observen, exploren, hagan
conjeturas y se enfrenten con problemas
que les interesan. El profesor es un direc-
tor de orquesta que apenas se ve, pero que
sugiere y orienta constantemente...




Algunas cuestiones
y problemas
sobre los triangulos

Juan-Bosco Romero Marquez

Maria Angeles Lopez y Sanchez-Moreno

En esta corta nota de
carécter elemental
presentamos la relacion que
existe entre las mediatrices
de un trigngulo y las medias
arménica y geométrica, asi
como la media aritmética
ponderada de dos nimeros
reales positivos, o lo que es
lo mismo, de las longitudes
de los segmentos
geométricos asociados. Asi
mismo, damos la
construccién geométrica de
todas las medias anteriores a
través del friangulo y sus
mediatrices.
También se presenta en este
articulo una nueva
caracterizacion de los
trigangulos rectangulos.
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A Gonzalo Sanchez Vizquez

ONCEPTOS y resultados previos

Comenzamos esta seccidén presentando los conceptos y
los resultados mis importantes sobre las medias de dos
ntmeros reales positivos y de sus distintas interpretacio-
nes geométricas via los tridngulos rectdngulos -medias
arménica, geométrica y aritmética—, o via el trapecio
—medias armoénica, geométrica, aritmética y cuadratica—,
que se pueden encontrar en la bibliograffa citada.

Todo ello puede ser vivido y construido con las herra-
mientas euclidianas —la regla y el compas— o a través del
ordenador.

Medias asociadas a dos nomeros reales
positivos

En este apartado resumimos los conceptos y los resul-
tados elementales més notables sobre las medias de
dos nameros reales positivos o, lo que es lo mismo,
las medias de las longitudes, de las areas y de los
volimenes de las figuras geométricas asociadas en
cada caso.

Sean 0 < a < b dos nimeros reales positivos y r € R.
Llamamos media r-ésima de los nlimeros a y b al nimero
m (a, b) definido como sigue:




( r
m(a,b)= La———
2
[1]
mg(a, b) = Vab ,me(a, b) =a me,=5b
En particular, si hacemos en [1], r = -1, r =1, r = 2, se

obtienen las medias armoénica, aritmética y cuadratica de
ay b, respectivamente.

En el teorema siguiente resumimos las propiedades mas
importantes que tienen las medias de dos nimeros reales
positivos.

Teorema 1

Si 0 < a < bson dos nameros reales, entonces se veri-
fica:

a) mJa, b) =m(b, a) (simetria).

b)Y m/ta, +-b) = t-m(a, b) (homogeneidad).

o a<mfa, b)<b.

d Si r<simplica m(a, b) <m(a, b) (monotonia)
Por métodos elementales de calculo algebraico simple se
puede probar el siguiente resultado (Posamentier, 1988 y
Beckenbach y Bellman, 1961).

Corolario

Si 0 < a < b son nimeros reales, entonces se tiene:

2, .2
2ab<m<a+b< a“+b <b
a+b 2 2

a<

Ejercicio
Estudiar las propiedades y dibujar las gréficas de las
funciones reales que se obtienen al tomar a =1y b=
x> 0 para las medias #=—oco, y=~1, =0, r=1, r=2
y 7= too,

Para un estudio algebraico, analitico y geométrico de
estos tipos de medias, de algunas identidades y desigual-
dades fundamentales que se establecen entre ellas, asi
como la relacién existente con algunos problemas de
méximos y minimos sobre ciertas figuras del plano, véan-
se Posamentier (1988) y Beckenbach y Bellman (1961).
Para una generalizacioén de las medias y de otros resulta-
dos sobre ellas se puede consultar Mitrinovic (1976).

Resultados

En esta seccién probamos los resultados mas importantes
de nuestro trabajo utilizando para ello el teorema de Tales
aplicado a la semejanza entre tridngulos.

La media arménica y media
aritmética ponderada carac-
terizadas mediante los trian-
gulos acutangulos y obtuséan-
gulos via los triangulos isés-
celes

Suponemos conocido en todo lo que
sigue los conceptos de mediatrices y
circuncentro de un tridngulo y las pro-
piedades de las medias armoénica, geo-
métrica y aritmética (ponderada o no)
de dos ntimeros reales positivos.

Comenzamos enunciando el siguiente
teorema:

Teorema 2

Sea ABC un tridngulo de lados a =
BC, b= CA y ¢ = AB. Tracemos la
mediatriz al lado BC por su punto
medio A’, y sean los puntos C''y B’
donde ésta corta a los lados (o a sus
prolongaciones) AB y AC, respecti-
vamente. Si denotamos por b =AA”
a la altura correspondiente al lado
BC, y si ponemos x = A'C', y =A'B’,
m = BA” y n = A’C (ver figura 1),
entonces: se verifica:

mx +ny = 2xy
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Demostracién: Veamos la demostracion
del teorema para el caso en que el
tridngulo es acutingulo (si es obtusan-
gulo se hace de una forma similar).

Por las construcciones que hemos
hecho en la figura 1, los tridngulos rec-
tingulos ABA” y C'BA’ son semejantes
ya que tienen los lados paralelos.

Por lo tanto, tenemos:

ab = 2mx
de donde:
b= 2mx 2]
a

De forma similar, los tridngulos rectan-
gulos A’'B'C y A”AC son también seme-
jantes, ya que tienen un 4ngulo comin,
C. Por ello:

ab = 2ny
y de aqui tenemos que:

po 2 3]
a

Sumando [2] y [3] obtenemos:

2h= E(mx + 1Y)
a

y ahora despejando b, teniendo en
cuenta que mx = ny, llegamos a

mx +ny  2xy 4]
m+ 1 X+ Y

b=

Con lo que tenemos asi probado que b
es a la vez la media aritmética ponde-
rada y la media armoénica de los seg-
mentos de longitudes x e y, respectiva-
mente, en virtud de la proporcionali-
dad que hay entre los segmentos m, 7,
x e y que intervienen en [4].

Corolario

El 4drea ‘del tridgngulo. ABC es la
media armonica de las dreas de los
tridngulos isdsceles BCC' y BCB'.
Ejercicio
Utilizando una construccion: similar
a la anterior dibujar el segmento:

2 .

pa X

y=x

donde y >x > 0. Ver la figura 2.
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BC=qa, AB=AC=0a/2, AC' =x, AB' =y, AA" = h

Figura 2

Nota. Observar que la clave, en todo lo anterior, ha sido
el utilizar los tridngulos isésceles para determinar la altu-
ra de todo tridngulo como una media armonica de las
alturas de los tridngulos isésceles BCB’ y BCC’




Equivalencia de la media arménica y la | Ahora bien:

media geométrica en un triéngulo recténgulo
ba ha ha
a=BC=A"C+A'B=22,22_

(1, i)
De la misma forma que anteriormente, pero via el trian- 2x 2y 2 ( x 0y

gulo rectdngulo, podemos demostrar el siguiente teorema: )
y despejando b obtenemos:

Teorema 3
2. f
Sea ABC un tridngulo rectdngulo en A de lados a > b> ¢, b= . +y =\Vm:n
Si denotamos por a = BC, x = A'B’, y = A’C’, m = A’C, Y
n=A"B,y b = AA” donde A” es el punto proyeccién con lo que el teorema queda probado.
ortogonal (pie de la perpendicular) trazada desde el
punto A sobre el lado BC, entonces Otra construccién de la media
2xy [ arménica de dos segmentos
h=——=v\Vm-n [5] , .y 4
X+ y via los triangulos rectangulos

En este apartado vamos a dar un nuevo
teorema que nos permite construir la
media arménica de dos segmentos via
el tridngulo rectingulo como método
de construccién y caracterizacién.

Demostracion: Por la construccion realizada, en la figura 3,
los tridngulos rectdngulos A'B’C y A”AC son semejantes,
ya que tienen un dngulo comun en el vértice C y los lados
B'A’ (mediatriz de BC) y AA” (altura) paralelos y perpen- .
diculares al segmento BC.

Teorema 4

Sea ABC un tridngulo de lados a =BC,
b= AC vy ¢ =AB. Tomando como
referencia el lado BC, trazamos por
By C, las rectas perpendiculares
hasta que corten a las prolongacio-
nes de los lados AC y AB, respecti-
vamente, en los puntos B’ y C.

Entonces, dos veces la altura b = AH
del lado BC es la media arménica de
los segmentos x = CC’ e y = BB’

Figura 3

De forma aniloga se prueba que los tridngulos rectingu-
los A’'C’B y A”AB son semejantes, ya que tienen un angu-
lo comiin en el vértice B y los lados A’C’ y AA” paralelos.

Por lo tanto, escribiendo la relacién de semejanza entre
los siguientes pares de tridngulos, obtenemos para el par

A'B'C, AA’C: ! i x
bh_AC . _ha
x a 2x ! :
2 i i
y para el par A’'C’B, A”AB: ! !
2 = A”B A"B = @ B m H n C
a 2
yoo4 ¥ Figura 4
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Demostracion: Por las construcciones
que hemos realizado (ver figura 4) los
tridngulos rectingulos BCC' y BHA son
semejantes, ya que tienen lados parale-
los y, ademds, un dngulo comun en el
vértice B.

Por lo tanto, por el teorema de Thales
aplicado a ambos tridngulos, tenemos
(véase la figura 4):

x_ 4 6]
h m
Similarmente, los tridngulos rectdngulos
CBB” y CHA son también semejantes,
por la misma razdn anterior.

Por todo ello:

r_4a 7]
h n
Despejando de [6] v [7] my n, respecti-

vamente, tenemos que:

bha ba (1 1)
a=m+ n=—+—=ha| —+
x x oy

Despejando b llegamos a:

he 2 8]
x+y
Finalmente, pongamos b* = 2b y obte-
nemos el cilculo y la construccién de la
media armonica de los segmentos x e .

De forma mds general, y via cualquier
clase de tridngulo, tenemos el siguiente
resultado que nos permite construir la
media armoénica de dos segmentos (ver
figura 5):

Teorema 5

Sea C, cualquier punto del lado AB
del tridngulo ABC, y dibujar C,C. Sea
Al el punto de interseccidon de BC
prolongada hasta cortar a la paralela
trazada por A a CC,; similarmente,
sea B1 la interseccion de AC prolon-
gada hasta cortar a la paralela por B
a C,C. Entonces se verifica la si-
guiente relacién:

1
T S (9]
CC; AA, BB;

Demostracion: Ya que los segmentos
AA , BB, y CC, son paralelos (figura 5),
los pares de tifangulos CAC,, B/AB y de
otra parte, CBC,, A;BA son semejantes,

Figura 5

respectivamente. De esto obtenemos:

CC, AC, CC,  CB

BB, AB ° AA, AB
Sumando miembro a miembro estas dos proporciones lle-
gamos a la relacién propuesta en [10].

Proponemos a titulo de investigacién en la clase los
siguientes problemas de geometria.
Ejercicios
1) Escribiendo la semejanza entre los tridngulos ABB' y
ACC, obtener nuevas relaciones entre los lados by ¢
del tridngulo ABC.
2) Sean los tridngulos ABC y A’'B'C’ y tales que los
angulos B v B’ son iguales y que la suma de los angu-
los A'y A’ es igual a 180°. Probar que los lados de los
tridngulos estin relacionados por la siguiente férmula:
aa’=bb’ + cc’
(Esta relacion se verd mas adelante que se verifica de
forma natural para los tridngulos rectingulos.)

3) Sea ABC un tridngulo v D el pie de la bisectriz tra-
zada desde el vértice C. demostrar que:
CD? = AC'BC — AD'BD

4) Probar que si en un tridngulo se verifica la relacion
a/cosA = b/cosB, éste es isosceles.

5) AD es la altura del tridngulo ABC, el punto H es el
ortocentro. Demosnal que DC: ‘DB = AD-DH.

6) Demostrar que si a y b son los lados de un triangu-
lo, /la bisectriz del angulo comprendido entre ellos, a’
y b’los segmento en los que la bisectriz divide al ter-
cer lado, entonces se verlﬁca .

3

ab a7

, 7)El punto H es el ortocentro del t11angulo ABC. En la

k recta CH se ha tomado un punto K tal que ABK es un
trmngulo 1ectangulo Demostrar que el 4rea del tridn-
gulo ABK es la media geométrica entre las 4reas de los
triangulos ABC y ABH.




Distintas caracterizaciones equivalentes de
los triangulos rectangulos

Sea ABC un tridngulo rectdngulo en A, y cuyos lados son
a > b2z c. Proponemos los siguientes problemas:

Problemas

1. Sean T = ABC y T" = A’B'C’ dos tridngulos de lados
a>bzcya’>b’2 ¢, respectivamente, Probar que los
tres asertos siguientes son equivalentes:

a) Ty T son tridngulos rectingulos y semejantes,

b) Ty T son tridngulos rectingulos y entre sus lados
se verifica que aa’ = bb’ + cc’,

o) Ty T son tridngulos semejantes y entre sus lados
se verifica que aa’ = bb’ + c¢’,

Sugerencia: Aplicar el teorema de Thales y el teorema
de Pitdgoras y luego efectuar un cilculo algebraico ele-
mental.

2. Sea ABC un tridngulo rectangulo en A (figura 6). Sea
H el pie de la perpendicular trazada desde A sobre el
lado BC. Ahora proyectamos ortogonalmente el punto
H, sobre los lados AC y AB, respectivamente, - obte-
niendo asi los puntos B’y C’. Estos se proyectan de
nuevo perpendicularmente sobre el lado BC para obte:
ner los puntos H, y H,, respectivamente. Probar que:

AH = BH, + CH,y HH = HH

A

B m] H] n] H m2 H2 n2 C

Figura 6

Conclusiones, comentarios y observa-
ciones

Creemos que los resultados elementales aqui expuestos
sobre las caracterizaciones v las construcciones de las
medias usuales via el tridngulo pueden ser explicados
como una experiencia diddctica novedosa sobre la geo-
metria plana elemental en el aula, por ser ésta sencilla
tanto a los alumnos de BUP como a los de la ESO.

Se puede llevar a cabo la manipulacién activa de estos
resultados sencillos sobre la geometria plana elemental del
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tridngulo, no sélo con los instrumentos
de dibujo, la regla y el compis, sino tam-
bién con el ordenador, asi como recrear
los teoremas aqui expuestos utilizando
para ello los diferentes lenguajes de pro-
gramacion y los distintos paquetes de
geometria que aparecen en Maple,
Mathematica, Matlab, Derive, Sketchpad,
Cabriy Geomouse, entre otros.

Esta experiencia de investigacién
metodolégica-didictica ha sido llevada
al aula, con aceptable éxito, con alum-
nos de la ESO y también alumnos del
actual BUP, dentro del importante y
trascendental tépico de Resolucién de
problemas y de conjeturas». Sin duda,
las estrategias del pensamiento plausi-
bles para la proposicién y la resolucion
de las conjeturas y de los problemas en
las matemdticas y en las ciencias en
general, permiten conseguir una
buena ensefianza-aprendizaje y una
educacién matematica de gran calidad.
Es decir, la resolucion de problemas y
conjeturas es el mds noble, el mds difi-
cil e imaginativo, el mds aventurero, y
el mds fantdstico y emocionante de
todos los artes que consisten en la cre-
acion y en la proposicion de problemas
Y de conjeturas en la clase, con el obje-
to de fomentar en los alumnos la inves-
tigacion para la resolucion de los pro-
blemas y de las conjeturas que se susci-
ten sobre los entes matemdticos.

En definitiva, como conslusion u observa-
ci6én Gltima podemos afirmar que en el
noble y dificil arte de ensefiar, si los pro-
fesores somos creativos, imaginativos e
investigadores en el aula, y eso lo ven, lo
viven, lo tocan, lo juegan, lo aman y lo
observan nuestros alumnos, también ellos
lo serdn y lo demostraran algin dia, en
cualquier campo profeisonal donde ten-
gan que realizar su trabajo. Y esta es la
satisfaccién mds grande que puede recibir
un profesor de los alumnos a los que ha
ensefiado y educado en las Matemiticas:
ser creativos e imaginativos. esta es la
&ran y emocionante aventura de las mate-
mdticas que cada profesor quiere vivir
cada dia con sus alumnos en la clase.

Menudo reto es, en la ensefianza actual
el conseguir este objetivo.
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La perspectiva
como concepto matematico!

Francisco Jesus Garcia Garcia

La misién de la
representacion en
perspectiva es generar un
mensaje (grafico) que
provoque la ilusién de
tridimensionalidad. Esa
ilusion puede ser objetiva o
subjetiva y se sustenta en la
comprensién y transmisién
de una serie de convenios
cuya efectividad depende del
estado cultural de la
colectividad o del estadio
evolutivo del individuo. La
racionalizacién de estos
convenios produjo
histéricamente una
impecable teoria
matemdtica,
axiomdticamente fundada,
que acabé produciendo una
violenta reaccién de rechazo
en el mundo artistico.

A Gonzalo que supo ver
con una perspectiva prospectiva

Ya el Renacimiento observé, por boca
de Giordano Bruno y de Bacon, que
los verdaderos antiguos somos noso-
tros y no los hombres del Génesis o de
Homero.

J. L. Borges

L FINAL de la Primera de las Bellas Artes

A finales del siglo XV Piero della Francesca (1420-1492)
publica De Prospectiva pingendi con la pretension de des-
cribir cémo es posible plasmar la realidad de las cosas
seglin un orden matematico reflejo o expresién de la
suprema armonfa de la creacion. En 1509 Luca Pacioli
(1445-1510), influenciado por —o tal vez plagiando a-
Piero, publicaba De Divina Proportione, estudiando la sec-
cién durea y su intervencion en las construcciones geo-
meétricas, en la naturaleza y en las proporciones del cuer-
po humano, estableciendo fundadamente un nuevo
canon occidental de belleza. Durante el primer cuarto del
siglo XVI, los métodos matematicos de la perspectiva y la
proporcion eran ensefiados y practicados en toda Europa
con éxito arrollador por artistas de la talla de Alberto
Durero (1471-1528) o Leonardo da Vinci (1452-1519).

El descubrimiento de las leyes matemdticas de la perspec-
tiva y de la armonia constituy6é una auténtica revolucion
cultural. Para entender su dimensién, es necesario recor-
dar que fue el primer gran éxito completo de aplicacion
de los métodos matemadticos a la naturaleza, generando




una teoria sdlidamente fundada e inventando un método
asequible y practicable. Naturalmente hubo triunfos ante-
riores y sublimes de las matematicas que, no obstante,
tenian una génesis mas bien teorética, como los Elementos
o la Optica de Euclides, o distaban mucho de ser com-
pletos, como el sistema césmico de Tolomeo (100-170)
sobre el que Tycho Brahe (1546-1601) pronto acumularia
fuertes evidencias de inadecuacién y que estaba lejos de
ser sustituido por modelos mis efectivos como los helio-
céntricos de Galileo (1564-1642) o Kepler (1571-1630), y
mucho mis lejos todavia de adquirir los sélidos funda-
mentos que proporcioné Newton (1642-1727) a la Astro-
nomia convirtiéndola en Fisica.

La teoria de la perspectiva y la teoria de la proporcion
reducen los fenémenos pictéricos a reglas matemiticas
exactas y solidas extraidas y abstraidas empiricamente del
mundo: una ley matemdtica universal determina cuinto
debe distar una cosa de otra y en qué relacién deben
encontrarse las cosas para que la comprensién de la
representacion sea 6ptima y otra ley matemadtica regula las
medidas de las partes en relacion al todo.

En sintesis, tales teorfas consiguen modelar el arte del
dibujo, mecanizdndole y haciéndole susceptible de ser
aprendicdo. Complementan esta revolucién los progresos
en la representacion de sombras, luces y colores, la mejo-
ra y abaratamiento de los materiales y la aparicion de téc-
nicas nuevas como el 6leo.

No existian en aquel siglo historiadores atrevidos, pero de
haberlos habido hubieran decretado sin duda el fin de la
primera de las bellas artes.

Para conseguir el efecto visual de la reproduccién en el
plano del espacio, la perspectiva recurre a la determi-
nacion de una «correctar medida y distribucién de los
objetos mediante un auténtico sistema de coordenadas.
En definitiva se trata de un cambio esencial que sustitu-
ye la construccion del espacio a partir de los objetos
que van siendo agregados a la representacién por la
predeterminacion de un espacio sistemdtico en el que
son adecuadamente colocados los objetos que hay que
representar.

Un espacio asi concebido, infinito pero representable fini-
tamente y medible, es en esencia una anticipacién con-
creta, no solo de las coordenadas cartesianas, sino de la
propia concepcién del espacio que adoptaran Kant (1724-
1804) y Descartes (1596-1650), que si bien sentd las bases
de la algebraizacién de las formas, no puede sino decla-
rarse heredero de la perspectiva en el concepto de coor-
denada. Mis todavia, es el método perspectivo del rena-
cimiento el que hace posible la construccion tedrica de
Desargues (1591-1661) que, al generalizar el cono visual
al concepto de haz de rayos geométricos, inicia la geome-
tria proyectiva® y, con ella, la superacion de Euclides.

La teoria de la
perspectiva y la
teoria de la
proporcion
reducen los
fenomenos

pictoricos a reglas

matematicas
exactas y solidas
extraidas y
abstraidas

empiricamente del

1

mundo. ..

Dejo constancia de mi agrade-
cimiento a Ricardo Garcia
Moya, gracias al cual accedi
al estudio fundamental de
Erwin Panofsky sobre perspec-
tiva.

Técnicamente, es E. Laguerre
(1834-1886) (Nouvelles Anna-
les de Mathématiques, vol. 12,
1853) quien resuelve definiti-
vamente el problema de la
conexién entre los conceptos
métricos y los conceptos pro-
yectivos, culminando la geo-
metria proyectiva en el sentido
clasico. Una excelente intro-
duccién a la Geometria Pro-
yectiva desde el punto de vista
algebraico moderno puede
encontrase en Santalé (1966).

Con el descubrimiento de la perspecti-
va y de la armonia, el Renacimiento
consigue racionalizar completamente
en el plano matemdtico la imagen del
espacio tridimensional visible, es decir,
consigue la representacion del espacio
mismo y no sélo de los objetos que
contiene. No sdlo el arte se eleva a la
categoria de ciencia, racionalizando la
impresion visual subjetiva hasta tal
punto que sirve de fundamento para
una construccidon espacial unitaria y no
contradictoria de extensién infinita en
la cual los cuerpos y los intervalos
constituidos por el espacio vacio se
hallan unidos por determinadas leyes,
sino que ademas se logra la transicién
de un espacio psicofisiolégico a un
espacio matemadtico: es decir la objeti-
vacion del subjetivismo por la matema-
tizacién del espacio visual.

Propiedades suficientes para poder
hablar en propiedad de una concepcion
perspectiva del espacio, y no sblo de
una mera construccion en perspectiva.

&Por qué en el Renacimiento?

Como ocurre con todas las ideas impor-
tantes, el nacimiento de las ideas pro-
yectivas puede rastrearse muy atrds en
el tiempo. Y también puede detectarse
las causas de que cuajen o se desarro-
llen en determinados momentos y no
en otros. Antes del Renacimiento el
paradigma cultural imperante no pre-
tendia reproducir el espacio observable:

Para el pensamiento medieval era, por
tanto, indiscutible que el artista conforma-
ba su obra, si no segiin una Idea metafisi-
ca en el verdadero sentido de la palabra, si
segun und representacién interior o
Quasi-Idea preexistente a la propia obra
[..] el pensamiento medieval no podia
plantearse en absoluto c6mo esta represen-
tacion interior de la_forma podia limitarse
a la contemplacién de algo dado snatural-
mentes. [...] La forma de las cosas qiie ban
de ser creadas debe tener un arquetipo
Gsimilitudo) en el que crea... Esto sucede de

dos maneras: en algunos sujetos activos




preexiste la forma de las cosas que han de
ser creadas, en el sentido que tiene en los
seres naturales (asi, el hombre engendra
al hombre, y el fuego, al fuego), pero en
otros la forma preexiste en el sentido de los
seves inteligibles, o sea, en aquellos sujetos
que obran mediante el espiritu. Asi, la
casa preexiste en el espiritu del arquii-
tecto y puede ser definida comolIdea de la
casa, porque el artista se esfuerza en imi-
tar en la casa (real) la forma que él posee
en su mente. (Panofsky, 1977, 39).

Esta concepcién aristotélica de las obras
de arte?, traza una frontera infranqueable
entre éstas y los productos de la natura-
leza. No importa ahora mucho cémo,
pero el caso es que con el tiempo, la con-
cepcién de la éntuicion o idea previa artis-
tica pasa a ser fruto de la experiencia, es
decir el Renacimiento se caractetiza por
una concepcion constructivista del arte:
Al no estar ya preconstituida la Idea a
priori en la mente del artista, anticipdndo-
se a la experiencia, sino que, generada en
base a ésta, es producida a posteriori,
resulta que, por un lado, la Idea no apare-
ce ya como rival o incluso como prototipo
de la realidad sensible, sino como derivado
de ésta, y, por otro, 1o ya como un conte-
nido dacdo o incluso como un objeto tras-
cendente del conocimiento biumano, sino
como producto de éste: cambio que basta
en el lenguaje se evidencia de la manera
mds clara. De abora en adelante La Idea
10 estd» 11i Ppreexister en el alma del artis-
ta, como decian Ciceron y Santo Tomds de
Aquino, y menos atin le es «<innata, como
propugnaba el verdadero neoplatonismo,
sino que mds bien «wiene a la mente,
«ndces, es «sacada», obtenidar de la reali-
dad, y aun expresamente «conformada y
esculpidar. (PanofSky, 1977, 61).

Las leyes de la perspectiva

Siguiendo a Panofsky (1973, 7), hablare-
mos en sentido pleno de una dntuicion
perspectiva del espacio alli y s6lo alli
donde todo el cuadro se halle transfor-
mado, en cierto modo, en una wentana,
a través de la cual nos parezca estar vien-
do el espacio, esto es donde la supetficie

... una maquina
que genera
intuicion
perspectiva por la
via de controlar
cuantitativamente
el tamario y la
ubicacion de los
objetos
representados.

3 Para Aristoteles las artes
incluian también la medicina y
la agricultura, es decir, en cier-
to sentido, también la ciencia
y la técnica.

material es negada como tal y transformada en un mero
«plano figurativos, sobre el cual y a través del cual se proyec-
ta un espacio unitario que comprende todas las diversas
cosas, sin importar si esta proyeccion estd determinada por la
inmediata impresion sensible o por una construccién geo-
métrica mas o menos «correctar,

El método de representacion del espacio en perspectiva
inventado por los renacentistas se sustenta en tres pilares:
a) la fuga de las lineas visuales a un punto, b) la grada-
cion de distancias entre las lineas horizontales y ©) la
aceptacion de un canon de proporciones. Se trata de una
miquina que genera intuicidén perspectiva por la via de
controlar cuantitativamente el tamafio y la ubicacién de
los objetos representados.

Son bien conocidas las reglas de la proporcién, que tienen
precedentes en la mas lejana antigtiedad y que, con mayor
o menor sofisticacién, consisten en descripciones cuantitati-
vas fundadas en supuestos preestablecidos cuya eficacia
tiene por juez a la propia realidad. He aqui, por ejemplo, las
proporciones de la figura humana dictadas por Viturbio:

Tres narices a lo largo tengan la misma longitud que un ros-
tro, y que los dos semicirculos de las orejas, colocados juntos,
sean iguales al circulo de la boca abierta, y que esto mismo
suceda con las cejas si se unen. Que la longitud de la nariz sea
igual a la del labio y a la de la oreja, y que los dos circulos de
los ojos sean iguales que la abertura de la boca. Que la altura
del cuerpo sea igual a la de ocho cabezas y también a la de los

brazos y piernas extendidos.

Figura 1




La existencia de un punto de fuga establece axiomdtica-
mente? la representacién del infinito mediante un punto
fijo. La posibilidad de definir tal punto tiene una base
visual experimental. El lector puede, no obstante, entre-
tenerse en comprobar las dificultades de su localizacion
concreta intentando pintarlo en un espejo o en el cristal
de una ventana. La movilidad del observador es para este
menester, una traicionera virtud que puede ser sorteada
recurriendo a la fotograffa (figura 1).

El punto de fuga es el recurso utilizado para proyectar la
tercera dimensioén en el plano, pero no es suficiente para
localizar los objetos en el espacio virtual asi generado.
Para esta localizacién es necesario definir un procedi-
miento métrico, es decir un procedimiento que describa
cémo disminuye la longitud unidad en profundidad, esto
es en los ejes que convergen en el punto de fuga, supues-
tamente representativo del infinito. Un ejemplo: cada uni-
dad de longitud real tiene una longitud figurada que es
un tanto por ciento de la precedente (figura 2).

Punto de fuga

Figura 2

De hecho, todavia en época de L. Battista Alberti (1404-
1472), considerado el primer tratadista de arte del siglo XV,
se mantenia la costumbre, en las representaciones pictori-
cas con punto de fuga, de disminuir mecdnicamente cada
franja del suelo en un tercio respecto a la precedente.

Otra cosa es que ese procedimiento, intrinsecamente
coherente, pues permite representar potencialmente infi-
nitas unidades en una recta de longitud finita, coincida
con la impresién visual real.

Es el propio Alberti el que sienta las bases para resolver
este problema métrico con una definicién: el cuadro
(léase la porcion finita de plano) es una interseccion
plana de la pirdmide visual que se forma por el hecho de
considerar el centro visual como un punto, el punto de
JSuga, que estd conectado virtualmente con los diferentes
y caracteristicos puntos de la forma espacial que se quie-
re obtener.

De esta definicidon se deduce como una consecuencia la
métrica proyectiva® (figura 3).
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El punto de fuga
es el recurso
utilizado para
proyectar la

tercera dimension

en el plano, pero
no es suficiente

para localizar los

objetos en el

espacio virtual asi

generado. Para
esta localizacion
es necesario
definir un
procedimiento
métrico,. ..

Como axioma, la suposicién
de la existencia de un punto
de fuga es removible. La elec-
cién de axiomas distintos dara
lugar, como veremos, a ofras
perspectivas.

la explicacién gréfica proce-
de de Rovira (1972, 12).
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La definicion anterior se basa implicita-
mente en dos grupos de supuestos:

1. Sobre el espacio: es infinito, es
constante, es homogéneo.

2. Sobre la representacion del espa-
cio: «miramos» con un ##ico ojo
que, ademais, estd nmovil y la
interseccién plana de la pirdmide
visual es una representacion ade-
cuada de nuestra imagen visual.

El primer grupo, el de los supuestos
«objetivos», se corresponde con lo que
mas tarde serdn las hipotesis galileanas
del espacio fisico, es decir, conforman
una abstraccién matemitica. Pero como
tal abstraccién no se corresponde con
ninguna de los observables de la expe-
riencia: el infinito no es perceptible, el
espacio perceptivo no es homogéneo
nunca, es heterogéneo y ademas aniso-
tropo. Por ejemplo la gravedad introdu-
ce una asimetria entre la verticalidad y
la horizontalidad perceptible.

Por otra parte los supuestos «subjetivos»
son manifiestamente simplificadores:
miramos con dos ojos, los ojos se mue-
ven constantemente y, para colmo, la
imagen retinica no es plana, lo que nos
hace percibir al entorno exterior con
forma esferoide, es decir no desarrolla-
ble en el plano.

Estas objeciones bisicas a los presu-
puestos bisicos no son sdlo tedricas
sino que producen efectos practicos no
deseados que los perspicaces pintores
renacentistas no ignoraron. El mas sig-
nificativo, pero no el Gnico, es el fend-
meno de las aberraciones marginales:
la diferencia existente entre la relacion
de los dngulos visuales y la relacién de
los segmentos obtenidos por la proyec-
ci6én sobre una superficie plana lo que
genera una patente contradiccién entre
la construccion perspectiva y la efectiva
impresion visual, Asi, una serie de cir-
culos del mismo didmetro representa-
dos en una linea con las leyes de la
perspectiva generarian una imagen con
aberracién en los mérgenes: el segmen-
to AB tiene la misma longitud que EF
pero mayor que CD (figura 4).

Estas objeciones
basicas a los
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solo teoricas sino
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renacentistas no
ignoraron.

Figura 4

Para ocultar o disimular este fenémeno, el Renacimiento
impuso limites al campo de aplicacién de las leyes de la
perspectiva, acotando asi las aberraciones, tal y como reza
el siguiente canon de la época: La distancia del pintor a
la escena debe ser al menos veinte veces mayor que la altu-
ra del escenario o que la dimensién del mayor objeto a
representar.

La primera gran reacciéon antimatema-
tica de la historia

Un problema concreto e importante, la representacién del
espacio en el plano, resuelto definitivamente por un
método claro, bien fundado en unos axiomas controlados,
con un procedimiento métrico sencillo, efectivo y razona-
blemente en concordancia con las observaciones, con sus
limitaciones detectadas y con reglas conocidas para aco-
tar sus efectos. Y ademis mis de siglo y medio antes de
la irrupcion de las matematicas en la fisica y, por lo tanto,
del nacimiento oficial del método cientifico. {Todo un
suefio dorado para una disciplina basica como las mate-
maticas!

Sin embargo, como todo el mundo sabe, el arte de la pin-
tura 1o se acabd, sino que en lo sucesivo simplemente
tomd otros rumbos y se planted otros problemas: el
expresionismo evita la perspectiva, el impresionismo da
preferencia a la luz frente a la forma, Picasso hace inter-
venir mecanismos psicoldgicos para representar la tridi-
mensionalidad sin perspectiva y Dali se dedica a atrapar
con el pincel el tiempo que se escurre (figura 5).




Menos conocido es, sin embargo, que apenas medio siglo
después del soberbio triunfo matematico del descubri-
miento de las leyes de la armonia y la perspectiva, se pro-
dujo una virulenta reaccion, artistica en primera instancia,
pero de mids amplio calado intelectual, el manierismo,
que vino a dejar patente el fracaso del intento de matema-
tizacién del arte. Si ya es significativo que El Greco viole
concienzudamente las més elementales dictimenes de la
proporcién, las opiniones de los teéricos del arte de la
época no dejan lugar a dudas:

[...] esta nobilisima profesion requiere el juicio y la buena
prdctica, que sirvan de regla y norma al buen trabajo. Cono
ya me dijo mi queridisimo bermano y predecesor, al enseriar-
me las primeras reglas o medidas de la figura humana: que
las proporciones perfectas y graciosas ban de ser de tantas y
10 mds cabezas. Pero conviene, decia €l, que al trabajar te
Jamiliarices con estas reglas y medidas basta tal punto que
tengas el compds y la escuadra en los ojos, y el juicio y la préic-
tica en las.manos. De tal forma que estas reglas y térmi-
nos matemdticos no son ni pueden ser iitiles ni buenos
para trabajar con ellosS. Ya que, en lugar de aumentar el
espiritu y la vivacidad del arte prdctico, le quitaria todo, por-
que el intelecto se envileceria, el juicio se apagaria, y quitaria
al arte loda la gracia, todo el espiritu y el sabor.

Asi, putes, creo que Durero, con aquel trabajo, que no fue
boco, bizo esto en broma, como pasatiempo y para dar

Figura 5

...el manierismo,
que vino a dejar
patente el fracaso
del intento de
matemartizacion
del arte.

6 El resalte en negrita de todas
las citas que siguen es un afia-
dido mfo.

entretenimiento a aquellos intelectos que
se dedican mds a la contemplacion
que ala accion, y para demostrar que el
<Disegno» y el espiritu del pintor sabe y
puede bacer todo lo que se propone.
Igualmente fue poco fructifero y sustan-
cioso el otro trabajo que dejé dibujado
con escritos invertidos otro gran hombre
[Leonardo da Vinci] de la profesion, pero
también él demasiado sofisticado, al
dejar que preceptos, aunque fueran
matemdticos, movieran y torcieran las
Jfiguras con lineas perpendiculares, con
escuadra y compases: cosas ingeniosas
todas, si, pero fantdsticas y sin fruto
sustancioso; a pesar de lo que otros crean,
cada uno puede obrar a su gusto. Diré
que estas reglas matemcdticas deben reser-
varse para las ciencias y profesiones espe-
culativas, como la geometria, astrono-
mia, aritmética y similares, que con sus
resultados satisfacen al intelecto. Pero
nosotros, profesores de Dibujo, para imi-
tar a la Naturaleza no tenemos necesi-
dad de otras reglas que las que ella
misma dicta. (Zuccari, citado en
Panofsky, 1977, 70, nota 180).



La linea argumental de Zuccari contra el
método matematico descansa no soélo
en el objeto (es decir en las eventuales
limitaciones o dificultades que conlleva
el método) sino también en el sujeto (es
decir, en la necesidad de libertad del
espiritu del artista con prioridad sobre
cualquier otra consideracion). Es preci-
samente esta Ultima bandera la que
acaba enarbolindose como la razén
esencial del rechazo a un método por
otra parte técnicamente incontestable.
Esta sofisticacidén argumental se mani-
fiesta ya explicitamente en Vincenzo
Danti que en su Il primo libro del
Trattato delle perfette proporzioni
(1567) distingue expresamente entre un
ritratare que reproduzca la realidad tal
y como la vemos, y un imitare que la
reproduce como deberia ser o como al
artista le gustaria que fuese, esto es, se
podtia afiadir, no sujeta a leyes mate-
maticas. Esta posibilidad posibilidad de
reconstruir la realidad que se autocon-
cede el artista abre las puertas a la cre-
acién de infinitos mundos pictéricos
sujetos a muchas leyes o incluso a nin-
guna ley. En palabras’ de Giordano
Bruno, «sdélo el artista es autor de las
reglas, y Gnicamente existen verdaderas
reglas en la misma medida y namero
que verdaderos artistas», tantas realida-
des habrd como artistas, y por lo tanto,
parece querer concluir, dado cualquier
método matematico de representacion
siempre se podrd inventar un mundo
subjetivo no representable.

Esta rebelién contra toda regla fija, y en
especial contra las reglas matematicas
se extiende con caricter general v apa-
sionado a finales del siglo XVI, rom-
piendo o modificando las formas armo-
nicas y abandonando las representacio-
nes claras, basadas en el concepto de la
perspectiva racional, reconociendo, y
esto es lo mas curioso, los méritos de la
matematica en la racionalizacién de la
representacién artistica sobre una base
cientifica pero rechazando abiertamente
su aplicacién. La matematica, considera-
da y honrada por Piero della Francesca,
Durero o Leonardo como el fundamen-
to mas solido de las artes figurativas, es
ahora perseguida con odio:

Esta rebelion
contra toda regla
fija, y en especial
contra las reglas

matematicas se
extiende con
cardcter general y
apasionado a
Jfinales del siglo
XVI, rompiendo o
modificando las
Jormas armonicas
y abandonando
las
representaciones
claras, basadas en
el concepto de la
perspectiva
racional,. . S

7 Citado en Panofsky (1977,
66).

8 Tanto de los mateméticos
puros que ridiculizan tales pre-
tensiones como de los cientifi-
cos sociales y humanos que
parecen desear cierta irracio-
nalidad espiritual para sus dis-
ciplinas.

9 Entre los que habria que incluir
algunos  calificables  de
docentes.

10 Entre los que se incluye a si
mismo
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Pero digo, y sé que digo la verdad, que el arte de la pintura 1o
toma sus principios de lds ciencias niatémétz’éas’, i tiene nin-
guna necesidad de recurvir a ellas para aprender léyes o pro-
cedimientos para su arte, o simplemente para razonarlos espe-

culativamente... Incluso anadiré que todos los cuerpos produs-
cidos por la naturaleza poseen proporcion y medida, como
afirma el Sabio [Aristoteles], pero si alguien quisiera dedicarse
a considerar y conocer todas las cosas a través'de la especula-
cion tedrico-matemdtica, y obrar con respecto a ésta, ademds
de un aburrimiento insoportable, seria una iniitil pérdida
de tiempo, [...] Porque el pensamienio del artista no sélo ha de
ser claro, sino libre, y su espiritu, abierto, y no limitado por
una dependencia mecdnica de tales reglas. (Federico Zuccari,
en Panfsky, 1977, 69).

A modo de conclusién

El injusto desgaste y desprestigio sufrido por las matema-
ticas no se ha reparado nunca del todo. Aproximada-
mente dos siglos después de los procesos aqui descritos,
triunfaba la matematizacion de la fisica pero a costa de un
cierto encasillamiento de los métodos matematicos, que
resultarian ttiles sélo para describir, comprender y trans-
formar el mundo objetivo que estudian las ciencias de la
naturaleza, separado taxativamente de ciertas actividades
o fenémenos, como el artistico, que tendrian una natura-
leza no racional. S6lo muy recientemente, y siempre des-
pertando tremendos recelos y furiosas criticas®, las cien-
cias sociales, 0 mas precisamente algunas parcelas de las
ciencias humanas y sociales, se han dejado modelar mate-
mdticamente.

Ha subsistido una cierta identificacion actitudinal de
matematicas con reglas a obedecer que tiene su origen en
la reaccién manierista. Esta aversion ha sido alimentada
por otros fendmenos® que han contribuido a apuntalar la
suposiciéon de la existencia de un conflicto irresoluble
entre la aceptacion de reglas impuestas en dltimo extre-
mo por la naturaleza y la defensa de la libertad de crea-
cién a ultranza. Ademads esta Gltima se caracterizaria por-
que no se puede aprender, y por lo tanto no se puede
ensefar.

Por otra parte, esta separacién no es tajante. El ya citado
Danti, que rechaza la esquematizacion matemdtica de las
Jormas y de los movimientos corporales, admite, sin
embargo, incondicionalmente ya que en alguna forma
habria que encontrar un camino «ientifico» para acceder
al arte el método anatémico, y explica claramente que «su
vera regola debe valer tanto para los que han nacido para
el arte como para aquellos® que no han nacido para él»
(Panofsky, 1977, 72).




Del mismo modo el ya mencionado Zuccari, a pesar de su
aversion a la tebrica matemdtica, no renuncia a fijar
modelos en férmulas numéricas y a delimitar exactamen-
te el campo de aplicacién de cada uno de ellos, situan-
dose intelectualmente sobre una linea fronteriza difusa y
declarando estar, a conveniencia, en un lado o en otro de

la misma.

Si el primer intento serio de matematizacién se libré sor-
prendentemente en el terreno del arte y no en el de Ia fisi-
ca, sus resultados intelectuales no fueron menos sorpren-

dentes.

Francisco JesOs Garcia
Societat d'Educaciéd
Matemética de la
Comunidad Valenciana
AlKhwarizmi
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Homenaje de Thales a Gonzalo

Sanchez Vazquez
Investigacion en el aula
de matemadticas

H omenaje poéstumo al profesor Gonzalo

Sanchez Véazquez

namero de SUMA.
conferencias:
Miguel de Guzmin.

Balbuena.

Por Claudi Alsina.

Gonzalo Sianchez Vizquez.

La Sociedad Andaluza de Educacién Matemdtica Thales
rindié en Sevilla un emotivo homenaje a su Presidente
desde su fundacion, el profesor Gonzalo Sinchez
Vazquez los dias 21 y 22 de marzo de 1997.

En la apertura del Homenaje, a la que asistieron diversas
autoridades educativas andaluzas, asi como una repre-
sentacidon de la Federacion Espafiola de Sociedades de
profesores de Matematicas, se glosé la figura del profesor
Sanchez Viazquez por parte del Presidente de la SAEM
Thales, Antonio Pérez, que se reproduce al inicio de este

Tras el acto oficial de apertura se dictaron las siguientes

e Del lenguaje cotidiano al lenguaje matemdtico, por

e Perfiles para la Educacion Matemdtica, por Luis

e El movimiento asociativo y el desarrollo profesional
de los profesores de Matemdticas, Por Paulo Abrantes.

e In memoriam, por Rafael Pérez.

e La leccion que nos dio no estd acabada [y el corazon
no olvida!: el legado de Gonzalo Sanchez Vizquez,

e Geometria diferencial LOGO. El ejemplo de los poligo-
nos nazaries, por Ricardo Luengo.

Estas conferencias, junto con otros trabgjos, serdn publi-
cados por la SAEM Thales en un libro homenaje a




Investigacion en el aula de matemati-
cas. El curriculo

Por segundo afio consecutivo, la SAEM Thales de Granada
y el Departamento de Didactica de la Matemitica de la
Universidad de Granada han organizado las Jornadas
sobre la investigacion en el aula de matemiticas, hacien-
do incidencia de forma especial, en la presente edicién,
en el tema del curriculo matematico.

Durante dos intensos fines de semana, concretamente los
dias 28, 29 y 30 de noviembre y 12, 13 y 14 de diciembre
de 1996, mas de un centenar de docentes de todos los
niveles educativos —Infantil, Primaria, Secundaria y
Universidad— han compartido ponencias, comunicacio-
nes, debates y didlogos en torno a la labor de investiga-
cidn que, en sus respectivos niveles y evidentemente
desde sus perspectivas tebricas y pricticas, estan llevando
a cabo en sus aulas.

Si tuviésemos que destacar algunos hechos relevantes de
estos encuentros matemiticos habria que sefalar el
amplio abanico de ponencias y comunicaciones presenta-
das, tanto por su variedad internivelar —desde Infantil a
Universidad— como por los aspectos considerados en cada
una de ellas, donde se han analizado distintos compo-
nentes del drea de Matematicas. También es de resaltar las
ponencias de diversos grupos de trabajo, tales como,
Grupo Elo, Instituto de Cartuja y de Churriana de
Granada, Grupo Averroes de Cordoba y Grupo Nervién
de Sevilla, asi como Escuelas Infantiles Zagal y Belén de
Granada. En cuanto a comunicaciones ha sido generaliza-
da la participacién del Departamento de Didactica de la
Matematica de esta Universidad.

De manera especial y con nuestro mayor sentimiento
hemos dedicado tanto las Jornadas como las actas de las
mismas a nuestro primer Presidente y amigo, reciente-
mente fallecido, el profesor Gonzalo Sinchez Vizquez.

Como en la primera edicién, las jornadas se han ofrecido
de forma gratuita a los miembros de nuestra Sociedad lo
que ha posibilitado la participacién de estudiantes de los
tltimos cursos de carrera, los cuales ven limitada su par-
ticipacion en este tipo de actividades dada su condiciéon
de no ser profesores en activo, requisito exigido por dis-
tintas instituciones que realizan actividades de perfeccio-
namiento.

Concluiremos la informacién haciendo referencia a las
ponencias y comunicaciones mas destacadas, no sin antes
felicitar al Comité de Organizacién por el buen desarrollo
de dichas jornadas, asi como por la buena coordinacién
que, una vez mis, se ha puesto de manifiesto entre el
Departamento de Didactica de la Matemdtica de la
Universidad de Granada y la Junta Directiva de la SAEM
Thales de Granada.
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Las ponencias individuales versaron
sobre los siguientes temas:

® la actitud investigadora en la pla-
nificacién e implementacién de
nuevas Matemdticas escolares.
Julidn Baena.

e Geometria y Topologia de curvas
planas. Manuel Barros.

e Evolucidon de la Didactica de las
ecuaciones. Carmen Garcia Arribas.

e Rompecabezas Matematicos. Luis
Berenguer Cruz.

Las ponencias a nivel de grupos trata-
ron diversos temas como se puede
apreciar por sus titulos, tales como:
«Propuestas alternativas de atencion a la
diversidad en el 4rea de Matemadticas en
la ESO», «Medidas. Figuras tridimensio-
nales», «El laboratorio de Matematicas»,
«Matematicas antes de los dos afios?,...

En el apartado de comunicaciones el
Departamento de Didéctica de la
Matematica presenté una decena de tra-
bajos que desatrollaron aspectos de
Teorfa de la Educacién Matemitica,
Estadistica, Disefios, desarrollo y eva-
luacién del curriculo, Pensamiento
numeérico, la simplificacién, etc. Entre la
veintena de comunicaciones presenta-
das se pudieron analizar diversos temas
que, a distintos niveles, estdn siendo
objeto de investigacion en la actuali-
dad, como se puede observar en las
actas de dichas Jornadas; las cuales las
pudieron retirar los asistentes el Gltimo
dia de los encuentros,

El acto de clausura estuvo presidido
por el Decano de la Facultad de
Ciencias de la Educacién, Antonio
Romero y los profesores Luis Rico y
Salvador Guerrero como Director del
Departamento de Didictica de la
Matematica vy Presidente de la SAEM
Thales, respectivamente. Todos elogia-
ron la buena participacién y nivel de
calidad de las ponencias y comunica-
ciones, animando a la organizacién a
iniciar la preparacién de las terceras
Jornadas para el curso proximo.

José M? Sanchez Molina
Delegado de la SAEM Thales. Granada.




Jornades de Didactica
de les Matematiques
COMAT 97

Vil JAEM...

ornades de Didactica de les Matema-
tiques de les Comarques Meridionals

La Assocciacid de Professors de Matemadtiques de les
Comarques Meridionals, el Departament d’Enginyeria

Informatica y el Institut de Ciénces de I'Educaci6, ambos
de la Universitat Rovira y Virgili, organizan los dias 13, 14
y 15 de noviembre de 1997 las terceras Jornades de
Didactica de les Matemdtiques que se celebrardn en Reus,

Estas jornadas, en la linea de las precedentes, pretenden
ser un punto de encuentro de diferentes perspectivas de
los profesores que ensefian matemdticas en los distintos
niveles del sistema educativo.

Una mayor informacién e inscripciones pueden solicitar-
se mediante Fax (777)559710, (777) 701752, los e-mails:
lgirondo@etse.urv.es o jrovira4@pie.xtec.es o bien diri-
giéndose a la Associacié de Professors de Matematiques
de les Comarques Meridionals, Apdo 1306, 43200 Reus.

Seminario de Actualizacién Cientifico-
Didactica de Matematicas en la UIMP

Organizado por la Universidad Internacional Menindez
Pelayo y la Subdireccién General de Formacién del Pro-
fesorado del MEC, se convoca el seminario «Una vision
actual de la matemitica y su ensefianza» (codigo 1094),
dirigido por el profesor Javier Peralta. La actividad se rea-
lizara entre el 15 y el 19 septiembre de 1997 en el Palacio
de la Magdalena (Santander).

Para pedir mayor informacién y hacer las solicitudes, diri-
girse a la Secretarioa de Alumnos de la UIMP, c/Isaac
Peral, 23 - 28040 Madrid. Telf: (91)5920631 - 5920633. Fax:
(91)5920640.
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COMAT 97

Desde Cuba nos llega la convocatoria del III Evento
Cientifico Internacional COMAT 97 que se celebrard del
10 al 14 de noviembre de 1997 en la Universidad de
Matanzas.

El programa incluye las habituales actividades de este tipo
de reuniones con los objetivos de compartir experiencias
sobre:

e  Participacién del matemdtico en la solucién de pro-
blemas concretos en la industria y los servicios.

e  Utilizacion de las Métodos Matematicos y Estadisticos
en la investigaciéon cientifica y en la economia mate-
rial.

e Resultados obtenidos por especialistas en la rama de
la Matematica y la Computacién en su trabajo inves-
tigativo.

e Enseflanza de la Matematica desde el nivel primario
al superior.

e Ensefanza de la Computacién y Ensefianza con
Computadoras.

Quienes estén interesados en mayor informacién o inscri-
birse pueden dirigirse a:

Profesor Ramon J. Almeida, Departamento de Matemdtica
General, Universidad de Matanzasa, Autopista a Varadero
km. 3 CP-44740, Matanzas CUBA. Telf:(53)(52)61013
(53)(52)61432. Fax: (53)(52)53101. e.mail:umcc@redu-
niv.edu.cu.

V Congreso Internacional sobre Inves-
tigaciéon en la Didactica de las Ciencias

Organizado por la revista Enseiianza de las Ciencias se
celebrard en Murcia (Facultad de Educacién, Campus de
Espinardo) los proximos dfas 10, 11, 12 y 13 de septiem-
bre de 1997.

El desarrollo cientifico del congreso se articulara en torno
a tres temas-ejes, que seran tratados con continuidad a lo
largo de los distintos dias de celebracion del mismo. Son:

1. Formacion y desarrollo profesional de los profesores
de ciencias.

2. Estrategias para la ensefianza de las ciencias.
3. Modelos de desarrollo curricular.

Mias informacién en ICE, Universitat Autdnoma de
Barcelona, 08193 Bellaterra (Barcelona). Tel.: (34-3) 581
26 42. fax: 581 200 00. E-mail: icerr@cc.uab.es/Neus
Sanmarti (coordinadora del Congreso).
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NORMAS DE PUBLICACION

Los articulos se remitiran por triplicado a la redaccion de SUMA (Revista SUMA, ICE de Universidad de Zaragoza, C./
Pedro Cerbuna 12, 50009 Zaragoza), impresos a doble espacio, por una sola cara, en formato Din A-4.

Los datos de identificacién del autor no deben figurar en el texto original ya que éste serd enviado a asesores para ser
referenciado. Estos en ningdn caso serdn informados de la identidad del autor o autores del trabajo y aconsejaran la
conveniencia o no de la publicacion del trabajo, o recomendarén posibles modificaciones, efc.

Los gréficos, diagramas y figuras se enviarén en hojas separadas (una para cada gréfico), en tinta negra sobre papel
blanco. Asi mismo, podrén incluirse fotografias. En el texto debe figurar el lugar donde deben ser colocadas; de igual
forma, si tiene que llevar un pie de ilustracién, éste se resefiard en la hoja donde aparece la ilustracion.

Adjunto al articulo se redactard un resumen, de entre cinco y diez lineas, que no necesariamente tiene que coincidir
con la Introduccién al articulo. Debe ir escrito en hoja aparte. En ese mismo folio apareceran los datos de identifica-
cién del autor o autores: nombre y apellidos; direccién completa; lugar de trabaijo; teléfono de contacto; sociedad fede-
rada a la que pertenecen {si procede).

Si se usa procesador de texto, agradeceremos que ademds se envie un disquette con el archivo de texto que contenga
el articulo, asi como tantos archivos gréficos, como figuras elaboradas con el ordenador se quiera incluir. La etiqueta
del disquette debe identificarlo sin lugar a dudas. En cuanto al formato de los archivos de texto, se recomienda MS-
Word (hasta version 5.0) en Macintosh, o WordPerfect (hasta versién 5.1) en PC. Los archivos gréficos es preferible
que tengan formato EPS, o TIFF.

En cualquier caso, tanto un ejemplar del texto como los gréficos, si proceden de impresoras deben ser originales y no
fotocopias.

Los trabajos se enviarén completos, aunque por necesidades de edicién pudieran publicarse por partes.

Las notas a pie de pagina deben ir numeradas correlativamente, numeradas con superindices a lo largo del arficulo.
La bibliografia se dispondrd al final del articulo, por orden alfabético de apellidos, indicando autor(es), afio, titulo del
articulo, titulo de la revista completo (en cursiva o subrayado), volumen y paginas del mismo. Por ejemplo:

TRIGO, V. (1995): «Generacién de nimeros aleatorios», Suma, n.° 20, 91-98.

En el caso de libros se indicard el autorles), afio, titulo completo (en cursiva o subrayado), editorial y lugar de edicion.
Por ejemplo:

GARDNER, M. (1988): Viajes por el tiempo y otras perplejidades matemdticas, Labor, Barcelona.

En el caso de articulos que se encuentran en una obra colectiva se indicaré el autor(es), afio, titulo del articulo (entre
comillas), titulo del libro (en cursiva), editorial y lugar de edicién. Por ejemplo:

VILLARROYA, F. (1987): «Geometria: construir y explorar», en Aspectos didécticos de mateméticas, 2, ICE Universidad
de Zaragoza, Zaragoza.

Dentro del texto, las referencias a la bibliografia se indicaran con el apellido del autor y el afio entre paréntesis. Por
ejemplo: ...supone un gran avance (Hernéndez, 1992).

Si el aufor aparece explicitamente en el texto tan sélo se pondré entre paréntesis el afio. Por ejemplo: ...segin Rico
(1993).

Posteriormente, se notificard a los interesados la aceptacion o no del articulo, ast como —en caso afirmativo- la posi-
ble fecha de su publicacién. En ese momento los autores se comprometeran a refirar el articulo de ofras publicaciones
a las que lo hayan remitido. No se mantendra correspondencia sobre las causas de no aceptacion de un articulo.
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Particulares 3.500pts. 1700 pfs,
Centros /5.000 pts. 1.700 pts.
Europa $40 USA $14 USA
. América y resto del mundo $50 USA $17 USA

Fotocopiar y enviar a: Revista SUMA. ICE Universidad de Zaragoza. C./ Pedro Cerbuna, 12. 50009-ZARAGOZA

Deseo suscribirme a la revista SUMA:

Direccion:. . .. ... Tnooio oo

Poblacidn: .. ... . CPeo

Provincia/pais . ......... ... . .. ... CIFE/NIF: ..o
Importe

(] Suscripcién a partir del n.° (3 nimeros)

L] N.os sueltos:

Total

[L] Domiciliacién bancaria (rellenar boletin adjunto).
L1 Transferencia bancaria (Ibercaja: 2085-0168-50-03-000415-98).
[] Talén nominativo a nombre de FESPM-Revista Suma. Firma y fecha:

L] Giro postal dirigido a Revista Suma.

.........................................................

Nombre y apellidos:
Cédigo Cuenta Cliente

Entidad MOHCMO L ’ } ’ lDC’ ‘ ‘Cuenta ‘ ‘ ‘ ‘ ’ ’ ‘ ’ ’ i ‘

Banco/Caija. . .o
Agencia n.® ... Direccién: .. ...............
Poblacion: ... ... Provincia: . ................

Sefiores, les ruego atiendan, con cargo a mi cuenta/libreta y hasta nueva orden, los recibos que periédica-
mente les presentard la Federacion Espaiiola de Sociedades de Profesores de Matematicas (FESPM) para el
pago de mi suscripcién a la revista SUMA.

Atentamente (Fecha y firmal):







ot JILWILYW 30 33405330td 30 5308031305 0 BI0N6d3] NOIJbE03




