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En esta corta nota de
carécter elemental
presentamos la relacion que
existe entre las mediatrices
de un trigngulo y las medias
arménica y geométrica, asi
como la media aritmética
ponderada de dos nimeros
reales positivos, o lo que es
lo mismo, de las longitudes
de los segmentos
geométricos asociados. Asi
mismo, damos la
construccién geométrica de
todas las medias anteriores a
través del friangulo y sus
mediatrices.
También se presenta en este
articulo una nueva
caracterizacion de los
trigangulos rectangulos.
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ONCEPTOS y resultados previos

Comenzamos esta seccidén presentando los conceptos y
los resultados mis importantes sobre las medias de dos
ntmeros reales positivos y de sus distintas interpretacio-
nes geométricas via los tridngulos rectdngulos -medias
arménica, geométrica y aritmética—, o via el trapecio
—medias armoénica, geométrica, aritmética y cuadratica—,
que se pueden encontrar en la bibliograffa citada.

Todo ello puede ser vivido y construido con las herra-
mientas euclidianas —la regla y el compas— o a través del
ordenador.

Medias asociadas a dos nomeros reales
positivos

En este apartado resumimos los conceptos y los resul-
tados elementales més notables sobre las medias de
dos nameros reales positivos o, lo que es lo mismo,
las medias de las longitudes, de las areas y de los
volimenes de las figuras geométricas asociadas en
cada caso.

Sean 0 < a < b dos nimeros reales positivos y r € R.
Llamamos media r-ésima de los nlimeros a y b al nimero
m (a, b) definido como sigue:




( r
m(a,b)= La———
2
[1]
mg(a, b) = Vab ,me(a, b) =a me,=5b
En particular, si hacemos en [1], r = -1, r =1, r = 2, se

obtienen las medias armoénica, aritmética y cuadratica de
ay b, respectivamente.

En el teorema siguiente resumimos las propiedades mas
importantes que tienen las medias de dos nimeros reales
positivos.

Teorema 1

Si 0 < a < bson dos nameros reales, entonces se veri-
fica:

a) mJa, b) =m(b, a) (simetria).

b)Y m/ta, +-b) = t-m(a, b) (homogeneidad).

o a<mfa, b)<b.

d Si r<simplica m(a, b) <m(a, b) (monotonia)
Por métodos elementales de calculo algebraico simple se
puede probar el siguiente resultado (Posamentier, 1988 y
Beckenbach y Bellman, 1961).

Corolario

Si 0 < a < b son nimeros reales, entonces se tiene:

2, .2
2ab<m<a+b< a“+b <b
a+b 2 2

a<

Ejercicio
Estudiar las propiedades y dibujar las gréficas de las
funciones reales que se obtienen al tomar a =1y b=
x> 0 para las medias #=—oco, y=~1, =0, r=1, r=2
y 7= too,

Para un estudio algebraico, analitico y geométrico de
estos tipos de medias, de algunas identidades y desigual-
dades fundamentales que se establecen entre ellas, asi
como la relacién existente con algunos problemas de
méximos y minimos sobre ciertas figuras del plano, véan-
se Posamentier (1988) y Beckenbach y Bellman (1961).
Para una generalizacioén de las medias y de otros resulta-
dos sobre ellas se puede consultar Mitrinovic (1976).

Resultados

En esta seccién probamos los resultados mas importantes
de nuestro trabajo utilizando para ello el teorema de Tales
aplicado a la semejanza entre tridngulos.

La media arménica y media
aritmética ponderada carac-
terizadas mediante los trian-
gulos acutangulos y obtuséan-
gulos via los triangulos isés-
celes

Suponemos conocido en todo lo que
sigue los conceptos de mediatrices y
circuncentro de un tridngulo y las pro-
piedades de las medias armoénica, geo-
métrica y aritmética (ponderada o no)
de dos ntimeros reales positivos.

Comenzamos enunciando el siguiente
teorema:

Teorema 2

Sea ABC un tridngulo de lados a =
BC, b= CA y ¢ = AB. Tracemos la
mediatriz al lado BC por su punto
medio A’, y sean los puntos C''y B’
donde ésta corta a los lados (o a sus
prolongaciones) AB y AC, respecti-
vamente. Si denotamos por b =AA”
a la altura correspondiente al lado
BC, y si ponemos x = A'C', y =A'B’,
m = BA” y n = A’C (ver figura 1),
entonces: se verifica:

mx +ny = 2xy
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Demostracién: Veamos la demostracion
del teorema para el caso en que el
tridngulo es acutingulo (si es obtusan-
gulo se hace de una forma similar).

Por las construcciones que hemos
hecho en la figura 1, los tridngulos rec-
tingulos ABA” y C'BA’ son semejantes
ya que tienen los lados paralelos.

Por lo tanto, tenemos:

ab = 2mx
de donde:
b= 2mx 2]
a

De forma similar, los tridngulos rectan-
gulos A’'B'C y A”AC son también seme-
jantes, ya que tienen un 4ngulo comin,
C. Por ello:

ab = 2ny
y de aqui tenemos que:

po 2 3]
a

Sumando [2] y [3] obtenemos:

2h= E(mx + 1Y)
a

y ahora despejando b, teniendo en
cuenta que mx = ny, llegamos a

mx +ny  2xy 4]
m+ 1 X+ Y

b=

Con lo que tenemos asi probado que b
es a la vez la media aritmética ponde-
rada y la media armoénica de los seg-
mentos de longitudes x e y, respectiva-
mente, en virtud de la proporcionali-
dad que hay entre los segmentos m, 7,
x e y que intervienen en [4].

Corolario

El 4drea ‘del tridgngulo. ABC es la
media armonica de las dreas de los
tridngulos isdsceles BCC' y BCB'.
Ejercicio
Utilizando una construccion: similar
a la anterior dibujar el segmento:

2 .

pa X

y=x

donde y >x > 0. Ver la figura 2.
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BC=qa, AB=AC=0a/2, AC' =x, AB' =y, AA" = h

Figura 2

Nota. Observar que la clave, en todo lo anterior, ha sido
el utilizar los tridngulos isésceles para determinar la altu-
ra de todo tridngulo como una media armonica de las
alturas de los tridngulos isésceles BCB’ y BCC’




Equivalencia de la media arménica y la | Ahora bien:

media geométrica en un triéngulo recténgulo
ba ha ha
a=BC=A"C+A'B=22,22_

(1, i)
De la misma forma que anteriormente, pero via el trian- 2x 2y 2 ( x 0y

gulo rectdngulo, podemos demostrar el siguiente teorema: )
y despejando b obtenemos:

Teorema 3
2. f
Sea ABC un tridngulo rectdngulo en A de lados a > b> ¢, b= . +y =\Vm:n
Si denotamos por a = BC, x = A'B’, y = A’C’, m = A’C, Y
n=A"B,y b = AA” donde A” es el punto proyeccién con lo que el teorema queda probado.
ortogonal (pie de la perpendicular) trazada desde el
punto A sobre el lado BC, entonces Otra construccién de la media
2xy [ arménica de dos segmentos
h=——=v\Vm-n [5] , .y 4
X+ y via los triangulos rectangulos

En este apartado vamos a dar un nuevo
teorema que nos permite construir la
media arménica de dos segmentos via
el tridngulo rectingulo como método
de construccién y caracterizacién.

Demostracion: Por la construccion realizada, en la figura 3,
los tridngulos rectdngulos A'B’C y A”AC son semejantes,
ya que tienen un dngulo comun en el vértice C y los lados
B'A’ (mediatriz de BC) y AA” (altura) paralelos y perpen- .
diculares al segmento BC.

Teorema 4

Sea ABC un tridngulo de lados a =BC,
b= AC vy ¢ =AB. Tomando como
referencia el lado BC, trazamos por
By C, las rectas perpendiculares
hasta que corten a las prolongacio-
nes de los lados AC y AB, respecti-
vamente, en los puntos B’ y C.

Entonces, dos veces la altura b = AH
del lado BC es la media arménica de
los segmentos x = CC’ e y = BB’

Figura 3

De forma aniloga se prueba que los tridngulos rectingu-
los A’'C’B y A”AB son semejantes, ya que tienen un angu-
lo comiin en el vértice B y los lados A’C’ y AA” paralelos.

Por lo tanto, escribiendo la relacién de semejanza entre
los siguientes pares de tridngulos, obtenemos para el par

A'B'C, AA’C: ! i x
bh_AC . _ha
x a 2x ! :
2 i i
y para el par A’'C’B, A”AB: ! !
2 = A”B A"B = @ B m H n C
a 2
yoo4 ¥ Figura 4
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Demostracion: Por las construcciones
que hemos realizado (ver figura 4) los
tridngulos rectingulos BCC' y BHA son
semejantes, ya que tienen lados parale-
los y, ademds, un dngulo comun en el
vértice B.

Por lo tanto, por el teorema de Thales
aplicado a ambos tridngulos, tenemos
(véase la figura 4):

x_ 4 6]
h m
Similarmente, los tridngulos rectdngulos
CBB” y CHA son también semejantes,
por la misma razdn anterior.

Por todo ello:

r_4a 7]
h n
Despejando de [6] v [7] my n, respecti-

vamente, tenemos que:

bha ba (1 1)
a=m+ n=—+—=ha| —+
x x oy

Despejando b llegamos a:

he 2 8]
x+y
Finalmente, pongamos b* = 2b y obte-
nemos el cilculo y la construccién de la
media armonica de los segmentos x e .

De forma mds general, y via cualquier
clase de tridngulo, tenemos el siguiente
resultado que nos permite construir la
media armoénica de dos segmentos (ver
figura 5):

Teorema 5

Sea C, cualquier punto del lado AB
del tridngulo ABC, y dibujar C,C. Sea
Al el punto de interseccidon de BC
prolongada hasta cortar a la paralela
trazada por A a CC,; similarmente,
sea B1 la interseccion de AC prolon-
gada hasta cortar a la paralela por B
a C,C. Entonces se verifica la si-
guiente relacién:

1
T S (9]
CC; AA, BB;

Demostracion: Ya que los segmentos
AA , BB, y CC, son paralelos (figura 5),
los pares de tifangulos CAC,, B/AB y de
otra parte, CBC,, A;BA son semejantes,

Figura 5

respectivamente. De esto obtenemos:

CC, AC, CC,  CB

BB, AB ° AA, AB
Sumando miembro a miembro estas dos proporciones lle-
gamos a la relacién propuesta en [10].

Proponemos a titulo de investigacién en la clase los
siguientes problemas de geometria.
Ejercicios
1) Escribiendo la semejanza entre los tridngulos ABB' y
ACC, obtener nuevas relaciones entre los lados by ¢
del tridngulo ABC.
2) Sean los tridngulos ABC y A’'B'C’ y tales que los
angulos B v B’ son iguales y que la suma de los angu-
los A'y A’ es igual a 180°. Probar que los lados de los
tridngulos estin relacionados por la siguiente férmula:
aa’=bb’ + cc’
(Esta relacion se verd mas adelante que se verifica de
forma natural para los tridngulos rectingulos.)

3) Sea ABC un tridngulo v D el pie de la bisectriz tra-
zada desde el vértice C. demostrar que:
CD? = AC'BC — AD'BD

4) Probar que si en un tridngulo se verifica la relacion
a/cosA = b/cosB, éste es isosceles.

5) AD es la altura del tridngulo ABC, el punto H es el
ortocentro. Demosnal que DC: ‘DB = AD-DH.

6) Demostrar que si a y b son los lados de un triangu-
lo, /la bisectriz del angulo comprendido entre ellos, a’
y b’los segmento en los que la bisectriz divide al ter-
cer lado, entonces se verlﬁca .

3

ab a7

, 7)El punto H es el ortocentro del t11angulo ABC. En la

k recta CH se ha tomado un punto K tal que ABK es un
trmngulo 1ectangulo Demostrar que el 4rea del tridn-
gulo ABK es la media geométrica entre las 4reas de los
triangulos ABC y ABH.




Distintas caracterizaciones equivalentes de
los triangulos rectangulos

Sea ABC un tridngulo rectdngulo en A, y cuyos lados son
a > b2z c. Proponemos los siguientes problemas:

Problemas

1. Sean T = ABC y T" = A’B'C’ dos tridngulos de lados
a>bzcya’>b’2 ¢, respectivamente, Probar que los
tres asertos siguientes son equivalentes:

a) Ty T son tridngulos rectingulos y semejantes,

b) Ty T son tridngulos rectingulos y entre sus lados
se verifica que aa’ = bb’ + cc’,

o) Ty T son tridngulos semejantes y entre sus lados
se verifica que aa’ = bb’ + c¢’,

Sugerencia: Aplicar el teorema de Thales y el teorema
de Pitdgoras y luego efectuar un cilculo algebraico ele-
mental.

2. Sea ABC un tridngulo rectangulo en A (figura 6). Sea
H el pie de la perpendicular trazada desde A sobre el
lado BC. Ahora proyectamos ortogonalmente el punto
H, sobre los lados AC y AB, respectivamente, - obte-
niendo asi los puntos B’y C’. Estos se proyectan de
nuevo perpendicularmente sobre el lado BC para obte:
ner los puntos H, y H,, respectivamente. Probar que:

AH = BH, + CH,y HH = HH

A

B m] H] n] H m2 H2 n2 C

Figura 6

Conclusiones, comentarios y observa-
ciones

Creemos que los resultados elementales aqui expuestos
sobre las caracterizaciones v las construcciones de las
medias usuales via el tridngulo pueden ser explicados
como una experiencia diddctica novedosa sobre la geo-
metria plana elemental en el aula, por ser ésta sencilla
tanto a los alumnos de BUP como a los de la ESO.

Se puede llevar a cabo la manipulacién activa de estos
resultados sencillos sobre la geometria plana elemental del
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tridngulo, no sélo con los instrumentos
de dibujo, la regla y el compis, sino tam-
bién con el ordenador, asi como recrear
los teoremas aqui expuestos utilizando
para ello los diferentes lenguajes de pro-
gramacion y los distintos paquetes de
geometria que aparecen en Maple,
Mathematica, Matlab, Derive, Sketchpad,
Cabriy Geomouse, entre otros.

Esta experiencia de investigacién
metodolégica-didictica ha sido llevada
al aula, con aceptable éxito, con alum-
nos de la ESO y también alumnos del
actual BUP, dentro del importante y
trascendental tépico de Resolucién de
problemas y de conjeturas». Sin duda,
las estrategias del pensamiento plausi-
bles para la proposicién y la resolucion
de las conjeturas y de los problemas en
las matemdticas y en las ciencias en
general, permiten conseguir una
buena ensefianza-aprendizaje y una
educacién matematica de gran calidad.
Es decir, la resolucion de problemas y
conjeturas es el mds noble, el mds difi-
cil e imaginativo, el mds aventurero, y
el mds fantdstico y emocionante de
todos los artes que consisten en la cre-
acion y en la proposicion de problemas
Y de conjeturas en la clase, con el obje-
to de fomentar en los alumnos la inves-
tigacion para la resolucion de los pro-
blemas y de las conjeturas que se susci-
ten sobre los entes matemdticos.

En definitiva, como conslusion u observa-
ci6én Gltima podemos afirmar que en el
noble y dificil arte de ensefiar, si los pro-
fesores somos creativos, imaginativos e
investigadores en el aula, y eso lo ven, lo
viven, lo tocan, lo juegan, lo aman y lo
observan nuestros alumnos, también ellos
lo serdn y lo demostraran algin dia, en
cualquier campo profeisonal donde ten-
gan que realizar su trabajo. Y esta es la
satisfaccién mds grande que puede recibir
un profesor de los alumnos a los que ha
ensefiado y educado en las Matemiticas:
ser creativos e imaginativos. esta es la
&ran y emocionante aventura de las mate-
mdticas que cada profesor quiere vivir
cada dia con sus alumnos en la clase.

Menudo reto es, en la ensefianza actual
el conseguir este objetivo.
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