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E L GEOPLANO vy su utilizacién didactica

El geoplano, utilizado por
primera vez por el
pedagogo belga Cattegno,
fue introducido en Espaiia
por Puig Adam en los afios
cincuenta. En el plan de
estudios que en estos
momentos se estd
implantadndo, como
consecuencia de la
implantacion de la LOGSE,
se hace una apuesta
decidida por el uso en las
aulas de recursos didacticos
de diversa indole, entre ellos
los manipulativos. En el
presente arficulo se propone
la introduccién del teorema
de Pitagoras, o la
consolidacion del mismo,
apartir de una secuencia de
actividades de manipulacién
con geoplanos.

en las clases de matemaéticas

En su Iniciacién a las Matemdticas. Materiales y rectirsos
diddcticos, Cascallana (1988, 146) afirma que «el geopla-
no fue utilizado por primera vez por Gattegno e introdu-
cido en Espafia por Puig Adamv. Efectivamente, el
pedagogo belga Caleb Gattegno concibi6 el geoplano en
los afios cincuenta como un material multivalente, sus-
ceptible de ser utilizado para plantear y resolver multiples
y variados problemas geométricos, en los distintos niveles
de la ensefianza. Como el propio Gattegno (1964, 11) afir-
ma, Jos geoplanos sirven para la toma de conciencia de
las relaciones geomeétricas», esto es, sirven para favorecer
la construccién progresiva de los conocimientos geome-
tricos, construccién que sabemos es inseparable de la acti-
vidad concreta sobre los objetos, de la intuicién y de las
aproximaciones inductivas impuestas por la realizacion de
tareas y la resolucion de problemas particulares. Su vision
de la ensefanza de las matemiticas y del papel que en
ella deben de jugar los materiales manipulativos, sean
regletas (Gattegno, 1967) o geoplanos, igual que la de su
contemporineo y compatriota nuestro, D. Pedro Puig
Adam, encajarfa bastante bien en el marco de los postu-
lados psicopedagdgicos esgrimidos hoy en dia por los




especialistas en el drea de educacién matemdtica (Gil y
Guzmian, 1993) y, por lo tanto, en los incorporados en los
disefios curriculares base de dicha 4rea.

Sin embargo, y como es sabido, sus ideas y materiales no
se difundieron ni arraigaron lo suficiente a partir de los
afios setenta. La ola de las «matemdticas modernas» arrastrd
su obra, asi como el 4mbito de actuacion de su material, la
geometria euclidea, al pozo del olvido. En nuestro pafs, el
tratamiento «nueva matematica» 0 «matemitica moderna» se
introdujo con las Orientaciones Pedagdgicas para la EGB
(las de 1970 para la primera etapa y las de 1971 para la
segunda), puesto que en ellas se parte del hecho de que
una de las funciones fundamentales de las matemdticas es
la de ordenar conocimientos y crear estructuras formales
que los resuman y expresen, por lo que proponian que la
ensefianza de las matemdticas se centrase, en todos los
niveles de escolaridad, en el proceso de matematizacién de
problemas, en la creacién de sistemas formales v en la uti-
lizacion de las leyes de estos sistemas o estructuras para
obtener unos resultados e interpretarlos.

Es a finales de la década de los setenta cuando, en
Catalufia, pionera como siempre en nuestro pais en la
introduccién de innovaciones didécticas, y por medio de
la beneficiosa y cercana influencia de algunos IREM
(Institutos de Investigacién en Educacion Matematica fran-
ceses) como el de Lyon o Bordeaux, se comienza a expe-
rimentar de nuevo con los geoplanos en las aulas, como
lo ponen de manifiesto distintos articulos publicados al
respecto en la revista L’Escaire (ver Bedos, M; Forns, M. y
otros, 1983 y Rigon Grandesso, M., 1979). Por su parte,
unos anos después, la Subdireccién General de Forma-
cién del Profesorado apoya explicitamente la utilizacion
del material de Gattegno, dentro del marco de experi-
mentacidén de la Reforma de las Ensefianzas Medias, al
editar un libro sobre el tema, Geoplano y Mecanos (Bas,
M. y Brihuega, J., 1987), aunque el método para incorpo-
rarlo que se propone, al menos en cuanto a la unidad
diddctica que aqui nos interesa, la del teorema de Piti-
goras, no se adecua precisamente en términos didacticos
y psicopedagogicos a lo que proponia el propio Gattegno
y a lo que recientemente se ha aprobado como marco
administrativo y legal de trabajo dentro del 4rea.

Si la construccion, observacion y modificacion de formas
geométricas es previa a la fijacion de los conceptos geo-
métricos, debemos asumir que la accién sobre los objetos
constituye una fase inicial ineludible en los procesos de
aprendizaje y que, por ello, el recurso a los geoplanos de
Gattegno debe también considerarse como un hecho
imprescindible en la Educacién Secundaria dentro del
drea de Matematicas.

Hemos utilizado indistintamente el singular y el plural
para referirnos al (singular) o a los geoplanos (plural). Y
ello es asi porque aunque hablando con propiedad debe-

riamos referirnos siempre a los geopla-
nos (puesto que los hay cuadrados, rec-
tangulares, circulares, cuadrados por un
lado y circulares por otro,...; también los
hay de 3 x 3 puntas, de 5 x 5, de 8 X 8,
de 10 x 10, de 3 x 5, etc.), todos ellos
se basan en la misma idea: recurrir a
una superficie en la que sobresalen un
conjunto de puntas o clavos, alrededor
de los cuales se pueden construir distin-
tas formas geométricas utilizando sim-
ples gomas eldsticas. En nuestro trabajo
hemos recurrido exclusivamente a geo-
planos cuadrados de 5 X 5y 8 X 8 pun-
tas, respectivamente (figura 1). Los cons-
truimos con planchas de aglomerado
y unas puntas de madera que encaja-
bamos en los agujeros que previa-
mente habiamos taladrado sobre el
aglomerado.
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Figura 1

Debemos contar ademds con un impor-
tante material auxiliar: tramas cuadra-
das de puntos, dispuestos igual que las
puntas de los geoplanos. Se trata sim-
plemente de folios con esquemas dibu-
jados del geoplano. Estas hojas se utili-
zaran para poder tomar nota de lo que
se realiza con las gomas sobre el mismo
geoplano. En determinadas ocasiones,
estas hojas pueden sustituir al propio
geoplano.

El contexto organizativo de las activida-
des que vamos a presentar es siempre
el siguiente: en grupos de tres o cuatro
personas, los y las estudiantes van asu-
miendo la tarea de encontrar «algos




(sean segmentos, tridngulos, recorridos
o cuadrados) diferente a lo que hayan
encontrado sus compafieros y compa-
fieras de grupo. Una vez realizado
sobre el geoplano, y antes de dibujarlo
en los respectivos esquemas de los que
disponen de manera individual, discu-
ten si lo realizado por su compaiiero o
compafiera es efectivamente «distinto» a
lo trazado y dibujado previamente, y
sélo tras ponerse de acuerdo en ello,
dibujan cada uno en sus esquemas la
nueva forma geométrica hallada. Como
vemos, la mayor parte de las activida-
des que proponemos se realizardn en el
marco organizativo de trabajo en
pequefio grupo, Gnica manera de
garantizar que efectivamente se «apren-
da» a trabajar en equipo.

El teorema de Pitagoras:
siempre presente en el cu-
rriculum escolar

El teorema de Pitdgoras constituye un
contenido del curriculum escolar desde
que se fraguaron los primeros rasgos de
institucionalizacién de la Escuela, en el
mundo grecorromano, cuando se espe-
cializaron los agentes educativos y
comenzaron a vivir de ella, dedicindo-
se exclusivamente a la ensefianza, los
primeros sofistas, los primeros drabaja-
dores» de la ensefianza (Lerena, 1985).
El quadrivium no se podria entender
sin la Geometria y ésta sin la ensefian-
za de dicho teorema.

Pues bien, las justificaciones que a lo
largo de la historia se han dado para su
introduccién en el dmbito escolar han
oscilado a la hora de destacar dos polos
o aspectos destacados al respecto: su
vertiente formativa o bien su rol instru-
mental o utilitario. Comenzando por su
vertiente utilitaria, parece indudable
que el conocimiento de dicho teorema
es absolutamente necesario para la
ensefianza posterior de numerosos con-
ceptos cientificos, no sélo matematicos
sino fisicos. Es imposible hablar de dis-
tancias en el espacio, de normas o de
vectores, asi como de espacios de

. das
Justificaciones
que a lo largo

de la bistoria
se han dado para
la introduccion
del teorema
de Pitagoras
en el ambito
escolar
han oscilado
a la hora
de destacar dos
polos o aspectos:
Su vertiente
Jformativa
o bien su rol
instrumental
o utilitario.

Hilbert, etc. en el campo de las matematicas sin conocer-
lo. Por ello, también es inconcebible entender lo que son
las magnitudes vectoriales en el 4mbito de la fisica (velo-
cidades, aceleraciones, fuerzas, etc.), sin comprender la
relacion pitagérica. De todas formas no debe ser esta la
justificacién que demos a nuestros alumnos: no debemos
caer nunca en el tan repetido «ya veréis el afio que viene
para qué sirve estor. En tal caso, jdeja para el afio que
viene ese contenido! Asi pues, con respecto al teorema de
Pitdgoras deberemos destacar su cardcter instrumental
para resolver multitud de problemas, por ejemplo de
caculos de distancias en el plano, en los mapas, en la rea-
lidad. Por otra parte, nuestros alumnos y alumnas deben
poder vivir el proceso de construccion por su parte de un
teorema, y por tanto, de un tipo de conocimiento muy
especifico, el geométrico, con caracteristicas muy peculia-
res y diferenciadoras frente a otro tipo de conocimientos.
Esta Gltima idea tiene que ver con el cardcter formativo de
su ensefianza, y no con el meramente instrumental, pues
en pocas ocasiones a lo largo de la escolaridad obligato-
ria van a poder actuar en las aulas como verdaderos cien-
tificos, matemiticos en este caso, con las ventajas educa-
cionales que ello acarrea.

Una propuesta didactica para tratar el
teorema de Pitagoras

En las lineas que siguen nos proponemos explicar el con-
junto de tareas que hemos planteado en varias aulas, no
solo de la ESO, sino también en contextos muy diferentes,
como lo puedan ser la formacion inicial del profesorado en
la Escuela Universitaria de Magisterio o la formacion per-
manente del mismo en distintos CEP asturianos, con la fina-
lidad de que los y las estudiantes aprendan de manera sig-
nificativa el teorema de Pitdgoras. En €l pues, nos adentra-
mos en la vida real de las aulas, determinada por lo que en
ella se hace, que es, a su vez, lo que determina el curricu-
lum realizado, y no ya el pretendido u oficial.

Por lo que hemos dicho hasta ahora, estd claro que dicho
curriculum en la accién no va a estar mediado por las edi-
toriales, a través de los libros de texto o de los ahora en
boga «proyectos curriculares» (y ponemos las comillas a la
expresién pues estd bastante claro que se estd devaluan-
do el significado originario de dicha expresion, incluso a
instancias de la propia administracion, dado que lo que se
denomina de esa manera en absoluto tiene que ver con
lo que se entendia por tal en el dmbito anglosajon y en la
década de los sesenta), sino por la configuracién de un
conjunto de tareas originales paraa realizar recurriendo
sistematicamente a los geoplanos cuadrados de 3 X 3, 5 X
5y 8 X 8y a las tramas cuadradas de puntos que com-
plementan este material.




Como se podrd apreciar, en nuestra propuesta did4ctica
otorgamos una gran importancia al proceso de ensefianza-
aprendizaje en el que implicamos a los y las estudiantes,
pues pensamos que es a través de él como pueden vivir
una relacién educativa, entre ellos y ellas y con el profeso-
rado, y no meramente instructiva. Resaltamos que mds
importante que el producto deseado, a saber, que dominen
el teorema de Pitagoras, es el proceso seguido para su con-
secucion, proceso que en todo momento debe ser en si
mismo educativo. Sus rasgos caracteristicos, por lo tanto,
deben ser coherentes con los que se desprenden del ani-
lisis de los objetivos generales de la Educacion Secundaria
Obligatoria, para no desterrar al 4mbito de la mera retorica
dichas descripciones por todos y todas compartidas.

Para explicar la unidad diddctica vamos a distinguir tres
subapartados en la misma: en el primero analizaremos los
elementos didicticos de la unidad, basindonos en el DCB
y citando los objetivos, contenidos, el contexto organizati-
vo y la forma de evaluacién; en el segundo presentamos la
secuencia propuesta de actividades, una sesién introducto-
ria y siete tareas claramente diferenciadas, para, en el ter-
cero y Wltimo, sintetizar y concluir el trabajo realizado.

El teorema de Pitdgoras en el DCB:
andlisis didactico de la unidad

En el DCB de Secundaria Obligatoria, el teorema de
Pitdgoras viene citado como contenido conceptual del
curriculo oficial dentro del bloque de contenidos n.° 2 de]
area de Matematicas, el de «Medida, estimacién y cdlculo
de magnitudes» (MEC, 1992). Mis concretamente, se cita
como contenido conceptual del apartado 6, el de Medi-
ciones indirectas:, y se puede relacionar directamente con
contenidos procedimentales (aitilizacién de las férmulas
de longitudes... para medir magnitudes» o el de «medida
del drea... utilizando distintas técnicas tales como la des-
composicion en otras mas simples. ..») o relacionados con
las actitudes, los valores y las normas (aeconocimiento de
la importancia y utilidad de las medidas indirectas como
un medio sencillo para medir determinadas magnitudes» o
el de «wevision sistemitica del resultado de las medidas
directas o indirectas, aceptindolas o rechazindolas seglin
se adecuen o no a los valores esperados»),

Sin embargo, pensamos que, tal y como vamos a plantear
la programacion de la unidad didéctica, los objetivos o
capacidades que se pretenden desarrollar van mucho mas
alld de los que acabamos de citar. Nuestro interés es el de
incidir en los objetivos generales del 4rea en la ESO, con-
cretamente en el primero (dncorporar al lenguaje y modos
de argumentacién habituales las distintas formas de
expresion matemdtica con el fin de comunicar los pensa-
mientos propios de una manera precisa y rigurosa»), el
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tercero (ddentificar utilizaciones y apli-
caciones diversas del conocimiento ma-
temdtico en distintos 4mbitos de la acti-
vidad humana percibiendo el papel que
juegan como lenguaje e instrumento en
situaciones muy diversas»), el cuarto
(«mostrar actitudes propias de la activi-
dad matemitica en situaciones cotidia-
nas o de resolucién de problemas»), el
quinto (atilizar las formas de pensa-
miento légico para formular y compro-
bar conjeturas, realizar inferencias y
deducciones, relacionar Yy organizar
informaciones diversas relativas a la vida
cotidiana y a la resolucién de proble-
mas»), el sexto («elaborar estrategias per-
sonales para la resolucién de problemas
matematicos sencillos y de problemas
cotidianos, utilizando distintos recursos
y analizando la coherencia de los resul-
tados para mejoratlos si fuera necesa-
1i0") y el noveno («desarrollar estrategias
de medida y cilculo de magnitudes rea-
lizando estimaciones Yy aproximaciones
de estas medidas con el grado de exac-
titud conveniente segin lo requiera la
naturaleza de la situacién, del objeto o
del aspecto medidon).

Pero también queremos resaltar la rela-
cion directa de la unidad didéctica con
el posible logro de objetivos o capaci-
dades generales de la propia etapa
educativa, en concreto con los siguien-
tes objetivos generales de la ESO:
«dnterpretar y producir con propiedad,
autonomia y creatividad mensajes que
utilicen cédigos artisticos, cientificos y
t€cnicos, con el fin de enriquecer sus
posibilidades de comunicacién y refle-
xionar sobre los procesos implicados
€n su uso»; «obtener y seleccionar infor-
macion utilizando las fuentes en las que
habitualmente se encuentra disponible,
tratarla de forma auténoma y critica,
con una finalidad previamente estable-
cida y transmitirla a los demas de
manera organizada e inteligible; «elabo-
rar estrategias de identificacién y reso-
lucién de problemas en los diversos
campos del conocimiento y la expe-
riencia, mediante procedimientos intui-
tivos y de razonamiento légico, cons-
trastindolas y reflexionando sobre el
proceso seguido» y, por ltimo, el de




«conocer y valorar el desarrollo cientifi-
co v tecnologico, sus aplicaciones y su
incidencia en su medio fisico y social».

Los contenidos conceptuales que es
preciso aprender estin recogidos en la
relacion esencial que se establece en el
teorema de Pitdgoras, a saber, que la
suma de las dreas de los cuadrados
construidos sobre los catetos de un
tridngulo rectdngulo es igual al drea del
cuadrado construido sobre la hipotenu-
sa, asi como reconocer que eso sélo
ocurre si el tridngulo de partida es rec-
tangulo. Los términos (catetos, hipote-
nusa, tridngulo rectangulo, acutdngulo y
obtusingulo), las operaciones (suma de
cuadrados, triangulacion de
rectdngulos) y la relacion de
igualdad en ese determina-
do caso, constituyen las fi-
guras sinticticas caracteris-
ticas de la geometrfa eucli-
diana que es preciso cons-
truir.

Para favorecer el desarrollo
de las capacidades citadas y
la construccién de dichas
figuras sinticticas es preciso
instaurar en el aula una dini-
mica de trabajo en la que el
realizado por el alumno o
alumna sea comparable por
momentos a la actividad
cientifica. Debera actuar, for-
mular, probar, construir mo-
delos, lenguajes, conceptos,
teorias, intercambiarlas con
otros, reconocer las que son
conformes a la cultura, recurrir a ellas
cuando son ttiles, etc. Y para hacer posi-
ble tal actividad, el profesorado debe de
imaginar y proponer situaciones que
puedan vivir v en las cuales los conoci-
mientos aparezcan como la solucién &pti-
ma y descubrible a los problemas plante-
ados. Mis concretamente, debe optar por
seguir los principios de procedimiento
que justificamos en el anterior apartado.

La secuencia de actividades que pre-
sentamos a continuacion se ha realiza-
do en su mayor parte dentro de un con-
texto de trabajo en pequefio grupo (de
cuatro personas). En las situaciones de

accion éste es el contexto usual, aunque en las de formu-
lacién, validacién e institucionalizacién se recurre habi-
tualmente a una puesta en comuin con todo el grupo de
estudiantes.

Los medios utilizados, como ya se ha indicado anterior-
mente, son Gnicamente geoplanos de 5 x 5 para cada
grupo, y de 8 X 8 para toda el aula, mds las gomas nece-
sarias para la construccién de las figuras planas. Ademas
se dispondrd de fichas fotocopiadas donde aparecen los
esquemas de dichos geoplanos, con la finalidad de que
puedan tomar nota de sus acciones previas, asi como
hojas con tramas cuadradas de puntos. Es interesante
tener preparadas las transparencias necesarias para visua-
lizar, en la puesta en comin, las soluciones a los proble-
mas de btsqueda planteados. En los centros donde se
pueda recurrir a ordenadores que dispongan del lenguaje
LOGO, es factible realizar actividades similares
a las propuestas en dicho entorno, sea para
comprobar los resultados y conocimientos
adquiridos mediante el recurso a los geopla-
nos, sea para plantearlas directamente en
dicho entorno informatico.

La labor del profesorado debe de entenderse
en funcién del tipo de situaciéon a plantear y
no en términos globales (directividad y no
directividad, por ejemplo). Asi, en las situacio-
nes de accion y formulacién, deberan apoyar
y animar a sus estudiantes para que acepten el
problema que se les ha planteado, ddndoles
los consejos oportunos par que perseveren,
tomen conciencia del trabajo realizado, com-
paren el suyo con el de otros grupos, etc. Sin
embargo, en las situaciones de validacién
deberin abstenerse de intervenir como posee-
dores de la verdad, esto es, deberin simular,
Como un actor o una actriz en una obra de tea-
tro, que no conocen la respuesta a las pre-
guntas que se plantean. De ofra manera se
interferitfa con los procesos de razonamiento del alumna-
do, impidiéndoles construir las ideas adecuadas para la
resolucién de los problemas planteados. Por ltimo, en
las situaciones de institucionalizacion, el profesorado
debe de intervenir de manera totalmente directiva, zan-
jando los debates, introduciendo los términos adecuados
y explicitando la importancia de los resultados obtenidos.

Por su parte, la evaluacion especifica de la unidad debe-
1a de realizarse en un marco equiparable al ya vivido y
reconocido por los y las estudiantes, esto es, en pequeno
grupo. La prueba individual de evaluacién puede y debe
reducirse a comprobar si los resultados previamente insti-
tucionalizados son conocidos y comprendidos. De esta
forma distinguiriamos entre dos pruebas de evaluacion: la
grupal, dirigida a comprobar el nivel de trabajo de cada




grupo al intentar resolver un problema nuevo, aunque
relacionado con los previamente trabajados, y el indivi-
dual, dirigido a comprobar su nivel de conocimiento de
los conceptos basicos que se supone deben de aprender.

Hemos resuelto relatar la secuencia de actividades para
plantear en las aulas de manera abierta, sin determinar
especificamente el tiempo dedicado especificamente a
cada una de ellas y el contexto concreto organizativo de
las mismas, y ello de manera deliberada. En los diferentes
ensayos que hemos realizado de la misma, como dijimos,
en contextos muy diversos, hemos podido comprobar
como los resultados obtenidos en cada tarea son algo
diferentes en cada aula y ello nos obliga, ademas de la
necesidad de ser coherentes con los principios de proce-
dimiento asumidos (recuérdese el que afirma que el pro-
fesorado favorecerd que identifiquen, inicien y desarro-
llen sus propios problemas relacionados con las situacio-
nes planteadas») a describir el conjunto de tareas a desa-
rrollar en las aulas de manera no cerrada.

En necesario indicar, por dltimo, que en algunas de las
tareas se proponen alternativas segin se plantee la unidad
didactica en el primer ciclo o en el segundo ciclo de la
ESO. En este tltimo caso se eliminan las actividades en las
que se hace referencia a los nimeros irracionales. Tanto
€0 uno como en otro caso, los alumnos y alumnas llegan
a la relacién pitagérica de manera similar y, por tanto, la
unidad did4ctica mantiene todo su significado. En el caso
de los estudiantes del segundo ciclo, que ya se habrin
encontrado con el teorema en cursos anteriores, tendrin
ocasion de afianzar, de manera significativa, su aprendi-
zaje y valorar todo su significado.

Secuencia de actividades

Primera sesién introductoria

En la primera sesion, y con vistas a proporcionar una
panordmica global del tema que se va a abordar en las
siguientes clases, esto es, con la pretensién de presentar
un organizador previo que facilite al alumnado la asigna-
cion de un sentido genérico al conjuntos de actividades y
fases que se van a desarrollar, suele ser conveniente
comenzar la programacion con una actividad como la que
proponemos, que pensamos satisface las caracteristicas
que los psicélogos cognitivos, especialmente Ausubel o
Mayer, asignan a los organizadores avanzados. Este Gltimo
sostiene que un organizador previo debe poseer las
siguientes caracteristicas:

1. Es un conjunto breve de informacién verbal o visual.

2. Se presenta antes del aprendizaje de un amplio cuer-
po de informacion.
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a comprobar
el nivel de trabajo
de cada grupo al
intentar resolver
un problema
nuevo, aunque
relacionado con
los previamente
trabajados,

y el individual,
dirigido
a comprobar
su nivel de
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3. No incluye contenido especifico de la
informacién que hay que aprender.

4. Proporciona medios para generar re-
laciones logicas entre los elementos.

5. Influye en los procesos de codifi-
cacidén del alumno.

En nuestro caso, como veremos a con-
tinuacién, no sélo se tratard de una
informacién verbal y visual presentada
por el o la profesora, sino que exigira
también la realizacién de actividades
manipulativas por parte del alumnado.
En concreto, se trataria, en primer lugar,
de explicarles verbalmente que el con-
junto de actividades que se realizardn a
continuacion estd relacionado con uno
de los conocimientos matematicos mas
universales, planteado y resuelto a tra-
vés de diferentes cursos operatorios por
civilizaciones muy diversas (babilénica,
egipcia, india, china, arabiga, griega,...
que explica de manera abstracta y
general la relacion existente entre dife-
rentes cuadrados, rectdngulos y tridngu-
los y que permite resolver una gran
cantidad de problemas geométricos y
algebraicos en el plano y, generalizdn-
dolo, en el espacio. Se le conoce con-
vencionalmente como el «Teorema de
Pitdgoras», y nos va a permitir adentrar-
nos en las caracteristicas de los conoci-
mientos cientificos, mds concretamente,
matematicos, que implican una manera
de razonar, argumentar y demostrar
muy especifica y determinada, muy pe-
culiar, la que se recoge de manera im-
plicita a través del término ¢eorema.

Como vemos, breve conjunto de ideas,
presentado antes del amplio conjunto de
actividades a desarrollar y de informa-
cién a transmitir, que no incluye conteni-
do especifico de la informacién a apren-
der, a la vez que proporciona medios
para generar relaciones logicas entre los
elementos y las actividades subsiguientes
¥ que esperamos influya en los procesos
de codificacién del alumnado, por lo
que, explicitado en un lenguaje apropia-
do, se convierte en un organizador pre-
vio del tema que se va a estudiar.

Tras transmitir la informacién verbal-
mente, les pasaremos por escrito un




breve texto que recoja sintéticamente
los puntos anteriores y, a continuacion,
proporcionaremos a cada grupo de
cuatro alumnos dos cuadrados, de 15 y
20 cm de lado respectivamente, una
escuadra y un cartabdn, asi como unas
tijeras, y les pediremos que busquen la
manera de conseguir, con los dos cua-
drados dados, otro cuadrado de 4rea la
suma de los iniciales, pudiendo cortar
éstos en las partes que crean conve-
niente y de la forma que consideren
apropiada. Se tratarfa de «wer, una vez
troceados los dos o alguno de ellos,
como se pueden disponer las distintas
partes de manera que obtengamos uno
solo, sin despreciar ninguno de los
fragmentos en los que los hayamos
dividido, para garantizar que la suma
de los pequefios nos «dé» el mayor. Con
cortes paralelos a los lados del cuadra-
do surgen ficilmente varias opciones,
por ejemplo, la de cortar el mayor en
cuatro tiras rectangulares iguales y dis-
ponerlas alrededor del menor, pero
complicaremos la tarea pidiendo que
los cortes sean «oblicuos».

Tras diversos intentos, que es de espe-
rar no fructifiquen, dada la dificultad
que encierra el hallar por dénde cortar-
los, en cuintos trozos y si hay que
recurrir a uno o a ambos cuadrados, les
presentaremos una de las posibles for-
mas de hacerlo. Les diremos concreta-
mente que partan el mayor, el de 20 cm
mediante dos rectas que unan, dos a
dos, los puntos situados en las distan-
cias y los lugares indicados en la figura
2 (presentada en una trasparencia).
Después se les pide que sitien los cua-
tro cuadrilateros obtenidos en torno al
cuadrado de 15 cm para ver si obtienen
un cuadrado mayor,

y, si es asi, que

midan el lado de este 2,5 17,5

altimo.

17,5

2,5

Figura 2 1725

2,5

2,5

17,5

Una vez conseguida la disposicién deseada (los. cuatro
cuadrilateros «bordeando» al cuadrado de 30 cm, que apa-
rece como encajado en el interior del mayor, obtenido por
todos los grupos), les comentaremos que la justificacién
de este procedimiento, asi como la de la relacién obteni-
da entre las dreas serd uno de los conocimientos que
habremos aprendido tras la realizacién de las actividades
de la programacion, y que estd directamente relacionado
con el citado «Teorema de Pitagoras».

a=d-e

c b=d+e

Figura 3

Como se puede apreciar en la figura 3, el procedimiento
presentado se basa en uno de los muchos existentes para
construir un cuadrado, basdndose en dos mis pequefios,
siempre que entre sus lados se satisfaga la relacién pita-
goérica. En este caso a = 15 cm y b = 20 cm, por lo que
«d» es igual 2 17,5 cm y «e» a 2,5 ¢cm. El cuadrado mayor
construido tendrd, obviamente, un lado de 25 cm.

En el caso general, los valores de «d» y «e» se hallan cal-
culando la semisuma de los lados de los cuadrados
pequefios y la semidiferencia de los mismos, respectiva-
mente, como se puede deducir resolviendo las dos ecua-
ciones de la figura, despejando «d» y «e» en funcién de «a»
v . Asi, d = 1/2(b+a) y e = 1/2(b-a) y en el caso parti-
cular planteado,

d = 1/2(20+15) = 17,5 cm
e = 1/2(20-15) = 2,5 cm.

Tarea 1: segmentos de diferente longitud
en el geoplano 5x5

Se les propone que, en grupos de cuatro personas,
encuentren todos los segmentos de distinta longitud que
se pueden construir en un geoplano de 5 X 5 puntos.
Como vemos, les proponemos una situacion de accidn,
dirigida, entre otras cosas a que pongan de manifiesto sus
conocimientos previos sobre los términos usados: seg-




mentos e igual longitud. Situacién o problema de bus-
queda para el que no pueden recurrir a ningan algoritmo
previo y que deberdn resolver obligadamente por tanteo,
mediante sucesivos ensayos y errores. En este proceso
pondrin de manifiesto sus ideas previas sobre igualdad
de segmentos, aprendiendo, por ejemplo, que la distancia
entre dos puntos no es la misma si éstos, en vez de estar
situados de manera consecutiva en horizontal o vertical,
estin situados en oblicuo.

El contexto organizativo de la tarea puede ser el siguien-
te: cada alumno construye un segmento en el geoplano,
diferente siempre en longitud a los previamente realiza-
dos y, tras ponerse de acuerdo con los compafieros en
que es efectivamente distinto en dicha magnitud a todos
los anteriores, lo dibujan todos los miembros del grupo en
sus fichas correspondientes. Asi van construyendo y dibu-
jando el mayor ntmero posible de segmentos distintos,
hasta que no encuentren mas. Como vemos, es preciso
que cada grupo cuente con un geoplano, gomas, y fichas
con bastantes esquemas del geoplano 5 X 5 (es aconseja-
ble proporcionarles, como minimo, 16 esquemas en dos
folios, para que dibujen inicialmente un segmento en
cada uno de ellos).

En la puesta en comin es de esperar que los distintos gru-
pos no se pongan de acuerdo: unos encontraran 11 o 12
segmentos distintos, mientras que otros dibujardn en sus
fichas mds de 15, al no percatarse de la igualdad de algu-
nos de ellos por estar situados en posiciones diferentes.
Como se puede apreciar en la figura 4 (en la que apare-
cen ya agrupados siguiendo un criterio: horizontales,
suben un «piso», dos, tres o cuatro), sblo existen 14 seg-
mentos distintos en longitud, pero como este nimero no
es ficil de hallar, dado que no cuentan con ninguna estra-
tegia previa que les permita estar seguros de ello, no es
previsible que lleguen a él, al menos de manera mayori-
taria. Este hecho, la falta de acuerdo para encontrar el
mismo nimero de segmentos, es el que va a motivar la
siguiente tarea que se va a realizar.

Situacion
o problema
de buisqueda para
el que no pueden
recurrir a ningun
algoritmo previo
Y que deberan
resolver
obligadamente
por tanteo,
mediante
Sucesivos ensayos
Y errores.

Tarea 2: codificaciéon de los
segmentos hallados

En esta ocasion, y como fruto del desa-
cuerdo alcanzado en la tarea anterior,
les planteamos una situacién o dialécti-
ca de formulacion: se trata de construir
un lenguaje que nos permita identificar
sin ambigliedades cualquier segmento
construible sobre el geoplano de 5 x 5,
de manera que, por su mediacién,
podamos estar seguros mis adelante,
repasando las fichas realizadas en la
tarea anterior, que no repetimos ningu-
no, asi como que podemos encontrar
todos los posibles.

Para ello podemos recurrir al plantea-
miento de la siguiente actividad: les
pedimos que, fijado un punto de parti-
da para los distintos segmentos, por
ejemplo, la esquina inferior izquierda,
se intercambien mensajes con la finali-
dad de averiguar qué segmento han
construido sin que los restantes compa-
fieros del grupo lo puedan ver. Los dis-
tintos mensajes, del tipo «dos saltos a la
derecha y uno hacia arriba», los iremos
abreviando sin incurrir en ambigiieda-
des hasta que asuman que es suficiente
con indicar un par de ntmeros —el par
(2, 1) para el caso anterior— para iden-
tificar de manera rigurosa uno y sélo
uno de los posibles segmentos posi-
bles. Llegados a esta conclusion, se les
pide que nombren los segmentos que
previamente habian construido para
percatarse de las posibles repeticiones
o exclusiones en que habifan incurrido.

De esta manera, y superando ciertas
dificultades, como la relativa al nombre
de los segmentos horizontales —el (1, 0),
2,0, (3, 0) y (4, 0)~ 0 al hecho de que
el orden de los nimeros del par es indi-
ferente respecto a la longitud (lo que
viene a indicar que, por lo tanto, en
sentido matemdtico estricto no constitu-
yen un «parm), puesto que el segmento
(2, D, por ejemplo, tiene la misma lon-
gitud que el (1, 2), pueden llegar a
nombrar los catorce segmentos posi-
bles, asi como a estar seguros de que
GUnicamente pueden construirse dichos
catorce segmentos. Como objetivo final




de la tarea, se trataria que todos los gru-
pos lleguen a construir una tabla como
la siguiente:

a0 @0 6,0 &0
an en G &D
2,2 3,2 G2

3G3» @3

“4, 9D

Con dicha tabla construida pueden
ficilmente apreciar que, efectivamente,
s6lo se pueden construir 14 segmentos
de distinta longitud en el geoplano de
5 x 5, al margen de su orientacion y dis-
posicién en el plano. Implicitamente,
también habrin descubierto que para
expresar Ja medida de un segmento, en
ocasiones es preferible «dar un rodeo,
esto es, no medir directamente su lon-
gitud sino indicar cudnto se avanza (o
retrocede) en horizontal y cuanto se
sube (o baja) en vertical; esto es, es
preferible expresar la distancia entre
dos puntos no directamente sino indi-
rectamente, recurriendo a lo que mas
adelante denominaremos como «cate-
tos» del tridngulo rectingulo que tiene
como «hipotenusa» la distancia buscada.
Esto es asi, dado que de los catorce
segmentos construidos, Gnicamente los
cuatro horizontales y el (4, 3) tienen
una medida racional, expresable me-
diante un nGmero entero en estos casos
(respectivamente miden 1, 2, 3, 4y 5
unidades, si consideramos como uni-
dad la distancia horizontal o vertical
entre dos clavos consecutivos). El resto,
como podrian comprobar mas adelante,
tienen una medida irracional.

Una vez concluida la tarea, podremos
plantear las siguientes actividades de
refuerzo o ampliacion:

e Dado un segmento cualquiera,
dibujar el mismo en muchas posi-
ciones diferentes o construir figuras
con segmentos siempre iguales
(ver figura 5).

* Dado un segmento cualquiera, ele-
gido entre los «pequefios» (maés
adelante matizaremos esta idea de
«pequefion), construir un cuadrado
que tenga dicho segmenio como

...s0lo se pueden
construir
14 segmentos
de distinta
longitud en el
geoplano de 5X5,
al margen
de su orientacion
y disposicion
en el plano.

¢

lado, proporcionandoles, si tienen dificultades con
los segmentos «nclinados», dos lados ya dibujados
para que encuentren el cuarto vértice que permite
«errar» el cuadrado (ver figura 6). Esta actividad serd
la base de una de las proximas tareas que habrin de
abordar.

e Encontrar una férmula que nos permita calcular el
ntmero de segmentos construibles en cualquier geo-
plano de n X n clavos. Formula que se puede cons-
truir planteando una situacién de validacién, en la
cual tengan que conjeturar que dicho nimero, llamé-
mosle N, es igual a la suma de los # primeros térmi-
nos de la progresion aritmética de diferencia 1
(1+2+3+4+...+n), menos una unidad. Hecho ficil-
mente deducible ampliando, por generalizacion, la
tabla previamente construida. Asi se puede introducir,
ademds, la idea de progresion aritmética, al menos la
de la mas sencilla, para llegar a la formula en cues-
tién, esto es 1/2 [n(n+1)] — 1. Més adelante merece la
pena volver sobre esta actividad para probar su vali-
dez: a partir del geoplano 6 X 6 se encontrardn con
que algunos segmentos aparentemente de «diferente
longitud realmente miden lo mismo, como por ejem-
plo el (5,0) y el (4, 3). En todo caso nos parece mds
oportuno introducir esta reflexion después de haber
realizado alguna de las tareas siguientes.

Figura 6

Tarea 3: ordenacién de los segmentos por
su longitud

Se les pide, en el mismo contexto organizativo que en el
caso de la tarea inicial, que ordenen de menor a mayor
longitud todos los segmentos que han encontrado. Para
ello pueden recurrir, si lo estiman necesario, al uso de
reglas graduadas.

Tras un periodo de trabajo de los grupos, el profesor o la
profesora pedird que expongan sus resultados. Sin duda




surgirdn distintas ordenaciones y surgirin problemas ya
que, con toda probabilidad, se habrin encontrado con
serias dificultades para ordenar los segmentos. Ni siquiera
con ayuda de la regla habran sido capaces de establecer
diferencia de longitud entre los segmentos (4, 1) y (3, 3).

Esta falta de acuerdo serd la base para plantear la siguiente
tarea: como encontrar la medida exacta de los diferentes seg-
mentos, que nos permita ordenarlos segtin su longitud.

Tarea 4: la longitud exacta se puede deter-
minar indirectamente

Al final de la tarea anterior se plantea el problema de
determinar la medida exacta de los segmentos del geo-
plano. Sera dificil encontrar propuestas razonables para
hallar la medida exacta de los segmentos, por lo que sera
el profesor o la profesora la que sugerird una manera de
hacerlo. El procedimiento que propondri para hallar la
longitud exacta de los segmentos se basard en la relacién
entre el lado y el 4rea de un cuadrado: conocido el valor
del area, el lado serd la raiz cuadrada de este valor. Para
explicar este procedimiento de cilculo, el profesor o la
profesora plantearin algunas actividades previas de cilcu-
lo de 4reas de cuadrados construidos en el geoplano. En
el caso de los cuadrados cuyos lados son paralelos a los
lados del geoplano, los y las estudiantes no tendrin nin-
guna dificultad para el cilculo del drea. La unidad, obvia-
mente, serd el cuadrado de lado unidad. En el caso de los
cuadrados cuyos lados sean oblicuos a los lados del geo-
plano se utilizardn tanto lo que nosotros denominamos
«nétodo puzle» o de «dentro a fuera», que consiste en divi-
dir el cuadrado cuya 4rea se desea calcular en 4 tridngulos
y un cuadrado cuyos lados son paralelos a los lados del
geoplano y cuyas dreas se calculan de manera inmediata,
y el que llamamos «método marco» o procedimiento de
fuera a dentro», que consiste en inscribir el cuadrado de
lados oblicuos en otro de lados paralelos a los lados del
geoplano: en este caso el drea del cuadrado interior serd
la del cuadrado grande menos la de los cuatro tridngulos
iguales que se forman en las esquinas (figura 7).
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Método puzzle Método marco

Figura 7

Tras el célculo del 4rea de cada uno de estos cuadrados,
el profesor o la profesora pedird a sus alumnos que indi-
quen cudl seria la longitud de su lado. La manera de indi-
car la solucién dari lugar a un nuevo debate y reflexién.

...CcOmo enconirar
la medida exacta
de los diferentes
segmentos,
que nos permita
ordenarlos
seguin su longitud.

La mayoria habrd optado por dar una
expresioén decimal, cuyo valor habrin
obtenido con la calculadora. Como no
todas las calculadoras mostrarin el
mismo nGmero de digitos y, ademds,
no todos habrin hecho el redondeo
con el mismo ntmero de decimales
surgird de nuevo la controversia acerca
de qué resultado ha de ser el admitido
por todos. El profesor o la profesora
aprovechard este hecho para que los
alumnos y alumnas admitan y com-
prendan la imposibilidad de expresar
con exactitud el valor de estos radica-
les en forma decimal. Puede ser el
momento, si se considera oportuno, de
hablar de cuestiones como ntmeros
irracionales, infinitas cifras decimales
no periddicas, redondeo y cifras signi-
ficativas,... Las caracteristicas del grupo
clase, sus conocimientos previos, el
tiempo del que se disponga, etc. serdn
factores que el profesor o la profesora
habri de valorar. En cualquier caso, el
contexto puede ser muy adecuado
para introducir estas cuestiones, asi
como otras, como la simplificacién de
radicales que se explicari entre las acti-
vidades de ampliacion.

En cualquier caso, y volviendo a la
tarea que nos habiamos propuesto,
tras esta reflexién habrd de surgir el
acuerdo de expresar el resultado
exacto mediante la forma radical y
que las medidas aproximadas, salvo
excepciones, se daridn con tres cifras
significativas y redondeando. Los
alumnos y alumnas, a continuacion,
hallardn la longitud exacta de todos
los segmentos distintos del geoplano
5 X 5, a partir de los correspondien-
tes cuadrados, y confeccionarin una
tabla con los resultados que van
obteniendo, ordenando en la misma
los segmentos en funcion de su lon-
gitud. Como en el geoplano de 5 x 5
no pueden construir todos los cua-
drados que tienen por lados los seg-
mentos citados, se pedird que utilicen
para ello las tramas cuadradas de
puntos.

El resultado que se espera obtener es el
reflejado en el siguiente cuadro:




Area Longitud Longitud
Segmernto cuadracdo exacta aproximada

(G0 1 1 1
a, n 2 N2 1,41
2,0 4 2 2
@, D 5 5 2,24
@, 2 8 8 2,83
30 9 3 3
3, D 10 V10 3,16
G2 13 13 3,61
4, 0 16 4 4
G4, D 17 V17 4,12
3, 3 18 V18 4,24
4,2 20 V20 4,47
4, 3 25 5 5
4, 9 32 V32 5,66

Alternativa a las tareas 3 y 4

para. el primer ciclo de ESO:

cuadrados en el geoplano 5 x 5

En esta ocasién volvemos a plantear

una situacién de accidén, de bisqueda,

relacionada con la segunda actividad de

refuerzo de la tarea 2. Se les pide que

busquen el mayor ntmero posible de

cuadrados, de diferente superficie, que

se pueden construir sobre un geoplano

de 5 x 5. Ademis, y basindose en la

tabla previamente construida, deberin

«qombrar a dichos cuadrados, esto es,

deberin identificarlos por la longitud

de sus lados, recurriendo al lenguaje de

pares que habian ya elaborado en la

actividad anterior. Figura 8

Los cuatro mds sencillos, los que tienen por lado los seg-
mentos (1, 0), (2, 0), (3, 0) y (4, 0) no tienen ningtin pro-
blema en dibujatlos. Los cuatro restantes que pueden
dibujarse en el geoplano de 5 x 5 (ver figura 8), si les
cuesta mds trazarlos, aunque si previamente han realiza-
do la actividad de refuerzo n.° 2, o si les planteamos una
situacién de intercambio de mensajes, podran hacerlo sin
excesivas dificultades. La situacion de formulacién puede
plantearse como sigue: tienen que dar instrucciones a los
miembros de su grupo para que dibujen el mismo cua-
drado que alguien de ellos ha dibujado previamente, sin
que el resto lo vea, fijando un punto de partida. De esta
forma se ven obligados a utilizar siempre el mismo par de
nGmeros, por lo que toman conciencia, de una manera
eficaz y no ambigua, de cémo se pueden dibujar. Por
ejemplo, si se trata del cuadrado de lado (2, 1), el men-
saje, tomando como punto de partida un punto adecua-
do, pues no todos sirven, tendrfa la siguiente forma: dos
a la derecha y uno hacia arriba, uno a la derecha y dos
hacia abajo, dos a la izquierda y uno hacia abajo, y, por
dltimo, uno a la izquierda y dos hacia arriba.

Una vez construidos sobre el geoplano y dibujados en sus
fichas, les propondremos que los ordenen por tamafo, por su
area o superficie, para lo cual tendrdn que hallar dichas areas,
dado que a simple vista tienen dificultades para saber cudl de
los dos elegidos es mayor y cudl menor. Si bien las dreas de
los cuatro primeros se calculan inmediatamente, tomando
obviamente como supetficie unidad la del cuadrado de lado
el segmento (1, 0), no ocurre lo mismo con las cuatro restan-
tes. Las consideraciones hechas anteriormente sobre los méto-
dos puzle y marco tienen aqui también toda su validez.

De esta manera pueden llegar a construir, en paralelo con
la tabla de segmentos, una tabla de 4reas de los ocho cua-
drados construidos sobre el geoplano de 5 X 5, tabla que
quedaria asi:

1 4 9 16
2 5 10
8

A continuacién instauraremos en el aula una dialéctica de
la validacion, esto es, propondremos una situa-

cién en la que tengan que argumentar, reali-

: zando conjeturas y comprobando su validez, de
* e ¢ ° acuerdo con la comparacién de las dos tablas
e e ° e ° construidas en las dos tareas anteriores, Esto es,
° o o ° ° o teniendo presentes las siguientes tablas:
° * o ° o o e e Lados Areas
. T e e . 1Q,0 @0 G,0 4 0 1 4 9 16
o o o @€, 2 DLEDLED 2 5 10
. o o o o 2,2 3,2 4,2 8

3,3 ¢ 3
4, 9



les pediremos que conjeturen, en primer lugar, cudl serd
el drea del cuadrado de lado (4, 1), esto es, cudl seri el
valor que tiene que aparecer inmediatamente debajo del
16 en la tabla de las 4reas. Comparando la segunda fila
con la primera, es ficil de establecer la conjetura de que
tiene que ser una unidad mds que 16, por lo tanto podrin
afirmar que el cuadrado de lado (4, 1) tendri 17 unidades
cuadradas de drea. Hecho que comprobarin efectivamen-
te construyendo y dibujando dicho cuadrado en un geo-
plano mayor, por ejemplo en el de 8 x 8 clavos, y calcu-
lando su 4drea directamente por triangulacién.

Si para pasar de la primera fila a la segunda afiadimos una
unidad, para pasar de la primera a la tercera, parece plau-
sible pensar que hay que afiadir cuatro unidades (compa-
rando los valores 4 y 8 de la tabla de 4reas), por lo que
los cuadrados de lado (3, 2) y (4, 2), deberdn tener unas
areas respectivas de 13 y 20 unidades cuadradas. También
suele ser habitual que conjeturen que hay que multiplicar
por dos. De nuevo comprobaran la conjetura, trabajando
en el geoplano de 8 x 8 (ver figura 9) y calculando direc-
tamente las dreas de estos cuadrados por triangulacion.
Podréan calcular el drea del cuadrado de lado el segmento
(3, 2), sea sumando al cuadrado central el 4rea de los cua-
tro tridngulos que lo «bordeans, esto es, mediante la suma
1+12 (puesto que cada tridngulo tiene un 4rea de 3 uni-
dades cuadradas), o sea restando de 25 las 12 unidades
cuadradas de los cuatro tridngulos que bordean al cua-
drado, esta vez por el exterior. De igual forma, el drea del
cuadrado de lado (4, 2) la calculardn asi: 4 + (4 x 4) = 20
636 - (4 x4 =20

a, o
a, n
@, 2

Por tltimo, si para pasar de la primera
a la segunda fila sumabamos una uni-
dad, y para pasar de la primera a la ter-
cera fila sumabamos cuatro unidades, la
pregunta obvia es: jcudnto tendremos
que sumar para pasar de la primera a la
cuarta fila?; esto es, ¢qué 4drea tendrin
los cuadrados de lados los segmentos
(3, 3 y (4, 3)? Como en este caso no
tienen ningln ejemplo en el cual basar-
se para establecer la conjetura, les pedi-
remos que los dibujen previamente en
el geoplano de 8 x 8 y que calculen sus
areas por triangulacién. Una vez halla-
dos los valores (18 y 25, respectiva-
mente), pediremos que los sitien en la
tabla de dreas, completandola con los
valores obtenidos con anterioridad,
quedando ésta de la siguiente manera:

Lados Areas
2,0 3,0 ¢ 0 1 4 9 16
2,0 3,D¢D 2 510
3,2 4,2 8
3,3 4,3

“4, 9

Ahora ya pueden conjeturar, en base a
los datos empiricos, que para pasar de
la primera fila a la tercera fila es preci-

Figura @




so sumar 9 unidades, lo que aprove-
charemos para pedirles que generali-
cen: hemos obtenido los valores 1, 4 y
9 para pasar, respectivamente, a las filas
dos, tres y cuatro, jcudnto tendremos
que afiadir para pasar a la fila cinco? El
valor buscado, 16, lo utilizaremos, com-
probando su validez, al construir en
una trama cuadriculada el cuadrado de
lado el segmento (4, 4) y calcular su
area por triangulacion. Efectivamente,
obtenemos un 4rea de 32 unidades cua-
dradas, esto es, 16+16, con lo que
completaremos, de manera definitiva el
calculo del drea de los catorce cuadra-
dos en cuestion.

Tarea 5: descubrimiento en la
tabla de la relacién pitagéri-
ca y demostraciéon del teore-
ma de Pitagoras

Estard dirigida fundamentalmente a
demostrar el teorema y comprobar su
reciproco, porque, como se puede
apreciar por lo realizado hasta ahora,
en ningin momento hemos demostra-
do una relacién general entre los valo-
res numéricos de los lados y el drea
correspondiente. Todo lo mis hemos
comprobado empiricamente que si par-
timos del segmento (a, b), el 4rea del
cuadrado construido sobre dicho lado
debe ser a?+b? Generalizacién que es
facil de realizar al observar la tabla
obtenida, tanto por uno como por otro
camino. En el caso de la primera pro-
puesta de tareas 3 y 4, el andlisis con-
junto de las columnas primera y tercera
de la tabla permite ver la relacion pita-
gorica. En el caso de las tareas 3 y 4
propuestas para el primer ciclo de ESO
es facil comprobar que tanto en sentido
horizontal (al pasar de una columna de
la tabla de 4reas a la siguiente), como
en sentido vertical (al pasar de una fila
a la siguiente), hemos encontrado la
serie de los cuadrados 1, 4, 9, 16,...

Este es el momento para incidir en la
diferencia entre una comprobacion
empirica y una generalizacion, basada
en datos calculados concretamente, y
una demostracién rigurosa en términos
matemdticos, entre las pruebas para

... 0aAmos
a procurar que
los alumnos
demuestren
la relacion
pitagorica,
basandose en
la generalizacion
de los métodos de
calculo empiricos
que han utilizado
previamente al
calcular las areas
de los catorce

cuadrados citados.

decidir y las pruebas para saber. Como es de prever por
las actividades descritas con antefioridad, la demostracion -
que vamos a «ensefiar» estd en la linea de la realizada por
los 4rabes, los cuales no recurtian a la demostracion eucli-
dea para la demostracion del teorema de Pitdgoras. Esto es,
vamos a procurar que los alumnos demuestren la relacién
pitagdrica, basandose en la generalizacion de los métodos
de cilculo empiricos que han utilizado previamente al cal-
cular las dreas de los catorce cuadrados citados.

Para ello les proponemos que estudien, recurriendo al
caso general de un segmento (a, b), cudl serd el drea del
cuadrado construido sobre el mismo. Serd el momento de
introducir los términos «atetos» (2 y b) e <hipotenusa» (c)
asi como de recordar la férmula del binomio al cuadrado,
esto es, que (a+b)? = a*+b*+2ab. Para ello, si es preciso,
recurriremos de nuevo al geoplano de manera que pue-
dan visualizar y explicar por qué es correcta dicha fo1-
mula (ver figura 10), identificando los cuadrados y los dos
rectingulo de area axb.

(5+2)°

(4+3)°
Figura 10

Como dado cualquier tridngulo rectangulo de catetos a'y
b, siempre podemos construir el cuadrado sobre la hipo-
tenusa ¢ de manera que quede inscrito en el cuadrado de
lado a+b, generalizando lo realizado empiricamente con
antelacién en los casos de los segmentos no horizontales
y basindonos en el método «marco» 0 calculo de fuera a
dentro», tendremos que c? = (a+b)*~4(1/2)ab, esto es,
obtendremos que ¢ = a*+b?,

De la misma forma, podriamos demostrar la relacién pita-
gorica recurriendo al método «puzler o procedimiento de
«dentro afuera», esto es, sumando al cuadrado de lado
(b-2) los cuatro tridingulos de catetos @ y b, llegando a
idéntica conclusion al recurrir a la formula de la diferen-
cia de un binomio al cuadrado.

El reciproco del teorema, o la demostracion que si en un
tridngulo se satisface la relacion pitagdrica necesariamen-
te es rectangulo, lo pueden comprobar ficilmente trazan-
do tridngulos acutdngulos y obtusdngulos en un geopla-




no de 5 X 5 y estudiando la relacién entre los cuadrados
construidos sobre sus lados. Con los datos de la tabla de
areas anterior llegardn ficilmente a percatarse que en el
caso de los tridngulos acutingulos, la suma de dos de los
cuadrados es siempre superior a la del tercero, mientras
que en el caso de los tridngulos obtusdngulos comproba-
rAn que uno de los cuadrados (precisamente el trazado
sobre el lado opuesto al dngulo obtuso) tiene una irea
superior a la suma de los dos restantes.

Tarea 6: generalizacién

Se tratarfa, por Gltimo de generalizar a otros contextos el
teorema y de aplicarlo en la resolucién de distintos pro-
blemas de cilculo de distancias en el plano o en la reso-
lucién de problemas puramente geométricos (hallar la
altura de distintos tridngulos, etc.).

En este contexto una actividad interesante es proponerles
que, en grupo, estudien si el teorema es vilido cuando
trazamos sobre los lados de un tridngulo rectdngulo otras
figuras geométricas, concretamente, tridingulos equilateros
o semicirculos. De esta manera se ven obligados a calcu-
lar la férmula del 4rea de un tridngulo equildtero, hallan-
do previamente una expresion de la altura en funcién del
lado, para lo cual deben recurrir necesariamente al teore-
ma de Pitdgoras. Basindose en €l se llega ficilmente a la
demostracién de que efectivamente la suma de dreas de
los tridngulos equildteros construidos sobre los catetos es
igual al 4rea del tridngulo equiltero construido sobre la
hipotenusa, asi como que la suma de las dreas de los
semicirculos construidos sobre los catetos es asimismo
igual al drea del semicirculo trazado sobre la hipotenusa.

Si la unidad didactica se propone en el segundo ciclo de
la ESO hay una actividad de ampliacién particularmente
interesante que es la comparacién de los nimeros irra-
cionales que aparecen en la actividad 4. La rdpida consta-
tacién en el geoplano de que el segmento (2, 2) mide
exactamente el doble que el segmento (1, 1), sugiere la
busqueda de otras relaciones similares entre los segmen-
tos hallados. Asi, facilmente encontrardn que el segmento
(3, 3) mide el triple que el segmento (1, 1), el (4, 4) es el
cuddruple del (1, D o el doble que el (2, 2), el segmento
(4, 2) mide el doble que el (2, 1). Asf pues, pueden escri-
birse igualdades como las siguientes:

VB=2V2 18=3V2 V20=25 et.

lo que da un significado geométrico a las relaciones entre
radicales y proporciona un buen punto de apoyo para
explicar las operaciones aritméticas que permiten la sim-
plificacién de determinados radicales:

V8=V222=22 VIB=3*2-3V2 V20=422-5=25

A nuestro parecer,
el conjunto
de actividades
propuestas
en torno al tema
«Teorema
de Pitagoras»
satisfacen
los principios
psico-pedagogicos
de intervencion
que se deducen
de una
concepcion
constructivisia
del proceso
de aprendizaje de
los conocimientos
cientificos
Y que se explicitan
como los mds
adecuados
en el DCB.

Tarea 7 visién retrospectiva

Por dltimo retomariamos la actividad
inicial, la que plantedbamos a modo de
«organizador avanzado» antes de desa-
rrollar el conjunto de tareas que acaba-
mos de describir, con la finalidad de
que se expliquen, en pequefio grupo,
por qué los cuadrados de 15 y 20 cm de
lado configuran, al partirlos por deter-
minados sitios, uno de 25 cm de lado.
Serd el momento también de resolver el
problema algebraico que permite
determinar, para cualquier terna pitagéri-
ca, el lugar exacto por donde realizar los
cortes oblicuos de manera que podamos
lograr la disposicion deseada, actividad
realizada en gran grupo (figura 2),

Se vuelve asimismo a estudiar la ficha
que les habiamos entregado al comien-
zo de la unidad didactica, y se introdu-
ce una situacién de institucionalizacién
de los conocimientos adquiridos en
torno al estudio del teorema de Pita-
goras. Para ello es conveniente plantear-
les que en una ficha definan los térmi-
nos aprendidos (hipotenusa, catetos y
la relacién entre ellos) y expresen las
ideas esenciales del recorrido realizado
para demostrar tal relacion. De esta
manera cuando necesiten més adelante
del teorema, sea al estudiar vectores, o
distancias entre puntos o rectas en el
plano cartesiano, etc., tendran un ins-
trumento til y elaborado por ellos mis-
mos al que recurrir.

A modo de recapitulaciéon

A nuestro parecer, el conjunto de acti-
vidades propuestas en torno al tema
«Teorema de Pitdgoras» satisfacen los
principios psico-pedagbgicos de inter-
vencidén que se deducen de una con-
cepcion constructivista del proceso de
aprendizaje de los conocimientos cien-
tificos y que se explicitan como los mis
adecuados en el DCB. Asimismo, satis-
facen los criterios recogidos en las
orientaciones para la ensefianza y eva-
luacién de dicho documento referidos
al] 4rea de Matematicas en la Educacién




Secundaria Obligatoria, Pero no nos
conformamos con poner de manifiesto
los principios generales comunes a
todas las 4reas, a saber: es preciso par-
tir del nivel de desarrollo del alumno,
asegurando aprendizajes significativos,
posibilitando que los realicen por si
mismos, mediante una modificacion de
sus esquemas de conocimiento, y a tra-
vés de la realizacién de una intensa
actividad por su parte, quedan perfec-
tamente recogidos en la propuesta de
actividades y tareas que acabamos de
realizar. Pretendemos mostrar ademis
como los principios de procedimiento
asumidos, al menos los cinco mas
generales y determinantes de la meto-
dologfa propuesta, también se han con-
cretado en el desarrollo propuesto:

El profesor o la profesora,

e se centrard en la organizacién de
las actividades de sus alumnos y
alumnas, teniendo en cuenta los
contenidos a aprender;

e planteari situaciones de aprendiza-
je en las que sus alumnos puedan
adquirir progresivamente las nue-
vas nociones basindose en sus
conocimientos anteriores y primiti-
VOs;

e procurard que en cada situacién de
accién perciban un problema a
resolver, una dificultad que quieran
v deban superar;

e favorecerd que identifiquen, inicien
y desarrollen sus propios proble-
mas relacionados con las situacio-
nes planteadas;

e permitird que utilicen sus conoci-
mientos previos, aunque no sean
eficaces para la resolucién de la
situacion.
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