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ENTRE el profesorado de matematicas, es habitual expli-

Partiendo del uso de la
palabra vertical en las clases
de matemdticas y de las
confusiones habituales de los
alumnos en torno al concepto
de altura de un trigngulo,
vamos a exponer algunas
reflexiones acerca de
cuestiones de lenguaje, de
errores de alumnos con
algunas explicaciones de sus
origenes, de imagenes
mentales y esquemas
conceptuales de los
estudiantes y del papel de
las definiciones en el
aprendizaje de las
matemdticas.

carse las anécdotas mds curiosas de nuestras clases, con
especial referencia a los errores mis o menos estrambéti-
cos de nuestros alumnos y alumnas. Aparte del aspecto
jocoso de estos comentarios, se advierte la constante
queja y preocupacién por las innumerables dificultades
de lenguaje que tienen los estudiantes y la repercusion
negativa de esta deficiencia sobre el aprendizaje de las
matematicas.

Una de las peores experiencias que, desgraciadamente
nos toca vivir con frecuencia, es la comprobacién de que
los alumnos no han aprendido aquello que ensefiamos
con tanto esmero, convencidos de la claridad de nuestras
explicaciones y de la pertinencia de los ejemplos y ejer-
cicios realizados en la clase. ;Qué ha sucedido? Es evi-
dente que se trata de un fendmeno que no podemos atri-
buir sélo a la distraccién, al desinterés o a la superficiali-
dad de los estudiantes.

Otro comportamiento caracteristico del profesorado de
matematicas es la tendencia a clasificar las manifestaciones
de los alumnos, tanto orales como escritas, segtin el crite-
rio correcto/incorrecto; por lo demds, todo parece indicar
que eso es precisamente lo que esperan de nosotros tanto
los propios estudiantes, como sus familias y la sociedad,
con lo cual se consolida y se perpetiia dicha tendencia.



En este articulo vamos a exponer algunas reflexiones en
torno a cuestiones de lenguaje en la clase de matemadticas,
de errores con algunas explicaciones de sus origenes, de
imigenes mentales y esquemas conceptuales de los alum-
nos y del papel de las definiciones en el aprendizaje de
las matematicas.

El eje de ordenadas, ges vertical?

Los mapas de algunas ciudades

Una observacién curiosa es que los mapas de muchas
ciudades tienen una orientacién diferente de la norte-sur
de cualquier mapa regional, provincial, estatal o universal.
La orientacién suele corresponder a la estructura cua-
driculada, cuando la hay (Nueva York), o sigue vias prin-
cipales que se toman como eje <horizontal o «wertical»
(Madrid, el paseo de la Castellana). A titulo de ejemplos,
vamos a fijarnos en algunos mapas en particular:

e Como se puede observar en el mapa de la figura 1, la
orientacién del mapa de Barcelona no es norte-sur y
estd determinada por el barrio del Ensanche que tiene
una estructura cuadriculada; cuando nos referimos a
calles como el Paseo de Gracia o la calle Muntaner,
es corriente utilizar los verbos «bajar» o «subir (que se
pueden interpretar montafia-mar o viceversa) pero
también se habla de calles «werticales» en contraposi-
cién con las calles «horizontales» como la Gran Via o
la calle Aragdn.

e La orientacién del mapa de Montréal (figura 2) tam-
poco estd orientado norte-sur y también sigue la
estructura rectangular de una buena parte de la ciu-
dad, donde también se utilizan las expresiones «ubir
y «bajar en relacidn al 1fo, y de calles «werticales» u
<horizontales».

Me pregunto qué debe pasar en las clases de geografia
cuando se describen recorridos urbanos sobre los mapas.
Algunos profesores me han confesado que es habitual
que se cuelen las palabras «wertical» y <horizontal> en esta
acepcién tan particular y, por otro lado, tan contradictoria
con sus respectivas definiciones ortodoxas. Pero volvere-
mos sobre ello mas adelante.

El juego de los barquitos

Todo el mundo conoce este juego que ilustramos en la
figura 3.

Creo que cualquiera estarfa de acuerdo en considerar per-
fectamente comprensible una descripcién de este juego
que incluyera algo asi como «se ponen las letras, de la a
a'la j, en horizontal y los nimeros, del 1 al 10, en verti-
“cal, etcéterar,

El sistema de ejes cartesianos

En Espafia, en las clases de matematicas

de los ultimos cursos de EGB, en BUP

0, actualmente, en los cursos de ESO y

de Bachillerato, cuando introducimos o

utilizamos el sistema de coordenadas

cartesianas (figura 4), consideramos

como equivalentes las expresiones:

e eje de abscisas, eje de las x, eje
«horizontal;

¢ eje de ordenadas, eje de las y, eje
wertical».
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Figura 4

Es muy curioso observar cémo los pro-
fesores de matemadticas utilizan normal-
mente los términos <horizontal y «werti-
cal» en su expresion oral, pero no los
suelen escribir ni aceptar en los escritos
de los alumnos, por lo menos en el
ambito cultural de nuestro pais. No es
mi intencidn hacer una revision del uso
de dichos términos segiin el area lin-
gliistica, pero si puedo afirmar que los
anglosajones utilizan los vocablos «hori-
zontal» y «wertical» tanto en libros de
texto para estudiantes de ensefianza
secundaria y superior, como en libros
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dirigidos a profesores. Asi, por ejemplo, podemos leer (el
subrayado es mio): «... desgraciadamente esta representa-
cién produce confusiones considerables en la mente de
los alumnos ya que, si bien la ecuacién del eje horizontal
esy = 0..» (Shuard y Neill, 1977, p. 29

A partir de estos ejemplo podemos plantearnos cuiles son
los diferentes significados de la palabra «wertical»:

* En primer lugar tenemos el significado cientifico liga-
do al fendmeno de la gravedad terrestre, que los
alumnos estudian en las asignaturas de geografia y de
fisica; es el significado reconocido que hallamos en
los diccionarios o enciclopedias. Asi, por ejemplo:

«Vertical. Aplicase a la recta o plano perpendicular al
del horizonte.» (Casares, 1963)

«Vertical de un lugar. Direccién del hilo de la ploma-
da en este lugar.» (Larousse, 1964)

«Vertical. Que tiene la direccién de una plomada.
Dicese de la recta o plano que es perpendicular 2 una
recta o plano horizontals (Real Academia de la
Lengua Espafiola, 1992).

¢ Pero hemos visto que en el aula de matemiticas exis-
te otro significado que tiene algo que ver con el para-
lelismo respecto de los margenes de la hoja de papel,
del cuaderno o de la pizarra. También corresponde a
unos ciertos gestos que se pueden describir en fun-
cién de movimientos o de la posicién de nuestro
cuerpo: hacia mi, hacia adelante, hacia abajo, hacia
arriba. ..

Este Gltimo significado de wertical» es un buen ejemplo
del llamado lenguaje compartido en una clase: todos (pro-
fesorado y alumnado) lo comprendemos, lo utilizamos y
lo aceptamos en nuestras expresiones orales de uso esco-
lar cotidiano. Sin embargo, no lo escribimos, no lo defini-
mos; en realidad, no somos conscientes de su uso y no lo
admitimos.

Las alturas de un triGngulo

En muchas ocasiones he planteado las siguientes cuestio-
nes a diferentes grupos de alumnos (octavo de EGB, ter-
cero de ESO, primero y segundo de BUP, primero de
Magisterio):

* Imagina un tridngulo; ¢qué sabes de la palabra alturas
de un tridngulo? (se les deja un tiempo de silencio para
que piensen y sean conscientes de lo que piensan).

e Dibuja lo que has imaginado antes.
* En los siguientes tridngulos, dibuja las alturas.

En primer lugar, quiero decir que la gran mayoria de trian-
gulos imaginados y representados tienen un aspecto pare-

1

cido al de la figura 5: acutdngulos e
isosceles; a veces obtusdngulos, alguno
escaleno, pero casi todos con la base
<horizontal»:

PN

Los ejemplos que cito aqui no
prefenden ser representativos
de todo el alumnado; expre-
san simplementeun tipo de res-
puesta bastante com(n y, en
consecuencia, digna de andli-
SIS,

Figura 5

En cuanto a la tercera pregunta, es
decir las alturas dibujadas en tridngulos
dados, mostraré unos ejemplos que
invitan a la reflexion.! Por de pronto
hay que observar que muy pocos alum-
nos dibujan tres alturas.

El interés de la muestra que presenta-
mos consiste en que las parejas de res-
puestas (figuras 6, 7, 8 y 9) correspon-
den a los mismos alumnos:

Figura 6

En la figura 6 vemos que en el caso del
tridangulo de base «horizontal, se puede
decir que la respuesta es correcta. Sin
embargo, en el otro tridngulo el trazado
de la altura revela que el criterio segui-
do no es el de perpendicularidad al
lado opuesto sino el de «werticalidad» en
el sentido discutido en el apartado
anterior.

Figura 7

En la figura 7 se puede observar que el
error cometido es del mismo tipo que
el anterior.




Figura 8

En el caso de la figura 8 pasa lo mismo,
pero el alumno ha realizado una aco-
modacién mis sofisticada, donde se
inventa una horizontal de referencia.

Sin embargo, una cosa no cabe duda: todos estos alum-
nos han recibido una ensefianza del concepto de altura de
un tridngulo como la recta (o el segmento) que pasa por
cada uno de los vértices y es perpendicular a su lado
opuesto; y todos, en la leccién correspondiente, han dibu-
jado las tres alturas de un tridngulo con escuadra; incluso
algunos las han dibujado con compis.

Estas consideraciones nos abocan a tratar del aprendizaje
significativo y del papel que juegan las definiciones en el
aprendizaje de las matemiticas. Para analizar mejor este
fenémeno did4ctico, introduciremos las nociones de ima-
gen mental y de esquema conceptual.

Iméagenes mentales

Entre las investigaciones que se ocupan del papel de la
, visualizacion en el aprendizaje de las matemiticas, me
parece interesante destacar el texto de Tall y Vinner
(1981) que define «imagen mental- de un concepto como

Figura 9

En el caso de los tridngulos rectangulos
iguales de la figura 9, el primero no
tiene ninguna altura mientras el segun-
do tiene una.

Para explicar estos casos tan frecuentes,
creemos que hay que tener en cuenta
una serie de distintos factores que se
entremezclan y contribuyen a un mal
aprendizaje de los alumnos. Se pueden
distinguir los siguientes aspectos:

o el significado cotidiano de la pala-
bra «ltura» que se aplica a objetos,
personas, monumentos, relieves y
que se mide verticalmente, segln
la gravedad;

o el significado de wertical> en la
hoja de papel como «paralelo a
ciertos margenes», tal como hemos
visto anteriormente;

e la confusién, frecuente en los
alumnos, entre los significados de
«perpendicular y de «wertical» en el
sentido de «egln la gravedad»;

e el hdbito generalizado, tanto en los
libros de texto como en las piza-
rras, de dibujar siempre los tridn-
gulos con un lado <horizontal> que
se designa como «base».

«cualquier clase de representacion (imagen, forma simbé-
lica, diagrama, gréfica, etc) del estudiante asociada al
conceptor, Por tanto, podremos decir que la imagen men-
tal que una persona tiene del concepto de altura de un
tridngulo es el conjunto de imigenes asociadas en su
mente al concepto de altura.

Podemos imaginarnos algunas de las posibles imagenes
mentales correspondientes a distintas clases de represen-
tacién. Asi, por ejemplo:

» imagen mental grafica (figura 10):

Figura 10
e imdgenes mentales simbolicas

— longitud de la altura como la distancia del vértice P
de coordenadas (x;, y) al lado opuesta que es la
recta de ecuacion ax + by + ¢ = 0 (figura 11):

Px, v

ax+by +cz=0

Figura 11 o X




La formula que da la longitud de la altura es:

axq+by;+c

Va?+b?

— area de un tridngulo de base b y altura h:

h =

~Lpn
2

Vale la pena observar que es curioso que el simbolo cas-
tellano que se utiliza para «altura» sea una h. ¢Serd influen-
cia del francés o del inglés??

Es evidente que el conjunto de imédgenes puede ser mds
O menos rico y complejo seglin la imagen mental que la
persona en cuestion tenga del éoncepto de tridngulo. La
presencia mental de imdgenes de tridngulos acutangulos,
obtusdngulos, rectangulos, isosceles, equildteros, en posi-
ciones diversas... condicionard la riqueza y complejidad
de las imdgenes mentales de altura: una o tres alturas,
alturas interiores y exteriores, existencia del ortocentro. .,

Esquemas conceptuales

Ademds de las imdgenes mentales, Tall y Vinner (1981) y
otros autores en articulos mis recientes (Dreyfus y Vinner,
1989; Azcarate, 1990; Vinner, 1991) se refieren a la nocién
de «esquema conceptual> como una expresion que se refie-
re a «algo no verbal asociado en nuestra mente con el nom-
bre del conceptor (Vinner, 1991), es decir a la estructura
cognitiva de un individuo, asociada a un concepto mate-
mitico. En palabras de Tall y Vinner (1981) el esquema con-
ceptual es «el conjunto de todas las imdgenes mentales del
estudiante asociadas al concepto, juntamente con todas las
propiedades que le caracterizan», Desarrollaremos algo mds
esta nocién de esquema conceptual, centrindonos en el
ejemplo de la altura (o las alturas) de un tridngulo.

En este caso, ademds de las imdgenes mentales ya men-

cionadas en el apartado anterior, cada persona conoce

ciertas propiedades que caracterizan el concepto de altu-

ra 'y sirven para reconocerlo; asi, por ejemplo:

e las alturas son rectas perpendiculares a los lados del
tridngulo;

e las alturas son rectas que pasan por los vértices del
tridngulo;

* la altura es un segmento que corta el lado opuesto a
un vértice, en su punto medio;

e la altura es un segmento vertical;

° las alturas se cortan en un punto;

* las alturas son segmentos interiores al tridngulo;

e para calcular el 4rea de un tridngulo es necesario cono-

cer la base y la altura;. .,

Es evidente que
el conjunto de
imadgenes puede
ser mds o menos
rico y complejo
segun la imagen
mental que
la persona
en cuestion tenga
del concepto
de tridngulo.

2 En francés altura se dice hau-
teur'y en inglés se dice height.

El que dichas propiedades sean, o no,
correctas en el campo de la matemati-
ca, no afecta al hecho de que formen
parte del esquema conceptual de una
persona u otra. En efecto, muchos de
los errores que cometen los alumnos
tienen su origen en estas creencias que
tienen categoria de conocimiento, en
tanto que estdn arraigadas en la estruc-
tura cognitiva; por tanto, debemos
tener en cuenta que serdn muy dificiles
de modificar.

También forman parte de los esquemas

conceptuales los procedimientos aso-

ciados al concepto, como pueden ser

en nuestro ejemplo de la altura:

® trazar las alturas con regla y escuadra;

° trazar las alturas con regla y compis;

* medir la longitud de una altura;

e calcular la longitud de una altura
dadas ciertas condiciones o ciertos
datos;...

Finalmente, podemos hablar también

de las experiencias asociadas en nues-

tra mente bien al concepto matematico
de altura, bien a la palabra altura, como
pueden ser:

* los ejemplos y contraejemplos (altu-
ra/mediana/mediatriz/bisectriz de
un tridngulo);

* las situaciones cotidianas asociadas a
la palabra altura;

* las situaciones matematicas en que
se ha visto, se ha estudiado o se ha
utilizado el concepto (dibujo lineal,
construcciones geométricas; geome-
tria métrica; geometria analitica;
figuras geométricas planas como los
tridngulos, los trapecios o los parale-
logramos; cuerpos del espacio como
las pirdmides, los €onos,...);

e las situaciones extramatematicas en
que aparece el concepto de altura
(cinemdtica de la caida de los cuer-
pos; energia potencial);

e la amplitud minima que ha de tener
un orificio para que pueda pasar por
€l una forma triangular;

° las impresiones y sentimientos que
nos evocan estas experiencias.

Resumiendo, al oir la palabra «altura»
cada individuo puede visualizar ciertas
imagenes, recordar ciertas propiedades




y procedimientos o evocar ciertas expe-
riencias. Se puede decir que el esque-
ma conceptual que una determinada
persona tiene de un concepto matema-
tico, estd formado por el conjunto de
imigenes mentales, por las propieda-
des caracteristicas, por los procedi-
mientos y por las experiencias que la
persona en cuestién asocia al concepto,
mds exactamente al nombre del con-
cepto. Es evidente, por tanto, que sblo
se puede hablar de esquema concep-
tual en relacién a una persona especifi-
ca. Por lo demids, hay que tener en
cuenta también que una misma perso-
na puede reaccionar de manera dife-
rente ante el nombre de un concepto,
en situaciones o contextos diferentes.

El papel de las definiciones

Llegados a este punto, podemos decir
que adquirir un concepto matematico
significa construir un esquema concep-
tual del mismo. Por tanto, saberse de
memoria la definiciébn de un concepto
no garantiza en absoluto comprender
su significado; en realidad, comprender
quiere decir tener un esquema concep-
tual de forma que se asocien ciertos sig-
nificados a la palabra que designa el
concepto: imdgenes mentales, propie-
dades, procedimientos, experiencias.

La presentacién y la organizaciéon de la
mayoria de los libros de texto y de
buena parte de las clases de matemati-
cas parecen basarse en la presuncién
de que los conceptos se adquieren
mediante su definicién y de que los
estudiantes utilizardn las definiciones
en la realizacidn de tareas o la resolu-
cién de problemas. Existe aqui un con-
flicto que Vinner (1991) expresa de la
"manera siguiente: <Las definiciones
crean un problema muy serio en el
aprendizaje de las matematicas. Repre-
senta, quizd mds que cualquier otra

cosa, el conflicto entre la estructura de
las matematicas, tal como la conciben
los matemadticos profesionales, y los
procesos cognitivos de la adquisicion
de conceptos».

...el esquema
conceptual que
una determinada
Dpersona tiene
de un concepto
matemdtico,
estd formado por
el conjunto
de imagenes

mentales, por .
las propiedades
caracteristicas,

por los
procedimientos
y por las
experiencias
que la persona
en cuestion asocia
al concepto,
mds exactamente
al nombre del
concepro.

Es evidente,
por tanto, que solo
se puede hablar
de esquema
conceptual
en relacion
a una persona
especifica.

En efecto, desde un punto de vista cognitivo, parece que
los autores de libros de texto y muchos profesores parten
del supuesto que los esquemas conceptuales se constru-
yen a partir de las definiciones:

Definicién — Esquema conceptual

y, también, que en la resolucién de problemas y la reali-
zacion de tareas es la definicién la que se activa en la
mente del estudiante y la que va a controlar el proceso.

Sin embargo, lo que ocurre en la prictica, segiin las inves-
tigaciones ya mencionadas que se ocupan de esta cues-
tién, es que el esquema conceptual se construye a partir
de la experiencia del estudiante, es decir a partir de situa-
ciones muy variadas, como ya hemos comentado ante-
riormente:

Experiencia — Esquema conceptual

Los alumnos tienden a realizar sus tareas de forma
espontinea, de acuerdo con los habitos adquiridos en la
vida cotidiana, es decir que elaboran sus respuestas a
partir de los elementos de sus esquemas conceptuales
evocados por el contexto de la situacién. Ademis, con-
viene observar que se produce una adaptacién de mane-
ra que en la mayoria de los casos la respuesta se consi-
dera correcta, como en los ejemplos de los trazados de
alturas de tridngulos con base <horizontal», lo cual no
estimula la necesidad de recurrir a las definiciones. Los
conflictos debidos a esquemas conceptuales incompletos
o mal construidos, s6lo pueden aparecer en la realiza-
cién de tareas no rutinarias.

El problema que nos planteamos es el de la necesidad de
educar progresivamente los hibitos de los estudiantes,
sobre todo de los que van a realizar estudios de matema-
ticas no elementales, de forma que las definiciones for-
men parte de su experiencia y, por tanto, de sus esque-
mas conceptuales. Nos parece evidente, que en el campo
de las matematicas, las definiciones desempefian un papel
muy importante en la realizacién de tareas cognitivas vy,
por consiguiente, en la formacién de los esquemas con-
ceptuales. Tendremos, pues, que ingeniar situaciones
didicticas adecuadas, en las cuales las definiciones sean
imprescindibles para una correcta realizacién de la tarea.

Conclusiones

El proceso de ensefianza-aprendizaje consiste, en gran
parte, en ir compartiendo entre el profesor y los alumnos,
los esquemas conceptuales de las nociones matematicas
objeto de estudio. Por tanto, debemos cuidar los lengua-
jes verbal, grifico, simbdlico, gestual que contribuyen al
desarrollo y enriquecimiento de dichos esquemas.

Cuando comentamos los errores de nuestros alumnos o su
expresion deficiente y cuando clasificamos sus respuestas




como correctas o incorrectas, los profesores de matemati-
cas debemos afinar mis en nuestras apreciaciones, nece-
sitamos de mds elementos tedricos que nos ayuden a
comprender mejor el origen de dichos errores, a disponer
de recursos adecuados para ayudarles a construir, revisar,
reconstruir y enriquecer sus esquemas conceptuales.

Si el eje de ordenadas es vertical...

En la primera parte de este articulo, hemos visto que las
descripciones graficas, en el marco del sistema de ejes
cartesianos, admiten la denominacién de «wertical» y <hori-
zontal» cuando se refieren a la pizarra o a los apuntes de
los alumnos. Se puede decir que es una acepcién de las
palabras «ertical» y «<horizontal» que nace en el contexto
de la clase. Es til: todo el mundo la utiliza, la entiende,
es clara y no da pie a ambigliedades.

Ahora bien, es evidente que «ertical» y <horizontal no for-
man parte de la terminologia matemdtica; tampoco se
reconoce dicha acepcién en los diccionarios de la lengua
(al menos, la espafiola). Nos encontramos ante una situa-
cién que necesita explicitarse; es imprescindible que pro-
fesores y alumnos discutan los distintos significados de las
<horizontal, que analicen las ventajas
e inconvenientes de utilizarlas, los elementos contradicto-
rios que implican, y que decidan conjuntamente si van a
aceptar su uso y en qué condiciones.

palabras «wertical» y

egUé podemos decir de las alturas de los
triangulos?

Cuando tenemos que decidir acerca de nuestra manera de
ensefiar las matematicas, tenemos que tener en cuenta no
solo la forma en que se espera que los estudiantes
adquieran los conceptos matemdticos, sino también y
sobre todo, la forma en que realmente los estudiantes
adquieren dichos conceptos.

Las explicaciones del profesor o las definiciones del libro
de texto no son nada si el alumno no ha construido unos
esquemas conceptuales a partir de su experiencia en tareas
ricas y variadas que le permitirin enfrentarse a situaciones
cada vez mis complejas, en el proceso dindmico y cre-
ciente de la construccién del conocimiento.

Carmen Azcarate
Secretaria General
de la Federacién Espafiola
de Sociedades de Profesores
de Mateméticas

La explicaciéon o la definicién de las
alturas de un tridngulo quedan relega-
das por los esquemas conceptuales que
han construido los alumnos a partir de
sus experiencias de la vida cotidiana y
de las clases de matemiticas donde se
dibujan insistentemente los tridngulos
con una base <horizontal y donde el
término «perpendicular» estd demasiado
asociado al de wertical». Es decir que’
los errores de los alumnos estin condi-
cionados, en buena medida, por las
confusiones en torno a la palabra wer-
tical».
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