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En el presente articulo se
muestra el planteamiento,
justificacién y la puesta en
préctica de algunas
actividades que forman parte
de un taller de Fractales.
Estas se han tratado en clase
en grupos de segundo ciclo
de ESO, y se han utilizado
para iniciar el curso con un
resultado safisfactorio. Con
esfe trabajo se prefende
romper con algunos
estereotipos y con algunas
creencias que los estudiantes
tienen acerca de las
matemdticas, asi como crear
el contexto mas adecuado
para que el alumno haga
matemdaticas

ON motivo de la celebraciéon de las II Jornadas de
BEducacién Matemdtica de la Comunidad Valenciana (Ia
Safor, mayo de 1995) y de las VII JAEM (Madrid, septiem-
bre de 1995), tuve ocasidén de presentar un taller con
idéntico titulo que este articulo y que, con sus mismas
ideas y exposicion, es ahora la base del mismo. Los mate-
riales que de él obtuvimos han sido puestos en prictica
con los alumnos de Segundo Ciclo de ESO del IES de
Benifairé de les Valls (Valencia).

La idea que impulsa este material parte de considerar que
las posibilidades actuales de utilizar las nuevas tecnologias
en el aula como soporte didictico son cada vez mayores;
prueba de ello es que las calculadoras y ordenadores
estin introduciéndose en las clases de matemiticas con
pie lento pero firme. Estos nuevos elementos, utilizados
de forma razonable como canal transmisor de contenidos
matematicos, permiten situar al estudiante en el contexto
idoneo de la actividad matemadtica. Asi, enfocando el tra-
bajo matemdtico bdsicamente como una labor de basque-
da y de investigacion, se potencia esta actitud en el estu-
diante. Por otro lado, resulta altamente motivador para los
alumnos la utilizacién del ordenador como herramienta
de trabajo, ya que la interaccién alumno-ordenador siem-
pre es atractiva.

Justificacion del material

El presente trabajo es una propuesta de material para lle-
var al aula en grupos de Secundaria Obligatoria. Este
material no es una unidad didactica, porque no tiene un
eje en torno al cual se vertebra el disefio de una parcela
cutricular con entidad propia. Unicamente se pretende,
partiendo de un elemento conductor como es el concep-



to de fractal, trabajar determinados contenidos matemati-
cos adaptados a la etapa 12-16. Estos contenidos forman
parte de los componentes de la competencia matemética:
hechos, destrezas, estructuras conceptuales, estrategias
generales y cualidades personales. Se pueden tratar con
diferente grado de profundizacién segin el curso y las
caracteristicas del grupo de alumnos.

El articulo pretende, por un lado, mostrar al profesorado
que estos nuevos elementos matemdticos, los fractales, se
pueden incluir en la programaciéon del drea como un con-
tenido objeto de estudio, y también utilizarlo como un
recurso para trabajar aquellos contenidos con los que
estén involucrados. Por otro lado, se pretende que el pro-
fesorado reflexione sobre la importancia de establecer
redes conceptuales como una de las principales formas de
aprendizaje. El material elaborado supone ensefiar de
forma activa, es decir, que los alumnos trabajen y cons-
truyan fractales. Asi, se intentan presentar las actividades
en forma de problema, de manera que sea el profesor
quien exija el grado de profundizacién que considere
oportuno. Por otra parte, como hemos dicho, la inte-
raccion que se produce entre el ordenador y el alum-
no resulta altamente motivadora, ya que supone la sali-
da del entorno habitual del aula y de la mera relacién
profesor-alumno.

Tenemos la responsabilidad de trabajar en un 4drea que de
forma tradicional se ha interpretado como cerrada, donde
todo estaba ya inventado. Se pretende romper con este
estereotipo y con otras creencias que los estudiantes tie-
nen sobre las matematicas: Jas matemdticas son cilcu-
los», los problemas de matematicas se tienen que resol-
ver rdpidamente con unos cuantos pasos», Jdas matemati-
cas tienen como objetivo obtener respuestas correctass,
«l papel de un estudiante de matemiticas es recibir
conocimientos matematicos y demostrar que los han
recibido», «l papel del profesor de matemdticas es trans-
mitir estos conocimientos y comprobar que los estudian-
tes los han recibido».

Hay que considerar ademdis que los fractales son en si
mismo objeto de interés: a partir de su andlisis y manipu-
lacién surgen nuevos «modelos» o figuras geométricas ele-
mentales, con lo que se favorece el enriquecimiento del
alfabeto matematico; existen muchos ejemplos en la rea-
lidad cotidiana que tienen caricter fractal, vy en su des-
cripcion se tiene que recurrir a los elementos que definen
los fractales: ramificacién de los bronquios, cadena de
montafias, una coliflor...; favorece también la inversién
de la tendencia en el seno de la matematica contempora-
nea en el sentido de retornar a la concepcién de la mate-
matica como ciencia de la naturaleza.

Hay que
considerar
ademds que
los fractales son
en si mismo

objeto de interés:

a partir
de su andlisis
Y manipulacion
surgen nuevos
«modelos
o figuras
geométricas
elementales,
con lo que se
Javorece el
enriquecimiento
del alfabeto
martemdtico. ..

Metodologia

Las actividades que a continuacién se
exponen son algunas de las propuestas a
los alumnos de 3.° y 4.° de ESO con la
intencién de tratar los contenidos de
NUMEROS. El planteamiento de trabajo
supone tomar como modelo metodoldgi-
co el investigador, basado en el esquema
problemas-actividades sobre problemas-
conclusiones-informe. Este esquema per-
mite al alumno trabajar los contenidos
previstos desde la optica de la resolucicn
de problemas, es decir, situa al alumno en
la posicién mas cercana a lo que podria-
mos entender por hacer matemdticas.
Teniendo en cuenta las recomendaciones
del Informe Cockcroft, asi como el infor-
me Kuwait y otros trabajos de investiga-
cién en Educacién Matemdtica, pensa-
mos que la resolucién de problemas
deberia ser el eje en torno al cual centrar
la actividad de las matematicas escolares.

El esquema de trabajo de las actividades
suele ser siempre el mismo. Cada activi-
dad lleva aparejada un programa en
Basic, que al ejecutarlo proporciona una
imagen del fractal que va a servir de
soporte de la actividad. En primer lugar
los alumnos observan en la pantalla del
ordenador la evolucién que sigue el frac-
tal en su construccién tras varias iteracio-
nes, normalmente seis o siete, pues la
definicién de la pantalla no permite mejo-
rar la imagen con un mayor ntimero de
éstas, A continuacién, se les pide que des-
criban del mejor modo posible la imagen
que aparece en la pantalla. Esto permite al
profesor observar la utilizacién por parte
de los alumnos del lenguaje especifico de
las matematicas, asi como exigirles una
mayor propiedad y precision en las
expresiones utilizadas. Posteriormente, se
pide a los alumnos contestar una pregun-
ta que aun siendo accesible para ellos, la
investigacion necesaria para responderla
les permite manipular conceptos y operar
con expresiones numéricas que no son
tan evidentes, y que su tratamiento surge
Como exigencia y no como una mera ejer-
citacién. Por Gltimo, en ocasiones se soli-
cita al alumno que vaya mas alld de lo
que supone el anilisis de un caso parti-
cular y generalice.




es del conjunto'de Cantor?..

_ La imagen que aparece en la pantalla es

el llamado Peine de Cantor» debido a
su caracteristica forma, y cuya construc-
cibn estd basada en el conjunto de
Cantor. El proceso de construccién de
éste parte de considerar el intervalo [0, 1)
inicialmente, dividirlo en tres partes
iguales y eliminar el subintervalo cen-
tral. En la siguiente iteracién repetimos
esta accion en cada uno de los dos
subintervalos cerrados restantes, obte-
niendo con ello cuatro pequefios inter-

valos; y asi sucesivamente, de manera

que en el limite nos encontramos con
un conjunto de infinitos puntos.

Para averiguar si el ntmero 0,752 es del
conjunto de Cantor partimos del inter-
valo [0,1], vamos obteniendo las expre-

Describe la imagen que aparece en la pantalla.

. Supongamos que el segmento original es el [0,1]. Por
construacion, el conjunto de Cantor es un conjunto infi-
nito de puntos, pero de medida cero. 3El nimero 0,752

3. 3Como identificariais los elementos de este conjunto?

El peine de Cantor’

determinan los extremos de los subintervalos del conjun-
to de Cantor (ver figura adjunta) y observamos en cual de
ellos se encuentra el valor 0,752.

Entonces, el nimero 0,752 quedari eliminado del con-
junto de Cantor.

Para identificar los elementos de este conjunto hagamos
notar que la direccién del ntimero 0,752 en el conjunto de
Cantor la vamos obteniendo cogiendo los intervalos a
derecha (D) e izquierda (I), y es al llegar al intervalo cen-
tral cuando queda eliminado:

DIDIDDIC

Asi, podrfamos escribitlo en base 3 a partir de las tres
posibilidades de eleccion de una direccion:

0,752 = 0.20202201...

Por tanto, se puede comprobar que el conjunto de Cantor

1 Adtividad basada en una pro- | o514 formado por aquellos nimeros que en base tres tie-
puesta de trabajo de José
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El triangulo de Sierpinski

1, Describe como se construye la imagen que aparece en
la pantalla.

2. Sien la construccién partimos de un friéngulo equiléte-
ro, y vamos haciendo agujeros de tridngulos equilateros
semejantes, (o seq, si hacemos el proceso inverso al de
la pantalla), snos podemos quedar sin tridngulo?

3. Si partimos de un tridngulo “equilétero de drea A, y
vamos sumando las sucesivas dreas de. los trigngulos
que aparecen;, scual serd el area total de la figura que

al final obtenemos?

Se puede pedir que solamente sean dos o tres alumnos
los que describan la construccién de la imagen, mientras
que los demds dibujen aquello que sus compafieros les
describen y, posteriormente, compararlo con la imagen de
la pantalla.

Para responder a la cuestidén 2 podemos hacer una tabla
que nos indique como va evolucionando el tridngulo ini-
cial 2 medida que le vamos quitando los tridgngulos meno-
res. Asi, cabe preguntarse qué parte respecto del tridngu-
lo inicial nos queda tras cada iteracioén:

Y.

V'V V‘v

V. Y. V. Y.
Y. AAA4 AAA 2 vvv
¥ vy y v 2 v v y ' v.
V. vvv Vv' v'v Vv' 'v' Vv' v'v

Y.

vv‘ v v%v Al v*v v‘ y vivv'v
Y. vﬁv Vi!" Vi!*v vi!;v Vi!‘v v‘!‘v v‘!*v v%!‘v

h 4

Decimal Fraccion Porcentaje
0,25 1/4 25,00
0,4375 7/16 43,75
0,578125 37/64 57,81
0,6835937 175/256 68,36
0,7626953 781/1024 76,27
0,8220214 3367/4096 82,20
0,866516113 14197/16384 86,65
0,899887085 58975/65536 89,99
0,9249153 989527/1048576 94,37

Entonces, en el limite nos quedard una figura que tendrd
area total cero.

3. Si partimos de un tridngulo equilatero de 4rea A, y suma-
mos las 4reas de los sucesivos tridngulos que vamos afia-
diendo, por el apartado anterior se intuye que el drea total
de la figura que tendremos en el limite serd 4A. (Ver en el
recuadro adjunto, para cada una de las fases, las dreas de
los tridingulos que se van afadiendo y las 4reas totales.)

En el limite, la suma de las dreas de los sucesivos tridn-
gulos se reduce al célculo de la suma de una serie numé-
rica, que es una progresion geométrica de razén menor

Area del
triangulo
Fase anadido Area total
1 A A
1
2 —A A+ —3-A =—A
4
3 Za AdSAd (é) ey
16 4 4 16
2 3
1 3 3 3 148
4 —A A+ <A =] A —| A =—=A
64 Tat (4) (4) 64
n—1 2 3 n-1
n (l AlA +—-A+(é) A+(é) A+ +(é) A
4 4 4




El arbol de Pitagoras bésico

. Describe la construccién del arbol
_de manera que cualquier compafie-
- ro pueda hacer el dibujo a partir de
 fu descripcién,

. Si partimos de un cuadrado que
tiene de supetficie 1 m?, zsabrias
_ obtener la sucesion de las dreas de
los cuadrados en cada iteracién?

Podemos resolver este problema desde
distintas perspectivas:

Método 1. Utilizando el Teorema de
Pitdgoras, sabemos que al ser rectingu-
lo el tridngulo que se forma en cada ite-
racion, la suma del 4rea de los cuadra-
dos construidos es igual al 4rea del cua-
drado del que parten.

Area A = Area B + Area C

Y como B y C son iguales, entonces el
irea de cada cuadradito es la mitad del
area del cuadrado del que parten.

Asi, podriamos obtener el siguiente
cuadro:

Método 2. Como el tridngulo rectdngulo que nos aparece
en cada iteracién tiene los catetos iguales, entonces los
angulos interiores salvo el recto serdn de 45°. Si llamamos
< a la hipotenusa, tendremos que la longitud & de los
lados de los cuadraditos que construimos en cada itera-
cién sera:

l=h-sin45"=h~cos45°—-—h-—\/2_—2

y el drea de cada cuadradito sera:

2

. N.° de Area de Area
lteracién cuadrados | cada uno total
' 0 1220 1 1

1 2a21 e ]
2 4=22 | 1/4=1/22| 1
3 8=20 | 1/8=1/22| 1
n 20 /20 1

2
Area=12=(h-l/_—2_\ =h2.2=£_ m?
(B =ht g
Ast:
N.° de Longi’fud | Areade
Iteracién | cuadrados | del lado cda uno
0 Ta20 | 3 1
1 2=2 o 1/2
;o 42 | ip 1/4
3 80 B 1/8
4 16=2¢ | 1/4 1/16
§ - (\E /2)rl /2




El arbol de Pitagoras desequilibrado

1. Describe la construccién del érbol.

2. .Supongamos que el triangulo que genera la construc-
cion del arbol tiene un dngulo de 30°. Identifica cual
serd la longitud de los lados [y, por tanto, el érea) de
cada cuadradito en el arbol construido si el cuadrado
inicial tiene de-drea 1 m2.

Segin el enunciado, los dngulos del tridngulo que va
generando el 4rbol son de 30°, 60° y 90°. Como el cua-

‘drado inicial tiene unos lados de longitud 1 m, si llama-

mos & y < las longitudes de los lados de los cuadrados
pequeiio y grande respectivamente que van apareciendo,
entonces tendremos que:

1
1=1'sin30°=1'c0560°=5m

V3

L=1'cos30°=1~sin60°=7m

Entonces, las dreas respectivas seran:
Area del cuadrado pequefio = 1/4 m2.
Area del cuadrado grande = 3/4 m2

Segln este resultado podemos pensar que los cuadrados
que van apareciendo en el drbol en cada iteracion, tienen
area en relacién 3:1, es decir, el pequefio es la cuarta
parte del cuadrado de origen y el grande las tres cuartas

Si ordenamos y contamos los cuadra-
dos que tienen la misma 4rea de menor
a mayor en cada iteracién, observamos
la siguiente regularidad:

lteracién O

lteracion 2

lteracién 3

lteracién 1

lteracién 4 1(1/256)

1

11/4) 1(3/4)

16} 2(3/16) = 1(9/16)
1(1/64)  3(3/64) . 3(9/64)  1(27/64)
A[3/256)  6(9/256)  4[27/256) 1(81/256)

El nimero de cuadrados que corresponda a una determinada

lteracién n
partes. Hay que hacer notar que en cada iteracion la suma Are sera
de las dreas de los cuadrados que se generan también a
serd 1, al igual que en la actividad anterior. ( k)
Asi, tendremos el siguiente drbol que representa las suce- ~ ~
sivas dreas: y el drea de cada uno de ellos 3k/4", donde k=0, 1, 2,...,n,
' siendo n el ndmero de la iteracién.
lteracién O 1
lteracion 1 1/4 3/4
lteracién 2 1/16 3/16 3/16 9/16
Iteracién 3 1/64 3/64 3/64 9/64 3/64 9/64 9/64 27/64




talla es posible que haya que hacer

Los programas

Los siguientes programas estin escritos
en Qbasic y se pueden ejecutar en un
ordenador compatible PC con sistema
~ operativo DOS 4.0 o superior, y panta-

1la grafica VGA. Para otros tipos de pan-

algunos cambios en la seleccion del
modo grafico (Screen) y en las instruc-
ciones relativas a origenes y escalas.

PEINE

;: El peine de Cantor
‘ Nombre: PEINE
 SCREEN 7: COLOR 5, 10: CLS
 WINDOW (-3, -49-(1.3, .8)
j*‘k La instruccion siguiente pretende ralentizar el dibujo para
_que se aprecie el
proceso de construccion del peine. Primero el mango.
 FOR Z=1 TO 20000: NEXT Z
 DIM A(729), B(729%: AQ) = 0: A(D = 1
B =1 LINE (0, 0)(1, 0): LINE (1, -B): LINE (0, -B): LINE (0, 0)
= Harefnos 6 iteraciones debido a la definicién de la pantalla.
 FORP=1TO6
FORI=0TO2AP=-1
BO=AD/3:BU+2AP)=1-1-AD)/3
 NEXT'I
FORJ=1TO2A®@+1-1
A(Q) = B(): NEXT J
:‘ Ahora ralentizamos el dibujo. de los dientes en cada iteracion.
FOR Z=1 TO 20000: NEXT Z
FORK=O‘TO 2A P+ 1)-1STEP 2
LINE (A, B * P)-(AK +1), B*P)
LINE (AK), B * P)-(AK), B* P - B)
LINE (AK + D, B*P)-(A(K + 1), B*P - B)
NEXT K
NEXT P
BEEP: A$ = INPUT$(1): END

SIERPINSKI .

¢ El tridngulo de Sierpinski
¢ Nombre: SIERPINSKI
SCREEN 7 : COLOR 14,9 : CLS : PI=3.141593
WINDOW (-2.6,-2.4) - (2.6,1.5)
P=5 : DIM T(P) : A=SQR(3)
FOR M=0 TO P
FOR N=0 TO 3AM-1
N1=N
FOR L=0 TO M-1
T()=N1 MOD 3 : N1=N1/3
NEXT L : FOR Z=1 TO 2000: NEXT Z
X=0:Y=0
FOR K=0 TO M-1
X=X+COS(4*TI+1)*P1/6)/2AK
Y=Y+SIN((4*TEK)+1)*P1/6)/2AK
NEXT K
U1=X+A/2AM+1) : U2=X-A/2AM+1)
V1=Y-1/2AM+1) : V2=Y+1/2AM
LINE (U1,VD-(X,V2)
LINE -(U2,VD : LINE ~(U1,VD : FOR Z=1 TO 2000: NEXT Z
NEXT N
NEXT M : BEEP : A$=INPUT$(1) : END

ARBOL DE PITAGORAS BASICO

¢ El arbol de Pitagoras

¢ Nombre: PITAG1

SCREEN 7: COLOR 2, 7: CLS : PT =3.141593
WINDOW (-3.5, -2)-(4.5, 4

DIM X(2048), Y(2048)

¢ Eleccién del 4ngulo ;
F=PI/4 C=COS®E):S=SINE)
A1=-C’*S:A2=C/\2:B1=A1f '
Cl1=B2:C2=1-Bl:Dl=1-, !

X(2) = 0: Y(@) = 0: X(3) = 1




LINE (5, -D)-(5, )
FORM=1TO9

FORJ=0TO2AM -1 -1

X0O=XQAM+2*D:Y0O=YQ2AM+2%])
XI=XQAM+2*]J+1:YI=YQAM+2*]+1)
U=X1-X0:V=Yl-Y0
XA=X0+Al*U-A2*V:YA=YO+A2*U+AL*V
XB=X0+Bl*U-B2*V:YB=Y0+B2*U+BL*V

XC=X0+Cl*U-C2*V:YC=Y0+C2*U+Cl*V
XD=X0+DL*U-D2*V:YD=Y0+D2*U+D1*V
XQAM+D+4*D=XA:YQAM+D+4*]) = YA
XQAM+D+4*J+D=XB:YQAM+D+4*J+1D=YB
XQAM+D+4*T+2)=XC:YRAM+D+4*]J+2)=YC
XQAQM+D+4*]+3)=XD: YCAM+D+4*]+3) =YD
LINE (X0, YO)-(XA, YA): LINE -(XB, YB)

LINE ~(X1, YD): LINE (XD, YD)

LINE ~(XC, YC): LINE (X0, Y0)

NEXT J
NEXT M
BEEP: A$ = INPUT$(1): END

XC=X0+Cl*U-C2*V:YC=Y0+C2*U+Cl*V
XD=X0+D1*U-D2*V:YD=Y0+D2*U+DL*V
XQAM+D+4*D=XAYCAM+D+4*D=YA

XQAM+D+4*J+D=XB:YCAM+D+4*J+1D=YB

XQAM+D+4*J+2)=XC:YQAM+D+4*J+2)=YC

XRAM+D+4*]+3)=XD:YRAM+D+4*J+3) =YD Blbllogl‘dfld
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IINE (X0 + XD /2, (YO + YD/ 2H{XA+XB)/ 2, YA+ YB) /2 ¢
LINE (X0 +XD /2, (YO + YD / 2HXC +XD) / 2, YC + YD)/ 2)
NEXT J
FOR P = 1 TO 8000: NEXT P
NEXT M

BEEP: A$ = INPUT$(1): END

ARBOL DE PITAGORAS DESEQUILIBRADO

¢

El 4rbol de Pitdgoras desequilibrado

¢

Utilizando sistema de nimeros binarios

*  Nombre: PITAG2

SCREEN 7: COLOR 1, 4: CLS : PI = 3.141593
WINDOW (-2.5, -2)-(5.5, 4

DIM X(2048), Y(2048)

‘

Eleccion del angulo

F =PI/ 3 C=COSXE): S = SIN(F)

Al=-C*S: A2=C A2 Bl =A1+ A2 B2="-Al1+ A2

Cl=B2:C2=1-B1l:Dl1=1-A1:D2=1-A2

X(2) = 0: Y(2) = 0: X(3) = 1: Y(3) = 0

: LINE (0, 0)-(1, 0): LINE -(1, -1): LINE -(0;-1): LINE =0, 0)

FORM=1TO9

FORJ=0TO2AM-1) -1
XO=XQAM+2*D:YO=YQAM+2*]
X1=XQ@AM+2*]+1:Yl=YQAM+2*]+1)
U=X1-X0:V=Y1-Y0
XA=X0+Al1*U-A2*V:YA=Y0+A2*U+Al*V
XB=X0+Bl*U-B2*V:YB=Y0O+B2*U+Bl*V
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