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En este arficulo se incluyen
dos actividades que se
realizaron en clase al

impartir el tema de
Integracién, en ellas se
expone la forma mediante la
cual dos mateméticos
excepcionales, Arquimedes y

Fermat, calcularon el valor
exacto del érea y del

volumen de determinadas
superficies y sélidos.

ON intencién de romper la monotonia de la clase, cuan-
do se abordd el tema de integracion, se buscaron ejem-
plos histéricos del calculo de una integral, y se encontra-
ron dos que se adaptaban a dicha intencion:

1.9) El célculo del 4drea bajo la curva y = x® desarrollado
por Fermat (1601-1665).

2.°) El cilculo del volumen del paraboloide de revolucién
desarrollado por Arquimedes (287-212 a.C.).

Mantener la atencién y el interés del alumnado no es nada
facil. Lo que se puede afirmar es que los temas histéricos,
despiertan la curiosidad del alumnado en general: la
forma de trabajar de los cientificos, su forma de ser, los
sucesos que les rodearon, sus costumbres, sus rencillas,
las repercusion que tuvieron sus investigaciones, etc., les
da una diferente concepcién de las matemadticas.

Esta es una exposiciébn muy escueta, en la prictica real se
apoy6 su desarrollo en trasparencias, procurando durante
toda la exposicién hacer continuas aclaraciones y relatar
numerosas anécdotas. (Afortunadamente ambos matema-
ticos se prestan a ello.)

Los alumnos a veces se rien, a veces se cansan, también
se sorprenden.

Calculo del area bajo la curva y = xn,
desarrollado por Fermat

Fermat se propuso y obtuvo el valor exacto del drea bajo
la curva y = x" en el intervalo [0, a] (figura 1).

El 4rea bajo la curva se puede calcular aproximadamente
tomando una particién en el intervalo [0, a] y levantando
los rectingulos tal como se indica en la figura 2.



Figura 1

Sea A el drea bajo la curva que es aproximadamente igual
% a la suma de las 4reas de los rectdngulos, por tanto:

A ~ (a-b)a™ + (b—o)b” + (c~d)c? + (d-e)d" + (e-De" + (F-OOf"

Para obtener el 4rea exacta Fermat construye la siguiente
particion (figura 3) del intervalo [0, al:

a, aE, aB? aB?... (E< 1)
que es una progresion geométrica de razén E < 1.
El drea de los respectivos rectdngulos resulta asi:
(a— aF)a", (aE — aB»a"Er, (a2 — aE)a"E?, (aF? — aEHa E?,. ..

que es una progresion geométrica de razén E*! < 1. Por
tanto:

A ~ suma de las 4reas de los rectangulos.

A ~ suma infinita de una progresioén geométrica de razén < 1
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El 4rea bajo la curva se puede igualar a la suma anterior
haciendo que E — 1 (paso intuitivo al limite, muy ante-
rior a la formatizacion del concepto de limite), es decir:

an+1

- 1+1+1+L +1

an-i»l

n+l

es decir, lo que en notacién moderna escribimos:

A n+1

Jox" =

n+l

Figura 3

Célculo del volumen del
segmento recto de parabo-
loide de revolucién desa-
rrollado por Arquimedes

Esta demostracién mucho mas moderna
que la anterior y verdaderamente
genial, es la que utilizd Arquimedes
para demostrar que el volumen de seg-
mento recto de paraboloide de revolu-
ci6bn es la mitad del volumen del cilin-
dro circunscrito (figura 4).

Se quiere advertir, como en su dia se
hizo en clase, que para desarrollar la
demostraciéon se utiliza la geometria




Figura 4

analitica, una herramienta muy poste-
rior en el tiempo, pero que resulta ase-
quible para los alumnos puesto que se
habia abordado anteriormente.

Para la demostracion, Arquimedes divi-
de el eje del paraboloide EF = a en n
partes iguales, y construye cilindros ins-
critos y circunscritos, tal como se indica
en la figura S.
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Los pasos de la demostracion son los siguientes:
1) Demuestra que:

v
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<2
v

sélido circunscrito

en efecto:

\ 2npa 2

cilindro

2 2 2
a a a a

2qp —+ 4rmp —+ 6np —5*L +omp—
n n n n

V selido circunscrito

2mpa? n? n2 12 ,

= = < —_—
a? nn+1  p24p 2

2np—A+2+34L +n) — 5,  ——o

n? 2 2

1

n
2

2) Demuestra que (la demostracién es andloga a la anterior):

v

cilindro > 2

v solido circunscrito

3) Demuestra que:

2

a

sélido circunscrito ¥ sélido inscrito = V dltima rodaja = 2np 2
n

v

(Como se aprecia claramente en el dibujo, los miembros
del sélido inscrito son iguales a los contiguos del sélido
circunscrito, y se van eliminando todos término a término
a excepcion del Gltimo. Una demostracion analitica puede
obtenerse de forma muy sencilla).

4) Finalmente:

Como la diferencia del punto 3) anterior, puede hacerse
menor que cualquier nimero dado de antemano (axioma
de Arquimedes), haciendo # suficientemente grande se
tiene:

v

solido circunserito = ¥ sélido inscrito = V. paraboloide

De la desigualdad 1): —Y—‘ﬂg’—dﬁ =V paraboloide
De la desigualdad 2): V cilindro v
8 ; -5 Z V paraboloide
. v cilindro
De ambas desigualdades: —, = V paraboloide
O también: Vdilindro = 2V paraboloide
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