La medida de distancia
en Barcelona

En este trabajo se define una
distancia entre dos puntos de
la ciudad de Barcelona,
considerando que las calles
forman un enrejado de vias
paralelas y perpendiculares
y que ademés existe la
avenida Diagonal que las
atraviesa. Finalmente, el
autor pregunta como se
podria definir la distancia si
hubiese dos avenidas
diagonales en una ciudad.

ARCELONA es una ciudad muy bonita. Muchas de las
calles estdn en forma de reja rectangular, asi como
Manhattan (Nueva York) o en partes de Lisboa. Pero en
Barcelona existe una calle que se llama la Diagonal
(Avingunda Diagonal en catalan) (ver figura 1).

Figura 1

Sin la Diagonalla férmula para la distancia entre dos pun-
tos es muy facil:

d(A,B)=|x, —xp|+ [YA —YBI
Esta formula define una métrica para el plano (Manbattan
metric).

sPero cudl es la férmula para la distancia entre dos puntos
con la Diagonal

Usamos coordenadas cartesianas y suponemos que la
Diagonal tiene ecuacidén y = —x. La formula para la dis-
tancia d(A, B) depende de A y B. Hay varios casos.

Suponemos que y, 2 v,. Si A, B forman un segmento hori-
zontal o vertical,

d(A,B) =|xs ~xp| +|ya -y

(Si AB es horizontal, y,~y, = 0, y si AB vertical x,—x, = 0.)



Si A, B son las esquinas noreste y sudoeste de un rectin-
gulo,

d(A,B) =[x, ~xp|+|ys - g

sin reparar si la Diagonal atraviesa el rectingulo, como en
la figura 2.

Tenemos la misma formula si A, B son las esquinas noro-
este y sudeste de un rectingulo que no esté atravesado
por la Diagonal.

Pero si la Diagonal atraviesa este rectingulo la férmula
para la distancia es diferente. Por ejemplo, en la figura 3,
A=(2,0;B=01,-2),

Ix, = x5 + Iy, —y,l =5,

pero

d(A,B)=AO+0C+CB = 2++/2+1<5

No es posible descubrir una férmula Gnica para d(A, B)
en estos casos, porque depende de la posicién del rec-
tingulo relacionado con la Diagonal. Podemos dibujar
varias figuras. Algunas se ven en la figura 4.
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Cuando evaluamos las férmulas para 3. la Diagonal atraviesa los dos lados del rectingulo
todos los casos descubrimos cuatro paralelos al eje de abscisas, como III (figura 4). En
este caso:
1. La Diagonal atraviesa una esquina d(A B) = IX + | +| - Ng + IX +y ,
del rectingulo, como 1 (figura 4); ’ ATYAl VB YA BTB
tanto A como B estin por debajo 4. la Diagonal atraviesa los dos lados del rectingulo
de la Diagonal. En este caso: paralelos al eje de ordenadas, como IV (figura 4). En
este caso:
d(A,B) =[x +VA|+|Xg+Va «E+ Xp+YVp
| I | | l | d(A>B)=‘XA+YA|+IXB'XA|\/E+!XB+YBI
2. La Diagonal atraviesa una esquina Si una esquina del rectingulo estd sobre la Diagonal se
del rectangulo, como 1I (figura 4, tienen las mismas formulas. Por ejemplo, en el caso 2,
tanto A como B estin por encima con un rectingulo como V (figura 4):
de la Diagonal. En este caso:
d(A,B) =

d(A,B)=|xA +YA|+|XA +YBl\/E+,XB+YBl

]XA +YB’\/E + IXB +YB| = [XA +YA|+]XA +YBI\/E + IXB +YBI

’ porque x, +y, =0




La prueba de que estas férmulas definen una métrica es
pesada, ya que hay muchos casos. La propiedad mis
complicada es la desigualdad triangular, las otras propie-
dades resultan més sencillas. Evidentemente:

a) dA,B)20

b) dA,B)=0<« A=8B

o d(A, B) = d(B, A).

Por ejemplo, la propiedad b) en el caso 2.

XA +Ya =0
d(A,B)=0 = Jx,+yp=0
XB+YB=O

Por sustraccion: y, =y, 5 x, = Xp

Como ejemplo, veamos la demostracién de un caso de la
desigualdad triangular. Consideremos en la figura 5 los
dos rectdngulos como I y III extraidos de la figura 4.
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Figura 5

d(A,B) = AD +DE +EB =IXA +yA}+IXB+yA,\/E+IXB+YB|
d(B,0 = BF+FG+GC=|XB +YBJ+|YC ‘YB’\/E"'lXC +Ycl

d(A,C)=AD+DG+GC=’xA +yA|+|yA—yC]x/5+|xc +Yc’

Es posible pensar en la desigualdad
da, O £ d@, B + dB, O en dos
modos. En la figura 5:

d(A, © = AD + DG + GC

= AD + DE + EF + FG + GC

<AD + DE + EB + BF + FG + GC
=d@, B) +d®B, O

Usando la igualdad:

Ya=Ye = Vat Xy =X =Yg + Y5~ Ve

se tiene:

IYA —YCI\/ESIYA +XB’\/E+|XB *'YB’\/E‘”IYB—YCI\/E

, Por lo tanto:

d(a,0) =[x, +Val+|ya-ve|vz+xe +yc|

shxa +yal+ya +xu[V2 +|xp+ya|v2 +]yp-yc|vVZ+jxc +vc]
<[xa+yal+lya +xp[V2+ 2fxp +yp|+|ys-yc[VZ+|xc +7
~(fxa +yal s +y oy +[xa +ys])+

+(|XB +yB|+[vc -ve[v2 +[xc +Vc|)

=d(A,B)+d(B,0

Los otros casos se pueden comprobar
utilizando el mismo método.

¢Conocen ustedes una ciudad que con-
tenga dos calles como la Awvenida
Diagonal
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¢Cudles serfan las férmulas para la dis-
tancia en tal ciudad?

jUna investigacién interesante!
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