La calculadora grafica
en analisis

Enrique Salinas Butrén

En este articulo se pretende
hacer ver a los alumnos que
el uso de una calculadora
gréfica ayuda a comprender
el rapido crecimiento de la
funcién exponencial.
Por ofra parte, en la
actividad del célculo de un
limite indeterminado,
podemos observar cémo el
uso de la calculadora nos
permite justificar la
necesidad de la
descomposicién factorial de
polinomios para obtener este
tipo de limites, ya que la
calculadora, debido a que
utiliza un ndmero finito de
cifras decimales,
puede llegar a introducir
errores de bulto.

a experiencia se llevd a cabo con alumnos de 1.° del
nuevo Bachillerato de Ciencias, v dado que la amplitud
del bloque de Anilisis (que abarca en este curso desde el
concepto de funcidon hasta el concepto de derivada y su
interpretaciéon geométrica, asi como su relacién con el
crecimiento de una funcién), no permite incluir activida-
des que abarquen todo el desarrollo del mismo, paso a
exponer dos de ellas que me han parecido mas intere-
santes.

Actividades

Comparando crecimientos

JQué crece mds rapidamente, la funcion f(x)=2%%° o la
pardbola y=100x%?

Esta pregunta que parece un poco hecha al azar, surgi6é
en clase después de estudiar la funcién exponencial.

Los ejemplos elegidos en el enunciado, lo fueron por los
alumnos y surgieron de manera natural. La funcién expo-
nencial apareci6 al intentar resolver la siguiente actividad:

Cierta clase de algas, llamada Clorella, se reproduce doblando su
nitmero en dos horas y media. Al cabo de otras dos boras y media
vuelve a doblar su. nitmero y, asi, sucesivamente. De este modo; si
la cantidad inicial de clorella es de 1 kg, jcudntos habra dentro
de 5 boras? jy de 10 boras? jy de 100 horas? ;Con qué velocidad
se reproduicen las algds? '

Al resolver esta actividad, la funcién obtenida fue y=2925 v,
ademds, los alumnos se dieron cuenta de que la funcién
exponencial crece rdpidamente. Pero, ;como de ripidamen-
te? ¢Més rapido que una recta? ;Mas ripido que una pardbo-
la? Estas preguntas dieron lugar al siguiente debate de clase:



Alumnos: Seguro qite crece mas. rapido que una recta

Profesor: ;Que cualquier recta?

Alumnos: ...Si, porque las rectas siempre crecen lo mismo al tener
la pendiente constante y, por muy grande que sea ésta, la.expo-
nencial llegard un momento que la sobrepasard.

Profesor: ;Y mds rdpido que una pardabola?

Alumnos: Dependerd de la parabola.

Profesor: ;Por ejemplo?

Entonces los alumnos eligieron el ejemplo de la expo-
nencial que acababan de estudiar y buscaron una pari-
bola que a ellos les dio la impresién que crecia muy rapi-
damente: y = 10042

El hecho de que dispusiéramos de calculadora grifica en
la clase de matemiticas, nos permiti6 abordar el proble-
ma de la siguiente manera: comenzamos introduciendo
en el editor de funciones de la calculadora ambas grafi-
cas, eligiendo la escala de la forma en que se ve a conti-
nuacion.
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Se observa que la pardbola aparenta crecer mucho mis
rapidamente. Asi que Jos alumnos pensaron que ellos
tenfan razoén. Sin embargo, en este momento se hizo
necesario explicar qué pretendiamos decir al preguntar
Jqué funcion crece mds rapidamente?

Hecha la pregunta de esa forma, ;bastaria con mirar
la grafica en el intervalo en que la hemos representado
(-2’5, 2'5], o deberfamos ver qué ocurre para valores
mas grandes de x?

En este momento recurrimos a un simil deportivo:

Praofesor: Imaginemos que cada una de las funciones es un corre-

dor de fondo. ;Qué pretendemos?:

a) Saber cudl de los dos es mds rapido en un tramo del
recorrido.

b) Saber cudl de los dos es mds rapido en todo el recorrido.

...Jos alummnos
eligieron

el ejemplo de
la exponencial
que acababan

de estudiar y
buscaron una
parabola que a
ellos les dio la
impresion que

crecia muy

rapidamente. ..

Acordamos entonces que la respuesta a
la primera pregunta es la que ellos
habian dado: en el intervalo [-2'5, 2'5]
crece més ripidamente la paribola que
la funcién exponencial.

La pregunta del profesor era casi
obvia :

Profesor: Pero, gpillard» la grdfica de la fun-

cion exponencial a la de la pardbola mas

adelante, es decir, para valores de x mds
grandes?

Alumnos Si vemos la grdfica, parece qiie no

‘serd asi, porque la funcion exponencial estd

miuy por debajo y ademds su crecimiento es
mads lento.

Profesor: ;Y como podriamos asegurarnos de
que verdaderamente es asi?

Alumnos:. Obteniendo valores de cada fun-
cion para valores cada vez mds grandes de
x. Es decir... obteniendo una tabla de cada
Jfuncion. Eso resulta facil bacerlo con la cal-
culadora. :

Definimos en la calculadora las funcio-
nes y,=29%% ¢ y_=1002¢, y algunos alum-
nos comenzaron a dar valores grandes a
x. De pronto un alumno vio que si a x
le daba el valor 1.000 en la tabla de la
funcién exponencial se obtenia como
resultado ERROR, mientras que la otra
funcién valia 108, La pregunta por parte
del profesor era casi obligada:

Profesor: JA qué creéis que es debido que la
calculadora nos dé un mensaje de ERROR
parala funcion exponencial?

Alumnos: ¢...7 Porque no se podra calcular
ese valor.

Profesor: A qué serd debido? Acaso x=1000
1o pertenece al dominio de la funcion? ;No
se podri calcular 210002.5=24005

Alumnos: j...?

Profesor: ;Qué bemos de bacer para calcular
279 ;De qué orden de magnitud serd el
numero que resulte? jSerd grande, muy
grande,...? - ‘
Alumnos: jYa sé qué esta pasandol, dijo uno
de ellos. Lo que ocurre es que el niimero es
tan grande que «no le cabe a la calculadora.

Esto nos dio pie para que pensaran en
la magnitud de los nimeros que se iban
obteniendo con una y otra funcién, y
utilizamos la calculadora grifica para
buscar un intervalo de valores de x en
el que la funcién exponencial pase de




tener valores menores que la parabola

4 tener valores mayores. Obtuvimos

_ entonces estas tablas de valores:
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Una vez localizado un intervalo en el
que el valor de la funcién exponencial
estd por encima del valor de la parabo-
la, podemos afinar un poco mads, obte-
niendo la tabla de forma manual en la
calculadora, por ejemplo, dando los
valores que se indican a continuacion:
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Figura 3

Queda entonces claro, sobre la tabla,
que la funcién exponencial pasa a
tomar valores mayores que la paribola.
Pero podemos verlo grificamente si
modificamos la escala elegida al princi-
pio (ver figuras 1 y 2) de la siguiente
forma: '

Yeel=1BR00N

Figura 4

...y utilizamos
la calculadora
grafica para
buscar un
intervalo de
valores de x en
el que la funcion
exponencial pase
de tener valores
menores que
la parabola a
tener valores
mayores.

Vemos entonces que ambas grificas se cortan en dicho
intervalo:
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Figura 5

Si ademds queremos calcular el punto en que ambas cur-
vas se cortan, la calculadora nos permitiria hacerlo facil-
mente. Podemos verlo en la siguiente figura: -

Inters

sckion
A=z BEANACE Y=i82620

Figura 6

En esta actividad, el uso de la calculadora grafica resulta
tremendamente eficaz, porque en un principio resulta
engafoso, y la conclusién que se obtiene al final es tre-
mendamente clara para todos los alumnos, ya que ven
que lo que les parecia tan claro al principio, no era asi en
modo alguno.

Un limite indeterminado

Calcula el siguiente limite:

X3—3X+2

lim >

x—>1x3 - x%2_x+1

Podemos utilizar la calculadora grifica para obtener este
limite, y para ello, definimos la funcién

v x3—3x+2
1= T,
x - x?-x+1

y de forma manual, obtenemos su tabla para aquellos
valores cercanos a x=1, tanto por la derecha como por la
izquierda. Son las tablas 7a y 7b que aparecen a conti-
nuacion:
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Observando las tablas, parece claro que dicho limite serd

1,5.

Al intentar obtener dicho limite con la calculadora grafi-
ca, en principio todo parecia normal, pero se dieron dos

situaciones curiosas, por parte de dos alumnos (un alum-

no y una alumna para ser mas exactos):

e La alumna dio directamente a x el valor 0,9999999, con lo
cual, la calculadora da como valor de la funcién Y, = 0,
como puede verse en la tabla siguiente:

H=, 9999993

Figura 8

e El alumno intentd obtener dicho limite a partir de la

grafica de la funcién, desplazandose con el cursor en

la zona de la grifica proxima al valor de x=1, para lo

cual utilizé la opcién ZOOM tantas veces como creyd

necesario, obteniendo unas graficas tan raras como las

que representadas en las figuras 9a-9d, a las que también

adjuntamos las escalas utilizadas.

Como podemos observar, esta grifica es totalmente irre-

gular y no se corresponde con la realidad.

ﬂ!;llm FORMAT
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...en algunos
casos se hace
necesario utilizar
la descomposicion
Jactorial y
simplificar todo
lo posible, para
evitar errores, ya
que los problemas
que se observan
se deben a las
aproximaciones
que utiliza la
calculadora. ..

Enrique Salinas
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Las preguntas no se hicieron esperar:

JA qué se debe este comportamiento?

¢Falla la calculadora, o es que el limite no es
1,57

Gracias a esto, vimos que en algunos
casos se hace necesario utilizar la des-
composicidn factorial y simplificar todo
lo posible, para evitar errores, ya que
los problemas que se observan se
deben a las aproximaciones que utiliza
la calculadora, para valores de x cerca-
nosa 1.

Para comprobar esto Gltimo, definimos
tres funciones: y, = x3-3x+2 (que corres-
ponde al numerador), y, =
(denominador) e y, = y,/y,. Podemos
observar entonces que la calculadora
da para x = 0.9999999 el valor de y, = 0
y de y, # 0. Estas aproximaciones son
las que hacen necesaria la descomposi-
cién factorial y la posterior simplifica-

x3-x2-x-1

cién para poder calcular el limite pedi-
do. (Ver figuras 10a y 10b).
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Esta actividad result® interesante, por-
que también les hizo ver que en oca-
siones pueden superar a la calculadora
que, por tratarse de una maiquina, sélo
puede‘ operar con un namero finito de
cifras decimales y eso, en ocasiones
como ésta, produce errores que pueden
dar lugar a conclusiones equivocadas,
por lo que se hace necesario utilizar el
algebra de polinomios (su descomposi-
cién factorial).




