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Se ha resuelto el problema
abierto de la extensién del
modelo de Van Hiele a
niveles educativos superiores,
fuera del &mbito de la
Geomelria, aportando
descriptores de los niveles de
razonamiento a una de las
manifestaciones del concepto
de aproximacién local: el de
recta tangente a una curva
en un punto. Se ha
analizado la relacién
existente entre el modelo de
Van Hiele y la duplicidad de
imégenes conceptuales de
Vinner. La posibilidad de
aplicar el modelo a los
fundamentos del Andlisis
Matematico abre nuevas
perspectivas en la
investigacién, reveléndose
atil para valorar la eficacia
de propuestas
metodolégicas. La parte
experimental del frabajo
aporta técnicas aplicables
@ grupos nuMerosos
de estudiantes.

n un momento histérico en el que los recursos tecnologi-
cos estan incidiendo de forma muy notable en el proceso
de enseflanza y aprendizaje de las matematicas, ciertos
aspectos de la investigacion en educacidén matemdtica
adquieren un interés afiadido. Asi, la utilizacién de esos
recursos plantea la cuestién fundamental de su utilidad
para facilitar la comprensién de los conceptos. Esa fue, en
parte, la motivaciéon de nuestra memoria de doctorado, de
la que a continuacién presentamos un breve resumen.

El modelo de Van Hiele aporta una descripcién del pro-
ceso de aprendizaje postulando la existencia de unos
niveles de pensamiento, caracteristicos del modelo.
Precisamente, esos niveles suponen unas formas peculia-
res de razonar y, por tanto, no se identifican con niveles
de destreza en cilculos algebraicos ni con los niveles edu-
cativos, Actualmente, nos referimos a esos niveles como
nivel 0 (biasico o predescriptivo), nivel I (de reconoci-
miento o descriptivo), nivel II (tebrico informal o de ani-
lisis) y nivel IIT (deductivo o tedrico). El propio Van Hiele
(1986, p. 47) senala que niveles superiores a éstos pueden
tener s6lo un interés tedrico y presentar dificultades seve-
ras para su discernimiento. Hay que sefalar que el nivel
II es el que contiene los elementos esenciales del razo-
namiento matemdtico, pues en él se lleva a cabo la
demostracion. La aplicacidon del modelo de Van Hiele a un
tema supone, por tanto, aportar descriptores de los nive-
les, esto es, caracteristicas que permitan reconocer cada
uno de los niveles a partir de la actividad de los estu-
diantes. En el contexto del parrafo anterior, es evidente el
interés que tiene la aplicaciéon del modelo para la valida-
cién de metodoldgicas.
Simplificando la cuestién, podriamos decir que una meto-
dologia es tanto més eficaz cuanto facilita méas ripida-
mente o mis generalmente (a mis estudiantes) el progre-
so hacia el nivel III.

determinadas propuestas



El modelo de Van Hiele se ha aplicado en numerosas oca-
siones a diversos temas. Asi, pueden verse descriptores (0
recopilaciones de los mismos) en Fuys, Geddes y Tischler
(1985), Burger y Shaughnessy (1986), Crowley (1987),
Gutiérrez y Jaime (1990), entre otros. Sin embargo, las
aplicaciones del modelo se han cefido casi exclusiva-

mente a cuestiones geométricas y a niveles educativos
elementales. En todo caso, podiamos considerar como
problema abierto 1a aplicacién del modelo a cuestiones
fundamentales del anilisis matemadtico en niveles educati-
vos universitarios o preuniversitarios.

Por otra parte, en la descripcion de las dificultades con-
ceptuales que surgen frecuentemente en la ensefanza
secundaria y en la universitaria en relacién con los fun-
damentos del anlisis matematico, ha venido siendo muy
eficaz la terminologia introducida por Vinner relativa al
concepto-imagen y al concepto-definicién asociados a un
concepto matemitico ~una formulacién reciente de estos
términos y de sus aplicaciones puede verse en Vinner
(1991, pp. 65-81)-. La coexistencia de esa duplicidad de
imagenes conceptuales asociadas a un concepto dado
ocasiona frecuentemente situaciones conflictivas que se
manifiestan en una escasa o nula comprension de esos
conceptos. Como se ha probado en numerosos trabajos
(por ejemplo: Tall y Vinner, 1981; Cornu, 1983; Vinner,
1983; Sierpinska, 1987; etc.), esos conflictos se manifies-
tan de forma especialmente aguda cuando un concepto,
del que el estudiante tenia una idea previa, se introduce
sin definirlo explicitamente y, por tanto, sin integrar la
definicion formal con esas ideas previas de las que partia
el estudiante. Tal es el caso del concepto de recta tan-
gente a la grafica de una curva en un punto, cuestion
estudiada especificamente por Vinner (1982).

Fn nuestra memoria resolvimos las dos cuestiones funda-
mentales que se han esbozado en los parrafos anteriores.
Por una parte, hemos aplicado el modelo de Van Hiele al
concepto de recta tangente a una curva €n un punto, es
decir, a una de las manifestaciones del concepto de apro-
ximacién local, cuestién que aparece en los fundamentos
del analisis matemdtico, en los primeros cursos de mate-
miticas en la universidad o en los Gltimos de secundaria.
Por tanto, aportamos una descripcion de cada uno de los
niveles I, Il y III que cumple las condiciones tedricas para
ser considerada propia del modelo de Van Hiele. Para
ello, disefiamos dos instrumentos pricticos que permiten
la deteccion de los niveles asi descritos: el guion de una
entrevista semiestructurada y socrdtica, y las preguntas de
una prueba de eleccién maltiple, de respuesta semicerra-
da. Como resultado de la aplicacion de esta prueba a
diversas muestras de estudiantes universitarios y preuni-
versitarios, presentamos también algunas conclusiones
sobre la eficacia de propuestas metodologicas basadas en
la visualizacién asistida por ordenador y, en concreto, en
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la utilizacién frecuente de programas
de cdlculo simbdlico. Finalmente, el tra-
tamiento estadistico realizado para
obtener estos resultados supone una
contribucién a la resolucion del proble-
ma genérico que se suscita en la detec-
cién de los niveles de Van Hiele en gru-
pos numerosos de estudiantes y, sobre
todo, aporta una confirmacién indepen-
diente a nuestra descripcion de niveles,
reafirmando su existencia y la misma
descripcion realizada. Por otra parte, en
esa descripcion de los niveles de razo-
namiento, se caracteriza su relacién con
el modelo de Vinner en el sentido de
que la existencia de una duplicidad
conflictiva de imdgenes conceptuales
impide el progreso hacia el pensamien-
to matematico avanzado, es decir, hacia
los niveles superiores de pensamiento.

El concepto de aproxima-
cién local

Existen diversas manifestaciones del
concepto de aproximacion local. El
concepto de limite de una sucesion, el
de suma de una serie, el de convergen-
cia aplicado a una expresiéon decimal
infinita, el concepto de limite funcional,
el de derivada, el concepto de recta
tangente a la grafica de una curva en un
punto, etc., son ejemplos de ellas. En
todos ellos podemos distinguir algunos
aspectos comunes. Por ejemplo, la
necesidad de recurrir a la idea de infi-
nito, de tal suerte que podemos decir
que cada uno de esos conceptos com-
porta un proceso de razonamiento infi-
nito. ¢Es finita —o puede serlo— la acu-
mulacién indefinida de cantidades fini-
tas? JLlega a convertirse en un segmen-
to la magnificacién indefinida de un
pedazo de la grifica de una curva? Esa
caracteristica podemos resumirla dicien-
do que el concepto de aproximacion
local es un concepto dindmico. Ese
dinamismo del concepto significa, entre
otras cosas, que el concepto involucra
la idea de infinito en un proceso de
razonamiento intrinsecamente abstracto,
no visualizable, en absoluto sensible.



Un estudiante puede considerar trivial
obtener la ecuacién de la recta tangen-
tealagrificade y=Penx=0y,ala
vez, «definir recta tangente a una curva
en un punto como aquella recta que
toca a la curva en un punto, oponien-
do esa definiciéon (imagen) a la repre-
sentacién grifica de y =2 en x=0y,
por tanto, negando que y = 0 sea tan-
gente a esa funcidon en ese punto
(Vinner, 1991, p. 78). La integracién del
concepto-imagen v el concepto-defini-
cibn se muestra asi como una conditio
sine qua non para el progreso hacia un
nivel de pensamiento superior en el
que se produce una adecuada com-
prension de los conceptos dindmicos
como consecuencia del proceso de
razonamiento inherente a la idea de
aproximacién. Reciprocamente, un esti-
lo excesivamente formalista de la ense-
flanza, tiende a identificar «igor con
formalismo entendido como manipula-
ciones algebraicas. El resultado es,
muchas veces, el del ejemplo: estudian-
tes con ciertas habilidades algebraicas
pero con deficiencias conceptuales
importantes en los mismos temas. La
eleccion del concepto de recta tangen-
te como objeto de nuestro estudio es,
en este sentido, casi indiferente. Se
trata, sobre todo, de estudiar ese proce-
so de razonamiento inherente al con-
cepto de aproximacion, aunque sea en
un contexto grafico y, por tanto,
supuestamente sencillo y conocido por
los estudiantes que acceden a las carre-
ras técnicas en la universidad.

En nuestro trabajo hemos probado que
en una primera fase del concepto (pre-
cisamente la mas intuitiva, pero que
contiene los elementos esenciales del
razonamiento) podemos distinguir nive-
les de razonamiento, acordes con el
modelo de Van Hiele. Es decir, que e/
proceso mental que conduce a concluir
que una curva con tangente en un
punto se caracteriza porque las sucesi-
vas ampliaciones en un entorno de la
gridfica de esa curva en ese punto se
confunden con una recta que es, preci-
samente, la tangente en ese pumnio,
supone cierta madurez de razona-
miento que, entre otras cosas, requiere

Tanto la entrevista
como el test de
eleccion multiple
utilizados para
obtener y validar
esos descriptores,
se plantearon
con un caracter
socratico. ..

la capacidad de comprender y aplicar el proceso de apro-
ximacion local. Es en ese proceso mental, en esa madu-
rez de razonamiento, donde es posible distinguir niveles,
en el sentido de lo establecido en el modelo.

Validacién de los descriptores

Los descriptores que propusimos (que pueden verse en el

apéndice 1 de la pagina siguiente) verifican las condicio-

nes teéricas que consideramos como caracteristicas del
modelo de Van Hiele:

e Cada uno de los descriptores corresponde al nivel que
describe y es concordante con las descripciones habi-
tuales del modelo.

e Presuponen los del nivel precedente; al mismo tiempo
estd expresamente caracterizada la separacion, las dife-
rencias entre los distintos niveles.

e Reflejan comportamientos que son consecuencia de
una gradual adquisicién de profundidad en el razona-
miento y son facilmente detectables.

» Finalmente, se ha descrito con amplitud cada uno de
los niveles (no menos de tres descriptores por nivel),
lo que permite una buena seleccion de actividades
para detectarlos.

Tanto la entrevista como el test de eleccién multiple utili-
zados para obtener y validar esos descriptores, se plantea-
ron con un caricter socrdtico: se trata, por una parte, de
que las preguntas no enmascaren el lenguaje propio de
los estudiantes, imprescindible para detectar su nivel de
razonamiento. Pero, por otra parte, se aprovechan las mis-
mas respuestas de los encuestados o entrevistados para
orientar el desarrollo de la prueba. Eso es particularmen-
te cierto en el caso de la entrevista en la que, aunque exis-
te un guidn, no se excluye la intervencion espontinea del
entrevistador, de acuerdo con este objetivo. Esa orientacion
no es otra que tratar de llevar al entrevistado hacia la ver-
dad o, en otros términos, procurar que la entrevista supon-
ga una fuerte experiencia de aprendizaje que coopere, si
fuera preciso, al progreso en el nivel de razonamiento.

La entrevista tiene un contenido esencialmente wvisuclk:
Aunque las preguntas se formulaban verbalmente, en
cada una se entregaba al entrevistado una hoja que repro-
ducia el enunciado al tiempo que se le mostraba alguna
representacién grafica sobre la que versa la pregunta, En
determinados momentos se entrega informacion al entre-
vistado, coherentemente con el cardcter socratico. La
prueba es un didlogo pero que tiene su apoyo y su con-
tenido en ese caricter visual. En ese sentido, se evita
entrar en las definiciones de los términos que se usan:
curvas, rectas, puntos, grdfica e, incluso, tangente, secan-
te, etc. El término zoom se usd acompanado de sinénimos
tales como magnificar, ampliar, lente de aumento, etc. En
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1.2,

NIVEL |

El nivel | se caracteriza porque su imagen conceptudl es
muy- semejante al caso de la circunferencia, es decir
que para un estudiante en este nivel su idea de fan-
gente es que la recta foca en un punfo'y, por tanto, es
cdpaz de discriminar los casos evidentes {secante, exfe-
rior).

En‘este nivel aparece el reconocimiento de las ideas de
escala y de localidad referidas al concepto. El estu-
diante que se mueva en este nivel serd capaz de dis-
tinguir, ante una representacién de una curva y de una
recta, que esa recta no es tangente a la curva cuando
evidentemente (visualmente) no lo sea, al menos en la
parte de la representacion que se le muestre. También
distinguird si la recta es secanfe.en esos mismos casos
evidentes.

Sin embargo, ante una gréfica que represente una
recta que pueda ser fangente a una curva, afirmard sin
demasiadas dudas que, efectivamente, ésa es la rela-
cién que tienen la recta y la curva, sin considerar la
necesidad de ninguna propiedad adicional, baséndose
s6lo en la apariencia.

Especificamente, en la cuestion del comportamiento de
una curva en un entorno de un punto cuando se hace
un proceso de aproximacion (zoom) en dicho enforno,
es capaz de reconocer que la forma, la apariencia de
una curva, puede ser muy disfinta segun desde qué
escala se la contemple.

Asi, en este nivel puede reconocer que el vértice de un
angulo no cambia de aspecto.aunque se haga sobre él
un proceso de aproximacién (zoom).

(Separacién del nivel ll): En este nivel es caracteristico
que el estudiante no relacione la cuestion de la aproxi-
macién con la de la tangente. Menos atn que una recta
que corta a una curva pueda ser tangente (simultanea-
mente] a la curva (en el mismo punto}.

NIVEL Il ‘
En el nivel I, el estudiante manifiesta una total seguri-

~dad para llevar a cabo esos procesos de aproximacion

visuales y, por tanto, para razonar sobre los cambios
de forma o de apariencia que comportan dichos pro-
cesos sobre la representacion grafica de |a curva. Por
tanto, es capaz de distinguir aquellas curvas que, en
ese proceso, localmente se aproximan a una recfd, de
las que no cumplen esa propiedad.

En cuanto a la tangente, la reconoce precisamente
como el final de esa aproximacién local. De modo que,
como es caracteristico de este nivel, relaciona el con-
cepto de tangente con el de aproximacion, y ahora'ya
no es suficiente que la recta parezca que es fangente,

_que foque a la curva en un punto, sino que debe cum-
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plir und propiedad adicional que, realmente, la cdracteri:
za. Asf, dadas una curva y una recta con apariencia de
tangentes (en un punto) formulard la necesidad de ver més
de cerca la figura, de iniciar la aproximacién, para dar
contestacién a la pregunta de si la recta es tangente o no.

11.3. (Separacién del nivel Ill) Sin embargo, en este nivel no
dard, en general, respuestas a las situaciones patologi-
cas, es decir, a aquéllas en que exista alguna dificultad
para realizar el proceso de aproximacién. Por ejemplo,
para los dngulos o vérfices sefialados antes.

II.4. Un estudiante no podré progresar desde el nivel Il al
nivel lll {ni al IV) mientras mantenga dualidades entre el
concepto-imagen y el concepto-definicion. El nivel de
razonamiento que permite la comprensién de los con-
ceptos avanzados o dindmicos es incompatible con la
dualidad entre imagen y definicién. La plena integra-
cién entre los conceptos intuitivos y estdticos (tangente
a una circunferencia) con los dindmicos {aproximacion
local) caracterizaria el acceso al nivel ll.

NIVELES Hll y IV
Il.T. En el nivel lll {teérico-formal) es capaz de demostrar que
la tangente a una curva, suponiendo que exista, serd la
Gnica recfa que, precisamente, es el limite (“el final”) de
ese proceso de aproximacién visual o de zoom.

II1.2. De: hecho, serd capaz de definir la tangente de esa
forma. Sélo ‘aquellas curvas que tengan un comporta-
miento patolégico en ese proceso, es decir, que no aca-
ben siendo como una recta, carecerdn de fangente.

II1.3. (Separacién del nivel IV) El reconocimiento de la impo-
sibilidad de predecir, en algunos casos, la existencia de
~la tangente [y, por fanto, de su inclinacion) expresado
con términos precisos y formales;, aunque con el len:
guaje propio del contexto y de la definicién adoptada;
podria ser una manifestacién de ese dcercamiento. al
nivel IV y, en todo caso, es una manifestacion de la
adquisicion del nivel Ill.

Nuestro estudio no recoge ningin descriptor especifico del
nivel IV, entendido éste como un nivel teéricoformal, en el
que predomina la comprensién no sélo del concepto consi-
derado sino de éste en relacién con ofros. La definicion vy el
andlisis del concepto de recta tangente nos permite advertir
que, ciertamente, al asegurar la misma posibilidad de la
extension de modelo por la eleccion de esa definicion, prac-
ticamente se desechaba la posibilidad de considerar el nivel
IV, justamente porque consideramos esa definicién aislada
de cualquier ofro contexto. Podemos decir que las caracte-
risticas que potencian la aplicacion del modelo son las mis-
mas que impiden la manifestacion de ese nivel. Finalmente,
recordemos que la comprension del concepto queda garan-
tizada con la consecucién del nivel II.



el mismo sentido, todas las grificas se
presentaron sin ejes de coordenadas,
para evitar cualquier interferencia
explicita con el concepto de funcién.
Tampoco se habla de ecuacion de la
recta, ni de dngulo o de pendiente.
Menos aln se menciona la palabra
derivada (desconocida para algunos de
los estudiantes). Como decfamos, la
palabra fangente se usa expresamente
' sin haberla definido en ningiin momen-
to. Ello obedece a la evidencia contras-
tada de que los estudiantes la conocen
y, ademds, creen saber lo que significa.
Precisamente, un objetivo de la prueba
es determinar cuil es para ellos ese
significado, es decir, en qué medida
tiene algo que ver con el concepto de
aproximacion local que lleva consigo.

Tras la formulacion definitiva del guion
de la entrevista socrdtica y la consi-
guiente validacién de los descriptores,
abordamos la cuestién de aplicar nues-
tras conclusiones a grupos NUMerosos
de alumnos. El planteamiento de la
prueba escrita es, coherentemente con
las caracteristicas del modelo, una trans-
cripcion de la entrevista: hay una coinci-
dencia casi total en las preguntas; respe-
tamos, asimismo, las respuestas, en el
sentido de que las alternativas que se
ofrecen en cada pregunta son las res-
puestas que escuchamos mis frecuente-
mente cuando realizamos las entrevistas,
ademds de una alternativa de respuesta
libre, para asegurar en lo posible la
manifestacién espontinea del entrevista-
do usando su propio lenguaje; finalmen-
te, se mantiene el caridcter socritico,
entregando informacién al encuestado,
volviendo a plantear preguntas tras esas
entregas de informacién, etc. Es obvio

que, individualmente, el mejor procedi- -

miento de clasificaciéon es la entrevista.

Sin embargo, con propésitos globales y

respetando estas condiciones, estamos
en condiciones de asegurar la validez y
eficacia, en el contexto del modelo de
Van Hiele, de este tipo de pruebas.

Tanto en la entrevista como en el test
escrito (que puede verse en el apén-
dice 2 —piginas siguientes—) podemos
distinguir tres bloques diferenciados de

...la palabra
tangente se usa
expresamente Sin
haberla definido
en ningun
momento.
Ello obedece a
la evidencia
contrastada de
que los estudiantes
la conocen y,
ademds, creen
saber lo que
significa.

preguntas. Las del primer bloque (de la 12 a la 62) tienen
como objetivo examinar, siz relacion con el concepto de
tangente, las cuestiones derivadas de las representacio-
nes graficas (nivel 0) y de los cambios de escala (nivel I).
Tras la sexta pregunta, se hace una primera entrega de
informacién, para terminar de establecer el marco de la
prueba respecto a la cuestién de las aproximaciones
visuales, tanto en lo que se refiere a la posibilidad de
conocer lo que piensa inicialmente el estudiante sobre
ellas como para sugeritle, para el caso mis extremo, que
el efecto de los zoom con relacién a la apariencia de la
curva puede ser importante (caracterizibamos el nivel I
por la capacidad manifestada para reconocer esos cam-
bios, de acuerdo con la perspectiva o la escala). En el
segundo bloque (desde la 72 a la 159) se trata de detec-
tar, en primer lugar, el concepto-imagen con respecto a
la tangente a una curva; después, usando el socratismo,
se tratard de incidir en la oposicién secante-tangente,
derivada seguramente de la situacidn aplicable a la cir-
cunferencia. Por Gltimo, se relacionan las aproximaciones
sucesivas con la misma existencia de la tangente. Para ello,
se entrega nuevamente informacién en la que, sutilmente,
se puede comprobar que las aproximaciones sucesivas
permiten discriminar no sélo si una recta es 0 no tangen-
te a la curva sino que la existencia de la tangente la deter-
mina el comportamiento de la curva como consecuencia
de esas aproximaciones. Finalmente, el Gltimo bloque da
oportunidades especificas para manifestarse en el nivel III.
En la prueba escrita, ademas de las preguntas relacionadas
con las patologias o con la posible limitacién del método
que también aparecen en la entrevista, se afiaden cuestio-
nes directamente relacionadas con los descriptores del
nivel III: una definicién del método; una demostracion de
la unicidad de la tangente, cuando ésta existe, basada en
la definicién que se estd usando implicitamente; una expli-
cacion del aspecto de la definicién referido a la apariencia
de coincidencia entre la curva y su tangente, etc,

Resultados experimentales. Tratamiento
estadistico

Ya hemos indicado que la obtencién y validacién de los

descriptores se logrd, inicialmente, a través de las entre-

vistas. Para la prueba escrita nos propusimos los siguien-

tes objetivos:

e La confirmacién de los descriptores obtenidos a tra-
vés de la entrevista.

o Ja validacién de la propia prueba escrita, como ins-
trumento coherente con nuestra descripciéon de los
niveles, aplicable a grupos numerosos de estudiantes.

e La valoracién de la eficacia de propuestas metodol6-
gicas basadas en la visualizacién por el uso habitual
de programas de cilculo simbélico.



Apéndice 2
PRUEBA ESCRITA

El original se presentaba con un tamafio diferente y en hojas separadas, con la indicacién expresa de no pasar la pdgina hasta haber comple-

tado la respuesta y otras recomendaciones semejantes que aqui se omiten.

1.

4,

La ilustracién adjunta decimos que corresponde @ una
recta. En realidad es, més bien, la representacion de:

al Un segmento.

b) Un trozo de recta.

¢/ Una funcién.

d) Un polinomio de primer grado.

e) Ninguna de las anteriores: ...

Kkok ok kok

L

2Crees que las ilustraciones anteriores pueden correspon-
der a distintas perspectivas (zooms, «trozos» diferentes,
etc.) de la misma curva?

a) - No, porque tienen el mismo grosor.

b) . Si, es posible.

¢) No.

d] Es posible, pero es muy dudoso.

e) Ninguna de las anteriores: ...

*ok ko kok
/-—)/::/
o

sCrees que las ilustraciones anteriores pueden representar

zooms sucesivos aplicados a la misma recta? (Es decir, la

pregunta es si lo- que veremos al ampliar una recta tiene

siempre el mismo aspecto).

a) No, porque todo el rato se ve el mismo trozo.

b) Si, porque todo el rato se-ve el mismo irozo.

c) - Si, porque el aspecto de una recta no cambia aunque
se cambie el zoom.

d] No, porque la recta se verfa mds «gordas, mds «gruesa».

e} Ninguna de las anteriores: ...

hokik Kok

La misma’pregunta para el-«dngulo» de und curva como la
que muestran las ilustraciones siguientes:

>

ay

.

al No, porque el dngulo se irfa abriendo-a medida que
ampliamos.

b) No, porque todo el rafo se ve del mismo grosor.

¢} S, porque el aspecto de un dngulo no cambia aunque
se cambie el zoom.

d) Si, aunque tendria que verse un poco més abierfo cada
vez.

e). Ninguna de las anteriores: ...

C i

5Crees que es posible que las fres
ilustraciones correspondan a la
misma grdfica, a la que se aplican
distintos «zooms»? (Es decir, con-
templando una parte de la prime-

ra cada vez mds de cerca): Ja
a] Depende de la parte que se
ampliase. s T
b) No, porque al final es recta y
nunca llegaria a ser una recta. v 8
- ¢} Si, es posible que se vea de
esq forma.
dl No.

e/ Ninguna de las anteriores: .

Koukokko Kk

Repetimos la pregunta para la ilustracion siguiente: Es decir,
lo que se amplia, lo que se contempla més: de cerca, es la
zona de la curva que corresponde al vértice, al punfo mas
bajo. La pregunta -insistimos- es si crees que si vamos
ampliando llegard un momento que el aspecto puede ser el
que muestra la segunda ilustracion:

a). No; - porque - habria - que
ampliar muchisimo y es exce-
sivo, nunca se acabard vien-
do reclo.
b) . Si.
¢} No, porque el vérice siempre
se verd curvo. o | =
dl- No. ~

e] Ninguna de las anteriores: ..

s

Enla ir’egumd om‘terior la respuesta correc-
 fa era que si que es posible acabar viendo
deesa forma la zona del vértice. En reali-
"dod si htcsesemos ampliaciones sucesivas
rerfamos lo que se percibe en las ilustracio-
ntas, en las que, efectivamente,
podemos comprobar como ld curva apare-
- _ce poco a poco menos puntiaguda, se va
_ haciendo plana.



9.

10.

3Qué relacién tienen la recta y la curva?

al Secruzan.

b} Son secantes.

c] Se tocan en un punto.

d). Son tangentes.

e/ - Ninguna de las anteriores: ...

* kok ok ok

2Qué afirmacién te parece mds correcta, més precisa?

a) la recta no corta a la curva.

b} Es posible que la recta corte o la curvar, pero en la zona
que muestra la ilustracién la rectd no tiene puntos comu-
nes con la curva.

¢/ la recta no toca a la curva.

d) la recta y la curva no pueden tener ninguna relacién
entre ellas.

e) Ninguna de las anteriores: ..

~

2Crees que la recta es tangente a la curva? sPor qué?

a). No, porque la recta corta a la curva.

b} No, porque la recta tiene dos puntos comunes con la
curva.

c|. En una parte, seguro que no. En la ofra, puede que sea
tangente.

dl No se puede saber.

e) Ninguna de las anteriores:...

o

Kk kR

En la zona que muestran cada una de las ilustraciones
{que corresponden a distintas zonas de la misma ilustra-
ci6n anterior), screes que la recta puede ser fangente a la

curva?
2

al - La primera no es tangente y la segunda sf que es.

b} La primera no es fangente y la segunda puede que no
lo sea o puede que si.

¢/ - Las dos son tangentes.

d} * Ninguna es tangente.

e Ninguna de las anteriores:...

* Ok k ok ok

11. la recta de la figura corta a la curva en un solo punto.
2Crees que esa recta es tangente a la curva (en ese mismo
punto)?

a) No, porque la recta corta a la
curva, la «atraviesas.

b) No, porque la recta toca a la
curva en muchos puntos.

¢} No, porque la recta corta a la
curva 'y, ademds, la toca en
muchos puntos. ;

dj - Si, parece que si que es tan-
gente.

e). Ninguna de las anteriores: ...

h kxR Kk

12. ;Crees que, en la zona que muestra la ilustracién, la recta
es tangente a la curva en un punto?

a) Teniendo en cuenta sélo lo que
se ve en la figura, no podemos
estar seguros de que la recta
sea tangente a la curva.

b} No, porque més bien parece
que la toca en muchos puntos.

c) Si, es fangente.

d] No, la recta es secante.

e} Ninguna de las anteriores: ...

* K k kK %

Sin embargo, la misma- ilustracién anterior, ampliada sucesivas
veces en esa zona, tiene el aspecto siguiente:

e

Como puedes observar, la recta ni siquiera toca a la curva en

la zona donde se preguntaba.

* % ok Kk Kk

13. En las figuras siguientes. aparece una curva y, tres rectas
(distintas, -evidentemente) que pasan por un mismo
punto de esa curva (insistimos en que las tres pasan por
el mismo punto de la curval:

ot

Ahord fe las mostramos por separado, con una pequefia ampliacién

S sh




t

a) Es posible que las tres rectas sean tangentes a la curva
én el punto en cuestion.

b} Las tres son tangentes, porque focan en un punto.

c) Es posible que ninguna de las tres rectas sea tangente
a la curva.

d) Una de ellas es tangente y las ofras dos no lo son.

e/ Ninguna de las anteriores: ...

* k. Kk k k

14

Como en el caso anterior, te mostramos ahora ampliaciones
sucesivas de cada una de las rectas {por separado) y de la
curva.

Recta 1:
< /
/ 4

Recta 2: / N /
/ v :

Recta 3: / N /
/ ¢

5Cambia tu respuesta anterior; de alguna forma?

a) larecta Ty la 3 no son tangentes. La 2 parece que si.

b) Las tres son tangentes.

¢) Ninguna de ellas es tangente.

d) larecta 1y la 3 no lo son porque corfan a la curva, y

Ja n.° 2 tampoco porque toca en muchos punfos.
e} Ninguna de las anteriores: ...

* Kk kK ok

15. 3;Crees que una recta que corta a una curva en un punto

puede ser tangente a la curva en ese mismo punto?

al No, porque si una recta foca.a la curva no la corta.

b} Si.

¢) No, porque una recta no puede ser secante y fangente
a la vez. ;

d) Si, porque todas las rectas tangentes también so
secantes. >

e] Ninguna de las anferiores: ...

.

*ok koK ok

independientemente de tu respuesta a

la pregunta anterior, conviene que

observes las ilustraciones siguientes,

que son ampliaciones sucesivas de la |

figura de la pregunta 11. Alli se mos-

traba Una recta que corfaba a la curva. ——— 8
en un solo punto. Ademds, esa recfa es |
tangente a la curva en el punfo, como

se puede observar...

16. 3Eres capaz de predecir como serd la tangente en el punio

sefialado de la curva; de la que, a continuacién, te mos-
tramos tres zooms? :

a) : No, porque no habrfa tangente.

b} Si. Serfa una recta vertical.

¢) - Si, serfa una recta horizontal.

d) Si: Cualquier recta que pasase por ese punto.

e] Ninguna de las anteriores:...

koK K KoK

17. Supongamos que disponemos de un instrumento que nos

permite ampliar, hacer zooms sucesivos, de cualquier

curva. Entonces, un método para poder frazar la tangente

de una curva en un punto, podria ser -en resumen- el

siguiente: :

a) Ampliar la curva y ver si la recta acaba superponién-
dose a la curva.

: b) Ampliar la curva en el punto y prolongarla cuando apa-

rente hacerse recta.

) Ampliar la curva y la recta hasta que se foquen en el
punto.

d) Trazar una recta que pase por el punto y ampliarla.
e} Ninguna de las anteriores: ...

kK kKK
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18. Aplicando el métode anterior [que podemos llamar, método

del zoom), respecto de la «curva» de la pregunta 4 y su tan-
gente en el punto més bajo (en el dngulo):

a) No es aplicable el'método del zoom, porque no es una
curva;

b} - El método demuestra que esa curva no tiene tangente en
ese punfo porque siempre se ve un éngulo, por mucho
que amplies.

¢).- Como siempre se ve un dngulo, cualquier recta que sélo
toque en el dngulo es tangente en ese puno.

d)- Como. al ampliar.el dngulo- desaparece, la tangente
serd horizontal

e) - Ninguna de las anferiores::..

KRk RK

Supongamos que queremos aplicar el método anterior para
trazar la tangente a la curva de la ilustracién siguiente, en
el punto sefialado. Enfonces:

a} - Como antes; irlamos ampliando sucesivamente. Al final
obfendriamos una recta, que serd aproximadamente
horizontal.

b} No es seguro que el méfodo sea aplicable: Es posible
que, al ampliar, comprobemos que siempre van salien-
do més y més oscilaciones. Entonces, no sabriamos si
hay o no hay tangente.

c] No se puede aplicar el método porque siempre van a
salir més y- més oscilaciones.

dl No puede haber fangente en ese punto porque siempre
cortaria @ la curva (salvo que fuese vertical, que no
puede ser].

e] Ninguna de las anteriores: ...

&K kik ok

20.

21.

22.

En esta pregunta pretendemos -para terminar- que demues-
fres, si crees que es cierto, que una curva sélo puede
tener una tangente en un punto. O que demuestres lo con-
trario, si crees que lo cierfo es lo contrario.

a) Cuando se amplia una curva, pueden ocurrir sélo dos
cosas: Que acabe viéndose siempre lo mismo (un dngu-
lo} o que acabe viéndose una recta, que serd la tan-
gente. Pero no puede ser que la curva se convierta en
dos o mas rectas, de modo que si la tangente existe, es
dnica.

b) Segin la forma que tenga la curva, es posible que no
haya tangente, que haya sélo una o que haya infinitas,
ya que por un punto pasan infinitas rectas y, por tanfo,
la tangente puede ser Unica o puede no serlo.

¢/ De todas las rectas que pasan por un punto de una
curva, que son infinitas porque por un punto pasan infi-
nitas rectas, sélo una la toca porque las demés la cor-
taran. Por tanto, la tangente es Unica.

d) Como la tangente a una curva se halla haciendo la deri-
vada de la funcién en el punto, si la funcién es deriva-
ble tendré un resultado Gnico. Por tanto, la tangente es
Unica,

e) Ninguna de las anteriores:

* k k * *

Como habrés podido observar a lo largo de la prueba,
cuando se dibujan una curva y su tangente, parece que tie-
nen mds de un punto en comin, que coinciden no.sélo en
un punfo sino en un segmento, en un frozo de la curva cer-
cano al punto de contacto. 3Crees que siempre sucede
esto?

a] En general, no: Depende de la calidad del dibujo.

b} Si, precisamente por la definicién de tangente, ésta
debe aproximarse a la curva de manera que siempre
aparentard que se superpone a ella cerca del punto de
tangencia.

¢) No. Sucede eso porque los instrumentos de dibujo no
son capaces de dibujar algo tan pequefio como. un
punto.

d) Si, salvo que la curva sea lo suficientemente pronuncia-
da («curva») como para que se pueda distinguir bien el
punfo.

e} Ninguna de las anteriores: ...

* k k Kk %

Te planteamos chora una cuestién mas bien tedrica: La tan-
gente a una recta en uno de sus punfos. Enfonces:

a} No tiene sentido porque coincidiré con la propia recta
y la tocard en muchos puntos.

b} Seria cualquier recta que pasase por el punfo.

¢) Coincidird con la propia recta.

d) No tiene sentido porque unia recta no es una curva.
e] Ninguna de las anteriores: ...

* kK k k%



e La «waloracion» en este contexto del sistema de ense-
flanza tradicional en lo referido a su eficacia en el pro-
greso en el nivel de razonamiento.

Para ello, se eligieron grupos de estudiantes, tal como apa-
recen en la figura 1:

[ SECUNDARIA (2° aio)
Fac. de Matemdticas
@] Ingenieria Superior

B E.U- Met visualizacion
B £.U- Met. tadicional

Figura 1.
Distribucién de grupos en la muestra

Como podemos observar, la muestra total se distribuye en
dos grandes grupos: 195 estudiantes de 2.° curso de
secundaria (afio en el que se introduce el concepto de
aproximacién local, derivadas, limites, etc) y 203 estu-
diantes universitarios, distribuidos a su vez del siguiente
modo: un grupo de 62 estudiantes de ingenierfa técnica
inmersos en un proyecto de innovacién consistente en la
utilizacién habitual de programas de cilculo simbélico
(mas detalles de ese proyecto pueden verse en Llorens
(1993, pp. 61-80); un grupo de 72 estudiantes del mismo
centro y nivel que el anterior, con metodologia tradicio-
nal; dos grupos mas, también con metodologia tradicional
(de ingenieria superior y de la facultad de Matemdticas),
pero de nivel educativo superior a los anteriores.

Para el tratamiento estadistico elegido, se identificd cada
entrevista con un vector de 22 componentes, cada una de
las cuales es «I» 0 O se codificd con «1» la coincidencia
de la respuesta con un patron ideal, coherente con el
nivel III, y con un «0» en cualquier otro caso. A continua-
cién se aplicd el algoritmo de clasificacion fk-means
(cuyos detalles pueden verse en S-Plus Reference, p. 81y
ss.) caracterizando previamente los cluster (niveles) de
acuerdo con el criterio que aparece en la tabla 1:

Bloque 2.° Bloque 1.°
25 >3
25 23
<4 <3
Tabla 1

%

100

80 -

60 +

40 +

20 4

que refleja el ntimero de aciertos (mini-
mo o maximo) por bloque de pregun-
tas y nivel. Inicialmente, los casos que
corresponden a cada nivel, resultaron:
Nivel III: 46; Nivel II: 70; Nivel I. 61,
valores que se consideran satisfacto-
rios. Con ello, se obtuvieron  unos
patrones de aciertos en respuestas que
caracterizaban cada nivel, como puede
verse en la figura 2.

PR S T S PO S S S R R

4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 1
Pregunta

+ t L — +—

5 16 17 18 19 20 21 22

————— Nivel T
—————— Nivel 1T
Nivel IIT

Figura 2. Centros iniciales
(% de aciertos por pregunta)

Tras la clasificacidn del total de vecto-
res (es decir, de cada uno de ellos) se
obtuvo la distribucién por niveles de
cada una de las muestras, tal como
aparece en la figura 3.

80

60

20

Secundaria

EU.Visualiz

EU. Tradic.

Total Univers.
Fac. Mates. TOTAL

Ing, Superior

% Nivel [
B o Nivel 11
B o, Nivel 1

Figura 3. Porcentajes de niveles

en las muestras



Del andlisis de esos resultados, se
deducen casi inmediatamente las con-
clusiones siguientes:

e El mayor porcentaje de estudiantes
en nivel III corresponde a la mues-
tra de estudiantes universitarios
implicados en técnicas de ensefianza
asistida por ordenador. Esto confir-
ma nuestra tesis de que, al menos
para el concepto considerado, esas
técnicas pueden facilitar significati-
vamente el progreso hacia niveles
superiores de compresion de los
conceptos, de pensamiento matema-
tico.

e Aunque existen diferencias entre los
alumnos de secundaria y los univer-
sitarios, estas diferencias son irrele-
vantes si se consideran los universi-
tarios de nivel educativo inferior. En
todo caso, el porcentaje de estu-
diantes en nivel III que corresponde
a las muestras de metodologia tradi-
cional es muy pequefio. En el con-
texto del modelo de Vinner, pode-
mos interpretar este dato como la
relativa incapacidad de esta metodo-
logia para facilitar la adecuada inte-
gracion entre los conceptos imagen
y definicién, por lo que, de acuerdo
con nuestros descriptores de nivel
III, no se progresa hacia los niveles
superiores.

Por otra parte, si comparamos los cen-
tros iniciales (figura 2) con los definiti-
vos (figura 4), observamos inmedia-
tamente diferencias muy significativas
en la evolucion de las medias de
coincidencias en las preguntas del
segundo bloque en los niveles Il y 111

Aunque existen
diferencias entre
los alumnos
de secundaria y
los universitarios,
estas diferencias
son irrelevantés
si se consideran
los universitarios
de nivel educativo
inferior.

————— Nivel 1
e Nivel 1
Nivel 11

Figura 4. Centros definitivos
(% de aciertos por pregunta)

e} o - |
o+——t—+—t—+——t—t+—t———t——t——t—t—t—t—t
123 456 7 8 9101112131415 161718 19 20 21 22
Pregunta

Recordemos que el criterio de preclasificacion mostrado
en la tabla 1 no incluia esas diferencias (en ambos casos
exigiamos no menos de 5 aciertos en ese bloque). Tras la
clasificacién definitiva, esas diferencias han aparecido, lo
que representa una confirmacién de [a distincion entre el
nivel IT y el nivel III independiente del criterio establecido
previamente. Ademis, esas diferencias suponen también
una confirmacion explicita del descriptor en el que esta-
blecemos la relacion entre el modelo de Vinnery el de Van
Hiele, puesto que las preguntas de ese bloque son las que
tienen que ver directamente con la duplicidad de image-
nes conceptuales.

Observaciones andlogas pueden hacerse respecto de los
niveles Iy II con relacién al Gltimo bloque de preguntas.
Se comprueba que, en efecto, ese bloque discrimina los
niveles 1I y III, pero no el nivel Iy el nivel II. Al contra-
rio, las preguntas del primer bloque (en particular, las 22,
32y 4%) parece claro que tienen ese efecto separador entre
los dos primeros niveles.

Estabilidad del andlisis

Estas conclusiones vienen avaladas por la estabilidad del
andlisis estadistico. En efecto, si se realiza nuevamente el
proceso de clasificacién de acuerdo con este algoritmo
pero partiendo de un criterio diferente (aunque, en todo
caso, coherente con nuestro andlisis previo de los des-
criptores establecidos) hay que esperar obtener una clasi-
ficacidon semejante. Asi ocurre, por ejemplo cuando se
parte del criterio que aparece en la tabla 2 (entre parén-
tesis figuran los valores del criterio anterior):

Criterio II | Bloque 3.° Bloque 2.° Bloque 1.°

Nivel III 25(4) =5

Nivel I <54 25

Nivel 1 <4(@ <4 <3
Tabla 2

pues se obtiene, caso por caso, la misma asignacién final
a cada uno de los tres niveles. Esa estabilidad confirma,
en definitiva, la propia existencia de los niveles y la efica-
cia de los descriptores y de la misma prueba, puesto que
la existencia de tres patrones de respuestas bien diferen-

ciados es clara.

El estudio de la estabilidad del analisis se completé con
un analisis discriminante, en el que, estimando el esta-
distico de Wilks y dos funciones discriminantes lineales,

de la forma

D =B+ BX +.. +BX




(en las que X, (i=1,...,p) representa el valor de cada varia-
ble —en nuestro caso X;=1 o X=0, con la codificacion que
mantenemos— y Bi (=0, 1 ,..., p) son los coeficientes que
se determinan de forma que difieran lo mds posible entre
los grupos), se obtienen sendas puntuaciones para cada
vector y, como consecuencia, una nueva asignacion indi-
vidual a cada grupo. En nuestro caso, se obtuvo un valor
de de 0,1128 para la primera funcién discriminante, y una
coincidencia en la asignacién a cada grupo en el 97,2% de
los casos. Es decir, s6lo existié discrepancia con el grupo
asignado anteriormente en un total de 13 casos, en los
cuales el segundo grupo mis probable es el grupo asig-
nado previamente.

Conclusiones

Bajo ciertas condiciones es posible extender el modelo de
Van Hiele a conceptos dindmicos, es decir, a ciertos con-
ceptos matematicos cuya complejidad los sitGia curricular-
mente en los niveles educativos mas altos, en los que el
razonamiento tiene un papel preponderante o exclusivo,
frente a las destrezas en célculos. Esas destrezas algebrai-
cas se corresponden con una segunda fase en el desarro-
llo de esos conceptos y, por si solas, no garantizan su
comprension. Al contrario, el énfasis en esas cuestiones,
propio de una metodologia formalista (o puramente for-
mal) provoca una duplicidad conflictiva entre el concep-
to-imagen y el concepto-definicién que, en todo caso,
impide el progreso a los niveles superiores de razona-
miento y, en definitiva, la comprensién misma del con-
cepto.

Ciertamente, la entrevista es el medio idéneo para la
determinacién del nivel de razonamiento individual vy,
antes, para la investigacién que culmina en la formulacion
y validacién de los descriptores de los niveles. Sin embar-
go, es posible disefiar pruebas de respuesta multiple,
apropiadas para grupos numerosos de estudiantes cuyos
resultados son susceptibles de ser tratados estadistica-
mente. Ese tratamiento no sélo confirma la descripcién de
los niveles y la validez de la propia prueba, sino que
demuestra la misma existencia de los niveles. Ademas, al
administrarse en grupos diferentes, permite la compara-
ciéon entre las distribuciones de niveles respectivas lo que,
para un mismo concepto, permite establecer conclusiones
sobre la eficacia de las distintas metodologias empleadas
en cada grupo.

En este sentido, y para conceptos dindmicos como el de
aproximacion local que, en si mismos, no son visualiza-
bles, ciertas técnicas basadas en la utilizacién frecuente
—en todas las fases del proceso de ensefianza y aprendi-
zaje— de programas de célculo simbdlico, facilitan la inte-
gracién de las imdgenes conceptuales y, en todo caso,

Bajo ciertas
condiciones es
posible extender
el modelo de Van
Hiele a conceptos
dindmicos,
es decir,

a ciertos conceptos
matemdricos cuya
complejidad
los sitia
curricularmente
en los niveles
educativos mas
altos, en los que el
razonamiento
tiene un papel
preponderante o
exclusivo, frente
a las destrezas
en calculos.

José Luis Llorens
Departamento
de Matemética Aplicada
Universidad Politécnica
de Valencia

provocan con mayor frecuencia el pro-
greso hacia el nivel Il de Van Hiele.
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