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Los libros de texto,
cuna ayuda para el cambio?

.
uando comenzo a experimentarse la reforma, hace ya algunos
anos, se decia que iban a desaparecer los libros de texto y que
los profesores tendrian que construirse el suyo elaborando sus
propios materiales de aula. Ya se veia entonces que era una
pretension utdpica; a lo sumo los profesores de un
departamento, que asuman unos planteamientos diddcticos
semejantes, y... con muchas ganas de trabajar, pueden ir
preparando alguna unidad diddctica cada ario, pero de abi a
que elaboren todas las unidades de todos los cursos media
bastante trecho. Para ello, ademds, hubiese sido preciso que se
hubiesen publicado y distribuido, preferentemente por parte del
MEC, una gran variedad de materiales, con muy diferentes
enfoques y con facilidad para su reproduccion.

Al establecerse el cardcter abierto del curriculo, muchas voces
alertaron sobre el peligro de que das editoriales cerrasen el
curriculor. Sin ir mds lejos, en la reforma de los arios setenta, el
curriculo era bastante abierto —tan abierto que los programas de
BUP no llegaban a ocupar dos pdaginas del BOE- y, sin embargo,
se llego a una uniformidad bastante alta, debido a que todos los
textos se parecian bastante y en algunos temas con undas
interpretaciones no muy de acuerdo con el espiritu de los
programas.

Otro interrogante que surgia era saber si los nuevos libros iban
a ser como los anteriores, con un mero lavado de cara y la
inclusion de unos toques formales para adaptarse a la nueva
situacion. O, por el contrario, se iban a impregnar del «espiritu
del DCB e incorporaban los cambios fundamentales que se
propugnan en él, esto es, si se introducirian los conceptos
inductivamente y no deductivamente; si se iba a guardar un




@

equilibrio entre cdlculo escrito, mental y mecdanico; si la estimacion y
aproximacion constituirian algo mds que una leccion; si se iban a
suprimir las largas colecciones de ejercicios mecdanicos y, en cambio,
se proponian verdaderos problemas; si se iba a bascular desde unas
matemdticas precisas a unas aproximadas; si la estadistica y el azar
serian las tiltimas lecciones —por si no babia tiempo—; si se
aprovecharia la bistoria de las matemdticas como recurso diddctico;

St...

En los ya abundantes ejemplos de manuales que han aparecido, al
llegar la reforma a la secundaria, encontramos recogidos algunos de
estos aspectos pero también carencias o recaidas en viejas formulas.
Ademds cabe cuestionarse si autores y editores se ban preguntado
sobre la coberencia entre los planteamientos diddcticos, basados en
dejar tiempo a los alumnos para construir sus aprendizajes, 1o
abultado de las propuestas de contenidos y el tiempo real disponible
para la clase de matemdticas. ..

Ante esta perspectiva, los departamentos de profesores tienen ante si la
dificil tarea de plantearse y dar respuesta a cuestiones como: jse elige
un libro de texto?, jcudl?, ;qué caracteristicas se le exigirda?, ;los
contenidos introducidos son compatibles con el tiempo necesario para
desarrollarlos con la metodologia que se propugna?, jcomo se
utilizard?... Todo ello serd clave para el futuro de la enserianza y
aprendizaje de nuestra materia en los proximos arios. ‘

Al integrarse la Organizacion Espaiiola para la Coeducacion
Matemditica «Ada Byron» en la FESPM, deseamos, desde SUMA y
aprovechando este editorial, dar la bienvenida a los nuevos socios y
socias —muchos de ellos ya pertenecientes a otras sociedccdes
Sfederadas— y ofrecerles nuestra revista, la suya desde este momento.




(Educacion) Matematica
y sentido comiun*

Cristine Keitel

Sentido comin equivale a buen
sentido préctico adquirido por
la experiencia de la vida y no
por un estudio especial.
Oxford Advanced Learners
Dictionary {1988).

El mundo de nuestra propia
experiencia, nuestra propia
realidad, se ha dividido en
dos y las reglas que se apli-
can en nuestro mundo cofi-
diano no tienen conexiones
visibles con las que se aplican
en el drea cientifica.
Moscovici (1981).

* Texto de referencia en el 47-

CIAEM, celebrado en Berlin en
julio de1995. Agradecemos la
autorizacién para su publica-
cién en la revista SUMA.

entido comuUn

El término sentido comuiin es impreciso. Su significado
difiere segln las interpretaciones individuales o los dis-
tintos entornos culturales; también es traicionado por sus
equivalentes en otros idiomas; para los términos buen
sentido y sentido comuin, la lengua francesa ofrece dos
puntos de vista ligeramente diferentes del concepto; en
holandés y en alemin los términos gezond verstand y
gesunder Menschenverstand, es decir, razonamiento
humano sano, se refieren a su significacién como una
cualidad innata del ser humano; y el
Hausverstand (diferente del término aleman) subraya su
orientacion practica casera.

austriaco

El sentido comiin no es un sentido en el sentido literal.
Mas bien se le considera basado en la evidencia dada por
los cinco sentidos. En el corazén del sentido coman hay
un proceso de razonamiento légico y su objetivo es su
aplicacion. El impacto del proceso de razonamiento es lo
que une el sentido comin a las matemiticas, pero es el
cardcter fragmentario del proceso logico lo que distingue
el sentido comin de las matematicas. El sentido comtn
toma, como punto de partida y material de argumenta-
cién, evidencias, verdades aceptadas y convenciones, las
matemdticas no. El pensamiento matemdtico considera del
mismo modo las implicaciones en ambos sentidos, el sen-
tido comtn sélo razona en un sentido.

Sin embargo, el sentido comtn es una herramienta poten-
te, indispensable, una condicién sine gua non para la
supervivencia del ser humano. Gracias a su buen sentido
(comiin), Robinson Crusoe es capaz de reinventar la civi-
lizacién. Robinson es un paradigma del sentido comun
como un equipamiento natural del hombre. La filosofia y
la investigacién cientifica dirigiendo esta referencia narural



del sentido comin la une a un sistema operacional lleno
de percepcién, comprensién y razonamiento; o la asocia
a actividades humanas fundamentales como contar, medir,
situar, explicar, dibujary fijar. El sentido coman es estu-
diado aqui como un campo de investigacién cognitiva,
més a proposito de aspectos formales que a contenidos.

No menos importante de lo que puede ser en una isla
desierta, es el impacto del sentido comin en la supervi-
vencia de la vida social. El sentido comtn es el medio con
el que un individuo mantiene sus reivindicaciones hacia
los demads, y al mismo tiempo negocia el equilibrio entre
ellas. El sentido comiin es la gramitica de las relaciones
sociales. Y es mis: esta gramatica no es transmitida como
una estructura abstracta, sino que es equipada de toda la
armada de hipodtesis corrientes o socialmente aceptadas,
costumbres, creencias, leyes y tabis, conocimiento local,
prejuicios y malas concepciones. Pues el sentido comtn
no es solo una herramienta, sino también el cuerpo mas
significativo de tradicidén y convencién, conocimiento y
valores sociales o culturales. Es el aspecto contenido del
sentido comin.

Matemadética y buen sentido (comuin)

Histéricamente, las matematicas y el sentido comin tie-
nen el mismo origen: abstraccién a partir de la accién
social, basada en las experiencias y las intenciones socia-
les comunes. Pero el ambito y el nivel de abstraccién son
diferentes, mientras que el sentido comin esta vinculado
al contexto y destinado al uso inmediato, la abstracciéon
matemdtica, por ser elemento constitutivo de las matema-
ticas consideradas como teoria cientifica elaborada, tiende
a librarse de todo contexto y la universalidad. La abstrac-
cién y la formalizacion son un objetivo en si; considera-
ciones estructurales y reglas formales reemplazan, para la
accion, las reglas ligadas a los contenidos. Sin embargo,
desde el punto de vista del sentido comun, la potencia de
aplicacién de las reglas abstractas era la caracteristica mis
convincente de las matemdticas: las matemdticas han sido
socialmente reconocidas, principalmente, gracias a sus
potencialidades para crear instrumentos potentes para
usos muy variados; no sélo para explicar el mundo, sino
también para manipular y cambiar la organizacién social
de la vida y la relacién humana con la naturaleza.

Mientras a los matematicos no solo les concernian la abs-
traccién y la formalizacién (matematizacién), sino tam-
bién el proceso inverso de aplicacién y de recontextuali-
zacidn, el sentido comin era un medio de juicio y de eva-
luacién; el conocimiento vinculado al contexto compro-
metia la orientacién. Por la separacién de las matemadticas
de las ciencias naturales y de las preocupaciones huma-
nas, por abandonar los problemas de aplicacién y de legi-

Historicamente,
las matemdticas
y el sentido
comiin tienen el
mismo origen.:
abstraccion a
partir de la accion
social, basada en
las experiencias y
las intenciones
sociales comunes.

timacién asi como la responsabilidad
social en aras de la especializacion, por
concentrarse mds en los refinamientos
formales de herramientas prospectivas
universales, las matematicas y el senti-
do comin llegaron a ser extrafios uno
con el otro, incluso contradictorios en
sus declaraciones y, por lo tanto, el sen-
tido comtn fue condenado a un plano
de inferioridad.

Aplicacién y evaluacién

Los mecanismos de las matematicas y de
la tecnologia, para modelar y presentar
nuestro mundo, suelen estar fuera del
alcance del juicio y del sentido comn.
El campo estd libre para los profesiona-
les y los especialistas en sus dominios
respectivos. ;Y la responsabilidad? Du-
rante mucho tiempo, el hecho de que el
razonamiento unido al sentido comun
daba un punto de partida para un dis-
curso publico sobre las materias de inte-
rés comun, no ha sido el menor de sus
valores; y el discurso publico garantiza-
ba evaluacién y control. Cuando el sen-
tido comdn queda relegado como una
autoridad en los procesos sofisticados de
modelizacién de las sociedades moder-
nas, el bienestar comtn ha perdido sus
instrumentos de cambio y de juicio mas
universales. Eso queda plasmado en las
aplicaciones matematicas explicitas y
mas aln en las implicitas (el término
matemdticas implicitas se refiere a la
transformacién de teorias y de modelos
matemiticos en tecnologias sociales o
materiales: en algoritmos sociales como
las oOrdenes militares, las instrucciones
de trabajo o las leyes juridicas, las insti-
tuciones de practicas sociales como la
burocracia; todo tipo de miquinas auto-
nomas y de tecnologia de la informa-
cién). Las matemdticas implicitas pene-
tran la vida social en todos los campos y
en todos los niveles, su interferencia
misma pasa en gran parte inadvertida vy,
en particular, su utilidad y sus objetivos
subyacentes quedan a menudo en la
oscuridad. La derrota del sentido comin

deja la concepcién y la instalaciéon de las
herramientas matematicas en la vida
social incontroladas y no evaluadas.



No se puede esperar que soluciones al
problema del control procedan de los
representantes politicos de las socieda-
des. Estos adoptan rapidamente las ofer-
tas de los especialistas de las matemati-
cas implicitas para realizar sus objeti-
vos. Mientras que la politica estd direc-
tamente enfrentada con el papel de las
matemadticas en el mundo moderno, las
reacciones son mis bien inttiles. Pues
se suele afirmar que para la salvacion
del desarrollo tecnolégico y del progre-
so cientifico —el proyecto de matemati-
zacién de nuestra sociedad— mas cono-
cimiento matematico deberfa ser adqui-
rido por mds personas, no solamente
para su éxito profesional sino mas bien
para su funcionamiento social. Sin
embargo, en la realidad, la transforma-
cibn de las matematicas y de otros
conocimientos expertos en tecnologia
mantienen verdaderamente una descali-
ficacién matemdtica: lo mds, las mate-
maticas implicitas son creadas, lo
menos, las matematicas explicitas son
exigidas y aplicadas.

Conocimiento instrumental ver-
sus conocimiento orientativo

La actividad matematica comprende un
amplio espectro de requisitos: ;prevé la
sociedad los buenos? ;Y la sociedad se
preocupa, al mismo tiempo, de reno-
varlos y de la ampliacién de los cono-
cimientos matemdticos expertos, y del
desarrollo del conocimiento ordinario
del sentido comiin? Mittelstrass propo-
ne una distincién entre los tipos de
conocimiento: un conocimiento instru-
mental (Verfiigungswissern), un conoci-
miento que se tiene a su disposicién y
un conocimiento modelizador, o de re-
presentacion, descrito como el dominio
de técnicas y habilidades que pueden
obtenerse por una parte sirviéndose
tanto de conceptos de la matemdtica
pura como de métodos aplicables, y
dirigiendo u orientando por otra parte
el conocimiento (Orientierungswissen),
que estd en relacién con el meta-pen-
samiento y los métodos hermenéuticos
y caracterizado como heterogéneo, eva-
luativo, que busca la justificacion, las

...la educacion
escolar, y en su
seno la educacion
matemdtica,
es el agente mds
eficaz de la
reproduccion del
sentido comiin,
sin preocuparse
del hecho de que
este rol sea
aceptado o no.

visiones de conjunto, las conexiones, que estd - afectado
por lo normativo y lo significativo, ¥ que apunta en par-
ticular a la critica de ideologias y sus ofertas negativas.

(Consideramos el sentido comtn como algo estatico,
inmévil y, en consecuencia, pasado de moda en su con-
frontacion con los rapidos cambios de la realidad? ;Es el
sentido comiin tal vez algo que se renueva con cada
generacion, con su punto de partida real, sus perspectivas
y sus desafios? Es evidente que, para las operaciones
cubiertas por habilidades instrtumentales, el sentido
comun predispone al uso de la calculadora. Lo que debe-
1fa alimentar el sentido comin, deberia ser mas el cono-
cimiento orieniativo, en lugar de apoyar las habilidades
instrumentales. Curiosamente, la educacién matematica
hace lo contrario,

La cuestion fundamental podria ser: ;se debe rehabilitar el
sentido comun? La educacion deberfa entonces hacer
mayores esfuerzos para reforzarlo.

La ensefianza y el aprendizaje de las
matematicas y el sentido comin

La relacion entre la educacién matemdtica y el sentido
comin es complicada porque el sentido comin infiltra los
actos de todos los participantes, los fines y los medios, los
contenidos y los métodos en todos sus aspectos y en todos
los niveles. Los nifios que entran en la escuela estin llenos
de buen sentido, la educacion debe, en gran medida, vol-
verlo a poner en su lugar; la educacion en todas las disci-
plinas y la educacién matemdtica, en particular, que estd
basada en un razonamiento anticipativo, depende mucho
de él, y finalmente como resultado de la educacién esco-
lar, mientras ningtin conocimiento experto sea estudiado
(como es el caso de las clases secundarias superiores),
alcanzard un estdndad sdlido de un nuevo sentido comun.

La educaciéon matematica es una labor social, estd afecta-
da por el conocimiento socialmente aceptado y seleccio-
nado para metas y objetivos socialmente determinados. El
conocimiento que ha sido aceptado depende del sentido
comin de la comunidad de matemdticos, de los educa-
dores en matemdtica y de las personas responsables del
sistema educativo. La clase, como parte principal del sis-
tema didActico, crea relaciones entre las redes de comu-
nicacién individuales y colectivos sociales, y entre el
conocimiento y la significacién individuales y sociales en
matemdtica. En resumen, la educacion escolar, y en su
seno la educacién matemadtica, es el agente mds eficaz de
la reproduccién del sentido comun, sin preocuparse del
hecho de que este rol sea aceptado o no. El hecho de que
la crisis del sentido comiin corresponda al ocaso del con-
cepto de educacién general no puede ser accidental.




Significacién y comunicacién en la educa-
cién matematica

La comunicacidn ha sido un prerrequisito necesario en el
desarrollo de las matematicas, y el discurso matematico y
meta-matemdtico, guiado por reglas implicitas y (ciertas)
reglas explicitas, ha determinado un cédigo que manifies-
tamente comunica la significacién en matemitica. En la
educacion matematica, el proceso de aprendizaje se
reparte en dos niveles con su propio lenguaje. El lengua-
je del sentido comin familiar sirve de sustrato sobre el
que la comunicacién matemdtica especifica puede desa-
rrollarse gradualmente.

Pero el lenguaje matemdtico no es el Gnico que estd en
un estado de desarrollo, esto se aplica también al lengua-
je familiar, y la construccién de significados comienza, en
efecto, a partir de estructuras muy provisionales. Con-
frontando concienzudamente el lenguaje matemético y el
lenguaje familiar, la educacién matematica ofrece una rara
oportunidad de abordar expresamente el sentido comin,

sus implicaciones y sus limitaciones, incluso a una edad’

precoz: en las clases de nivel inferior, las discusiones
sobre el cero, las fracciones y la divisién, las operaciones
sobre los nimeros negativos, las relaciones entre drea y
longitud, pueden ofrecer ocasiones favorables para desa-
rrollar la conciencia del sentido comtn y del lenguaje. La
transferencia de fragmentos, del nivel de lenguaje profe-
sional al nivel de sentido comiin, que suele ser una prac-
tica frecuente en retorica politica para intimidar y apartar
la oposicion, puede servir en niveles mas altos para abor-
dar mas directamente problemas de conocimiento orien-
tativo.

Sentido comin y ensefianza de las mate-
madticas

Es siempre divertido ver cémo los nifios desarrollan el
sentido comin en su vida profesional como alumnos.
Aprenden muy pronto a organizar su trabajo, es.decir, a
evitar la mayor parte de este trabajb; a utilizar todos los
tipos de equipamiento técnico posibles (fax para los inter-
cambios de deberes); se hacen psicologos evaluando a
sus profesores por lo que necesitan escuchar y por lo que

no pueden soportar. Los nifios encuentran materia para
desarrollar el sentido comin en todas partes, pero el
resultado puede ser diferente si la escuela es capaz de asir
el proceso y de llevarlo mis alld del horizonte limitado de
los alumnos, o si los nifios lo desarrollan contra la escue-
la, lo que puede ser, ademds, una pésima experiencia.

Hasta ahora, demasiado a menudo, en educaciébn mate-
mitica, la ensefilanza no anima a un desarrollo amplio y
vivo del sentido comin en conexién con la disciplina, a
pesar del hecho de que las matemdticas, con su impacto

Hasta abora,
demasiado
a menudo,
en educacion
matemdtica, la
ensenanza no
anima a un
desarrollo amplio
Y vivo del sentido
comiin en
conexion con la
disciplina, a pesar
del becho de que
las matemdticas,
con su impacto en
casi todos los
dominios de la
vida moderna,
ofrecerian
oportunidades
particularmente
ricas.

en casi todos los dominios de la vida
ofrecerian oportunidades
particularmente ricas. En lugar de ello,
en las matemdticas de la escuela prima-
ria, la actividad que domina sigue sien-
do la manipulacién de las operaciones
basicas. Los ejercicios usuales, asi como

moderna,

lo que se llama aplicaciones, tareas
contextualizadas, reducen las matemi-
ticas a un juego de niimeros: «ncuentra
la operacién y ejecttala,

Incluso en geometria, la preocupacién
principal es, por ejemplo, el cilculo del
perimetro o del 4rea. En las matemati-
cas de secundaria, las ecuaciones, las
funciones, o los problemas de cilculo
diferencial e integral, son pocas veces
analizados tedricamente. Incluso el
algebra lineal, para la mayoria de los
alumnos en la universidad, consiste
Una
prictica de enseflanza de este tipo, a
pesar de que pueda ser similar a un tipo
de acercamiento del sentido comtn por
culpa de su falta de ambicién hacia la
disciplina, no es méds que convencién y
rutina pesada. Es mis probable que el
sentido comun de los alumnos se desa-
rrolle oponiéndose a ella.

solamente en calcular matrices.

La transformacion diddctica

En opini6n de los matemadticos, el obje-
to matemdtico en consideracién para la
ensefianza o el aprendizaje es estructu-
ralmente, pero no cualitativamente, el
mismo que en matematicas. Después la
seleccion logica o razonable de los
objetos matemdticos, el proceso de sin-
Dplificacion o elementarizacion, consi-
derado como un proceso de transfor-
macién de objetos matemdticos en
objetos de ensefianza y aprendizaje,
estd considerado como la responsabili-
dad de los educadores matematicos. La
mayoria de los matemdticos creen que
la educacion matemitica solo estd afec-
tada por problemas del tipo «Coémo
los hechos
importantes a los alumnos?».

transmitir matematicos

El concepto mis elaborado de transpo-
sicion diddctica que tiene por meta
analizar Ja /ey (constitucional) de base



de esta transformacion, comienza tam-
bién en las matematicas (de los mate-
mdticos), y la transposicién estd com-
prendida como todo el proceso de
seleccién, de andlisis, de reinterpreta-
cién y de cambio de los objetos toma-
dos por las matematicas como objetos
de ensefianza y aprendizaje, como tipos
de conocimientos que hay que ensefiar.
Aunque se piensa aplicar este método a
todas las matemdticas escolares, su ori-
gen de las concepciones de la escuela
secundaria es evidente. Sus métodos
asociados tienen, en efecto, fuertes tra-
diciones y apoyos en la did4ctica de las
matematicas de las escuelas secunda-
rias, por ejemplo, en Alemania y en
Francia. El uso social de las Matema-
ticas (implicitas y explicitas) no tiene, o
tiene poco, espacio en estos métodos, y
el concepto de transposicién didactica
no lo refleja en nada, no por error, sino
en correspondencia con su filosofia
explicita o implicita subyacente: un pre-
juicio académico sobre los valores rela-
tivos de disciplina y de conocimiento
social, la conviccién de que una forma-
cién general de conocimiento, concien-
zuda, por disciplinas, cubre en realidad,
completamente y con detalles, todas las
necesidades eventuales y las aplicacio-
nes, y el interés por la determinacién
precoz del pensamiento profesional en
la disciplina de las matemdticas (a pesar
del hecho de que s6lo una escasa mi-
norfa llegarin a ser realmente matemi-
ticos profesionales).

El impacto de los cambios
sociales

La escolaridad general siempre ha sido
orientada hacia la vida profesional futu-
ra de los alumnos. Las quejas a propd-
sito del éxito son notorias, pero las
metas nunca fueron puestas en duda.
(Qué significa para las escuelas, el
hecho de que un aprendizaje coronado
de éxito no conduzca mds o menos
automdticamente a una carrera profe-
sional? ¢O que esta carrera sélo ocupe
un corto espacio de tiempo en la vida?

Educadores en
matemdtica en
varios paises unen
sus esfuerzos
para desarrollar
métodos de
educacion
matematica
critica como base
de competencia
democrdtica,
movimientos por
la igualdad en
educacion
abordan
especialmente la
necesidad de
superar las
barreras de raza,
de sexo
y de clase social.

¢La escolaridad general puede, o deberia poder, mantener
su orientacion dominante hacia la vida laboral? (El equili-
brio entre el conocimiento y la cualificacién estd vincula-
da al sentido comun, y los conocimientos disciplinarios
afectados? y ;como llegar a entender esto, cuando la mo-
vilidad llega a ser una cualidad crucial, cuando un cambio
repetido de trabajos durante una vida laboral llega a ser la
norma, cuando la vida fuera del trabajo y del empleo est4
cada vez mas y mas estructurada matematicamente?

Estudios comparativos, como por ejemplo el de la OCDE, des-
criben tendencias generales en todos los paises industrializa-
dos a volver a definir los dominios de sujetos vy fuertes movi-
mientos para concebir matemcdticas y ciencias para todos.

La falta de trabajo en las sociedades industriales occiden-
tales es un problema de dimension relativamente limitada,
comparado con el formidable cambio en otras partes del
mundo. Los cambios sociales mundiales y la transforma-

* cién de los sistemas politicos, por ejemplo, en Europa

Central y en Europa del Este y en Africa del Sur engen-
dran cambios y nuevas exigencias para la educacién; las
matemdticas y las ciencias, como asignaturas escolares,
desempefan casi siempre, un papel importante: en algu-
nos paises estd puesta una gran esperanza en las mate-
maticas y en las ciencias de la educacién para el desarro-
llo de la nueva sociedad —matemdticas y ciencias para
todos y para una soctedad democrdtica, como en Africa
del Sur— en otros paises, como los paises de Europa del
Este, los cambios sociales ponen en duda el rol tan privi-
legiado de las matemdticas y de las ciencias de la educa-
cién o, por lo menos, piden cambios de sus centros de
interés. Educadores en matemdtica en varios paises unen
sus esfuerzos para desarrollar métodos de educacién
matemdtica critica como base de competencia democri-
tica, movimientos por la igualdad en educacién abordan
especialmente la necesidad de superar las barreras de
raza, de sexo y de clase social.

El impacto de los desarrollos tecnolégicos

La aplicacién de las tecnologias de informacioén avanzadas
en matematicas y en las matemdticas escolares como, por
ejemplo, los sistemas de dlgebra simbodlica y los logiciales
estadisticos, cambia fundamentalmente la definicién de
los requisitos matemdticos de base. Formas mds elemen-
tales de tecnologias de la informacién van adquiriendo
una influencia significativa sobre los métodos de ense-
flanza y el contenido de los programas escolares, por
ejemplo los sistemas tutoriales, los constructores geomé-
tricos, diversas calculadoras estidndar y ttiles informiticos,
o micromundos informaticos, especialmente concebidos.
Es el giro de las matemdticas hacia las matemdticas impli-
citas que desencadena estas exigencias,




El rol y la influencia de las tecnologias de la informacion

tendrdn un impacto critico para la educaciéon matemdtica
y, mientras tanto, la evolucién estd suficientemente avan-
zada para exigir el analisis, la evaluacién y la sintesis de
las lecciones de un amplio dominio de desarrollos que se
hacen muchas veces poco a poco y que se han instalado.
Desarrollos recientes en tecnologias cognitivas para la
educacién matematica deben ser evaluados para identifi-
car y examinar las cuestiones didécticas fundamentales en
la concepcion y el uso de tales tecnologias, guardando en
la mente los cambios sociales descritos anteriormente y
las exigencias politicas. Tal labor demanda un método
plurisdisciplinar y la interaccién de gran niimero de pers-
pectivas procedentes de tecnologias avanzadas de la
informacién, de tecnologias educativas, de las matemati-
cas, de la did4ctica de las matemdticas, de la epistemolo-
gia, de las ciencias sociales y de la filosoffa.

El aspecto cognitivo y el aspecto epis-
temolégico

El sentido comUn y sus relaciones con la educacién
matematica atn no es, hasta ahora, un tema explicito de
investigacion. Sin embargo, CIEAEM 47 apunta a abordar-
lo expresamente y a resumir métodos emparentados. Pero
hay direcciones de investigacién, en particular de investi-
gacién cognitiva y de epistemologia, que pueden aclarar
el tema.

El sentido comin ha llegado a ser un objeto de investiga-
cién, dentro del desarrollo de la inteligencia artificial, para
la construccién de los sistemas tutoriales inteligentes o de
programas de aprendizaje interactivos. El sentido comin,
considerado como una propiedad natural del ser humano,
el sistema operacional del cerebro, es simulado y analizado
de manera que pueda penetrarse y desarrollar formaliza-
ciones nuevas de inteligencias humana y de conocimiento.

La investigacién cognitiva tiene en cuenta también las
nuevas herramientas como nuevos dominios de causas.

Una nueva rama de la investigacidén en matemdtica emerge
del hecho de que no se puede establecer un puente entre
las necesidades de ciertos grupos sociales o de ciertos pai-
ses y las ofertas de una educacién matemdtica bien esta-
blecida: a partir de la hipdtesis de base de que el aprendi-
zaje y la comprehension son esencialmente determinadas
por influencias locales, culturales y sociales, varias pers-
pectivas de investigacion en educacién matematica fueron
desarrolladas; éstas difieren més en el fin que en la direc-
cion; por ejemplo, las etnomatematicas, las feministas, las
constructivistas, la perspectiva socio-politica, que operan
con conceptos como conocimiento local, construccion
Social de la significacion. Varios investigadores han obser-
vado, en la prictica social, una inteligencia basada en la

El sentido comun
ha llegado a ser
un objeto de
investigacion,
dentro del
desarrollo de
la inteligencia
artificial, para
la construccion
de los sistemas
tutoriales
inteligentes o
de programas
de aprendizaje
interactivos.

Cristine Keitel
Freie Universitat Berlin

Traduccién:
Sixto Romero
Universidad de Huelva
Sociedad Andaluza de
Educacién Matemética
Thales

regién, en la cultura y en lo social, que es
independiente del aprendizaje escolar.
Esta inteligencia puede ser identificada
como sentido comun. Los estudios de
casos de estos investigadores pueden
contribuir considerablemente a nuestra
comprehension del sentido comin y de
su relacién con la educacion matemdtica.

El aspecto innovador

El examen de las certezas que uno
puede tener sobre el impacto y la efi-
cacia de desarrollos de los programas
escolares basados en lo social y lo tec-
nologico y sobre la dindmica del cam-
bio educativo y pedagbgico podiia
estar basado en experiencias recientes
relativas a ensayos innovadores a gran
escala, resultando tanto de iniciativas
individuales como de una reforma sis-
tematica. Podtia considerarse un campo
amplio de investigacién, desde estudios
de casos relativos a innovaciones parti-
culares en contenidos especificos hasta
estudios innovadores mis globales, de
cara a una identificacién de los factores
clave tanto en el juicio como en la
explicacion del éxito y del fracaso de la
innovacion.

¢ El sentido comiin no es un tema habi-
tual en educacién matematica o en in-
vestigacion; el encuentro de la Comi-
sién tiene el objetivo de cambiarlo.

s El sentido comln, como enriqueci-
miento de las matematicas escolares,
se refiere al punto de vista de mate-
maticas para todos.

e El sentido comin no es un nivel a
adquirir, estd fuera de las disciplinas,
y no debe ser reemplazado por
estudios superiores en matematica.

e El sentido comin es un contrapeso a
la especializacion.

e El desarrollo del sentido comin y la
educacién matemdtica podrfan com-
binarse para obtener un instrumento
potente de conocimiento, orientado
para la salvacién de la ciudadania
democratica.

» El sentido comin tiene humor y
espiritu y es por eso un complemen-
to para la escuela.




La resolucién de problemas.
Una revision tedrica

José Lorenzo B

lanco

‘ntroducciéon

Segin las Orientaciones
Didécticas marcadas por el
MEC para las Matematicas

de secundaria obligatoria, la
resolucién de problemas es
uno de los ejes vertebradores
del érea a lo largo de la
etapa, por lo que debe estar
integrada como una
actividad de presencia
permanente en el aula.
Este articulo es una mirada
sobre los aspectos teéricos
mds relevantes de la
resolucion de problemas. A
partir de una revisién
histérica, se examinan los
principales modelos
propuestos en la literatura.
Se completa con un andlisis
de cierfa profundidad sobre
la propuesta de Miguel de
Guzman, enfendida como
sintesis y paradigma de los
modelos anteriores.

Desde la mas remota antigiiedad la actividad primordial
del matemiatico ha sido la resolucién de problemas.
Aunque, como veremos mds adelante, desde temprano
los matematicos se han preocupado por la naturaleza de
los métodos empleados en su resolucién, no es hasta la
mitad de este siglo cuando, la reflexién sobre todos los
pardmetros que intervienen en la misma, no se ha gene-
ralizado de forma mas undnime.

Convendria, antes de adentrarnos en los avatares de la
beuristica o heurética, como tradicionalmente se llamaba
al arte de la resolucién de problemas, definir de modo
preciso algunos términos que vamos a emplear en esta
exposicion.

El estudio que realizaremos transciende en muchos aspec-
tos el mundo de las Matemdticas, por ello vamos a acep-
tar una definicién de problema muy amplia, que se debe
a Bransford y Stein: «Un problema es un obsticulo que
separa la situacion actual de una meta deseada». Conse-
cuentemente, «esolver un problema consiste en pasar de
una situacion a la otra-.

Las operaciones Utiles para la solucién de problemas se
llamaréan estrategias beuristicas y aquellas preguntas, pau-
tas o indicaciones dirigidas a centrar la atencién del reso-
lutor sobre ciertos aspectos del problema, suelen deno-
minarse sugerencias beuristicas.

Se acostumbra llamar modelo de resolucion de problemas
a una doctrina que clasifica y analiza las fases del proce-
so de resolucién de problemas, las sugerencias y estrate-
gias heuristicas, y los distintos aspectos de orden cognos-
citivo, emocional, cultural, cientifico, etc. que intervienen
en el proceso.




Perspectiva historica

pappus de Alejandrfa en su famosa Coleccion Matemdtica
publicada el afio 320, y en su libro VI que dedicé a su
hijo, incluye una serie de obras de autores anterjores con
el proposito de que sirviera para adiestrar en la resolucion
de problemas. Introduce ademds unas reflexiones propias
sobre los procesos de razonamiento que pueden emplear-
se. Es famosa su explicacion del método de anilisis-sinte-
sis. Con todo ello se convierte en el primer gran estudio-
so de heuristica que conocemos.

Mis de un milenio ha de sucederse para que encontremos
matemdticos de talla ocupados del tema. El primero que
debemos mencionar es René Descartes (1596-1650), que
se propuso encontrar un método universal para la solu-
cién de problemas. Proyectd escribir unas Reglas para la
direccién de los ingenios» pero no llegd a concluirlas, A
pesar de ello, tras su muerte, reuniendo fragmentos dis-
persos fueron editadas.

Leibniz (1646-1716) quiso escribir un libro titulado Arte de
la invencién pero nunca lo hizo. Dejo, sin embargo, a lo
largo de toda su obra una serie de anotaciones en las que
se traslucia su interés por las fuentes de la invencion y su
funcionamiento.

Hay que avanzar seguramente hasta Bernardo Bolzano
(1781-1848) para encontrar una aportacién de interés
sobre el tema que nos ocupa. Dentro de sus trabajos de
l6gica dedicd gran atencion a la heuristica. Con un afin
muy de su tiempo, pretendia mds que presentar algo
nuevo, asentar en términos claros las reglas y los caminos
de la investigacion.

No es hasta finales del siglo XIX cuando la psicologia ini-
cia el estudio sistemitico de los procesos de invencion.
Dewey formula en 1888 un modelo de resolucion de pro-
blemas que se mantuvo vigente durante mucho tiempo.
Segin él, las fases del proceso serian:

Identificacién de la situacién problemadtica,
Definicion precisa del problema.

Andlisis medios-fines. Plan de solucién.

Ejecucién del plan.

Asuncién de las consecuencias.

AR o

Evaluacion de la solucion. Supervision, Generalizacion.

No vamos a entrar en la descripcion precisa de los mode-
los por evitar la reiteraciéon de muchos aspectos que son
comunes a todos, Posteriormente, realizaremos la revision
detallada de uno de ellos, que supone en cierto modo una
refundicién de los modelos mis importantes, y en él ana-
lizaremos con detalle muchos de los conceptos que se
van a ir mencionando.

Cabe, sin embargo; referirnos a una cuestion de interés,
La diferencia mds marcada entre los modelos propuestos
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El modelo mds
relevante entre
los primeros
propuestos se debe
a Wallas en su
Jamoso libro
The Art of
Thought de 71926.
Muchos de los
modelos
propuestos después
le son tributarios.

para problemas generales y problemas
matematicos estd en la inclusiébn o no
de una fase inicial de ddentificacion del
problemas. En los modelos matemiticos
no estd presente, puesto que se supone
que los problemas estdn propuestos
desde el exterior y por tanto han sido
previamente explicitados. Sin embargo,
en otras facetas ello no sucede del
mismo modo, y se hace preciso detectar
y perfilar la presencia de los mismos.
Podemos ilustrar esta fase con un ejem-
plo mencionado por Bransford y Stein.

Al parecer los hermanos Biro eran
correctores de pruebas. Dedicaban
mucho tiempo a la blsqueda y correc-
cién de errores tipogréficos. Para comu-
nicar estos errores debian utilizar plu-
mas estilograficas, y para no incremen-
tar su ndmero debfan hacerlo con
mucho cuidado y, por tanto, dedican-
dole mucho tiempo. Cuando identifica-
ron su problema pusieron las bases de
su famoso boligrafo.
Muchos otros habian pasado por la
misma experiencia y habfan pensado
que era uno mis de los inconvenientes
de su oficio, nunca habian visto en ello

invento: el

un problema que se podia resolver.

El modelo més relevante entre los pri-
meros propuestos se debe a Wallas en
su famoso libro The Art of Thought de
1926. Muchos de los modelos propues-
tos después le son tributarios.

Las cuatro fases de resolucion, segin
Wallas, serfan:

1. - Preparacion. Recoleccién de infor-
macion e ‘intentos preliminares de
solucion.

2. - Incubacion. Dejar el problema de
lado para realizar otras actividades
o descansar,

3. Iluminacion. Es cuando se produce
la aparicion de la idea clave pard la
solucién (el famoso aja o insight).

4. Verificacion. Se comprueba la
solucion.

Como se puede apreciar es una des-
cripcion del proceso de invencion més
que un modelo para el andlisis o la ins-
truccién en resoluciéon de problemas,



tendencia hacia la que se han ido de-
cantando las propuestas posteriores.

La aparicion en 1945 de un librito titu-
lado Houw to solve it del matematico nor-
teamericano de origen hiingaro George
Polya supuso el nacimiento de una
nueva doctrina. A raiz de su publica-
ciébn un creciente nimero de matemati-
cos, 16gicos, pedagogos y psicdlogos se
ha ocupado del tema, asentando con
categoria de ciencia independiente lo
que ha dado en llamarse heuristica
moderna.

A partir de ese momento se entenderi
por heuristica el estudio de todas las ope-
raciones mentales tipicamente dtiles en el
proceso de resolucién de problemas. Eso
conlleva considerar cuestiones de tipo
emocional, cultural, etc. que hasta enton-
ces no se habian tenido en cuenta.

Polya basa su programa en la idea del
resolutor ideal, esto es, el sujeto que al
resolver un problema avanza lineal-
mente desde el enunciado hasta la
solucién.,

El propé6sito fundamental del modelo
es conseguir que cualquier persona,
preferiblemente con la ayuda de un
tutor, logre asimilar las técnicas de reso-
lucién que se han demostrado efecti-
vas, hasta convertirse en un buen reso-
lutor de problemas.

Para lograr la asimilacion de esas técni-
cas, el alumno debe conocer dos cues-
tiones fundamentales. La primera es
que en la resolucion de un problema se
presentan cuatro fases, a saber:

1. ‘Comprender el problema:.

2. Concebir un plan.

* Determinar la relacion entre los
datos y la incognita,

e De no encontrarse una relacién
inmediata puede considerar pro-
blemas auxiliares. :

e Obtener finalmente un plan de
solucién.

3. Ejecucidn del plan.

4. Examinar la solucién obtenida,

La segunda es de indole didictica.
Seglin Polya el alumno aprende por

La estructura del
modelo propuesto
por Polya subyace,
casi literalmente,
en la mayoria de
los que se han
presentado con
posterioridad. ..

Como
plantear
y resolver

Cémo plantear y
resolver problemas.

Polya

imitacion y practica, por lo tanto, se debe combinar la
orientacién del profesor con el empleo personal de las
estrategias heuristicas,

La accion del primero se centra en lo que hemos llamado
sugerencias beuristicas, una serie de preguntas del tipo:
¢(qué es lo que queremos determinar?, jse han empleado
todos los datos?, etc., con lo que consigue que el alumno
se fije en ciertos aspectos del problema.

Con el proposito de proporcionar a sus alumnos el mas
depurado armamento para el ataque de los problemas,
Polya expone una detallada relacién de estrategias heu-
risticas.

La estructura del modelo propuesto por Polya subyace,
casi literalmente, en la mayorfa de los que se han presen-
tado con posterioridad, y que han venido a suponer, en
general, una ampliacién del estudio a otros campos que
intervienen también en la actividad de resolucidn.

Ouo referente bdsico es el trabajo de Schoenfeld, que
divulga en su libro Mathematical problem solving (1985)
un nuevo programa, basado en el de Polya. Se trata, sin
embargo, de un modelo mucho mis global, e incluso
acompahado por gran numero de experiencias que lo
validan.

La discriminacién de las fases del proceso se basa en la
observacion del mismo en cientos de individuos.
Schoenfeld detecta bloques de conductas homogéneas
asociados a una funcién concreta dentro de la globalidad
del proceso.

Con este modelo no se pretende convertir a cada indivi-
duo en un resolutor ideal estindar, sino hacerlo mejorar a
partir de un doble conocimiento: el de las técnicas con-
sagradas y el de las caracteristicas del modo en que él
mismo se enfrenta a los problemas.

En contra de la idea de Polya, Schoenfeld entiende que el
proceso de resolucién no es lineal, sino que supone cami-
nos en zig-zag y marchas hacia atrds y hacia adelante, atin
asi, delimita cuatro fases en el mismo:

1. Anilisis.

2. Exploracion.

3." Ejecucion.

4.. Comprobacion.

Presenta para cada una de ellas una exhaustiva relacion
de pautas y estrategias heuristicas. Sin extendernos en
ellas vamos a citar las sugerencias, dejando para mis ade-
lante una revisién de las estrategias:

Andlisis

1) Trazar un diagrama si es posible.

2) Examinar casos particulares:

) Elegir valores especiales que sirvan para ejemplifi-
car el problema.



b) Examinar casos limites, para explorar la gama de
posibilidades.

©) Asignar a los parimetros enteros que puedan figu-
rar, la secuencia de valores 0, 1, 2,... y buscar una
pauta inductiva.

3) Probar a simplificar el problema:

a) Sacando partido a posibles simetrias.

b) Mediante razonamientos «sin pérdida de generali-
dad» (incluidos los cambios de escala).

Exploracion
1) Examinar problemas esencialmente equivalentes:

a) Por sustitucion de las condiciones por otras equi-
valentes.

b) Por recombinacién de los elementos del problema
de distintos modos.
¢) Introduciendo elementos auxiliares.
d) Replanteando el problema mediante: o
e Cambio de perspectiva o de notacién.
e Considerando el razonamiento por el contra-
reciproco o por contradiccién,
e Suponiendo que se dispone de una solucién y
determinando cuiles serian sus propiedades.
2) Examinar problemas ligeramente modificados:
a) Elegir subobjetivos (satisfaccién parcial de las con-
diciones).
b) Relajar la condicién y tratar de volver a imponerla.

El modelo de

¢) Descomponer el problema en casos y estudiar uno

a uno. Schoenfeld ha sido
3) Examinar problemas ampliamente modificados: ampliamente
a) Construir problemas analogos con menos variables. aplicado, desde el
b) Mantener fijas todas las variables menos una para 6lj€d7" ez a la
determinar qué efecto tiene esa variable, electronica o

¢) Tratar de sacar partido de problemas afines res- desde la medicina

pecto a la forma, los datos o las conclusiones. .
, _ ) a la arquitectura.
d) Recordar que, al manejar problemas afines mds

faciles se deberia sacar partido, tanto del resultado, Muchos
como del método de resolucion. mvestz’gadores en
Comprobacion de la solucion obtenida bs iCOZOg ia del
1) Verifica la solucién obtenida los criterios especificos comporianiento
siguientes?: ban trabajado
a) ¢Utiliza todos los datos pertinentes? sobre él y han
b) ¢Estd acorde con predicciones o estimaciones razo- desarrollado

Y2
nables! algunos aspectos

que el autor solo
habia iniciado.

¢) (Resiste a ensayos de simetiia, analisis dimensional
o cambio de escala?
2) (Verifica los criterios generales siguientes?:

a) ¢Es posible obtener la misma solucién por otro
método?

b) ;Puede quedar concretada en casos particulares?

o) ¢Es posible reducirla a resultados
conocidos?

d) ¢Es posible utilizarla para gene-
rar algo ya conocido?

Otro aspecto muy importante de la pro-

puesta es lo que el autor llama las cate-

gorias de conocimiento y comporta-
miento matemdtico. Son las siguientes:

e Recursos. Conjunto de conocimien-
tos matemdticos bdsicos, precisos
para enfrentarse a los problemas de
una materia.

e Heuristicos. Técnicas generales de
resolucion.

e Control. El modo con que cada per-

sona se maneja en resolucién de
problemas, los recursos y heuristicos
que conoce.
Esta categoria, una novedad respecto
a modelos anteriores, es segin el
autor la mis critica a la hora de lograr
éxitos o fracasos. Por eso, se le con-
cede especial atencién y se disefia un
programa de mejora del mismo.

o Belief systems. (Corrientes de opi-
nién). Segin el autor, las opiniones
que reinan en nuestro ambiente tie-
nen gran importancia sobre las acti-
tudes que tomamos ante la resolu-
cién de los problemas.

Baste quizds recordar la existencia de
criterios «estéticos» a la hora de rechazar
un procedimiento de resolucién, aun
antes de que se haya mostrado ineficaz.
O un hecho ampliamente comprobado,
el que aunque se conozca a fondo una
teorfa sobre un modelo fisico, a la hora
de la aplicacién en un caso real, tende-
mos a incluir elementos provenientes
de «huestra experiencia cotidiana», que
muchas veces son contradictorios con
el cuerpo de la teoria.

El modelo de Schoenfeld ha sido
ampliamente aplicado, desde el ajedrez
a la electrénica o desde la medicina a la
arquitectura. Muchos investigadores en
psicologia del comportamiento han tra-
bajado sobre él y han desarrollado
algunos aspectos que el autor sélo
habia iniciado.

Es el caso de Mason, Burton y Stacey,
que en su libro Pensar matemdticamente




presentan una propuesta que pretende
no sélo ser un instrumento de andlisis
sino de ayuda a la instruccién. Entienden
que analizar a posteriori el proceso per-
mite retroalimentar nuestra experiencia.

Partiendo de la idea de Schoenfeld
sobre la trascendencia del Control en el
proceso, proponen la idea de un moni-
for, una especie de tutor interior que
desde arriba, sin implicarse, vigila v
dirige los procesos, tanto personales
como técnicos, que se despliegan en la
resolucién de problemas.

Dicho monitor puede desarrollarse siempre que demos
ocasion al andlisis. Los autores proponen la téchica del
rotulado, como medio de propiciarlo. Se trata de emplear
una serie de convenciones simbolicas para describir los
momentos claves de la resolucién y los estados afectivos
que provocan. De este modo, se diferencia entre el pro-
ceso mismo de pensamiento y la propia conciencia del
proceso.

Este modelo ha tenido gran divulgacion, y el cuadro-resu-
men que presentamos a continuacién, tomado del citado
libro, puede encontrarse en gran nimero de libros, traba-

jos y articulos.

Procesos Fases Rétulos ¢ Procesos Estados
Lo que SE PRIMEROS CONTACTOS
Abordaje Lo que QUIERO
Lo que PUEDO USAR
b 4 \ ENTRANDO EN MATERIA
Particularizar [ ATASCADO ‘ 1 JAJAl ' »
~ FERMENTACION
INTENTAR Conjeturar SEGUIR AVANZANDO
Ataque PODRIA SER
PERO, :POR QUEZ Justificar
INTUICION
Generalizar MOSTRARSE ESCEPTICO
COMPROBAR
Revisién REFLEXIONAR
EXTENDER EN ESTADO CONTEMPLATIVO

A partir de la famosa disertacion de
Kilpatrick de 1967, se ha ido desarro-
llando un nuevo concepto, el de profo-
colo. Otros autores como Schoenfeld,
Mason, Burton, etc. lo han ido perfilan-
do a lo largo del tiempo. Empleando la
desenfadada definicion de M. de Guz-
man, «l protocolo es el acta en que
queda constancia de los fenémenos
interesantes que han ocurrido a lo largo
de nuestra ocupacién en el problema.

Entiende la mayoria de los autores que
por medio de la realizacién y el anali-

sis de estos protocolos se realimenta nuestra experiencia
y, por tanto, podemos mejorar en nuestro papel de reso-
lutores.

La resolucién de problemas es un tema en permanente
discusion. Basta comprobar el nimero de libros que cada
afio se publican o la ingente cantidad de articulos que
nos ofrecen las revistas especializadas. Como seria ina-
barcable describir todas las vias de investigacién y
experimentacidén en este campo, vamos a analizar con
detalle uno de los tltimos modelos presentados que goza
de mayor aceptacion. Se trata del propuesto por Guzmin
(1991) que recoge las aportaciones méds importantes de
los principales modelos anteriores.




El modelo de Guzmén

Su propuesta fue completamente desarrollada en el libro
Para pensar mejor, aunque se ha ido perfilando a lo largo
de otras publicaciones anteriores.

Debe entenderse que, aunque respetaremos la estructura
expositiva del autor, en el analisis de los distintos aspec-
tos del modelo emplearemos ideas y aclaraciones de otros
autores, especialmente de muchos de los que ya hemos
mencionado. Respetaremos también el empleo de la pri-
mera persona en la exposicién y el tono didictico, que
manifiestan la intencién del autor de que su propuesta
sirva de entrenamiento personal para la mejora en la reso-
lucién de problemas.

Actitud inicial. Condicionantes personales y
culturales

Para mejorar nuestra cualificacién como resolutores debe-
mos, primeramente, ser conscientes de las limitaciones
personales y sociales que se hacen presentes a la hora de
enfrentarse a los problemas. A partir de ese conocimien-
to se podra actuar sobre los lastres que dificultan nuestras
actuaciones.

La actitud adecuada para abordar un problema debe carac-
terizarse por la confianza, la tranquilidad, la disposicién
para aprender, la curiosidad, etc. Una actitud inicial negati-
va nos conduce con seguridad a una situacién de bloqueo.
Aunque un bloqueo debe asumirse como una etapa mas de
la solucién de un problema, la acumulacién de ellos puede
conducir al desanimo y al abandono de la tarea.

Hay muchos tipos de bloqueos y se debe estar alerta para
combatirlos:

a) Blogueos de tipo inercial (surcos de la mente), Nues-
tro proceder suele acomodarse inconscientemente a
unas reglas fijas, ello empobrece nuestra capacidad y
reduce nuestras posibilidades de éxito.

Para superar ese tipo de bloqueos es preciso habi-
tuarse a colocarse en posiciones distintas de la nues-
tra. (Si se es profesor mirar con ojos de alumno,
adoptar la perspectiva del hijo si se es padre, etc.).

b)  Blogueos de origen afectivo. Hay una amplia gama de
sentimientos que favorecen el bloqueo, como la apa-
tia, la pereza ante el comienzo, el miedo al fracaso, la
ansiedad, etc. La actuacién sobre este tipo de senti-
mientos no es sencilla. En general, el reconocimien-
to, la asuncién de su existencia suele abrir vias para
su superacion. Si detectamos un origen justificado,
quizas se deba a alguna carencia de nuestra forma-
cién que podemos tratar de enmendar. Si su origen
no es racional, diferenciando su procedencia podre-
mos, tal vez, reducir sus efectos.

La actitud
adecuada para
abordar un
problema debe
caracterizarse por
la confianza,
la tranquilidad,
la disposicion
para aprender,
la curiosidad, etc.

Para pensar mejor
Guzmén

©  Blogueos de tipo cognoscitivo.
Cuando tenemos dificultad para
percibir el problema, identificarlo,
definirlo o desglosatlo en tareas
més sencillas, corremos un alto
riesgo de derivar en un estado de
bloqueo.
Hay ademds otras actitudes que
suelen conducirnos a la misma
situacion: una tendencia hipercriti-
ca hacia nuestro trabajo, la rigidez
mental en el empleo de procesos o
en la espera de resultados, la
incapacidad para dilucidar cuindo
disponemos de suficiente informa-
cién para abordar el problema, etc,
En general, estas actitudes suponen
una aplicacién descompensada de
capacidades que empleadas en su
justa medida pueden convertirse
en una herramienta util. Este es
uno de los aspectos en los que el
monitor y sus acciones de control
pueden desempefiar un papel de-
terminante.

d) Bloqueos de tipos cultural y am-
biental. El conjunto de ideas y
formas de pensar prevalentes en
nuestro ambiente
modo mis sutil en nuestro modus
operandi. Entran a formar parte de
nuestra estructura de pensamiento
y dirigen, sin nosotros percibirlo,

influyen del

nuestra actuacion hacia zonas que
no son siempre fructiferas.

Podrfamos mencionar, como ejemplo,
las ideas acendradas de nuestro acervo
cultural que son erréneas, pero que han
mantenido a lo largo del tiempo su pre-
dicamento. También lo que Whitehead
denominé «deas inertes», aquellas que
tuvieron su virtualidad en algin mo-
mento, que la ciencia ha invalidado en
ciertos dominios pero que, sin embar-
go, siguen impregnando nuestro modo
de razonar (piénsese en las leyes de
Newton sobre la gravitacién universal y
la teoria de la relatividad).

La actuacidn sobre estas actitudes noci-
vas se basa en la deteccion de las mis-
mas y su postergacion en beneficio de
ideas mis apropiadas.




Protocolo. Retrato heuristico

Si habitualmente no reflexionamos
sobre la resolucidén de los problemas,
cuando solucionamos otro similar recae-
mos en muchos de los caminos sin sali-
da a que nos habian conducido otros. Y
asi, s6lo tras un gran nimero de repeti-
ciones el proceso comienza a ser agil,
claro y riguroso. Sin embargo, si exami-
namos a fondo nuestros propios proce-
sos mentales, iremos depurando nues-
tra técnica de forma mucho més rapida
y efectiva.

Para lograrlo el autor recomienda la
realizacién de un protocolo del proceso.
Posteriormente, deberd proceder a
analizarlo, evaluarlo en si mismo vy, si
es posible, en comparacién con otros, y
finalmente establecer el tratamiento
sobre los puntos que se hayan detecta-
do menos adecuados.

Un protocolo no es un mero borrador

del proceso, sino que debe permitir

recuperar todo lo que ha pasado por

nuestra mente a lo largo de él, en lo

que se refiere a:

¢ Lo que hemos ido realizando.

e Lo que hemos ido pensando.

e Los sentimientos y situaciones afecti-
vas por las que hemos ido pasando.

Fundamentalmente debe anotarse:

a) La fase del problema en que nos
hallamos.

b) Las posiciones afectivas ante el
mismo.

¢) El estado emocional (aburrimiento,
interés, etc.)

d) Los cambios de actividad mental
ante el problema.

.e) Los origenes de las posibles ideas
que vayan apareciendo en nuestra
mente.

Una vez finalizado el protocolo se
encontrardn en él dos tipos de anota-
ciones: las que se refieren al contenido
del proceso y las correspondientes a la
observacion del mismo. El anilisis con-
siste en enmarcar el sentido de cada
una de las anotaciones dentro del pro-
pio proceso.

Conocernos a
720S01r0S Misnos
como resolutores
nos proporciona
la posibilidad de
utilizar nuestros
propios recursos

de forma mdas

eficaz.

La evaluacion y el tratamiento estdn muy relacionados con
la fase de «evisidn» que veremos mas adelante.

Conocernos a nosotros mismos como resolutores nos pro-
porciona la posibilidad de utilizar nuestros propios recur-
sos de forma mas eficaz. Los rasgos mas caracteristicos de
nuestra capacidad heuristica conforman lo que ha dado
en llamarse el retrato heuristico. El mejor mecanismo para
obtener un retrato fiel es la realizacion y el estudio de
protocolos, en si mismos y por comparacién con los de
los demas.

Dicho autorretrato heuristico debe contemplar, al menos,

tres aspectos distintos:

o Aspectos externos. Debe responder a preguntas del
tipo: ;En qué momentos y lugares preferimos trabajar?
(Qué favorece nuestra concentracion? ;Qué es lo que
mas nos distrae? ¢En qué circunstancias suele surgir la
inspiracion? ;Qué postura fisica solemos adoptar?
¢(Cudntas horas de descanso precisamos?, etc.

e Aspectos afectivos. Debemos reflexionar sobre: ;Qué sen-
timientos se producen al enfrentarnos a un problema?
¢Nos cuesta iniciar la tarea? ¢Tenemos altibajos en el
esfuerzo o somos constantes? ;Nos inclinamos al desa-
liento o somos tenaces? ;Qué tipo de trabajos nos gustan
y cudles no? ;Somos chapuceros o perfeccionistas?, etc.

s Aspectos cognoscitivos. Estudiar también: ¢Qué tipos de
materias, procesos y tareas son mas proximos a nues-
tra manera de pensar? {Tenemos curiosidad por lo des-
conocido? jNos gusta reflexionar? ;Nos gusta centrar-
nos en una sola cosa o en varias a la vez? ;Cudnta y de
que tipo de memoria disponemos?, etc.

Modelo para la ocupacién con problemas

Esta propuesta se basa, segin confesién del autor, en las
observaciones realizadas en su propia actividad, en el
intercambio de experiencias con sus companeros, en la
exploracion de las formas de pensar de sus alumnos en la
universidad y en el estudio de las obras de otros autores.

Para Guzmin la resolucién de un problema pasa por cua-
tro fases:

1. - Familiarizacion con el pjrobléma.‘ -
2. Bisqueda de estrategias.
3. - Desarrollo de la estrategia.

4. Revision del proc , .
Vamos a proceder a estudiarlas detalladamente, incluyen-
do las sugerencias heuristicas mds adecuadas para cada
una de ellas.

Familiarizacion con el problema

Engloba todas las acciones encaminadas a comprender
del modo mis preciso posible la naturaleza del problema
a que vamos a enfrentarnos.




Las sugerencias heuristicas que el autor ofrece son:
e ;De qué trata el problema?

e ;Cuiles son los datos?

o Qué pide determinar o comprobar el problema?
e ;Disponemos de datos suficientes?

e ;Guardan los datos relaciones entre si? Etc.

Biisqueda de estrategias

Se trata de determinar unas cuantas estrategias heuristicas
para abordar el problema. No ha llegado atn el momen-
to de aplicarlas, sino de seleccionar, dentro de nuestro
archivo de estrategias, cuidles parece que se adecian mas
a la naturaleza del problema.

Enumeramos aqui una serie de estrategias heuristicas, las
mas usuales. Remitimos a las obras de Miguel de Guzman
para un estudio mas detallado de las mismas.

— Simplificacién. Particularizacion.
— Ensayo y error.

e Explorar simetrias.

¢ Explorar casos limites.

~— Realizacién de un esquema, una figura, un diagrama
o una tabla.

— Organizacién y codificacién.

— Analogia. Semejanza.

— Razonamiento regresivo.

— Reduccién al absurdo.

— Técnicas generales.
¢ Principio de induccién.
s El principio de descenso de Fermat.
e Principio del palomar de Dirichlet.

e Etc.

- Estrategias especificas de la materia concreta en que
se encuadra el problema.

Desarrollo de la estrategia

Momento en el que pasa a aplicarse la estrategia selec-

cionada. Aqui es de interés tener en cuenta la siguiente

relacién de sugerencias heuristicas.

e Llevemos adelante las mejores ideas que se nos hayan
ocurrido, una a una.

e No hay que desanimarse a la primera dificultad, pero
tampoco porfiar si las cosas se complican demasiado.

e Reflexionemos sobre la validez de cada paso.

e Preguntémonos si lo que hemos obtenido es la solu-
cién. Estudiémosla a fondo.

Revision del proceso

Quizas el momento mis fructifero sea aquel en que
hemos resuelto el problema. Nos volvemos sobre él y
sobre nuestro proceso de pensamiento e iniciamos una

Tanto, el modelo
de Schoenfeld
como el de
Guzmadn estan,
tanto por su
origen como por
sus principales
experimentaciones,
ligados al mundo
universitario.

reflexién, cuya guia puede ser la

siguiente serie de sugerencias.

e Examinemos a fondo el camino
seguido. ;Como hemos llegado a la
solucién? O, por qué no la hemos
alcanzado?

° Busquemos ahora un camino mas
simple.

e Tratemos de entender no sblo que
la cosa funciona sino por qué fun-
ciona.

» Reflexionemos sobre el proceso de
pensamiento y obtengamos con-
secuencias de él.

e Estudiemos qué otros resultados
podriamos obtener con este método.

Para esta cuarta fase es primordial dis-
poner de un protocolo completo de
nuestro proceso de resolucién.

Notas finales

Tanto el modelo de Schoenfeld como el
de Guzmin estin, tanto por su origen
como por sus principales experimenta-
ciones, ligados al mundo universitario.
A pesar de ello, con alguna correccidn,
han sido aplicados en otros ambitos
como en las ensefianzas secundaria y
primaria.

Conviene seflalar a este respecto que
bastantes autores entienden que en las
enseflanzas no universitarias el desarro-
llo del monitor interior exige un grado
de madurez intelectual que no suele
encontrarse en los alumnos que cursan
esos estudios. Por ello, en la mayoria
de las experimentaciones que se han -
llevado a cabo en estos niveles, ese
aspecto ha quedado un tanto relegado
cuando no totalmente apartado.

Ademis de modelos de tipo global, en
Matematicas se han publicado otros
referidos a distintos tipos de problemas
y ambitos escolares. Suelen basarse en
los modelos ya mencionados, aunque
en su adaptacién sufren algunas modi-
ficaciones. Es el caso, por ejemplo, del
modelo de De Corte y Werschaffel para
problemas aritmético verbales en la
ensefanza primaria.
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Fig. 53

pesetas, Pesas y medidas del Sistema Métrico Decimal

N edidas para liquidos. — (Fig. 54). — Coleccién de medidas de
hojadelata, desde el doble li-
tro hasta el centilitro (8 medi-
das) 7 pesetas.
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Fig. b%
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El problema P-S de McCarthy y
ofros acertijos

Blas C. Ruiz

Francisco Gutiérrez
José E. Gallardo

Usualmente, los problemas
de ingenio {puzles) han sido
considerados ejemplos
motivadores para la
ensefianza de la
programacién. Muchos
autores han defendido el
lenguaje PROLOG como un
primer acercamiento a la
Programacién y a las
Ciencias de la Computacion
ya que con un conocimiento
elemental de éste se pueden
abordar problemas muy
sugerentes, como los que
estudiamos en este trabaijo.
Sin embargo, como
mostraremos, fambién puede
conseguirse el mismo
objetivo con el uso de
lenguajes funcionales (no
estrictos) modernos, cuyo
principal representante, al
menos en la comunidad
educativa, es Haskell

nunciado del problema

Un problema es elemental cuando su enunciado es com-
prensible para aquellos que tengan un conocimiento bdsi-
co de la disciplina (por ejemplo, en matematicas, la arit-
mética); la historia de la Matematica aparece profunda-
mente ilustrada con problemas elementales cuya solucion
necesita de un conocimiento profundo de alguna rama,
como la Teoria Analitica de los Nimeros (un ejemplo
claro es el problema de Fermat); ello significa que ciertos
problemas elementales no deben ser despreciados en
modo alguno. Veremos pues cémo un problema elemen-
tal es resuelto, afortunadamente, con un conocimiento
elemental de la Matemdtica, y con ayuda de un lenguaje
(de programacién) funcional moderno, cercano a la nota-
ci6n usual del matematico. El enunciado es:

Un arbitro elige dos niimeros distintos entre 2.9 99, calcula el pro-
ducto y la suma, los escribe en dos papeles distintos, entrega el
papel con el producto a una persona PROD y el otro a SUM;
dichas personas, después de leer los contenidos de los sobres; man-
tienen el siguiente didlogo:

_PROD.- No puedo adivinar tu suma.

SUM.- Ya lo sabia; y0 tampoco puedo adivinar tis produicto.

“PROD.- lAjdl, entdn‘qés ya sé tu suma.

SUM—En ‘é,ge cqsq," y anzbién conozco tu proclucto,
4Cudles érqn'lo;é‘ niimeros elegidos por el drbitro?
El problema anterior fue propuesto por John McCarthy
durante una conferencia (Edimburgo, 1979) y ha sido
estudiado por numerosos autores, entre ellos David
Warren (1981), Antonio Porto (1981) y Martin Gardner
(1980), dando los primeros programas escritos en el len-
guaje PROLOG para su solucién. Aunque el problema ori-
ginal es muy interesante, también resultan interesantes




otras versiones del problema en las cuales un observador
debe adivinar los datos de dos personas que establecen
un dialogo del estilo anterior:

En una urna bay siete bolas, tres de color rojo, dos de color verde
y dos de color negro (RR.R V,V,N,N); un primer jugador P coge
cuatro bolas de esta wrna y un segundo jugador S dos; a conti-
nuacion se entabla el siguiente didlogo:

P.- No puedo adivinar tus colores.

S.- Ya lo sabia; yo tampoco puedo adivinar [os tuyos.

P.- Entonces tienes una roja.

S.- Entonces tienes dos negras.
Qué combinacion de bolas llevan: ambos jugadores?

El observador puede utilizar la siguiente eétrategia para
resolver el problema: representar el espacio de biisqueda
(todas las combinaciones posibles) y, con cada afirma-
cién, cribar sucesivamente este espacio; se trata de una
estrategia bacia adelante.

En la primera columna de la figura 1 aparece este espacio
completo. De la primera afirmacion, el 4rbitro puede dedu-
cir que los colores que tiene el primer jugador son tales
que la combinacién que puede tener el segundo no es
Gnica. Por ello tachamos la primera posibilidad (VVINN-RR).
La segunda afirmacién se descompone en dos:

(@) ya lo sabia, y
(b) tampoco puedo adivinar los tuyos.

Por (a) el segundo jugador tiene una combinacién tal que
todas las posibles combinaciones que puede tener el pri-
mero tienen varias combinaciones compatibles, por lo
que eliminamos RR y todas sus compatibles (si el segun-
do tuviese RR el primero podria tener VVNN, y en ese
caso la primera parte de la segunda afirmacién no hubiese

(Hamond, 1995). Exponemos
como este lenguaje puede
ser utilizado para modelar

los conceptos elementales de

la Matemética; cada
concepto es representado en
el lenguaie, y éste sirve de
modelo denotfacional.
Nuestra experiencia avala
que, en la mayoria de los
casos (atn més si la solucién

a los problemas debe sugerir

cierta extrategia), las
soluciones descritas en un
lenguaje funcional moderno

son mds expresivas y

convincentes que las
obtenidas con las versiones
mds recientes de PROLOG.

Para mostrarlo, resolveremos
en el presente trabajo un

problema de ingenio, dando
una esfrategia hacia atras

para su solucién y su
implementacién en Haskell.

podido ser enunciada); (b) no elimina
ninguna posibilidad. Con la tercera afir-
macién eliminamos todos los casos en
los que alguna de las combinaciones
compatibles para el segundo no tenga
una bola roja. Por ltimo, con la cuarta
afirmacion eliminamos la  posibilidad
RVVN-RN; la Gnica posibilidad que queda
(RVNN-RV) es la solucién al problema.

El espacio de bisqueda para el problema
P-S de McCarthy puede verse en las figu-
ras 2 y 3 (con t= 14, si los nimeros ele-
gidos por el 4rbitro verifican 2 < x <y < 9.
Usando la estrategia anterior, tras la pri-
mera afirmacion, el espacio queda redu-
cido a 31 posibilidades; tras la segunda
quedan 4: (18,11), (24,11, (28,11),
(30,11); la tercera afirmacién no cambia
las cosas vy tras la cuarta no queda nin-
guna posibilidad; luego el problema es
inconsistente para t = 14.

Con objeto de describir una estrategia
hacia atrs, veamos en primer lugar una
brevisima introduccién al lenguaje que
utilizaremos (pueden verse otras intro-
ducciones en (Bird, 1988; Hudak, 1992;
Gallardo, 1995). Posteriormente, descri-
biremos la estrategia hacia atras, y otros
problemas equivalentes; analizaremos
seguidamente cdémo tal estrategia
puede ser traducida a PROLOG, para
terminar de nuevo con la estrategia
hacia adelante.

No sé tus colores

@@@@%@Q ®®<gggg
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Ya lo sabfa y tampoco
sé los tuyos
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Entonces tienes
una roja
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Entonces tienes
dos negras

Figura 1. El juego de la urna




Sumas ———= Productos
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Figura 2. Productos compatibles con cada suma, para t=14
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Figura 3. Sumas compatibles con cada producto, para t=14




1. Breve introduccién a Haskell

Fs usual en la Matemitica encontrarnos con notaciones
tales como

TR

= 3.1415925...

de forma que T es vista como una funcién constante.
También es habitual encontrarnos con declaraciones de
ecuaciones definidas por partes tal como

f:R =R
1
x sen— ,six#0
f(X)= x
0 ,Six=0

Tales notaciones pueden ser vistas como declaraciones: la
primera declara el tipo de la funcion, mientras que la
segunda declara el método de cémputo necesario para
calcular el valor de la funcién en cada punto (se trata de
una declaracion de ecuacion). Haskell permitird describir
tales declaraciones con una notacién préxima a la ante-
rior, tanto sinticticamente como conceptualmente. En
Haskell tenemos la siguiente traduccién de las declaracio-
nes anteriores: .

pi :: Float
pi = 3.1415927
£ :: Float -> Float
bl = x*sin(1.0/x),1f x/=0.0
= 0.0, if x==0.0

Una misma funcién puede aparecer a la izquierda de
varias ecuaciones:

not Bool -> Bool
not True = False
not False = True

y la eleccion de la ecuacion a aplicar se determina por
comparacion de patrones (pattern maiching). Algo pare-
cido ocurre con la definicion tipica de la Matematica

g:R —R
g(mM=0

(x)=1/ x*, en otro caso
8

cuya traduccién seria
g 0.0 = 0.0

g x = 1,0/x"2

Haskell utiliza sistemiticamente notacién parcializada, en
la cual no es necesario escribir los paréntesis para los
argumentos en una aplicacion; asi (£ (x) = £ x). Una fun-
cién puede tener varios argumentos, como por ejemplo,
la siguiente, que calcula el maximo comiin divisor de dos
nameros:

mcd

med X v

Int =>:Int

=>Int
= X, if y ==

= mcd v (x ‘mod> y), otherwise

cuya ecuacién utiliza el nombre de la
propia funcién (recursividad). En este
caso hay cierta diferencia entre la nota-
cién empleada en Haskell para describir
una funcién con dos argumentos y la
utilizada en la Matemdtica.

med 12 x% —= 7

X
med (x, )) = {

Haskell utiliza
sistemdticamente
notacion
parcializada, en
la cual no es
necesario escribir
los paréntesis para
los argumentos en
una aplicacion. ..

,$iy=0
mcd (y, x mod y) ,en otro caso

Un tipo de datos extraordinariamente
atil en programacién funcional es la
lista (o secuencia), cuya declaracion
Huskell es

data [al = [1 | a : [al

Los objetos [1 y (:) son constructores
de datos; el primero representard la lista
vacia; la declaracion anterior se lee: una
lista es, o bien la lista vacia [1, o bien
a:[a], donde (:) se interpreta como
un operador-constructor infijo (el pri-
mer operando es un objeto de tpo a
—la cabeza de la lista~ y el segundo una
lista del mismo tipo —la cola). Las listas
modelan la descripcién de los conjun-
tos v los multiconjuntos de la Matema-
tica. Las siguientes funciones comprue-
ban si una lista es vacia, tiene un solo
elemento, o varios, y las restantes and
y or calculan la conjuncién y disyun-
cién de una lista de valores logicos:

no_vacia (_:_) = True
no_vacia _ = False

uno [_] = True

uno _ = False
varios (_:_:_) = True

varios _ = False

and [] = True

and (b:bs) = b && and bs
or [] = False

or (b:bs) =b || or bs




donde los operadores (&&) y (||)
representan la conjunciéon y la disyun-
cién, respectivamente. Se incluyen dis-

tintas formas de expresar una lista:
1:2:3: [] # [11,2,3]
[1..1 #[1,2,3,...]

[1,4..20] #[1,4,7,10,13,16,1919

Una funcién muy interesante es

map :: (a->b) -> [a] -> [b]
map £ []1= T[]
map £ (x:xs) = £ x : map f xs

que no es mds que la representacién
Haskell de una funcién entre conjuntos;
por ejemplo, si

fitA—= B = fua->b

(la anterior notacidn se lee: “fes repre-
sentada en el lenguaje con la funcién
£7), entonces, si (si X =xs), el conjun-
to fX) = { fx) | x € X | viene repre-
sentado por map £ xs. También, en
matemdaticas usamos sistematicamente
la descripcién de conjuntos por com-
prension en la forma {x|c}, donde ¢ es
una expresidén que puede denotar un
predicado, como x < 100, un generador
como x € Z, o mezcla de ambos

A={gl | xEN, x<100, xes par }

En forma similar, Haskell utiliza una
notacién para describir tales conjuntos
en forma de lista por comprension, a
través de la funcién map; por ejemplo,
el conjunto {g(x) | x € N} se represen-
tacon [g x | x<-[0..1]1, que equiva-
le amap g [0..]. El anterior conjunto
A viene descrito por:

a =[g x| x<-[0..], x<=100, par x]
where par v = y ‘mod® 2 ==

La funcion map verifica una serie de pro-
piedades interesantes, como por ejem-
plo map(f.g)=‘ map f.map g, donde
(.) representa la composicion de fun-
ciones: (f.g)x = f(gx), 0 también, para lis-
tas de booleanos: or.map not =

not.and.

Si los conjuntos se modelan con listas
sin repeticién, veamos cémo modelar el
célculo de predicados con cuantificado-
res dentro del lenguaje; consideremos

...Haskell utiliza
una notacion
para describir/[...]
conjuntos en
Jorma delista por
comprension, a
través de la
Juncion map

las siguientes expresinnes Haskell nara modelar el cuanti-
ficador existencial (si X=xs,p=p)

Ax.xEX. p(x) =
Fx.xEX p(x)
. xEX. pla)

no_ vacia[x|x < -xs, px]

uno [%]x < -xs, px]

varios  [xX|x <-xs,px]

-

También podemos escribir

dx.xEX p(x) = or[px|x<-xs]

(se demuestra ficilmente) y, podemos traducir directa-
mente el cuantificador V:

Vx.x EX. p(x)
= Icdlculo de predicados
~Ax. x EX. -p(x)

(not.or)[ not(p x)|x < -xs]

]

Idef. de listas por comprension

(not.or)[map (not.p) xs)

llema0, map(f.g)=map f.map g
(not.not.and) (map p xs)
= Inot.not = id - -identidad

and [p x| x<-xs]

Es decir, hemos demostrado:

Vx.xEX. p(x)=and [p x| x<-xs]

La estrategia hacia airéas

Resolveremos en primer Jugar el problema P-§ original y
para ello introducimos algunas notaciones; supongamos
que los nimeros x e y elegidos por el arbitro, verifican
2 £ x < y < f; por consiguiente, un producto p de tales
nimeros deberd verificar 6 £ p < €#1) vy, una suma s,
5 £ s < 2+1; para tales sumas y productos definimos los
conjuntos de compatibles:

@p=l(x+yl2sx<ystxy=pl
®s ={xpl2sx<y=stx+y=s)

Si s € @ p escribiremos simplemente s @ Dy reciproca-
mente, p ® s significard p € @ s; por consiguiente ® y @
son dos relaciones sobre N, una inversa de la otra.

Para resolver el problema, consideramos cuatro funciones
de conjuntos,

Vi, Vy, Vs, VN — 2N




Cada valor posible p del producto de la primera pérsona
(PROD) determina un conjunto de valores s, para los que
la afirmacién no puedo adivinar tu suma es cierta

S, si card(S) =z 2, donde S= @p
@, en otro caso

Vi)

donde card denota el cardinal. Obsérvese que Vi) es
vacio para cada nimero primo p, ya que éste se descom-
pone de forma Gnica en un producto xy (1 = x < y= p)
pero tal descomposicién no es valida (ya que ¥ #2 ); de
igual forma, p no puede ser producto de primos. La
segunda nhservacién es que si (p,5) es solucion, debe
tenerse < V1(P ) , pero no reciprocamente.

Veamos ahora como construir un conjunto

V(0 ={pl...}

cuyos elementos sean los posibles productos compatibles
con s que certifican la segunda afirmacién: ya lo sabia;
ademds tampoco puedo adivinar tu producto, que la des-
componemos como conjuncién de dos:

(@) ya lo sabia,
que es independiente de la primera afirmacién (pues-
to que con su suma s, SUM ya sabia que podia afir-
marlo), y

(b) tampoco puedo adivinar tu producto,
que depende de la primera afirmacion

A la condicién (&) le asociamos el predicado
card{p |lp® s, sEV (P} 22

ya que la suma de SUM debe ser alguna de las que PROD
pens6 (en V(p) aparecen solamente las multiples sumas
que puede tener el segundo orador); en definitiva, tal pre-
dicado viene a decir: como PROD dijo la verdad, SUM
tiene una suma dentro del conjunto V,(p) ya que la solu-
cién debe estar en el conjunto

(-1
Ut
=6

Por el contrario, @ no depende de la primera afirmacién
y viene a decir: sé que no puedes adivinar mi suma. Para
cierta suma s consideremos la afirmacién contraria puedes
adivinar mi suma, ello significa que debe existir un pro-
ducto p compatible (p ® $)-con una Gnica suma compati-
ble (que seria precisamente s); y reciprocamente, si exis-
tiera un p con una Unica suma compatible, PROD podiia
adivinar, con tal producto, su suma; es decir, el predicado
correspondiente a puedes adivinar mi suma es

Ap. p® s.card @ p)=1

Ahora es facil escribir el predicado correspondiente a la
afirmacién no puedes adivinar mi suma, con un simple
cilculo

Vz(s)

V3(p)

V4(9)

i

-@p. p® 5. card @ py=1)

= lc. p.
Vp.p® s.card(@ p) =1

= | ya que p® s=>D p=0
Yp.p® s.card(@ p) = 2

En definitiv:i, a la segunda afirmacion
del didlogo le corresponde el conjunto

® s, 81 (Vp. p® 5. card(@ p) = 2)
A
card{plp® s, sEV; (P} = 2

), en otro caso

Segiin la conjetura de Christian Gold-
bach (anunciada en 1742), si s es una
suma par se puede descomponer en
suma de dos primos x e y, pero el pro-
ducto xy solo se descompone en esta
forma, por lo que si tuviera tal produc-
to el primer orador, sabria su suma; por
otro lado, obsérvese que tales sumas
quedan excluidas al no verificar el pre-
dicado anterior (si p es producto de dos
primos, card@p)=1).

A la tercera afirmacién (entonces ya se
tu suma) le asociamos otro conjunto

S, si card(S) =1
@, en otro caso
donde S={sls® p, pEV, ()}

y finalmente, a la cuarta afirmacion (y yo

tu producto) le corresponde el conjunto

P, si card(P)=1
@, en otro caso
donde P={plp® s,sEV;(p}

En consecuencia, si Z, es el conjunto de
sumas posibles

Z,={x+M2=x<y=1

el conjunto de pares que verifican el
didlogo es

S =P, DNsEZ,, pEV,(}



Un programa Haskell

Ia descripcidén por comprension del
conjunto S, es una buena situacién de
partida para escribir un programa que
calcule las soluciones; el Gnico incon-
veniente es traducir a listas los conjun-
tos V,, ... , ;. En primer lugar veamos la

descripcion de los conjuntos @p y ®s

Lema 1. Sea t € N, t > 3; entonces:

(@) ®p=ix+ ylmax(Z,[p/lJ =Xx= l\/;-i,

(y=|p/xP,xy=px<yyst

) ®s={xylmax(2,s-H=x= |_(s—1)/2J,

(y=s-x),x= yl

Demostracion. En primer lugar obser-
vamos

2sx<ystxy=p
=

2= x, x2<xy=ps Ix

=

2s< xs{\/;J, Lp/tjsx

=

maX(Z,l_p/tJ) sx= l-\/_];J

y esto probaria @p C {...}; la reciproca
es evidente. Para probar (b) tenemos

2=sx<yst, x+y=s

2sx<s-x=y=st
4<2x<S5=X+Y,

I x, yEN
4=2x=s5-1,x+y=35y=<t,

yst Ssst+x

S—-t=x

La descripcion de
la solucion al
problema utiliza
una técnica muy
conocida: la
tecnica de
backtracking
o vuelta-atras. ..

max(2,s-Dsx=|(s-1)f2],y=s-x=t

de donde & sC {...); la reciproca de

nuevo es facil. <e.q.d>

Del lema concluimos que, en nuestro
lenguaje, los conjuntos de compatibles
vienen descritos por las funciones (t es
una constante del programa):

pro_de s = [x*y|x<-[max 2 (s-t)..(s-1)‘div'2],
y=s-x, xX/=yl]
sum_de p = [x+y|x<-[max 2 (p div't)..sqrt pl,
vy = p div'x, X/=y,y<=t,x*y==p]
ya que en las listas anteriores no existen elementos repe-
tidos (Haskell no permite variables locales en listas por
comprensién, como por ejemplo y=s-x, pero si Gofer
(Jones, 1992) , un subconjunto extendido de éste; mante-
nemos tal notacién para simplificar el codigo). La des-
cripcién de las funciones V,, V,, V., V; v S es facil:

vl p = ss, varios ss
= [], otherwise

where gs = sum_de p

v2 s = ps, varios [ p | p<-ps, s ‘elem’ vl p]

&& and [varios(sum_de p) | p<-ps]
= []1, otherwise
where ps = pro_de s
v3 p = SS, uno ss
= [], otherwise
where ss = [ s | s<-sum_de p, p ‘elem' v2 s]

v4d s = pp, uno pp
= [], otherwise

where pp = [ p | p<-pro_de s, s ‘elem’ v3 pl
sol = [(p,s)|s<-[5..2*%t-1], p<-v4d s]

(Celem’ comprueba la pertenencia de un elemento a una
lista). Si utilizamos la conjetura de Goldbach podemos
reemplazar la lista [5..2*t-1] por la lista de ntimeros
impares [5,7..2*t-1] e incluso podemos eliminar la
relacién x/=y en la funcién pro_de.

La descripciéon de la solucién al problema utiliza una téc-
nica muy conocida: la técnica de backtracking o vuelta-
atrds, en la cual, la basqueda de la solucién consiste en
suponer un valor s para una solucién (p,9) (o sea, una
suma dentro de las posibles), y buscar los elementos de
la lista v4 s; siésta es vacia (s no estd de acuerdo con la
cuarta afirmacién del didlogo) se produce la vuelta-atras,
eligiendo otra suma posible. Igualmente, en la descrip-
cién de v4 se considera la lista

[p | p<-pro\_de s, s ‘elem’ v3 p]

que se interpreta: «tomar un producto p compatible con s;
si s es un elemento de v3 p, se tomard, en otro caso se
elige otro»; pero tal lista, evaluada en forma perezosa, no
debe calcularse completamente: en cuanto el evaluador
descubra que hay mis de uno dejard de calcular y devol-
verd la lista vacia. El lector que conozca con cierta des-
treza el lenguaje PROLOG, habrd observado un enorme
parecido con la técnica utilizada en éste lenguaje; en el
§5 volveremos sobre ello.



3. Revisién de la estrategia hacia atras

Como puede verse en la funcién que describe la solucion,
sol = [(p,s)]|s<~-[5..2*%t-1]1, p<-v4d s]

para cada suma posible, se calcula el correspondiente

conjunto v4 s, lo que conlleva en general mucho cilcu-

lo; se puede agilizar el proceso si tenemos en cuenta las
observaciones del siguiente

Lema 2. Con las notaciones de §2,

(@) V4() T V,(8)
D) V(TP

El lema muestra la consistencia de las afirmaciones de los
oradores (por ejemplo, (@) indica que la afirmacion cuarta
no contradice a la segunda). También, la propiedad (@)
muestra que basta buscar las parejas que verifican p € V(9),
por lo que la solucion puede obtenerse también en la forma
sol = [(p,s)|s<-[5..2*t-1],
no_vacio(v2 s), p<-vd gl

que reduce el computo en una proporcién del orden de
#/2. La propiedad (b) indica que el conjunto V,(p) puede
obtenerse en la forma

v3 p = ss, uno ss

= [], otherwise
where ss = [ s | s<-vl p,
p ‘elem’ v2 s]

(donde hemos sustituido el generador s<-sum_de p por
s<-v1l p)pero, aunque el computo de v1 p no conlleva
demasiado célculo, en general, es mas eficiente la selec-
cion desde la lista sum_de p, ya que el nimero de sumas
compatibles para un producto dado es pequeiio, al con-
trario que el nimero de productos compatibles para una
suma (como vemos en la tabla 1).
Demostracion del lema:

DPEVL(S)
= len este caso V4(s) = J tiene un elemento

pP®s5,sEV3(D)
= Itambién V3(p) =, con un elemento

PEV(P)

La demostracion de (b) es parecida
seEVz(»

= 1V3(p) = @, con un solo elemento
s® p,pEV,(S

= 1V,(s) = D, vy entonces debe darse

Vp. p®s.card @p') = 2

s® p,card@ p)=2

= WV (p=Ty seE@p

sEVI(P o
c.q.d.>

El lema muestra

la consistencia de
las afirmaciones
de los oradores

Lema 3.

(a) sevi(p
) peVL(S
© sEV
() seVi(p
(&) pEWL(HA ay(s)

Puede mejorarse atn mis la eficiencia
del programa si observamos que en €l
computo de las funciones que calculan
los conjuntos V,, ..., V, siempre €s
necesario evaluar un predicado previo.
Para V| el predicado es

a (p) = card @ p)=2

que se corresponde con la afirmacion del
primer orador, de forma que el conjunto
Vi(p) queda determinado por éste, y el
segundo orador evaluarfa el predicado

Vp. p® s.card(@ p) = 2) A
card(plp® s,a; (M) = 2

a(s) =

Para la afirmacién tercera podemos
intentar el predicado

a3 (p) = card{sls® p,a (D} =1

de forma que el conjunto V(s) es reem-
plazado por

A

P, si cm‘d(P) =1
@, en otro caso
donde P={plp® s,a3(p))

Desgraciadamente, el conjunto

Si=lp,DNsEZ,, pEW,()

contiene pares que no son soluciones, y
se observa que las no vilidas aparecen
porque no verifican el predicado a,; en
ese caso, introducimos tal predicado en
el conjunto:

Si=(p,DNSEX,, a,(8), pEW, ()}

Probaremos que los pares asi obtenidos
son las soluciones; ello serd consecuen-
cia del siguiente

< s@paa(p)

< PR SA ay(s)

= s®pnaaz(p)

< s®praz(P)aay(sd
& peEV(S)

Antes de la demostracién hagamos
algunas observaciones; mientras las
propiedades (@) y (b) son equivalen-
cias, las restantes son implicaciones; por
ejemplo, para el valor ¢= 14, la impli-




cacién reciproca de (¢) es falsa, ya que SED p, a,(s), a5 (p)
v,18) = (11}, @18 = (9,11}, a,(18) es
cierto (ver figuras 2 y 3) pero sin
embargo 9 & V,(18) (esto ocurre por-
que @,(9) = Falso). Por otro lado, la
propiedad (d) asegura que toda solu- (SEDp, pEV, (D ={s), ¥ SEV;(p
cién obtenida con

= Las(p) = card({sED p, a,(HD =1
s=

=

Finalmente veamos (d),
PEWL(S) A ay(s)
! existe un Gnico elemento en Wy (s)

P® sa card{ plp®s, as (P} =11 az(p) A ay(s)

sol = [(p,s)|s<-[5..2*t-1], a2 s, p<-w4 s]

verifica el didlogo, y reciprocamente. S,
es vacio para valores de ¢ dentro del
intervalo 3 < t < 61, Para valores en el

intervalo 62 < t £ 1681, dicho conjunto = e
tiene un solo elemento, el par (52,17) SEVz(P) A card(pp®s, az (P} =1
que corresponde a x =4 e y = 13: el = I'por (c")

nameros de palos y cartas (de cada SEVz(PIA card{plp®s, sEV3 (P} =1
palo) de la baraja francesa. Para valo- =

res mayores de taparecen nuevos pares PEVL(S

soluciones; conjeturamos que los pares ¢
soluciones de la forma (2%, 3), donde
y es un numeros primo, se conservan
al aumentar ¢ Obsérvese la simpleza
del programa resultante con tales pre-
dicados 4. El problema de Freudenthal -

<c.q.d.>

El problema que hemos resuelto es el expuesto en Coehlo

al p = varios(sum_de p) , o .
(1988), aunque, como demostraremos a continuacion, es equi-

a2 s = varios[p|p<-ps, al pl &&
N pl_ valente al propuesto por Hans Freudenthal en 1969 (ver
and[varios (sum de p) |p<-ps] referencias en Gardner, 1980), cuyo enunciado original es:
here ps = pro_d ; L ;
where p pro_ce s SUM.- No se como vas d adivinar mi suma.
a3 p = uno[s|s<-sum_de p, a2 sl o - .

PROD.- lAjal, entonces ya sé tu suma

ad s = , uno - . ;
PP PP SUM.- Y yo tu producto.

= [], otherwise
Es facil comprobar que al didlogo anterior le corresponden

where pp = [p|p<-pro_de s, a3 pl :
los mismos predicados salvo

() = Vpp®s.car@p)=2

Demostracion del lema. (a) es trivial.
card{pl p® s,a,(p)) =2

Para probar (b)

que es reemplazado por

b, (8)=Yp. p® s.card(@ p) = 2

p (S V2 (S)
= !definicion de V3 Se observa también que podemos eliminar el predicado
PO sa(Vp. p®s.card@ p)=2) A a(p) del primer término de la conjuncién de a, por lo que
$2 p J 2 q
card{plp®s, sEV; (POt =2 éste es equivalente a

[}

tcalculo, por ()SsEVI(PI=a(PIA P®s

) =b,(s) d (Xs) =2
PO sA (V. p®s.card(@ p)=2) A (s 2 (8) mcar =

card{p| p®s,a; (P =2 La equivalencia de los dos didlogos serd consecuencia de
= la igualdad de los predicados a,y b,, que a su vez serd
P®sAa,(s) consecuencia del siguiente

Lema 4. Sea una suma s € Xt (¢ > 5) con un Gnico pro-
ducto; entonces s € {5, 6, 2+2, 2+1). Y reciprocamente,
tales sumas tienen un Unico producto.

Es evidente que (¢?) = (¢J; veamos
entonces (¢




A = Numero de productos con N sumas compatibles
B = Namero de sumas con N productos compatibles

NI 1|1 2] 3 4, 5|6
Al47(14] 1| 0| of 0] t=14
Bl 4] 4| 4] 4| 4| 3

N[ 1 21 31 4(15(6 .. 18119

A[306 (11138 (17|5]1|0|...] 0| 0] #=40

B 4| 4| 4| 4144 4
N| 1 2 |3 |4]5 718 28| 29
A|685|212|96 (36207 0 010 t=060
B| 4 4 | 4| 4|4 |4|4|4 4

b

1216 | 347 | 155 |73 |42 | 23| 6

o
(@]
~
I
Qo
=]

Tabla 1. Nomero de sumas y productos compatibles |

Demostracion. Sea 6 < s < 2¢2; si s par (= 2R): p=tt-D=xp,2=sx< y=t

6<2k<2(-2 = !lemal

- max (2, [p/t_l)s xs= l\/ z,‘(t—l)J,
d<kst-2 . = (-1)?st(t-1<#

=

f~lsx=<i-1
p=Ck-1)E+1D® s, P=(k=-2)(k+2)® s p=p

Igualmente ®4(+2) = (2t-2}, ya que
y para s impar (= 2k+1), p=1(t-2)=xp,2sx< y=t

= llema 1l
6<2k+1<2t-2

_ max(2, ,_p/tJ)s xXs [w/ 1 - Z)J,
3sk=<t-2

=

p=kk+D®s, p=(k-1)(k+2)®s, p= p

= (-2 < t(t-2)<(t-1)>
[-2=sx=<it-2

Es decir, tenemos

El reciproco se deduce de ®)5 = {6}, ®6 = {8}, by ()= 6< s<2r-2=1M4 Coi® 651

®2rD) = (Dd y ®QE2) = (L2)8 <c.q.d.>
<c.q.d.>
Corolario. Los siguientes predicados son equivalentes El lema muestra a su vez que los apar-
tados correspondientes de los lemas 2 y
b(8) = Ypp®s.card@p)=2

3 siguen siendo vilidos, por lo que
podemos  eliminar las funciones vi y
al, y reemplazar v2 y a2 por:

a(8) = b(HAcard®s)=2

Demostracion. Probaremos que los valores légicos b,(5),
| b,(6), b,(2%-2), b,(2t-1), son todos falsos; los dos primeros
resultan falsos ya que @6 =(5} y Ps ={6}; por otro lado,
el producto €#1) sélo admite tal descomposicion, ya que

v2 s = ps, and [varios(sum_de p) | p<-ps]
= [], otherwise

where ps = pro_de s

a2 s = and [varios(sum_de p) | p<-pro_de s]




5. Un programa PROLOG las siguientes transformaciones (Ruiz 1993, Wadler 1985):

(a) reemplazamos cada funcién de conjunto V por un pre-

La estrategia hacia atrds descrita, asi dicado v cuyo conjunto de éxitos (sustituciones) se iden-

como sus refinamientos, puede ser uti- tifica precisamente con V, y (b) los predicados se reem-

lizada para disefiar programas en el ) plazan directamente. En la figura 4 aparece el programa

lenguaje PROLOG teniendo en cuenta PROLOG vya traducido (la “t” representa la cota maxima).
compatible(S,P) :- nonvar(s), I,

Xmax is (8=1) // 2, Smt is S-"t”,
max (2,Smt,Xmin) , genera (X, Xmin, Xmax) ,
Y is S-X; ¥=\=X, P is X*(S-X).

compatible(s,P) :- nonvar(P), !,

Xmax is integer(sqrt(P)), Pdt is P // “t”,
max (2, Pdt;Xmin), genera (X, Xmin, Xmax) ,
Y is P // X, Y:\=X,Y=<Max,P‘is X*Y,S is X+Y.

a2(s8) :-setof(P,compatible(S;P),L),varios prods (L)
varios prods([1,.,.) -1,

Varios_prods([P|R1) i~ setof (S, compatible(s,P), [_,_I_]),varios_prods(R).
a3 (P) :-setof( S, (compatible(S,P),a2(8)),[.1).
: a4(S;Psol):—genera(S,S,”Zt—l”),aZ(S), setof(P,(compatible(S,P),a3(P)),[Psol]).

genera (L, I, ) +=.1,

: genera(I,L,M) :- L<M, L1l is L+1l, genera(I,L1,M).
max(X,¥Y,X) :— X >= Y, !,

max( ,Y,Y).

Figura 4. La estrategia hacia atrds en PROLOG

D. Warren describe oo programa en El lector podra observar la enorme dificultad de su com-
(Coehlo, 1988) parecido al nuestio, pero cam- prension (¢y su correccién?), aunque resulta mis eficiente

biando los predicados a3 v a4 en la forma ya que con el predicado a3, a través de setof, se recu-
pera jen memorial todo el espacio de blsqueda corres-

a3 (P, 8_sol) :- setof( S, pondiente a la segunda afirmacion, por lo que el progra-
(genera(s,5,”2t-1"), ma resultante es técnicamente imperativo. En el siguiente
a2(s),compatible(s,P)), [S_soll). apartado veremos una solucién también técnicamente

a4 (s,psol) :- setof(P,a3(P,s), [Psol]). imperativa, con una eficiencia similar.




La estrategia hacia adelante

De acuerdo a lo expuesto en §0 para el problema de las
bolas, podemos programar directamente la estrategia
bacia adelante; vamos a resolver, por simplicidad, la ver-
sién de Freundenthal. La idea es representar el espacio de
busqueda de alguna forma, y filtrar éste espacio sucesiva-
mente y segin las afirmaciones. Podemos intentar un
espacio de buasqueda de la forma

type Suma = Int; type Prod = Int
type EspacioBusqueda = [(Prod,Suma)]

Es decir, una lista de pares de posibles soluciones; tal
organizacién no es muy eficiente si tenemos en cuenta
que en cierto momento del proceso de criba debemos eli-
minar las sumas compatibles con cierto producto, o los
productos compatibles con cierta suma. Por ello, es més
interesante mantener una estructura que facilite la poda;
por ejemplo podemos pensar en la estructura:

type EspacioBusqueda = [([Prodl,Suma)]

donde cada suma posible aparece una sola vez,
junto con la lista de los productos compati-
bles con ella, o también

type EspacioBusqueda = [(Prod, [Suma]l)]

donde [suma] es la lista de productos compatibles con
Producto. Se puede observar que, en general, hay mas
sumas con muchos productos compatibles que productos
con muchas sumas compatibles, por lo que la primera
representacién del espacio de busqueda es mis adecua-
da, ya que implementando un filtrado especial, nos per-
mitird mejorar la eficiencia del algoritmo. La generacion
del espacio de basqueda inicial sera:

espacio_inicial :: EspacioBusqueda
espcacio_inicial = [ (pro_de s,s) |

s<-posibles_sumas]
Debemos ahora cribar segin el orden de las afirmaciones:

type FiltroP = Prod->EspacioBusqueda->Bool
— Filtra con afirmaciones
— del primer jugador
criba_P_con :: FiltroP->EspacioBusqueda
->EspacioBusqueda
criba_P_con f es =
[(ps’,s’) | (ps,s’')<-es,
ps’:[p]p<—pS, f p esl,
ps’ /= [11]

type FiltroS = Suma->[Prod]->Bool
— Filtra con afirmaciones del segundo
criba_S_con :: FiltroS->EspacioBusqueda

->EgpacioBusqueda

criba_S_con _ [l= [1
criba_S_con f ((ps@(p:ps’),s):es’)
= (ps,s):criba_S_con f es’, if f s ps

= criba_S_con f es’, otherwise

La funcién criba_P_con aplica el filtro
para cada suma y cada producto com-
patible de la lista. Sin embargo,
criba_s_con aplica el filiro para una
suma, y si no se cumple, elimina del
espacio de bisqueda dicha suma junto
con todos sus productos compatibles
en una sola vez. Los filtros para las dis-

tintas afirmaciones seran:

£3 :: FiltroP

f2,f4 :: FiltroS

f2 s es =

and [varios (sum_de p es) [ p<-pro_de s es]

f3 p es = uno (sum_de p es)

f4 s es = uno es

donde las funciones pro_de y sum_de
ahora tienen un tercer argumento (el
espacio de bisqueda):

sum_de p es = [s | (ps,s)<-es, p ‘elem’ ps]

pro_de s es = [p | (ps,s’)<-es, s’'==s, p<-ps]

La solucién al problema seri:

sol = criba_S_con f4 . criba_P_con f3

criba_S_con f2 espacio_inicial

6. Otros acertijos

Otro tipo de problemas mas complejos
son aquellos acertijos en los cuales el
nGmero de personas que intervienen es
mayor (tres o cuatro personas), cada
una ve algunos datos de los restantes
(pero no el suyo). Ejemplo de ello es la
siguiente variante del problema de los
sombreros (un curioso problema atri-
buido a J.Sebelik, 1983):

Tres personas -SEBELIK, PACO y BLAS - se
encuentran en mid babz‘i‘ac'ién,k de forma
que SEBELIK ve a PACO y a BLAS, y PACO ve
solo a BLAS (BLAS -como cast ‘Siehyb}‘e -no.ve
nada). En una ‘fmesd~ de otra babitacion hay
cinco sombyreros, dos 11egros y tres blancos. Se
apagpi la luz; un “arbitro” toma tres sombre-

ros de la mesa y los coloca en las cabezas de




las personas; después de encender la luz, se
-escucha el siguiernite diélogo:
SEBELIK:- Yo no se el color de mi
sombrero.
PACO.- En ese caso, ya sé el color del
mio. !

¢De qué color es su sombrero?

Otra variante del problema es para cua-
tro personas:

SEBELIK, PACO, PEPE y BLAS, (SEBELIK ve a
“todos, PAGO también ve a todos, PEPE ve
solo a BLAS, y, de nuevo, BLAS no ve nada);
los sombreros abora son dos blancos, uno
negro, uno rojo y uno verde, y el didlogo es
SEBELIK.- Yo no sé el color de mi
sombrero.
PACO.- En ese caso, yo tampoco.
PEPE- (Ajd!, ya sé el color del mio.

El lector puede comprobar que las téc-
nicas descritas anteriormente son ficil-
mente generalizables a tales problemas;
algunos de los resultados demostrados
anteriormente seguirdn siendo validos
con ligeros retoques.

7. Conclusiones

En este articulo hemos visto como un
lenguaje funcional moderno puede ser

Blas C. Ruiz
Francisco Gutiérrez
José E. Gallardo
Departamento de
Lenguajes y Ciencias
de la Computacién.
Universidad de Malaga

utilizado para describir la solucién a problemas de forma
proxima a la notacién del matemdtico. Ciertas conjeturas
derivadas de la ejecucion del programa con ligeros cam-
bios conducen a un estudio detallado de éstos; y vicever-
sa, un estudio detallado de la formulacion matematica del
problema permite una descripcién eficiente de la solu-
ciéon. Esta fuerte conexién ayuda a los alumnos a consi-
derar las Ciencias de la Computacién como una discipli-
na dentro de la matemdtica.
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5. los |ogohpos de la Federacnon y de la Olimpiada figuraran en fodos los i lmpresos y propagand
6. Por problemas de organizacién, las sociedades participantes deberén respetar. los plazos qu
ta del coordinador de la Ohmpladc.

8.
9.
liares de los alumnos participantes.
10. La Junta de Gobierno podré invitar a esta Fase a estudiantes que haycxn parhcrpado en Foses prevuas orgqn

mir la enfidad invitada los gasros que genere su participacion.
11. Participaran alumnos que estén matriculados durante ese afio en el 8.° nivel de EGB o en el 2.0 de Ensenunzo Secund’
12. Los participantes deberan cumplimentar aquellos documentos que se les soliciten, en particular: -
a) . Permiso familiar para su participacion. .

b} Seguro de enfermedad.

c) Consentimiento propio.

13. Cadd prueba no puede durar més de dos horas.

14. Debe existir al menos und prueba individual y ofra por equipos.
15. Los problemas que se propongan deben tener al menos las siguientes camctenshcas
a) " Que no sean ejercicios estrictamente mecénicos. k
b)" Que alguno tenga un cierto grado de dificultad; mientrds ofros deben poder ser resueltos: por la mayorld '
cJ Que la redaccion sea torolmente clara evitando interpretaciones, salvo que ese sea ol ob]ehvo -
16. El coordinador, que | formard e qulpo con los coorqudores de las fases previas, serd el responsable de | propone el contenido «
pruebas, asi como de fijar los criterios de correccmn, debiendo realizar cuantos consulfas estime conveniente anfesdk fomar la d

sién final. También fijaré los premios que se otorgardn. . ; ;
17. El coordinador recopilaré toda la informacién precisa para la publlcaaon de un libro dedicado a lc Ohmpluda. ,

Otras actividades -
18. El coordinador puede organizar otro tipo de pruebas o actividades, o demas de las dntenores, (to!leres,‘conferen
conveniente y 5|empre que no se recurgue en exceso el horario de Ios parhmpanfes. ' ‘ ~

contemplar estos aspectos.
Sobre la duracién

20. Aunque esfe aspecto dependeru de ch socnedod orgqmzadorq y de |os med;os' e c
(excluyendo el ’rras]ddo), prefenblemenfe en el mes de |Umoh .

22. La Federacién pubhcaré cada afio un libro revia
ofrecidas por los participantes, lista de participantes y coordmadores, etc. Las pruebas sep

Sobre la financiacién ‘

23. Teniendo en cuenta la espemflCldad de la Somedad Canaria, la Federacron flncnclcra los: gasto ~

pta/persona. ~ o ;
24. La Federacion adelantara a la sociedad organizadora una cantidad cuya ”c'u‘dnﬁdjfi‘idrée

Sobre la liquidacion
25. En la primera Junta de Gobierno que se celebre, fras la finalizacion de la Olrmpla
informe ‘sobre su desorrollo y financiacion, asi como aquel!qs sugerenclas que le i

siguientes ediciones.
Sobre la interpretacion de este reglamento

26. Cudlquier decision que modlﬁque o contradlgq lo que se esfablece
o, en su defecto, a la Secretaria General la cual dara respuesict tra




respecfo a

La categoria semantica de
igualacion. Rasgos distintivos

las de cambio

y compadracion

Jaime Martinez Montero

Manvuel Aguilar Villagran

El presente informe aporta
datos experimentales que
justifican que la categoria
semantica de igualacién,
dentro de las estructuras
aditivas, es sustancialmente
distinta a las de cambio y
comparacién. Al hilo de los
resultados, se ofrecen pautas
para la secuenciacion
de los PAEV aditivos.

ntroduccién

Los problemas aritméticos elementales verbales (PAEV en
adelante) de una etapa estructurados en funcién de cate-
gorias semadnticas tienen una apariciébn reciente en la
literatura cientifica. El trabajo de Puig y Cerdan (1988) los
divulga en nuestro pais, y un panorama abreviado de los
mismos se puede ver en Bethencourt (1994). Una division
tipica de estos problemas ha sido considerarlos agrupados
en dos grandes estructuras: aditivas y multiplicativas. Los
problemas de cambio, comparacion e igualacion, asi
como los de combinacion, estarian comprendidos dentro
de las estructuras aditivas.

No todos los autores contemplan la categoria de iguala-
cion con entidad suficiente como para datle personalidad
propia. Los trabajos de Heller y Greeno (1978), Nesher y
Katriel (1978), Nesher, Greeno y Riley (1982), y De Corte,
Verschaffel y De Win (1985) estarfan entre ellos. Para
ellos, la categoria de igualacion habria que considerarla
como un hibrido de las de cambio y comparacion. Sin
embargo, y de acuerdo con otros autores (Carpenter y
Moser, 1982 y 1984; Carpenter, Hiebert y Moser, 1981 y
1983; Fuson, 1992 y Martinez Montero, 1995) igualacion
tendrfa caracteristicas propias.

Fl presente trabajo quiere establecer la necesidad de consi-
derar la categorfa de igualacion como distinta de las de cam-
bio y comparacion, afiadiendo evidencias empiricas a los
datos que, en este sentido, ya obran en la literatura cientifica.

Planteamiento general

Las diferencias existerites entre las categorfas de cambioy
comparacion y la de igualacion se pueden poner de
manifiesto desde dos perspectivas: , ~




a) La modelizacion de las situaciones de igualacién con
materiales concretos es distinta a las de cambio y
comparacién. Respecto a la primera, presenta inicial-
mente dos cantidades, mientras que cambio sélo pre-
senta una. Respecto a la segunda, la resolucién de la
situacién planteada no requiere nuevos materiales,
mientras que si es esencial tal aporte en el caso de
que la situacién sea de igualacién. Por todo ello, pre-
senta una diferencia fundamental respecto a cambio
en la situacion inicial, y respecto a comparaciéon en la
situacion final.

b) No hay una relacién entre los diversos tipos de pro-
blemas identificados con el mismo digito dentro de
las diversas categorfas. Por decitlo de una forma
breve, los niveles de dificultad de’cada uno de los
tipos de problemas que componen cada una de las
categorias semdnticas en cuestion o no se correspon-
den o, al menos, no lo hacen en los aspectos funda-
mentales de la logica interna que les sirve de cons-
truccion.

El argumento correspondiente a la primera perspectiva no
requiere de mayores demostraciones. Si, sin embargo el
correspondiente a la segunda. Para poner esto en eviden-
cia, se han pasado a un conjunto de 172 alumnos de los
cursos 3.° (50 alumnos), 4.° (57 alumnos) y 5.° (65 alum-
nos) de primaria, pertenecientes a un colegio publico de
Cédiz, una baterfa de problemas que contenia los seis
tipos distintos de que consta cada una de las categorias.

En la elaboracion de los textos de los problemas se han
controlado las variables de contenido sintictico (proposi-
ciones que lo componen, nimero de palabras, vocabula-
rio empleado, complejidad sintictica), de contexto (for-
mato de presentacion, contexto verbal y formato de la
informacion), de contenido (tépico, campo de aplicacion,
contenido semintico y elementos del problema) y de
estructura (véanse Castro Martinez, 1991, y Webb, 1980).
Los problemas propuestos a los alumnos se reflejan en los
cuadros adjuntos.

Los diversos problemas adoptan dos formas, que requie-
ren exigencias distintas en las respuestas de los alumnos.
En una de ellas los problemas aparecen formulados con
nlimeros muy pequefios (menores de diez), y son de res-
puesta libre. En la otra se presentan con nimeros gran-
des, siendo la respuesta exigida de eleccién multiple entre
cuatro alternativas (las cuatro operaciones basicas). Esta
dltima opcidn se encuentra apoyada por multiples inves-
tigadores (Bell y otros, 1983; Fischbein y otros, 1985;
Vergnaud, 1983 y 1988; Greer, 1987; etc.), puesto que per-
mite diferenciar en una solucién incorrecta del problema
cudndo ésta se deba a una mala eleccién de la operacién
o a un simple error de cilculo (que no es el asunto que
estd en cuestion).

La modelizacion
de las situaciones
de igualacion
con materiales
concretos es
distinta a las
de cambio y
comparacion.

3G.

3P.

4G.

4p

3 M1 tio me da 125 pesetas Con hs que

;Cudntas peseta
Tenia 58 ‘cr‘or‘nosi
tenia 97. jCu4ntos cromos gané?

Tenia 4 pesetas. Mi madre me da dine-
1o. Ahora tengo 9 pesetas. (Cuantas
pesetas me ha dado mi madre?

Tenfa 153 pesetas. después de comprar
caramelos me quedaron 94 pesetas.
Cudnto dinero me gaste’

Tenia 7 cromos. Después de jugar me

quedan 2. ;Cudntos cromos he petdido?

quedan 72 cCuantos cmmos tema‘ ntes

6P.

de jugal? . ;
He perdldo ;ugando 3 cromos. ; Me que-

dan 5. CCuantos tema cuand‘ empece a

jugar?

PROBLEMAS DE COM ARACION .

muieres cCuan os
mujeres trabala




En el colegio hay 264 chicas. Hay 39
as mds que nifios, ;Cudntos nifos

g0 6 ldpices de colores. Tengo 4
as que boligr: afos ¢Cuantos bohgrafos
ngo? -

n la clase hay 238 lapices de colores
Hay 53 ldpices menos que bohgrafos
sz’mtos boli 3rafos hay’ ‘

En un equipo hay 3 ninas, y hay 2 ninas
menos que nifos, CCuantos‘ ninos hay
en ese equipo?

ROBLEMAS DE IGUALACION

Juan tlene 259 pesetas Andxes tlene
- 293 pesetas LCuantas pesetas mas tlene
que tener Andxes para tener las rmsrms
' que Juan? : .

Maria tiene 5 cromos Ines tiene 3
/Cudntos cromos mas debq;tene‘r,lnes

~ para que tenga los mismos que Matria?
2G.

Inés tiene 162 cromos, Maria tiene 144.
¢Cuntos cromos tiene que perder Inés
’ para tener los mismos que Maﬁé""“ “
2P, Nicolas tiene 7 pesetas Roberto t1ene 5 !
| JCudntas pesetas se uene que gasteu

_ Nicolds para tene1 Ias m1srnas e
kRobe;to? -
SG ‘El Real Madud ha maxcad‘ 89 g
: el Zaxagoza marcara
 drfa los mismos que
; gCuéntOs goles ha malj

Rocio tiene 5 chicles
2 chidles tiene los mi
¢(Cuantos chicles tien

3P,

4G. En una tienda de chucl

chicles. Si venden 23

;41)‘. ‘

5G. Tengo 126 cromos. Si m:
los mismos que Luis.
tiene Luis?

SP.

6G.
queda el mismo dmelo
(Cuanto dinero tiene J.

6P, Tengo 6 caramelos, S1‘ do”:

con los mismos que Luis. cCu’m S czua—
~melos tiene Luis? -

..para establecer
el indice de
dificultad de cada
uno de los
problemas se
descuenta el
porcentagje de los
mismos que han
sido bien resueltos
con numeros
grandes, pero mal
resueltos con
nimeros
pequerios.

Resultados

De forma previa a la exposicién de los mismos, queremos
destacar el papel jugado por los problemas formulados
con niimeros muy pequehos. Este consiste en modular los
resultados obtenidos en los expresados con nGmeros
grandes descontando en buena medida la influencia del
azar en la eleccion de la operacion. El fundamento es sen-
cillo: se puede establecer que si un alumno no sabe resol-
ver un problema con niimeros muy pequefios cuya mani-
pulacién no requiere el empleo de operaciones, tampoco
sabrd resolver el mismo problema si ademds requiere las
destrezas afiadidas de elegir la operacion y saber efec-
tuarla.

Por ello, para establecer el indice de dificuliad de cada
uno de los problemas (o porcentaje de aciertos en la reso-
lucién de los mismos) se descuenta el porcentaje de los
mismos que han sido bien resueltos con ntmeros gran-
des, pero mal resueltos con nimeros pequefios. Los resul-
tados obtenidos han sido los siguientes:

Tipos Cambio Comparacion___Igualacién
Tipo 1 72,2 50,0 47,9
Tipo 2 81,9 74,7 72,8
Tipo 3 39,8 62,0 45,6
Tipo 4 68,1 72,3 26,5
Tipo 5 53,8 38,6 77,5
Tipo 6 56,2 32,5 68,6

Si, en lo que se refiere a la tipificacion de la dificultad de

los problemas en las categorias cldsicas de Muy ficiles,

Fdciles, Medianos, Dificiles y Muy dificiles se utiliza el

baremo empleado por Cerda (1978), Arnal (1988), Garcia

Hoz y Pérez Juste (1989) y Pérez Juste y Garcia Ramos

(1989), tendriamos la siguiente clasificacion:

e Problemas muy fdciles: cambio 2 e igualacidén 5.

e Problemas féciles: cambio 1, cambio 4 y cambio 6;
comparacion 2, comparacién 3 y comparacion 4; igua-
lacion 2 e igualacion 6.

e Problemas medianos: cambio 5; comparacion 1; igua-
lacién 1 e igualacién 3.

e Problemas dificiles: cambio 3; comparacion 5 y com-
paracién 6; igualacién 4.

e Problemas muy dificiless Ningn problema ha sido
resuelto por menos del 25% de los alumnos.

Esta clasificacién nos lleva a hacer diversas consideracio-
nes:

1) El orden de los digitos que tipifican los diversos tipos
de problemas dentro de cada categoria no sirve de
indicador de la dificultad de los mismos, contraria-



2)

3

%3]

5

mente a lo expresado por otros autores (véase, ppr
ejemplo, Nesher y otros, 1982).

Se puede establecer una gran similitud en los resulta-
dos obtenidos entre los dos primeros tipos de compa-
racion e igualacién, pero no asi entre éstos y los mis-
mos tipos de cambio. A mayor abundamiento, los
tipos 2 de las dos primeras categorias acusan por igual
el impacto de la inconsistencia o incongruencia del
lenguaje empleado con el tipo de operacion requeri-
do para su solucion (véanse Lewis y Mayer, 1987).
Igualacién 3 v 4 se comportan, dentro de la catego-
tia, de forma parecida a comparacion 5 y 6. Ambos
se presentan como los problemas mds dificiles. En
ambos casos se puede ver también el resultado de la
inconsistencia del lenguaje, ya apuntado en el parra-
fo anterior. Cambio 3 y 4 tienen un comportamiento
muy distinto entre si. Mientras que cambio 4 se con-
vierte en un problema ficil, cambio 3 es el mds dif-
cil de la categoria. )

Cambio 1y 2, comparacién 2, 3 y 4, e igualacion 5y
6 vienen a comportarse de forma similar. Todos ellos
son problemas de lenguaje consistente (las palabras
claves «mds» o «menos» coinciden con el sentido de las
operaciones que hay que emplear, suma y resta, res-
pectivamente).

La categoria de igualacion presenta un perfil neta-
mente diferenciado respecto a las de cambio y com-
paracion.

Conclusiones

Lo hasta aqui reflejado puede tener unas claras conse-
cuencias en el trabajo en el aula dentro de los primeros

cursos de la ensefianza. Sucintamente podrian ser:

a)

b)

o)

Se debe atender a la ensefianza-aprendizaje de la
categoria de igualacién de una forma explicita y dife-
renciada respecto al resto de las categorias.

Secuenciar los diversos tipos de PAEV, dentro de cada
categorfa, en orden a la dificultad de los mismos en
funcién del digito que los identifica, no parece ser el
criterio mas realista para establecer el gradiente de
dificultad adecuado a la progresion que deben seguir
los nifios en el aprendizaje de los mismos.

En el proceso de ensefianza-aprendizaje de los PAEV
se deben abordar conjuntamente problemas de diver-
sas categorfas que tengan un nivel de dificultad simi-

lar. Por ejemplo, pueden abordarse a la vez los pro- |

blemas de cambio 1y 2, comparacién 2, 3y 4, e igua-
lacién 2, Sy 6. De la misma forma, y con posteriori-
dad a los anteriores, se deben trabajar los problemas
de cambio 4, 5 y 6, comparacion 1 e igualacion 1.

Se debe atender a
la ensenanza-
aprendizaje de la
categoria de
igualacion de una
forma explicita )
diferenciada
respecto al resto
de las categorias.

...se deben
abordar
conjuntamente
problemas de
diversas categorias
que tengan
un nivel de
dificultad similar

Finalmente, se debe prestar muy
especial atencion a los problemas
de cambio 3, comparacion 5y 6 e
igualacion 3 y 4. Estos altimos
requieren, de manera notable, un
mayor grado de madurez y domi-
nio del lenguaje por parte de los
alumnos, por lo que la ubicacion
del aprendizaje de los mismos
debe situarse en los Gltimos cursos
del nivel primario.
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Del dicho al hecho...

Las vivencias personales
como estudiante, las
creencias sobre la disciplina
cientifica, las concepciones
sobre el trabajo de profesor
y alumno, y las actitudes
ante la asignatura forman un
bucle que se refroalimenta a
lo largo del proceso de
ensefianza-aprendizaje de
las matemdticas.

Este arficulo pretende
reflexionar acerca de las
alteraciones que se producen
en ese bucle al modificar las
experiencias matematicas de
los estudiantes.

Jose Maria;Gdirirzi Sallan

ara nuestros escolares la asignatura de matemiticas es
materia de estudio obligatorio en todos los cursos de edu-
cacién primaria y en buena parte de los de secundaria.
Este «privilegio» lo disfrutan muy pocas disciplinas escola-
res, por lo que los estudiantes conceden a las asignaturas
de matemadticas una importancia prioritaria en su curricu-
lum (Arana y otros, 1985). Y, claro esti, una materia tan
importante en el sistema escolar —a lo que no es ajena la
creencia de la sociedad—, provoca que las asignaturas de
matemdticas no sean anodinas para el alumno sino que
despiertan reacciones positivas o reacciones negativas
(Corbaldn y otros, 1984). Ademis, y a lo largo de varios
afios, los alumnos viven la experiencia personal y directa
de la adquisicion de los conocimientos matemiticos en el
contexto concreto de un sistema educativo determinado.

En este proceso formativo los estudiantes adquieren, de
una parte, unos conocimientos cientificos concretos
sobre la ciencia matematica; ademas, los alumnos tam-
bién van forjando sus propias creencias en torno a las
matemdticas como disciplina cientifica. Estas creencias
influirdn en sus actitudes hacia la materia y determinaran
el método de estudio. Por tanto, y como profesores de las
asignaturas, resultan de gran interés preguntas como:
{qué opinién se forman los alumnos de esta materia?,
¢qué caracterizacion dan los estudiantes a las matemati-
cas como disciplina cientifica? Encontramos respuestas en
los trabajos de Borasi (1990), de los que entresacamos
algunas de las opiniones que tienen los alumnos sobre
las matemdticas:
e El conocimiento matematico ha existido siempre y es
un producto terminado.
* En matemdticas no hay mis alternativas que la certeza
o la falsedad.
e Tanto en los hechos como en los procedimientos no
hay lugar para los juicios personales.



e La actividad matemdtica, tanto de los profesionales
como de los estudiantes, consiste en dar la respuesta
correcta a problemas.

e Los problemas estin siempre bien definidos y tienen
una solucién exacta y predeterminada.

Desde estas creencias resulta coherente que los estudian-
tes consideren que las asignaturas de matemdticas estén
separadas en dos partes bien diferenciadas:

e Las matemadticas tedricas, las matematicas de las defini-
ciones, pruebas y demostraciones, que los alumnos
perciben como actos rituales del profesorado de la
materia, que valoran de poca utilidad para su trabajo
en la asignatura y que escuchan sin participar.

s Las matemdticas practicas, las matematicas vistas como
actividades de aplicacion de los algoritmos adecuados
a los problemas propuestos, las matematicas en las que
participa el alumno.

Esta doble perspectiva de las matemiticas delimita las
condiciones del aprendizaje: los alumnos priorizan la
memorizacién frente a la comprension de los conceptos y
métodos; a cambio, exigen de sus profesores que les
hagan propuestas de trabajo claras y bien definidas —los
buenos profesores son aquellos que nunca les provocan
situaciones confusas.

Asi queda perfilado un sistema escolar en el que el méto-
do de transmisioén del conocimiento matematico forja en
los alumnos unas creencias bien definidas. A su vez, estas
creencias provocan en los alumnos unas actitudes con-
cretas para el aprendizaje y definen los roles que corres-
ponden tanto a los estudiantes como a sus profesores. De
este modo, el proceso de ensefanza-aprendizaje queda
plenamente orquestado para que el alumno viva nuevas
experiencias que refuercen sus creencias acerca de la
ciencia matematica y de su estudio.

Para reforzar con un ejemplo toda la argumentacién ante-
rior, y en el primer apartado de este trabajo, se revisa el
tratamiento que dan los libros de texto al tdpico matema-
tico de las progresiones aritméticas. También se presenta
un resultado matematico no habitual en los curricula esco-
lares, el teorema que denominamos niriag, con la inten-
cién de que el lector pueda vivenciar experiencias simila-
res a las que tan acostumbrados estin nuestros estudian-
tes. Con estos materiales dispondremos de mis informa-
cién acerca del método habitual de transmisién de los
conocimientos matemiticos, las que denominamos mate-
maticas dichas, asi como de la influencia que ejerce el
mismo sobre las concepciones que tienen los alumnos de
las matematicas.

Y una vez descrita la situacién existente, ;qué se puede
hacer? Nuestra propuesta es la de variar las experiencias
matematicas de los alumnos, puesto que si no se modifican
éstas tampoco variaran sus creencias sobre las matematicas.

...Jos alumnos
priorizan la
memorizacion
frente a la
comprension de
los conceptos y
métodos; a
cambio, exigen de
sus profesores que
les hagan
propuestas de
tr’aéa]'o claras y
bien definidas. ..

Ahora bien, del estudio de Camacho
(1995) se deduce que no es suficiente
aumentar las exigencias sobre las que
suelen llamarse matemdticas tedricas.
En el mencionado estudio sobre las
concepciones y actitudes hacia la mate-
madtica, se pone de manifiesto que las
respuestas de los estudiantes de 5.°
curso de la licenciatura de matemadticas
y de los estudiantes del CAP —en su
mayor parte licenciados en matemati-
cas— no son distintas de las que apare-
cen en el estudio de Borasi, anterior-
mente citado. Y eso que los estudiantes
y licenciados en matematicas tienen un
mayor bagaje experiencial en formular
vy demostrar teoremas matematicos,
puesto que, en general, la evaluacién
de la matematica tedrica tiene un
importante peso en la calificacion de
las asignaturas universitarias.

Si, como como acabamos de indicar, el
incremento de las matemdticas dichas
no incide en la modificacién de las con-
cepciones de los estudiantes, habrid que
optar por las matematicas bechas, por
las matemiticas que, como indica
Fischbein (1990), construyan los alum-
nos. Entendiendo que construir las
matemadticas significa sustituir la comu-
nicacién de conceptos y habilidades
descontextualizadas y abstractas (mate-
méticas dichas) por la presentacién de
medios adecuados para desarrollar en
los estudiantes los habitos de pensa-
miento y los puntos de vista de los pro-
fesionales en este campo.

Esta nueva perspectiva exige la consi-
deracién de la matemdtica como crea-
cion de la mente humana, la matemati-
ca como resultado del trabajo real de
unos profesionales que disponen de
unas herramientas, un modo de pensar,
un método artesanal de trabajo y una
manera de presentar los resultados que
son peculiares y caracteristicos de la
produccién matemdtica. Y, claro estd, la
manera mis adecuada de conocer una
profesién es ejercerla.

Dedicando tiempo y esfuerzo se pue-
den hacer trabajos sencillos de cual-
quier profesioén; aunque alcanzar la
consideracién de maestro artesano, de




profesional prestigioso, exige, ademds,
unas actitudes y capacidades mas espe-
cificas. En consecuencia, con el debido
tiempo y con los esfuerzos necesarios
los estudiantes también pueden hacer
trabajos como matematicos, siempre y
cuando se modifiquen los papeles y las
relaciones del sistema escolar: el alum-
no ejerce el trabajo del aprendiz de una
profesion (Silver, 1990; Lave y otros,
1988), el trabajo de la persona que, bajo
la tutela del maestro, va paulatinamente
adquiriendo los conocimientos del pro-
fesional. El profesor ocupa, entonces, la
posicién del maestro artesano, la del
experto profesional, que tiene a su
cargo a un colectivo de aprendices a los
que va educando en la profesién; y el
conocimiento matemdtico es el resulta-
do de los trabajos que realizan los alum-
nos acompafiados de su profesor.

En la segunda parte de este trabajo hay
un ejemplo de matemadticas hechas, de
cémo los alumnos pueden ir encade-
nando actividades matematicas que les
lleven desde el enunciado de un pro-
blema hasta la completa resolucién del
mismo. En la descripcion de este traba-
jo se incluyen algunas consideraciones
acerca del paso desde los resultados
parciales a la formulacién de hipdtesis.
Después, la confirmacién de la hipote-
sis se presenta como una prolongacién
de los trabajos previos, como una refor-
mulacién de resultados ya obtenidos,
como consecuencia de aplicar el pen-
samiento deductivo a situaciones ya
conocidas; en suma, la demostraciéon es
un producto tangible para el alumno,
no es un producto que se ha elaborado
al margen de su propia experiencia.

1. El dicho

Sin entrar en la casuistica particular,
observemos una forma general de pre-
sentacion de situacién real de ensefian-
za tal y como se formula en distintos
libros de texto. Y como nficleo de ansli-
sis elegimos el tema de progresiones
aritméticas que es un topico que se
muestra por primera vez al alumnado.

Cuando no haya
mds preguntas de
sus interlocutores
la demostracion
se dara por
explicada y
pasard, se supone,
a engrosar el
conjunto de
conocimientos de
los estudiantes.

En los manuales consultados aparecen diferenciadas dos
partes: tareas que son propias del profesor y tareas que
corresponden al alumno.

Tareas del profesor

Es responsabilidad del profesor la presentacién de los
conocimientos. Y entre ellos, llama la atencién la unifor-
midad con la que los distintos libros de texto presentan
las demostraciones. Asi, por ejemplo, el lector puede
comprobar que no se encuentran variantes significativas
en los distintos manuales escolares en la forma de pre-
sentar la demostracién de, por ejemplo, la suma de los
términos de una progresidn aritmética limitada. Mis o
menos, se dice:

Sea la progresion a,,.a,, a,, ..., 3, ,, ., 4,

La suma de los términos de la progresién, S, seri:
S=a +a,+a

st T ta, tay

o también:

S=a1n+an_1+an_2+...,+213+212+a1

Sumando en columna:
28 =(apta) + (@ta D+ .. + (3 +a) + (a +a)
Puesto que las sumas de cada paréntesis son iguales
a; + a
n 1 n
2

S =

El profesor, claro estd, intercalard cuantos comentarios
estime oportunos para que los alumnos puedan seguir los
pasos de la demostracion. Cuando no haya mas pregun-
tas de sus interlocutores la demostracion se dard por
explicada y pasari, se supone, a engrosar el conjunto de
conocimientos de los estudiantes. Después del discurso
del profesor al alumno queda convencido de la que la
demostracién es correcta. Ademds, también percibe el
ingenio de quien haya utilizado tan sutiles argumentos y
que, a buen seguro, a él no se le habrian ocurrido. Ahora
ya sabe que su trabajo serd recordar, de una parte, los
pasos de la demostracion (para el momento en que pue-
dan evaluar su conocimiento) y, de otra parte, el resulta-
do obtenido (para aplicarlo en los problemas que le seran
propuestos).

Se puede suponer que los estudiantes han llegado a cap-
tar o comprobar cada paso de la demostracién, pero tam-
bién hay que suponer que no comprenden la razén de
que as se haga, ni cuiles son las ideas basicas que hacen
surgir esa idea, ni tampoco cudl es el método que se ha
seguido hasta llegar a la demostracion.

¢Y cudl ha sido la experiencia del alumno? Pues la de
encontrar argumentos que fortalecen creencias sobre las
matematicas como las anteriormente mencionadas: el
conocimiento matematico no se transmite mas que como




un producto terminado y que estd revestido, eso si, de
argumentos que garantizan la validez del mismo. Ademis,
tiene una nueva experiencia que le reafirma en su papel
de espectador pasivo del quehacer matemdtico: no puede
aportar opiniones personales ante resultados tan bien

organizados que, a buen seguro, son patrimonio exclusi-
vo del ingenio de quienes hacen las matematicas.

Tareas de los alumnos

Los trabajos que han de realizar los alumnos se pueden
clasificar en:

a) TFjercicios de aplicacién directa de conceptos y pro-
cedimientos:
e Escribe los términos 3, 10, 15 y 20 de la sucesién
a,=n/n+D
e Dadosa, =4;d=2;n=8 Hallara yS.

b) Problemas en los que un proceso de deliberacién
permite superar los obstaculos que ocultan el objeti-
vo a alcanzar:

e Hallar el término general de la sucesion: 1/3, 4/11,
7/18, 10/25,...

e Calcula los dngulos de un cuadrilitero sabiendo
que estidn en progresién aritmética y que el menor
mide 60°.

o ;Cudntas campanadas dard un reloj durante un dia
entero si solo toca las horas?

A la vista de esta prictica educativa, queda claro que las
tareas de los alumnos, como ellos habian denunciado, son
prioritariamente de aplicacién, directa o indirecta, de
algoritmos. Son muy escasas las tareas propuestas que
demanden de los estudiantes un razonamiento inductivo
(que los resultados de observaciones de casos particula-
res produzca la formulacién de conjeturas), lo que reafir-
ma la creencia de los alumnos acerca de la presentacién
de problemas bien definidos.

Y si decimos que la formulacion de hipétesis es escasa, la
confirmacién de hipétesis (construyendo una demostra-
cién) o refutacién de hipotesis (buscando un contraejem-
plo o demostrando su inviabilidad) no existen en los
libros de texto consultados, no son tareas contempladas
como propias de los alumnos. En suma, no se contemplan
actividades en las que los estudiantes utilicen razona-
miento de tipo deductivo.

Una vez explicitado el trabajo que corresponde al alumno
en este tema concreto de progresiones aritméticas, hay
que admitir que su experiencia matematica es limitada: al
alumno se le han dicho unos resultados matematicos,
pero no le han ensefiado cdmo conseguirlos. Tampoco la
realizacion de ejercicios y problemas, como los que se le
proponen, va a serle de utilidad en la comprension de los
resultados que le han explicado. Y, como al alumno se le

Son muy escasas
las tareas
propuestas que
demanden de
los estudiantes
un razonamiento
inductivo

cierra la posibilidad de conocer cémo
actan los que construyen el conoci-
miento matemdtico, resulta comprensi-
ble que vean a las matemdticas del
modo que se menciond anteriormente.

A modo de experiencia per-
sonal

Personalmente no tengo recuerdos pre-
cisos de mis experiencias como alum-
no. Es posible que al lector le ocurra
otro tanto. Aun cuando somos cons-
cientes de las limitaciones que ello
comporta, pensamos que buena parte
del discurso anterior se hard mis com-
prensible si el amable lector simula que
acta como alumno y que en el aula se
vierte un discurso similar al que expo-
nemos a continuacién:

Teorema niriag. Se dispone de un table-
ro como el de la figura, en el que hay »
(1 impar) fichas numeradas y colocadas
en la disposicién que se indica:

Si se cumplen las condiciones siguientes:

1. En cada casilla no puede haber
més de una ficha.

2. Las fichas cambian de posicion,
hacen un movimiento, de una de
las dos siguientes maneras:

i. Desplazar una ficha a una casi-
lla vacia, tanto de derecha a iz-
quierda como al contrario:

> [0]0] |

ii. Una ficha puede saltar por enci-
ma de otra ficha, siempre y
cuando exista una casilla vacia

> [_le[o

Entonces, el menor nimero de movi-

mientos que permite pasar de la posi-
cién inicial a la posicion final que indi-
ca el grifico es M, = n(n+1)/2

]



‘Demostracion:

Obsérvese que para conseguir llegar a
la posicion final empleando el menor
namero de movimientos lo que hay
que hacer es que las fichas salten todas
las veces que sea posible, puesto que
en cada salto se avanzan dos casillas,
mientras que con un desplazamiento se
avanza una sola casilla.

a) Contabilicemos, por tanto, el nime-
ro de saltos. Comparando las posicio-
nes inicial y final observamos que las
fichas necesariamente han de saltar
unas sobre otras. Para facilitar el traba-
jo, y puesto que no influye en el resul-
tado, vamos a suponer que las fichas de
naimero mayor saltan sobre las fichas
de menor numeracion, por ejemplo, la
ficha de nimero 4 saltard por encima
de las fichas de niimeros 1, 2 y 3, y no
efectuard ningin otro salto. De este
modo, se tiene:
e La ficha de ntimero n salta por enci-
ma de las n—1 de menor numeracion.,
e La ficha n—1 salta por encima de las
n-2 fichas de numeracién menor;.

e La ficha de nimero 2 salta por enci-
ma de la ficha nGmero 1.

e Ia ficha nimero 1 no efectda ningin
salto.

Por tanto, el nimero total de saltos sera:

-D+@D+.. . +2+1=

n—-1+1

= (-1 - -‘21<n_1> 165

b) Ahora bien, ses posible conseguir la
) 4

posicion final haciendo exclusivamente

saltos?

Para responder a esta cuestion observe-
mos en la tabla las posiciones inicial y
final (las casillas estdn numeradas y V
indica que la casilla estd vacia):

N.° Posicién Posicidn
casilla inicial final
0 vV n
1 1 n-1
2 2 n-2
3 3 n-3
=2 n-2 2
n-1 n-1 1
n in '

Se observa que la ficha que inicialmente ocupa la casilla
de niimero k termina ocupando la posicién n-k. Y tenien-
do en cuenta que n es impar, n-k serd de paridad dife-
rente a la de k (a la casilla de ntimero 0 se le da la con-
sideracion de casilla pan).

Ahora bien, cada vez que una ficha realiza un salto se
desplaza dos casillas. Por tanto, después de un salto la
ficha ocupa una casilla de la misma paridad que ocupaba.
Pero si las fichas han de ir de una casilla de una determi-
nada paridad a una casilla de paridad opuesta necesaria-
mente han de hacer todos los saltos que puedan y, ade-
mas, un numero impar de desplazamientos, puesto que al
hacer un desplazamiento cambia la paridad de la nueva
casilla que ocupa la ficha desplazada.

Recordemos que el enunciado exige que el nimero de
movimientos sea €l menor posible. El nimero de saltos
no puede ser menor que el obtenido en a), pues de los
contrario serfa imposible alcanzar la posicién final. Por
tanto, €l minimo que buscamos se obtendra si limitamos
a 1 el desplazamiento que deba hacer cada una de las
fichas. En consecuencia, el nimero total de desplaza-
mientos serd: 7 @

De los resultados indicados en (1) y (2) se obtiene el
namero total de movimientos:

n
M, = —(n-1)+ n = n
n 2 2

Y éste es el nimero minimo de movimientos necesarios
para intercambiar la posicién de las fichas puesto que
ahora ya se han efectuado todos los saltos y desplaza-
mientos necesarios. Si se efectlia cualquier nuevo movi-
miento se producirfa alguna permutacion en el orden de
las fichas y ello obligarfa a hacer nuevos movimientos
para restituir la situacion final. c.g.d.

Nota.- Por si resulta mids comprensible: el argumento
empleado para obtener el nimero de desplazamientos
(apartado b), se puede sustituir por el siguiente:

Si hay # fichas (7 impar) se pueden encadenar un maxi-
mo de (n-1)/2 saltos consecutivos; por ejemplo la ficha
de la casilla nimero 2 pasa a la casilla de nimero 0, la
ficha de la casilla nimero 4 pasa a la casilla de nimero
2,... v la ficha de la casilla niimero n—1 pasa a la casilla
de ntimero n—3. Después, es imprescindible hacer un des-
plazamiento; de lo contrario, el Gnico salto posible nos
llevaria a posiciones anteriores: la ficha de la casilla
niimero n-3 volveria a la casilla ndmero n—1. Por tanto,
los desplazamientos que hay que efectuar en total serdn:

-1
Dp-n 222 2 g
2 2

Y ahora, amable lector, de nuevo reclamo su atencién
como un alumno que, a buen seguro, ha seguido los razo-




namientos ‘que se han expuesto y que incluso puede

hacer una valoracién de los mismos en cuanto a la vali-

dez y sutileza de la logica empleada en la demostracion;

aunque también es posible que no haya alcanzado a com-

prender el origen de los métodos vy razonamientos que se

han utilizado. De hecho, pueden aparecerle algunas

dudas razonables sobre los «entresijos» que permanecen

ocultos y en los que se sustenta la demostracion:

¢ (cO6mo se tienen que mover las fichas para alcanzar el
resultado final?;

e (por qué n es impar?

e ;vale el mismo resultado si n es par?;

e hay otro teorema para el caso de que n sea par?;

e (no hay resultados para el caso de ser n par?

La practica habitual del sistema escolar deja al alumno la
posibilidad de encontrar por si mismo la respuesta a las
preguntas anteriores; o la de esperar que entre los acon-
tecimientos venideros aparezcan un nuevo teorema que
contemple alguna de esas situaciones. Entre tanto, al
alumno se le propone que realice las tareas apropiadas,
después de mostrar un resultado matematico, y que seran
similares a las siguientes:

a) Ejercicios:
e Calcular M_ siendo n = 12; 27; 32.
e Sabiendo que M, = 171, jcudnto vale n?

b) Problemas:

* Encontrar el nimero de fichas que hay sobre el
tablero, sabiendo que si se duplica el ntimero de
las mismas, hay que hacer 40 movimientos mas
para invertir el orden de colocacién de las fichas.

* (En qué situacién ocurre que triplicar el ntmero de
fichas produce que el ntimero de movimientos se
multiplique por 8?

Y aqui finalizarfa el tratamiento habitual del reorema
niriag tal y como hemos caracterizado la practica educa-
tiva a través de los libros de texto. Ahora se pueden hacer
valoraciones sobre la utilidad o sobre la estética de los
resultados, se pueden analizar o memorizar aspectos tota-
les o parciales de la demostracién, se pueden hacer los
ejercicios y los problemas,... Y, también, pueden hacerse
otras preguntas de caricter mis o menos material: iqué he
aprendido?, jpara qué me sirve conocer cémo se demues-
tra este dmportante teorema?, ;qué me pueden preguntar
para la evaluacién?, jesta demostracién me ayuda a modi-
ficar la imagen que tengo de las matematicas?,...

2. El hecho

El teorema que hemos llamado niriag es un ejemplo de
como la presentacion de los conocimientos matematicos

Es evidente que el
profesor, al igual
que el alumno,
ha tenido que
acceder a
resultados
matematicos
revestidos de un
cardcter de
infalibilidad vy
que se muestran
de manera
arreglada, bien
pulida y
reorganizada
de acuerdo con
los canones
del método
logico-deductivo

incide en las concepciones que se for-
men los alumnos acerca de las mate-
mdticas como disciplina cientifica. La
presentacién de la matemdtica en torno
al esquema puramente deductivo de
axioma-teorema-demostracién-corola-
1io, que ya fue criticada por matemati-
COS tan prestigiosos como Polya (1966),
Lakatos (1978) o Kline (1976) es la que
vivencian los estudiantes y es, en con-
secuencia, la que alimenta la visién de
la matemitica que tiene los escolares.

Es evidente que el profesor, al igual
que el alumno, ha tenido que acceder a
resultados matematicos revestidos de
un cardcter de infalibilidad y que se
muestran de manera arreglada, bien
pulida y reorganizada de acuerdo con
los canones del método I6gico-deducti-
vo (Davis y Hersh, 1988). También ha
tenido experiencias frecuentes sobre
aplicacion de algoritmos. Y, sin embar-
g0, la visién que tienen los alumnos de
las matemdticas no suele coincidir con
la que tienen sus profesores.

Ocurre que, en general, el profesorado
ha tenido experiencias matematicas
mds completas en su periodo de for-
macién, en el ejercicio de sus tareas
profesionales o en su mundo privado;
el profesor ha hecho matemiticas, ha
trabajado de acuerdo con el método
matematico, ha tenido, en suma, que
usar —de manera separada o en combi-
nacion— tanto del pensamiento inducti-
vo como del pensamiento deductivo
(NCTM, 1989). Y como las experiencias
de los profesores no son iguales que las
de los alumnos, también difieren sus
concepciones sobre la matematica; del
mismo modo que no son coincidentes
las apreciaciones que tienen de Ia
arquitectura aquellos que se limitan a
ver las obras terminadas y quienes tra-
bajan en su construccién.,

Vamos a volver a tomar el caso del teo-
rema niriag para ejemplificar una actua-
cién de un profesor que quiere que sus
alumnos hagan matematicas (a la que el
lector puede sumarse), v en la que se
van intercalando aquellos comentarios
que nos parecen Oportunos.
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Presentacién del enunciado

El profesor no formula ningtn resulta-
do matematico, su trabajo se limita a
hacer una propuesta: presenta el pro-
plema con tres fichas sobre el tablero,
enuncia las reglas de actuacion e indica
los objetivos perseguidos.

El profesor abandona la pizarra y pasa
a tutelar el trabajo de sus alumnos,
orienta, responde a preguntas sobre
aspectos parciales del trabajo, hace
sugerencias,... pero, en ningln caso, da
la respuesta a la tarea. Serd la dindmica
de la clase la que permita, con mayor o
menor presteza, establecer el resultado:
son 6 los movimientos minimos.

Una nueva propuesta del profesor per-
mite, porque el alumno ya estd familia-
rizado con el trabajo, formular un enun-
ciado sencillo para una nueva tarea:
averiguar los movimientos minimos en
el caso de 5 fichas.

Nuevas formulaciones parciales con 7
fichas, 9 fichas,... permiten llegar a esta-
blecer el enunciado del problema ini-
cial en términos mds simples: averiguar
los movimientos minimos en el caso de
n fichas, siendo n impar.

Cuando el profesor enuncia el proble-
ma en su totalidad el alumno dispone
de informacién amplia sobre lo que
estd ocurriendo, el problema se le hace
mas familiar y, en consecuencia, tiene
una idea muy precisa de lo que se quie-
re obtener.

Formulacién de hipétesis

La nueva tarea propuesta exige analizar
mas o menos casos particulares con la
intencién de obtener los datos suficientes
que permitan formular una hipétesis. La
recogida de informacion puede sinteti-
zarse en una tabla similar a la siguiente:

N.° NRS
fichas movimientos
3 6
5 15
7 28
9 45
66

El profesor
abandona
la pizarra y pasa
a tutelar el trabajo
de sus alumnos,
orienta, responde
a preguntas sobre
aspectos parciales
del trabajo, hace
sugerencias, ...
pero, en ningin
caso, da la
respuesta
a la tarea.

Y

A partir de los datos de la tabla hay que formular relacio-
nes entre las dos columnas numéricas. Cada persona escri-
bird cuantas lineas estime oportunas como necesarias para
lograr el objetivo propuesto. Es complicado, por tanto, que
sea el profesor el que decida el niimero de datos que son
adecuados para todos los alumnos de un aula.

Esta nueva tarea exige al alumno la bisqueda de relacio-
nes entre dos secuencias numéricas. Debe emplear el
pensamiento de tipo inductivo para «desenmascarar esas
relaciones numéricas que estdn ocultas; debe pasar del
nimero entendido como una totalidad al nimero enten-
dido como composicion de otros nimeros. Y teniendo en
cuenta que las relaciones numéricas no son Unicas, hay
que esperar que las respuestas de los alumnos sean dife-
rentes, por cuanto proceden de origenes diversos. Con
fines ejemplificadores he aqui alguna de las posibilidades:

HIPOTESIS I. Relaciones multiplicativas

El nimero de movimientos aparece como un producto: el
ntmero de fichas iniciales multiplicado por un ntmero,
variable, que es un poco mayor que la mitad del nimero
de fichas.

N.° N.°
fichas movimientos
3 6= 3x2
5 15 = 5x3
7 28 = 7x4
9 45 = 9x5
11 66 = 11x6

De este modo se obtiene que el nimero de movimientos
es M, = n(n+1)/2

HIPOTESIS II. Relaciones aditivas concatenadas

También pueden verse relaciones con resultados conocidos:

N.° N.°
fichas movimientos
3 6
5 15 = 649
7 28 = 15+13
9 45 = 28+17
11 66 = 45421

Aqui aparecen las igualdades:

M, =6

My=6+9=M+9

M, =15+13=M, + 13 =M, + 9+ 13
Mg=28+17=M,+17=M,+9+13 +17

Mg=M,+9+13+17 + ... + 2n-D



Y teniendo en cuenta que se trata de una progresion geo-
métrica de razon 4, se llega a

2n—1+9(2n—1—9 )
+ 1

Mn =M3+

2 4

= 6+ (n~4)(n;3) = n (n+l)

HIPOTESIS III. Relaciones aditivas independientes

El nimero de movimientos aparece como resultado de la
suma de todos los nlimeros menores o iguales que el de
fichas:

N.° N.°

fichas movimientos

3 6 =1+2+3

5 15 = 1+42+3+4+

7 28 = 142+3+4+5+6+

9 45 = 142+3+4+5+46+7+8+9

11 66 = 142+3+4+5+6+7+8+9+10+11

En estas condiciones, el resultado se configura como la
suma de los nlimeros naturales desde 1 hasta el nimero
de fichas, la suma de una progresidn aritmética. De este
modo el nimero de movimientos es:

M, =H—Tl+1(n—1)=n(

n+1)

Se observa que el punto de llegada, como era previsible,
es igual en los tres casos, pero lo que queremos destacar
es que el origen es muy distinto en cada caso. No es nues-
tro proposito estudiar toda la casuistica que puede darse,
lo que pretendemos es mostrar que una actuacién del
profesor, que se centre en la presentaciéon de resultados
Gnicos, estd cercenando muchas iniciativas particulares de
gran valor formativo para los alumnos.

Aln mas, es posible que los alumnos no presenten los
resultados en la forma simplificada en que lo hemos
hecho nosotros, sino que cada uno adoptard el medio de
comunicacién que considere mas oportuno. Por tanto, la
tarea del profesor serd la de interpretar los pensamientos
del alumnado a través de modos de expresion particula-
res (que, a buen seguro, no coinciden con los razona-
mientos y expresiones del profesor), y consensuar la uni-
formidad en la presentacién de los resultados.

Confirmar las hipétesis

Con el apartado anterior, formulacién de hipétesis, el
estudiante dard por concluido el trabajo, puesto que ya ha
utilizado simbolos matematicos para expresar sus resulta-

...lo que
pretendemos es
mostrar que una

actuacion del
profesor, que se
centre en la
presentacion de
resultados tinicos,
esta cercenando
muchas
iniciativas
particulares
de gran valor
Jormativo para
los alummnos.

dos. Si, como postulamos, hay que
aproximar al alumno al trabajo del
matematico, hay que hacer notar que el
profesional no termina su trabajo al for-
mular la hipétesis, él es consciente de
que la verdad matemdtica se ha de evi-
denciar a través de una demostracion.
La presentacién de conjeturas sencillas
de comprender, como las de Fermat o
Goldbach (Corbaldn y Gairin, 1986),
pondrin de manifiesto ante los alum-
nos la necesidad de argumentar que la
hipétesis es cierta en todos los casos.
También resulta recomendable utilizar
otras situaciones, como el juego que
Guzmin (1984) llama la «Rana saltari-
na», en el que la hipétesis, formulada a
partir del estudio de unos pocos casos
particulares, se desvanece al estudiar
un nuevo caso particular,

Estos ejemplos pueden servir para
situar el papel de la. demostracién mate-
mdtica como herramienta habitual para
determinar la validez de una hipétesis.
Y esta es la invitacién a los alumnos,
dar el salto cualitativo en busca de
argumentos légicos que den respuestas
a una situacién cualquiera, que se
tenga la certeza de conocer el nimero
de movimientos necesarios en el caso
de un tablero sobre el que se sitGan
cualquier nimero de fichas.

El paso de la conjetura a la demostra-
ciébn no es automdtico, pero todo el
trabajo desarrollado en la formulacion
de las conjeturas permite o facilita la
demostraciéon. De hecho, ya se conoce
el aspecto mas importante: el resultado
que hay que probar. Ahora bien, ese
resultado, obtenido mediante el estudio
de casos particulares, se ha hecho ana-
lizando exclusivamente relaciones
numéricas, se ha utilizado el pensa-
miento inductivo. La demostracion utili-
za el pensamiento deductivo para esgri-
mir argumentos que justifiquen el pro-
ducto n(n+1)/2.

A primera vista parece que el valor de
1 se puede corresponder con el nime-
ro de fichas; ahora quedan por deter-
minar dos hechos: de una parte, el ori-
gen del otro-factor (n+1)/2 vy, de otra
parte, el producto de esos factores.




Abordar esas tareas exige de razona-
mientos que ya no estin basados en
relaciones numéricas. Hay que profun-
dizar en las caracteristicas de los resul-
tados obtenidos, hay que analizar el
origen de esos nimeros y asociarlos no
al nimero de movimientos, sino a las
caracteristicas de esos movimientos.
Habra que volver a tomar el trabajo ya
realizado y revisarlo con nuevos ojos.
Hay una necesidad de representar lo
que ocurre en casos particulares para
abandonar el recuento y entrar en el
andlisis cualitativo. La representacion
que usamos (véase cuadtro adjunto)
para el caso de 7 fichas (V indica la
casilla vacia), es un ejemplo de nuestro
nuevo dmbito de trabajo y en el que la
tarea no es la de contar.

Y, de acuerdo con las hipétesis formu-
ladas, se podrin encontrar esas argu-
mentaciones que andamos buscando.
Veimoslo en cada una de las hipotesis
que se han establecido anteriormente:

@) HIPOTESIS I

De acuerdo con su formulacién, y para el
caso de 7 fichas, el nimero de movimientos
que hay que realizar es 7 X 4 = 28. Por
tanto, hay que centrar la atencién en 7,
4y el producto.

— El producto 7 X 4 lleva a pregun-
tarse ;qué ocurre cada 7 movimien-
tos y que se repita 4 veces? Pueden
darse respuestas como que cada 7
movimientos hay un mismo ntime-
ro en la casilla de la izquierda —la
ficha 2 los 7 primeros movimien-
tos; la ficha 4 los 7 siguientes;...

También, a partir del producto 4 x 7,
hay preguntas del tipo jqué ocurre
cada 4 movimientos y que se repi-
ta 7 veces? Responder que, por
ejemplo, los 4 movimientos se
componen de 3 saltos y un despla-
zamiento invita a analizar las
caracteristicas de los movimientos.

b) HIPOTESIS Il

En este caso, hay que entender que los
28 movimientos resultan de sumar
15+13, es decir, los 15 movimientos que
deben efectuarse para invertir el orden

Abordar esas
tareas exige de

. razonamientos

que ya no estan
basados en
relaciones
numericas.

Mov.

10
11
12
13
14
15

16

20
21
22
23

24

25
26
27

28

Resultado
3 4
3V
3 6
3 6
3 6
v 6
1 6
1T 6
1 6
T Vv
1 7
1 7
1 7
v 7
2 7
2 7
2 7
2V
2 5
2.5
2.5
V. 5
4 5

4 5
4 5
4 -V
4 3
4 3



de 5 fichas y otros 13 movimientos que serdn necesarios
para colocar en la posicion final las 2 fichas restantes.

Pero no son tan nitidos los razonamientos l6gicos que jus-
tifiquen esos .13 movimientos que permiten cambiar la
posiciéon de 2 fichas. Asi que los alumnos deben volver a
la situacion real de cambiar 5 fichas y, después, hacer lo
propio con las restantes: si se aborda la tarea de de inver-
tir la posicién de las 7 fichas que ocupan inicialmente la
disposicién V 1 2 3 4 5 6 7 sabiendo que con 15 movi-
mientos se llega a la posicién 543 21V 6 7, la expe-
riencia evidenciard la imposibilidad de alcanzar la posi-
cién final con 13 movimientos.

Se estudian otras alternativas en las que las 5 fichas no se
invierten al principio. La reiterada imposibilidad de alcan-
zar el objetivo final inducen a pensar sobre las causas del
fracaso. El disponer del estudio de los casos particulares
(como el de 5y 7 fichas) permiten observar las diferen-
cias entre lo que ocurre en la realidad y lo que pretende-
mos alcanzar. Como por ejemplo, observar el recorrido
que hacen las fichas desde la posicion que ocupan hasta
la posicidn final.

¢) HIPOTESIS IIT

Para el caso de 7 fichas el ndmero de movimientos se obtie-
ne como 28 = 1+2+3+4+5+6+7. Este resultado, que se le
ocurrird més facilmente a quien haya trabajado con progre-
siones aritméticas, nos llevaria a la demostracion que se ha
expuesto en el teorema niriag. Pero esta demostracion, que
concuerda con las exigencias de la presentacion de resulta-
dos matemiticos, sblo es posible alcanzarla si se hace una
abstraccién de la realidad observada: hay que suponer que,
por ejemplo, la ficha nimero 7 salta por encima de la ficha
nimero 5, cuando en el cuadro anterior vemos que no se
produce esa circunstancia sino la contraria.

Dos posibles argumentaciones

Vemos, por tanto, que la demostracién que en principio
parecia inaccesible para el alumno se le muestra mas cer-
cana si analiza los resultados de los trabajos previos.
Ademas, serdn los trabajos previos y las observaciones de
cada alumno la que le lleven a un proceso de demostra-
cién diferente del de otros compafieros, Veamos dos posi-
bles argumentaciones que parten de hipotesis distintas (I
v ID y que, en consecuencia, usan de razonamientos dife-
renciados:

Argumentacion 1: caracteristicas de los movimientos

Si el alumno ha decidido que su argumentacién hay que
hacerla a partir de las peculiaridades que se observan en
el tipo de movimientos, tiene que buscar comportamien-
tos de caracter general, como los que se mencionan segui-
damente (se incluye una tabla con las casillas numeradas
que facilitard la lectura).

N.%casilla | O

1

2 345 n~-3 n=2 n=1"n

Fichas ’ v

...la demostracion

que en principio
parecia
inaccesible para
el alumno se le
muestra mas
cercana Si
analiza los
resultados de los
trabajos previos. ..

2.3 4.5 -3 n-2 n-1n
Entre los movimientos hay saltos y
hay desplazamientos.

Con los saltos las fichas avanzan
dos posiciones, dos casillas, mien-
tras que con los desplazamientos
se avanza una sola casilla.
Después de una sucesion de saltos
hay que hacer necesariamente un
desplazamiento; en caso contrario,
se volveria a posiciones anteriores
v no se cumpliria la condicién de
emplear el menor ndmero de
movimientos posibles.

En el primer movimiento hay que
hacer un salto: la ficha de la casilla
numero 2 termina en la casilla 0.
Se puede conseguir que, de forma
consecutiva, las fichas que ocupan
casilla pares (fichas con ntGmero
par) avancen dos casillas hacia la
izquierda. Si hay un ntmero 7 de
fichas, se pueden encadenar un
total de (n-1)/2 saltos, siempre
hacia la izquierda.

Al terminar todos los saltos hacia la
izquierda, queda la casilla vacia en
la posicién n~1, y en la posicién #
estd la ficha de ntmero 7. Ahora
no es posible hacer un salto, pues
se volveria a una posicién anterior
(la ficha de ndmero n—1, que estd
en la casilla n—3, pasaria de nuevo
a la casilla n—1). En consecuencia,
se precisa hacer un desplazamien-
to, y el que resulta mis beneficioso
es llevar la ficha de nimero 7 a la
casilla n—1, con lo que la casilla
n-1 queda vacia.

Después del desplazamiento es
posible que las fichas salten hacia
la derecha, comenzando por la
ficha que ocupa la posicion n-2
que saltard a la casilla 7. De este
modo se encadenan una serie de
(n-1)/2 saltos que hace que las
fichas que ocupan las casillas impa-
res avancen dos casillas hacia la
derecha del tablero, y que la casilla
vacia esté situada en la casilla 1.




10.

Seguidamente hay que realizar un
desplazamiento, siendo el mds con-
veniente el de desplazar la ficha
que ocupa la posicién 0 (la ficha
de ntmero 2), a la casilla 1.

A modo de resumen: el tipo de
movimientos mas aconsejable es el
de enlazar (n—1)/2 saltos consecuti-
vos vy, seguidamente, efectuar un
desplazamiento. Podemos denomi-
nar «macromovimiento» a este con-
junto de movimientos enlazados y
que es posible realizarlo tanto si las
fichas saltan hacia la izquierda
como si lo hacen hacia la derecha
y consta de un total de (n—1)/2 + 1
= (n+1)/2 movimientos. Ademais,
después de un «macromovimientor
como los que se indican, la casilla
vacfa pasa a ocupar una de las
posiciones extremas del tablero: la
casilla 7 si el «macromovimiento»
ha sido hacia la izquierda del table-
ro, y la casilla 0 en caso de hacer-
lo hacia la derecha.

Para alcanzar el objetivo final la
ficha 7, que ocupa la casilla 7, debe
terminar en la casilla 0 (o si se pre-
fiere, que la ficha de nimero 1 debe
terminar en la casilla n-1). Para
lograr este propésito, observemos
que el primer «macromovimiento»
hacia la izquierda hace que la ficha
1 pase a ocupar la casilla n—1. El
siguiente macromovimiento, hacia
la derecha, deja la ficha de nimero
n en la casilla n—1, pues al ser ésta
par las fichas no se mueven.

Las ideas bésicas estin ya sobre la

mesa, ahora queda hacer una formula-
cién mas detallada del recuento de los
movimientos. Y si se quiere «adornar la
presentacién del resultado se puede
hacer en términos similares a estos:

«Macromovimiento» a la izquierda:
conjunto de movimientos consisten-
te en (n—1)/2 saltos hacia la izquier-
da seguidos del desplazamiento de
la ficha de la casilla nGmero 7 hacia
la izquierda. En estas condiciones las
fichas que ocupan casillas de niime-
ros pares, P, pasan a ocupar casillas
pares de nimero P-2. Ademis, la

...ahora queda
hacer una
Jormulacion mds
detallada del
recuento de los
movimientos.

ficha de lugar » pasa a la posicion n-1'y queda: vacia
la casilla 7.

e «Macromovimiento» a la derecha: conjunto de movi-
mientos consistente en (n—1)/2 saltos hacia la derecha,
seguidos del desplazamiento de la ficha de la casilla 0
hacia la derecha. En estas condiciones las fichas que
ocupan casillas de nimeros impares I, pasan a ocupar
casillas impares de nimero I+2. Ademds, la ficha de
lugar 0 pasa a la posicién 1y queda vacia la casilla 0.

Teniendo en cuenta que a cada «macromovimientor a la
izquierda le sigue un «macromovimiento» a la derecha, la
ficha 7 pasa de la casilla 72 a la casilla O si se hacen, de
manera consecutiva, las acciones siguientes:

— 1 «macromovimiento» a la izquierda (la ficha 7 pasa a
la casilla n-1, que es par).

— 1 «macromovimiento» a la derecha (la ficha # no cam-
bia de casilla).

— (n~1)/2 anacromovimientos» a la izquierda (nimero de

saltos necesarios para ir de la casilla de niimero n-1 a

la casilla de ntimero 0).

— (n-1)/2 — 1 umacromovimientos» a la derecha (el nime-
ro de «macromovimientos» de este tipo necesarios para
realizar los «macromovimientos» a la izquierda del
punto anterior).

Por tanto, el nimero total de «wmacromovimientos» que
permiten que la ficha de ntimero 1 pase de la casilla 7 a
la casilla O son:

Y recordando que cada «macromovimiento» consta de
(n+1)/2 movimientos, el nimero total de movimientos

sera:
n+1
M, = n( 2 )

Obsérvese que, contrariamente a lo que parecia al princi-
pio, el factor 7 que figura en la producto antetior no
corresponde al ntimero de fichas sino al mimero de
anacromovimientos» que hemos utilizado para obtener el
namero total de movimientos.

Ademds, M, serd el namero total de movimientos necesa-
rios por cuanto la ficha de ndmero 7 ya estd en su posi-
cién final después de realizar el menor nimero de movi-
mientos posible. Cualquier otra posibilidad de que la ficha
n ocupe la casilla 0 serfa con un ntimero de movimientos

que fuese multiplo
2 x n (n +1)
2

puesto que hacen falta n(n+1)/2 movimientos para llevar
la ficha # de la casilla 0 a la casilla 7, y otros tantos, para
que la ficha 7 regrese a la posicion 0.




Argumentacion 2: andlisis de los recorridos

El modo en que puede razonar el alumno que haya opta-
do por hacer un seguimiento de las posiciones que ocupa
cualquiera de las fichas desde el inicio y el final del pro-
blema, se basard en las observaciones realizadas en sus
trabajos con casos particulares. Por ejemplo, puede servir
como referencia lo que ocurre con las fichas nimeros 3 y
6 en el caso siguiente:

CasilalO 1 2 3 4 5 6 7
Inicial |V 1 2 3 4 5 6 7
Findl |7 6 5 4 3 2 1 V

Si se considera la casilla 0 como casilla par, y utilizando
los resultados de los casos particulares anteriormente
estudiados, se llegan a conclusiones del tipo siguiente:

— La ficha de nimero J que, inicialmente, ocupa la casi-
lla de ntmero J pasa a ocupar la posicién final en la
casilla de nimero n—J. Esto indica que las fichas que
inicialmente ocupan casillas de nimero par finalizan
ocupando casillas de nimero impar, mientras que las
que inicialmente estdn en casillas de ndmero impar
terminan en casillas de nmero par. Hay, por tanto,
un cambpio de paridad respecto a las casillas que
ocupa una ficha al inicio y al término de los movi-
mientos.

— St las fichas han de cambiar de paridad no pueden
alcanzar su posicion final a base de saltos ya que
avanzan dos casillas y, por lo tanto, mantienen la
paridad. En consecuencia, deben efectuar un despla-
zamiento. Este desplazamiento se hace en la casilla 0
para las fichas que ocupan casillas pares (todas han
de llegar a esa casilla saltando) v en la casilla #n para
las fichas de casillas impares.

El trabajo que ahora se requiere es el de hacer un segui-
miento de los movimientos que efectGa una ficha genéri-
ca que, inicialmente, estd situada en la casilla J. Puesto
que dependiendo de la paridad de esa casilla los movi-
mientos iniciales son hacia la derecha o hacia la izquier-
da, vamos a estudiar las dos situaciones por separado:

J par
Recorrido:

Casilla J — Casilla 0 — Casilla 1 — Casilla (n~)).

e Casilla J a casilla 0: se necesitan J/2 movimientos de tipo
salto.

e Casilla O a casilla 1: hace falta 1 movimiento tipo des-
plazamiento.

® Casilla 1 a casilla (n-)): se precisan (n—1-J)/2 movi-
mientos de tipo salto.

Cualquiera de
estas dos
argumenlaciones
son, a buen
seguro, mas
cercanas al
- alumno que la
demostracion
empleada. ..
Sin embargo,
tienen tania
validez como
aquella, son
verdaderas
demostraciones
en el sentido
matematico.

El nGmero de movimientos que son
necesarios para que la ficha pase de la
casilla J (J par) a la casilla nJ es:

l_‘_ 14 n-1-]J _ n+l-
2 2 2

J impar

Recorrido:

Casilla J — Casilla n —
— Casilla (n-1) — Casilla (n-])

e Casilla J a casilla 7 se necesita
(n—J)/2 movimientos de tipo salto.

e Casilla 7 a casilla n—1: hace falta 1
movimiento de tipo desplazamiento.

e (Casilla n-1 a casilla n—J: son necesa-
rios (J-1)/2 movimientos de tipo salto.

El ntmero de movimientos que son
necesarios para que la ficha pase de la
casilla J (J impar) a la casilla n-J es:

+ 1+ J-1 -2 1

2 2

Vemos, por tanto, que con independen-
cia de la paridad de la ficha J, hay un
nimero de movimientos minimos con
los que se desplaza una de las fichas de
la casilla inicial a la que ocupa final-
mente. Teniendo en cuenta que hay 7
fichas que han de hacer el mismo
nimero de movimientos para ir de la

n-—]J
2

casilla inicial a la final, el nimero de
movimientos que permite alcanzar el
objetivo del juego es

n+1
Mn=n(2)

Ademis, este es el menor nimero de

movimientos necesarios puesto que los
hemos contabilizado de manera que
cada ficha realizase el desplazamiento
de la casilla inicial a la casilla final sin
reiterar ningin movimiento.

A diferencia de lo que ocurria en la
argumentacién 1, en este caso el factor
1 que aparece en la igualdad anterior si
que corresponde al niimero de fichas
que hay sobre el tablero, mientras que
el otro factor corresponde al nimero de
movimientos que realiza cada ficha.

Cualquiera de estas dos argumentacio-
nes son, a buen seguro, mas cercanas al
alumno que la demostracién empleada




en el teorema niriag. Sin embargo, tie-
 pen tanta validez como aquella, son
verdaderas demostraciones en el senti-
do matemadtico. Pero son estas mas pro-
ximas al alumno, son mds «aturaless,
estin basadas en las experiencias y
observaciones del trabajo previamente

realizado. Son, en suma, demostraciones
que se pueden esperar de un alumno.

Esbozada la panordmica que se puede
presentar a los alumnos y con indepen-
dencia de los caminos que hayan segui-
do, lo que se pone de manifiesto es que
los alumnos han hecho matemiticas, los
alumnos han trabajado de manera simi-
lar a2 como lo hacen los matematicos.
Ahora tienen otros argumentos para
entender que la matemitica no es la
ciencia perfecta y acabada que pertene-
ce a unos pocos elegidos.

Ademds, los alumnos han visto la mate-
matica como un mundo accesible en el
que también pueden participar. De
hecho, ya no tendrdn que esperar acon-
tecimientos para saciar sus inquietudes.
Ahora ya disponen de herramientas y de
métodos de trabajo propios de los profe-
sionales de la creacién matemitica, ahora
ya estan en disposicién de responder por
si mismos a la pregunta que formuldba-
mos antes: ;qué ocurre si 72 es par?

3. El trecho

Vemos, por tanto, que la demostracién
resulta accesible al alumno, la demostra-
cién no se muestra como el patrimonio
de mentes privilegiadas, sino como el
resultado de un proceso argumental en el
que las manipulaciones iniciales sobre
casos particulares sugieren pautas para la
formulacion de hip6tesis. La lectura dete-
nida de éstas, con el apoyo de conclusio-
nes derivadas de los casos particulares,
abre el camino hacia la demostracion.

Es cierto que la instruccion se desarro-
lla en un contexto concreto en el que
no se pueden olvidar los programas
oficiales, los libros de texto, los exdme-
nes de selectividad,... y también es cierto
que la conviccion del profesor sobre la
ensefianza determina lo que hace cuando

...los alumnos
han visto la
matemdtica como
un mundo
accesible en el que
también pueden
participar.
[..]

Abora ya
disponen de
berramientas y de

~ métodos de
trabajo propios de
los profesionales
de la creacion
matematica

ensefia. En consecuencia, es decision del profesor optar
por las matemadticas dichas, la tradicional presentacion de
los conocimientos matematicos de acuerdo con el méto-
do deductivo, o por las matematicas hechas, la apuesta
por la educacién matemdtica que considera como aspec-
tos fundamentales del aprendizaje la creatividad, la reso-
lucién de problemas, la formulacion de hipétesis, la veri-
ficacién de conjeturas, la realizacion de pruebas confir-
matorias y la bisqueda de contraejemplos.

Una vez tomada esa decision, el profesor deberd adecuar
los trabajos de los alumnos de acuerdo con las capacida-
des y conocimientos que tengan, de acuerdo con su con-
dicién de aprendiz de matemdtico. Los diez cursos que,
como minimo, componen la formacién matemdtica obli-
gatoria de nuestros jovenes estudiantes permiten progra-
mar un aprendizaje en el que tengan oportunidades de
vivir experiencias en todas las facetas del quehacer mate-
.mitico, y entre las que incluimos las de hacer demostra-
ciones de resultados matemiticos. De este modo, los
alumnos se forjardn unas concepciones sobre las mate-
mdticas basadas en sus vivencias como profesionales de
la creacion cientifica.

No queremos terminar este trabajo sin antes sefialar algunas
de las variaciones que se producirdn al pasar de un sistema
escolar que apuesta por unas matemdticas dichas a un sis-
tema escolar que apuesta por unas matematicas bechas:

La presentacion de los contenidos

El profesor no utilizard como fuente prioritaria de infor-
macién los manuales escolares. Debera buscar situaciones
problemiticas desde las que el alumno alcance el resulta-
do que se quiere mostrar. Por ejemplo, la suma de los tér-
minos de una progresion aritmética se pueden afrontar
desde propuestas de trabajo del tipo siguiente:

e Se quieren construir escaleras de cualquier namero de
peldafios. Calcular el nimero de bloques ctbicos que
se necesitan si las citadas escaleras tienen la forma que
indica el grafico adjunto.

e Sobre un plano hay n puntos sin que 3 de ellos estén
alineados. Calcular los segmentos que se obtienen al
unir cada dos de esos puntos.

Es de este modo que para el profesor la decision no se
limita a presentar tal o cual contenido, sino que, ademas,
se amplia en el sentido de decidir cudl o cudles de las for-
mulaciones son las que va a proponer a los alumnos para
presentar el contenido matematico que quiere tratar,

Las nuevas tareas

Al modificar la presentacién de los conocimientos y llevar
al alumno a aprender la forma de trabajo de los matema-
ticos se producirdn momentos de balbuceo, de desorien-
tacién, de ansiedad... Por tanto, las tareas que proponga



el profesor deberdn ser ajustadas a las capacidades y
conocimientos de los alumnos; ademds, y desde su papel
de tutor del aprendizaje, debe animar a proseguir la tarea,
debe formular preguntas que orienten en el trabajo, debe
ayudar a salvar obstdculos o vias muertas... ‘

La comunicacién

En la forma habitual de transmisién de conocimientos
matematicos es el profesor el que introduce las palabras y
expresiones propias del lenguaje técnico, después son los
alumnos los que deben esforzarse para interpretarlas.

Pero si son los alumnos los que van construyendo las
matemdticas el lenguaje imperante en el aula serd el de
los estudiantes. Y ahora serd el profesor el que deba
interpretar el conocimiento matematico que se oculta en
el lenguaje mds natural que emplean sus alumnos. La
nueva situacion exige que sea el profesor el que articule
la busqueda de expresiones comunes a todos los alumnos
v el que deba establecer puentes con las expresiones
habituales del lenguaje matematico.

La gestiéon de las conclusiones

De cada problema que se presente a los alumnos pueden
derivarse diferentes modos de razonamiento y distinta
presentacion de los resultados, puesto que, como se ha
mostrado en este trabajo, cada via de resolucién estd con-
dicionada a la observacién de unas caracteristicas deter-
minadas. Es mds, presumiblemente estos resultados no se
formulardn en la misma forma en que aparecen en los
manuales escolares, ya que éstos se recogen en la forma
que demanda la ortodoxia, aunque para ello, y como ocu-
rre en el ejemplo del teorema niriag, estos resultados se
alcancen empleando un grado mayor de abstraccién.

Es evidente que no todas las situaciones problematicas
ofertardn tan amplio abanico de interpretaciones como
ocurre en el caso del teorema de Pitdgoras, del que
- Loomis (1972) recoge 270 demostraciones diferentes. Pero
si es factible que en un aula aparezcan algunas presenta-
ciones del resultado que sean, aparentemente, distintas. El
profesor, por tanto, tendrd que habilitar medios adecua-
dos para patentizar la equivalencia entre estos resultados
que, en principio, parecen diferentes, asi como para que
todos los alumnos puedan enriquecerse con las aporta-
ciones de otros companeros.
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Los cuadrilateros a comienzos
del siglo XIX, a comienzos del
siglo XX y a finales del siglo
XX, ¢qué ha cambiado?

M. Pedro Huerta

El andlisis de algunos
ejemplos, extraidos de
influyentes manuales
escolares espafioles de los
siglos XIX y XX, muestra
como el contenido
geométrico ha estado
organizado. Y esta
organizacién ha perdurado
a lo largo del tiempo, dando
la sensacién de ser un
producto totalmente acabado
que tan sélo admite la
contemplacién. Se muestra
ademés cémo, desde la
consideracién de las posibles
relaciones significativas entre
los cuadrilateros, podemos
organizar los conceptos
implicados de manera
alternativa, siendo ésta mas
propicia a la actividad
matemdtica.

niroduccién

Hace ya algunos afios, casi 25, en su libro Mathematics as
an Educational Task, Freudenthal (1973) considerd con-
veniente introducir un capitulo que hablase sobre la geo-
metria escolar. Lo tituld «El caso de la Geometria» (pp. 401
y ss.) v lo hizo de esta manera porque considerd que, en
aquel momento, la geometiia estaba siendo sometida a
juicio, acusada por algunos de no ser un sistema axioma-
tico con una estructura deductiva perfecta y que, por esta
causa, deberia abandonarse su ensefianza. Hablamos
claro estd de la geometria de Euclides, de la geometria tra-
dicional, que durante los afios y siglos anteriores habia
sido la prima donna de los programas escolares. La geo-
metrfa tradicional que, seglin Freudenthal, estaba siendo
sometida a una especie de juicio sumarisimo en el que no
hubo demasiados defensores y si una sentencia culpato-
ria casi predeterminada,

-Ciertamente surgieron alternativas a la geometria de

Euclides, los sistemas axiomaiticos de Pasch y Hilbert,
seguramente mucho mis perfectos desde el punto de
vista deductivo pero, como decia Freudenthal, lo Gnico
que se podia hacer con ellos era investigar en sus funda-
mentos, pero ni se podia hacer geomettia dentro de ellos
v, en cualquier caso, ni se podia ensefiar la geometria con
ellos (p. 402).

Asi pues, cel problema era la propia geometiia, sus fun-
damentos, o habia otros problemas latentes, derivados de
ellos y que dificultaban su enseflanza? Freudenthal no
creyd que el problema estuviese en que la geometria no
fuera lo suficientemente deductiva y que, por eso, fraca-
sase su ensefianza, sino que el problema estaba en que la
deductividad no era ensefiada como reinvencioén, al modo
socrético y que, desde luego para €l, la geometria era algo
mds que deductividad.



Si el problema no estaba en los fundamentos, los cuales
ya se vefan imperfectos, ¢en qué geometria estaba pen-
sando Freudenthal? En el nivel més alto de ensefianza,
dice, la geometrfa es algo organizado axiomdticamente.
En el nivel mids bajo, la geometria es comprender el espa-
cio: espacio vivencial del nifio, en el que vive, crece y se

mueve; el espacio que el nifio debe aprender a conocer,
explorar, conquistar, para vivir, crecer y moverse mejor en
él. Esta vision de la geometria escolar entroncaba con su
idea de que las matemiticas, y en este caso la geometria,
deberia estar atada a la realidad cuando de lo que se trata
es de aprenderlas.

En los ultimo afios, el estudio de los poligonos de tres y
cuatro lados, los tridngulos y los cuadrilateros! y algunas
generalidades sobre poligonos, ha constituido una parte
importante del contenido de la geometria escolar elemen-
tal. Pronto los nifios se encuentran con formas geométri-
cas bdsicas de tres y cuatro lados que han de ser recono-
cidas, analizadas, en fin, estudiadas. En esta parte, desde
diferentes enfoques, el objetivo ha sido, citando palabras
de Vallejo (1825), «averiguar las relaciones y propiedades
de la extensién?, en cuanto terminada o figurada» (p. 2).
La diferencia fundamental, en cuanto al enfoque, ha esta-
do vy estd en el modo en el que se averiguan las relacio-
nes y propiedades de una extension figurada y, en cuan-
to figurada, cémo se entiende.

Pretendemos a lo largo de este articulo presentar unos
cuantos ejemplos, tomados de algunos libros de texto (del
siglo XIX y del siglo XX), en los que se puede observar si
han existido diferencias en cuanto a la manera en la que
se organiza el contenido geométrico (por razones de uti-
lidad y comodidad hemos escogido cuadrilateros) y cémo
esta organizacién ha perdurado con los afios llegando
hasta la actualidad, aun cuando es posible concebir otra
forma de organizar ese mismo contenido geométrico.

Los cuadrildteros a comienzos del
siglo XIX

A principios del siglo XIX y en plena discusion, por parte
de los gedmetras de la época, sobre la-veracidad o no de
algunos de los axiomas de Euclides y de la propia cons-
truccién de la geometifa euclidiana, los cuadrildteros ape-
nas ocupaban un par de paginas de un tratado elemental
de geometria (Vallejo, 1825) o de un compendio general
de matematicas (Vallejo, 1840).

Definido el concepto de cuadrilatero, se introducian las
clases en las que podrian encontrarse divididas las «figu-
ras terminadas por cuatro lineas». Eran tres: el trapezoide,
el trapecio y el paralelogramo, definidas por la disposi-
cién de las lineas: ninguna paralela a otra, dos paralelas

1

...dentro de las
clases de
paralelogramos,
se presentaban
el romboide,
el rombo, el
rectangulo y el
cuadrado. Las
definiciones
aportadas, en
nada hacian
suponer posibles
relaciones entre
dichas clases pues
estaban dadas
de un modo
exclusivo.

No siempre los tridngulos y
cuadrilateros han sido consi-
derados como  poligonos.
Vallejo (1825) llama poligono
a « una figura que estd termina-
da por més de cuatro lineas»

p. 125).

2 Término utilizado por Vallejo

(1825), entendiéndolo como
«el espacio que ocupa un cuer-

po» (p. 2).

3 Llamado por algunos en aque-

lla época cuadrilongo.

entre si y las cuatro paralelas dos a dos,
respectivamente. Estas definiciones,
que podrian darnos la impresion de ser
cerradas y aceptadas de un modo gene-
ralizado, no lo son ni lo fueron en su
dia. En este sentido, recordemos lo que
Vallejo cita, en un pie de pigina, en
relacién con las definiciones y nombres
que él presentaba:

Develey dice que a los trapecios se les podria
Hamar paralelogramos truncados o tridngu-
los truncados.

Mr. Leslie: llama: trapezoide al cuadrildtero
quie tiene dos lados paralelos; y trapecio al
que tiene dos: de sus lados paralelos, y los
otros dos son iguales aungue no paralelos.

Con este motivo; diremos que Leslie, Legendre
y Cresswell critican con mucho fundamento
las definiciones que se dan en los libros de
Geometria a las diversas especies de cuadyi-
ldteros; 'y me cabe la mayor sati’g"acaién en
ver quie las que yo doy, y be dado desde luego
en todas mis obras, esian exentas de cuantos
defectos expresan dichos autores (p. 122).

Podemos ver como en esta época esta-
blecer una definicién para las diferentes
formas geométricas era crucial. A partir
de ellas, comenzaba un razonamiento
deductivo que conducia a las clasifica-
ciones y a las proposiciones. Asi, por
ejemplo, dentro de las clases de parale-
logramos, se presentaban el romboide,
el rombo, el rectdangulo y el cuadrado.
Las definiciones aportadas, en nada
hacian suponer posibles relaciones
entre dichas clases pues estaban dadas
de un modo exclusivo. Citemos, por
ejemplo las del rombo, rectingulo® y
cuadrado:

Cuando: los dngulos adydcentes a uin nismo
lado son desiguales, e iguales los lados adya-
centes a un mismo.dngulos, se llama rombo,
cuando los angulos adyacentes a un mismo
lado son iguales y los lados adyacentes a un
mismo dngulo desiguales, se Hama rectangu-
lo; y cuando los lados contiguos a un mismo
angulo son iguales, y los dngulos contiguos o
adyacentes a un ;misnéo lado también son
iguales, recibe el nombre de cuadrado (Va-
llejo, 1825, 122).

Por tanto, nunca un cuadrado podria
ser considerado como una clase espe-
cial de rectingulo ya que el primero
exigia la igualdad de lados y 4dngulos,



mientras que el segundo exigia la desi-
gualdad de los lados cuando éstos eran
adyacentes a un mismo 4ngulo.

Pocas eran las proposiciones que se
establecian en relacién con la mencio-
nada obtencién de propiedades de las
figuras. Principal y casi exclusivamente,
aquellas que hacian referencia a ciertas
propiedades de los paralelogramos en
general.

Los cuadriléteros a comien-
zos del siglo XX

Cuando el enfoque en el que se inscri-
bia la ensefianza de la geometria poten-
ci6 la intuicién frente a la 16gica, la pre-
sentacién del contenido que habia de
ensefiarse vy de estudiarse, presentd
algunos matices de cambio.

Rey Pastor y Puig Adam (1928)* pre-
sentaban los cuadriliteros en dos lec-
ciones. Aparte de distinguir, aunque de
soslayo, cuadrildteros convexos y con-
cavos, distinciéon que Vallejo no hizo,
las lecciones se dividian en «El parale-
logramo’® y el rectdngulo», como prime-
ra leccién de cuadrildteros, y «El rombo,
el cuadrado y el trapecio», como segun-
da y altima leccién.

Las grandes familias, paralelogramos,
trapecios y trapezoides se presentaban
de manera idéntica a como lo hacia
Vallejo un siglo antes: tener o no lados®

paralelos.

Las propiedades generales de los para-
lelogramos también se introdujeron

siguiendo la misma secuencia que
sigui6 Vallejo, aunque el lenguaje utili-
zado fuese mas intuitivo que el de éste
y las demostraciones. (las que se pre-
sentaban) sin el rigor formal que en el
siglo pasado se demandaba, aunque no
exentas de la deductividad necesaria.

Pero algo parecia cambiar. De una
parte, el lenguaje usado. De otra, lo ya
comentado de las demostraciones vy,
finalmente, la manera de averiguar
aquellas propiedades y relaciones entre
las figuras de las que habldbamos en
parrafos anteriores. Rey Pastor y Puig

...no solo la
inclusividad se
presentaba como
algo normal entre
las diferentes
clases de
cuadrildteros, a
diferencia de la
exclusividad del
siglo anterior, sino
que algunas
clases de
cuadrildteros se
podrian construir
a partir de otras
introduciendo
alguna condicion
particular.

4 la primera edicién es del afio
1928, aunque la referencia
que se cita més tarde es del
afio 1959.

5 Hemos respetado la acentua-
cién original de la palabra
paralelogramo tal como apa-
rece en el texto que se cita.

6 Lados ahora, lineas entonces.

P

Adam (1928) introducian asi el rectingulo, el rombo y el
cuadrado:

Si-uno-de los dngulos de un paralelégramo es recto, 1o serdn los
otros tres (por-el paralelismo de lados) y el paralelégramo recibe
el -nombre de rectangulo (p.-100).

Si un paralelogramo tiene dos lados contiguos iguales tiene tam-

biéri iguales a ellos siis optiestos; los otros dos; es decir, los cuatro
lados son iguales, y el paralelégramo se llama rombo (p. 103).

Si se construye un rombo con un dngulo recto, es decir; rectdn-
gulo, se obtiene un cuadrildtero que tiene sus cuatro lados igua-
les y sus cuatro-dngulos también iguales por ser rectos. Esta figu-
ra se llama cuadrado y tiene, naturalmente, reunidas las propie-
dades del rombo y del rectdngulo (p. 104).

Podemos observar como, de un modo «naturals, el cua-
drado se presentaba como una clase especial de rombos
y de rectingulos y, por tanto, nadie podria extrafarse si
se hubiesen definido asi las cosas: «Cuadrado es un rombo
con 4ngulos iguales» o «Cuadrado es un rectingulo de
lados iguales», por tanto, no solo la inclusividad se pre-
sentaba como algo normal entre las diferentes clases de
cuadrilateros, a diferencia de la exclusividad del siglo
anterior, sino que algunas clases de cuadriliteros se podrian
construir a partir de otras introduciendo alguna condicién
particular.

Los cuadrilateros a finales del siglo XX

De todos es conocido el penoso estatus que se otorgd a la
geometria durante la mayor parte del siglo XX y del que
ya hemos hablado en la introduccién. Su «degradacién»
escolar obligd a los renovadores curriculares del Gltimo
tercio de siglo a hablar de una recuperacién necesaria de
la geometria y de una devolucién de su estatus (no ya de
privilegio como habia ocurrido en siglos anteriores) como
irea curricular importante en la formacién de los alumnos,

No obstante, la geometria no podia presentarse del mismo
modo que se habfa hecho en el pasado. De esta forma, el
papel de las definiciones, proposiciones, demostraciones,
etc. tan usual en las geometrias escolares anteriores, pier-
de su protagonismo. El lenguaje riguroso en el que se
enuncian, pricticamente desaparece. Las demostraciones
dejan de tener presencia en la geometifa escolar elemen-
tal; las definiciones rara vez se establecen sino que, en
todo caso, se construyen. Las proposiciones se descubren

generales sobre el aprendizaje
de los niveles de van H (
1989), por ejemplo, con
nizar la ensefianza.




jerarquicos de razonamiento’ en los estudiantes cuando se
enfrentan a tareas de geometifa, que van desde la manipula-
cién, observacién y razonamiento sobre formas geométricas
discretas v aisladas, en el nivel mds bajo, hasta el razona-
miento deductivo formal, en el nivel mds alto, pasando por
el razonamiento sobre las propiedades de la formas geomeé-
tricas y el razonamiento deductivo informal sobre las relacio-
nes entre las formas y sus propiedades, en los niveles inter-
medios. Esta forma de razonar en los estudiantes tiene impli-
caciones a lo hora de organizar la ensefianza de una materia
que estd organizada, a su vez, de una manera jerdrquica.

Los cuadrildteros en los libros de texto
de la Enseiianza Primaria

La presentacién de los cuadrildteros como clases de figu-
ras geométricas que se incluyen unas dentro de otras,
comienza, por lo general en 3.° de Enseflanza Primaria.
Asi, en este nivel, Gnicamente se consideran los cuadrila-
teros convexos, los cuales contienen una clase especial de
cuadrilateros llamada paralelogramos que, a su vez, con-
tiene a los cuadrados, rectingulos, rombos y romboides.
Esta presentacion de los primeros cuadrildteros se organi-
za, por tanto, del modo siguiente”:

‘Cuadrilc’;}ero

puede ser

Paralelogramo

puede ser

-

puede ser

| |
l@ck’:‘ngulﬂ [ Cuadrado | [_—Rombo1 | Romboide

Observemos como, en esta forma de organizar los cua-
drilateros paralelogramos, no aparecen relaciones entre
conceptos que estin en un mismo nivel jerdrquico y, por
lo tanto, no introduce nuevas jerarquias (jporque asi lo
manda la tradicién?). Ello supone que los cuadrildteros
son presentados de forma exclusiva, sujetos a definiciones
(en algunos casos) o ejemplos (en otros casos), que hacen
imposible que puedan establecerse relaciones posibles:
los cuadrados no son una clase especial de rectingulos
pues éstos tienen dos lados més largos que los otros dos
y el cuadrado los tienen los cuatro iguales.

vede ser vede ser
p

En el curso siguiente suelen introducirse dos nuevas clases de
cuadrilteros: los trapecios v los trapezoides, los cuales se inte-
gran en la organizacion anterior como clases disjuntas sin tener
relacién con los ya existentes (por ejemplo, tener dos pares de
lados paralelos, un solo par de lados paralelos o ningln par de
lados paralelos, stambién como manda la tradicion?):

Rectangulo

Cuadrilatero .

puede ser

| |

puede ser puede ser

|
ﬂ’arclelogramo | Trapecio Trapezoide

puede ser

puede ser

| |

puede ser puede ser

| |
Rectangulo| | Cuadrado | | Rombo | | Romboide

La incorporacion de dos nuevas subcla-
ses de cuadrilateros en el curso siguien-
te, el trapecio rectdngulo y el trapecio
isésceles, lo que provoca no es la cons-
truccién de nuevas relaciones con los
cuadrildteros ya existentes, sino la
inclusién en la clase de los trapecios de
las dos subclases mencionadas de una
manera disjunta con los ya existentes:

Cuadrilatero .

| |

puede ser puede ser puede ser
| \ L
‘Pardlelogromo‘ I Trapecio. _] i Trapezoide .
puede ser  puede ser  puede ser puede ser puede ser puede ser

| |
LREmbo | IRomboidg L]lqp. rect. | |Trap. isosc.

7 Actualmente existe bastante

informacién sobre la teoria de
niveles de van Hiele en caste-
llano. Ver, por ejemplo, Jaime
y Gutiérrez {1990).

* Hemos utilizado el nexo

«puede ser» como sinénimo de
«se divide en» o «se clasifica
en» u ofros similares, como
medio de unificacién de térmi-
nos equivalentes. La lectura de
arriba a abajo supone la inclu-
si6n de una clase de cuadrilé-
teros del nivel (jerarquico)} infe-
rior en la/s clase/s de cuadri-
latero/s del nivel superior. El
no conectar dos o més clases
de cuadrilateros supone la no
existencia de relaciones entre
ellas, es decir, ambas clases de
cuadrilteros no se relacionan.

Pocos intentos hay en los libros de
texto de relacionar los conceptos que
estdn en un mismo nivel jerdrquico
entre si, lo que posibilitaria la construc-
cién de una nueva estructura jerdrquica
mis compleja que la anterior. No obs-
tante, hay libros de texto que definen el
rectingulo como «paralelogramo que
tiene sus cuatro dngulos rectoss, indi
cando a continuacién que «si ademads
tiene sus cuatro lados iguales, es un
cuadrador, lo que modifica la organiza-
cion de los cuadrildteros incluyendo un
nivel jerdrquico mds. En este caso se



puede formar el diagrama de la figura {

siguiente.
Cuadrilatero
puede ser puede ser puede ser
| \
Paralelogramo | | . Trapecio | [ Trapezoide l
puede ser puede ser  puede ser puede ser puede ser

I~ Rombo ! Lliomboidel l Trap. rect. l lTrap. isosc.l

Situaciones como las anteriores dan por
sentado las relaciones inversas en el
que el tipo de nexo que une dos con-
ceptos pertenecientes a la familia de los
cuadrildteros es, ahora, del tipo «s», lo
que supone la inclusién total de una
clase en otra. Relaciones éstas que no
se establecen de una manera explicita
por parte de los libros de texto, sino
que subyacen de una manera implicita
al introducir los conceptos ya organiza-
dos jerdrquicamente del modo o modos
sefialados.

Los cuadrilateros y sus rela-
ciones

Si ensefiar significa, en esencia, iniciar a
una actividad, ensefiar matematicas
(geometria) no puede consistir en mos-
trar al alumno un producto acabado,
estatico. Situar al alumno en el interior
de un edificio bello, armoniosamente
estructurado, y mostrarle cudles son los
mecanismos que le permititfan su reco-
rrido y cudles los recursos que le per-
mitirdn la correccién o incorreccion de
sus acciones, puede resultar un ejer-
cicio hermoso de contemplacién estéti-
ca, pero si toda comprension real supo-
ne necesariamente la reinvencién por

...aunque 1o
lo mande la
tradicion, un
trapecio puede ser
un paralelogramo
especial con solo
considerar que
el primero pueda
tener mds de un
par de lados
paralelos.

parte del sujeto del objeto de su estudio, bien poco habre-
mos conseguido. Matematizar, organizar matematicamen-
te una cierta materia y sistematizar los conocimientos pro-
gresivamente construidos, va mas alld de lo verbal; impli-
ca la accidén comprensiva, la experimentacién, el recurso
a la intuicién y a la induccién, en definitiva la creacion
(Corberan, Huerta y otros, 1989).

Tal vez, como parecen mostrar los ejemplos histéricos
anteriores, la tradicidén ha mandado en la ensefianza de la
geometria. Los conceptos parece que Gnicamente admitan
una definicién y de ellas sélo puedan establecerse un tipo
de relaciones. Es decir, el producto acabado y estitico.
Pero la ensefianza actual de la geometria deberia comba-
tir esta sensacidén de producto acabado y estatico en el
que nada haya que decirse porque todo estd dicho ya.
Pero ciertamente, v aunque no lo mande la tradicién, un
trapecio puede ser un paralelogramo especial con sélo
considerar que el primero pueda tener mas de un par de
lados paralelos.

Relaciones entre cuadrildteros

Con estas consideraciones previas, uno se puede pregun-
tar ¢cudntas relaciones significativas puedo considerar
para los conceptos relativos a cuadrilateros mencionados
mis arriba? ;Unicamente aquéllas que establecen los
libros de texto?

Si enfrentamos un concepto con los restantes, en el senti-
do que aqui se muestra, relaciondndolos mediante la
inclusién de los nexos apropiados en la linea de puntos:

Trapecio .

1épe‘<::ib y los
onceptos, el
12=132. Eso

aparecen 11 relaciones entre el
once restantes conceptos. Como
resultado de las relaciones posik 1¢
significa que entre los conceptos d
nados con anterioridad es po

132 proposiciones del tipo «esy, qo

(Cugntas de ellas son de las ue.
cativas, es decit, del tipo «©

Para responder a esta cues
remos la distincion entre




hora de ver los conceptos relativos a cuadriliteros. En el
primero de los casos, el ntimero total de relaciones es de
96, de las cuales 55 son del tipo «puede ser y 41 son del
tipo «es». En el segundo de los casos, hay 52 relaciones
posibles de las cuales, 26 son del tipo «puede ser y 26
son, obviamente, del tipo «es».

Por ejemplo, y en funcién de cémo definamos el concepto
de trapecio, podemos establecer dos clases de relaciones:
a) Las relaciones con caricter exclusivo:

e TRAPECIO es CUADRILATERO.

s TRAPECIO es CUADRILATERO CONVEXO.

e TRAPECIO puede ser TRAPECIO ISOSCELES.

» TRAPECIO puede ser TRAPECIO RECTANGULO.

o TRAPECIO ISOSCELES es TRAPECIO.

o TRAPECIO RECTANGULO es TRAPECIO.
b) Las relaciones con caricter inclusivo, que ademis de

las anterjores, incluyen las siguientes:

e TRAPECIO puede ser ROMBOIDE.

e TRAPECIO puede ser PARALELOGRAMO.

e TRAPECIO puede ser ROMBO.

e TRAPECIO puede ser RECTANGULO.

e TRAPECIO puede ser CUADRADO.

* ROMBOIDE puede ser TRAPECIO.

e PARALELOGRAMO es TRAPECIO.

e ROMBO es TRAPECIO.

» RECTANGULO es TRAPECIO.

e CUADRADO es TRAPECIO.

Algunas justificaciones

Podemos justificar, a modo de ejemplo, alguna de estas
relaciones, no ya sélo en términos de ejemplos, sino tam-
bién en términos de propiedades deducidas a partir de las
definiciones consideradas. Asi, por ejemplo, definimos:

ROMBO: Cuadrilitero con lados paralelos dos a dos y
lados iguales. Paralelogramo de lados iguales.

TRAPECIO: Cuadrilatero con, al menos, un par de lados
paralelos.

Establecemos las proposiciones:
1) TRAPECIO puede ser ROMBO.
2) ROMBO es TRAPECIO.

Justificacion a través de ejemplos:

1) TRAPECIO puede ser ROMBO.

Cuadrado como ejemplo
de trapecio que es rombo

2) ROMBO es TRAPECIO.

\

\

Ejemplo genérico de
rombo que lo es de
trapecio

Justificacién a través de propiedades:

1) TRAPECIO puede ser ROMBO. Si A
es la clase de los trapecios, A tiene,
por lo menos, un par de lados
paralelos. Entonces A puede tener
dos pares de lados paralelos. En
consecuencia A puede tener los
lados iguales dos a dos, que, a su
vez, pueden ser iguales. En conse-
cuencia, A puede ser un Rombo
porque puede tener los lados para-
lelos dos a dos y los lados iguales.

2) ROMBO es TRAPECIO. Si A es
ahora un Rombo, A tiene los lados
paralelos dos a dos, por lo tanto
tiene mas de un par de lados para-
lelos, por lo que A es un Trapecio.

Las relaciones del tipo
«puede ser»

Decimos que una clase de cuadrilateros
de nombre A «puede ser» una clase de
cuadriliteros de nombre B, si tenemos
uno o mds de un ejemplo de los cuadri-
lateros llamados A que es, también,
ejemplo de los cuadrilateros llamados B.
Asi, por ejemplo, la clase de cuadrilate-
ros llamados Paralelogramos contiene
ejemplos de cuadrilateros que son ejem-
plos de la clase de cuadrilateros llamados
Cuadrado, lo que nos permite establecer
la relacién siguiente: PARALELOGRA-
MOS «pueden ser» CUADRADOS». Si esta
relacion, entre las clases Paralelogramo y
Cuadrado, tratamos de justificarla en tér--
minos de propiedades, deberemos
actuar del modo siguiente: La clase
PARALELOGRAMO puede definirse
como: «cuadrildtero con lados paralelos

dos a dos, de la que se derivan una serie




de propiedades: diagonales que se bise-
can, lados iguales dos a dos, dngulos
iguales dos a dos, etc. Esas propiedades,
que adquieren generalidad para toda la
clase de los cuadrilateros llamados
PARALELOGRAMOS, adquieren particu-
laridad en las distintas subclases de los
llamados paralelogramos, recibiendo,
entonces, dichas subclases, nombres
diferentes. Asi, para el CUADRADO, las
propiedades generales de los paralelo-
gramos se particularizan en: lados igua-
les dos a dos se convierte en cuatro
lados iguales; dngulos iguales dos a dos
se convierte en cuatro angulos iguales;
diagonales que se bisecan se convierte
en diagonales que se bisecan perpendi-
cularmente, etc,, permaneciendo como
invariante la propiedad general lados
paralelos dos a dos. Esta propiedad
general compartida es la que hace que
la clase menos inclusiva (aquella que
tiene propiedades particulares de otras
més generales), CUADRADO, sea una
subclase de la mas inclusiva PARALELO-
GRAMO y que justifique que un PARALE-
LOGRAMO «pueda ser» un CUADRADO.

Consideremos otro ejemplo. La clase de
cuadriliteros llamada RECTANGULO
«puede ser» la clase de cuadrilateros lla-
mada ROMBO. Para que una relacion de
este tipo adquiera sentido, debemos con-
siderar las clases mencionadas en versién
inclusiva. Asi, en término de ejemplos,
solo serfa vilida en tanto que el cuadra-
do, como ejemplo de rectdngulo, sea, a
su vez, ejemplo de rombo lo cual parece
no presentar demasiada dificultad. El
problema estd en establecer qué propie-
dades hacen que esta relacidén pueda
quedar justificada. Deberemos restringir-
nos a la clase de rectdngulos que da el
ejemplo vilido para establecer la rela-
cién, es decir, aquel rectdngulo que tiene
los lados iguales, lo que obliga a particu-
larizar propiedades generales de los rec-
tingulos, lados iguales dos a dos, por
ejemplo, a la de su subclase, lados igua-
les, permaneciendo las demds intactas
excepto aquellas que se derivan de esa
particularizacién. Si por ROMBO enten-
demos aquel cuadrildtero con lados
iguales, la relacion estd establecida por-
que hay rectangulos que tienen lados

...hemos
pretendido
mostrar como
la tradicion
ba influido en
la enserianza de
la geometria
elemental.

iguales (propiedad restringida) y que por tanto son rom-
bos (propiedad general que los caracteriza), En conse-
cuencia, decimos que RECTANGULO «puede ser» ROMBO
porque hay una propiedad restringida de los rectangulos,
lados iguales, que junto a otra u otras generales, angulos
iguales o lados paralelos dos a dos, por ejemplo, se con-
vierten en generales del ROMBO, lados iguales, y/o par-
ticulares del ROMBO, 4ngulos iguales, por ejemplo.

En el primero de los casos descritos, a la relacion A «puede
ser» B, le sigue la relacién B «es A, con lo que la justifica-
cién es mas ficil porque la particularizacién de la propie-
dad es en una de las clases, la menos inclusiva; mientras

‘que en el segundo ejemplo, a la relacién A «puede ser B le

sigue la relacién B «puede ser» A, por lo que la particulari-
zacién de las propiedades se produce en las dos clases de
cuadrilateros que se quieren relacionar, simultineamente,

Conclusidon a modo de resumen

En este articulo hemos pretendido mostrar cémo la tradicion
ha influido en la ensefianza de la geometria elemental, Los
ejemplos ‘resefiados manifiestan una Gnica organizacion
posible de los conceptos de cuadriliteros y, por tanto, de
un producto acabado del que nada puede decirse porque
todo estd dicho ya. Pero esta tendencia puede modificarse
si se consideran otras posibilidades de organizar matemati-
camente los conocimientos progresivamente construidos.
¢Por qué no considerar, por ejemplo, que los cuadrildteros
convexos se organizan, desde la perspectiva jerdrquica, del
modo que se muestra y actuar en consecuencia?

Cuadrildtero .

puede ser

Convexo

puede ser

puede ser

puede ser

| |

puede ser

puede ser

I

puede ser

puede ser

\ I

puede ser

I

puede ser
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Estuches de compases “Escolar’ D. C. P.

Num. 1750.—D. C. P.—Bstuche de compases “Bscolar* (figura

ticulacion en las dos pier-
nas, Precio, 6 ptas.

N.°1764.—D. C. P.—Es-
tuche de compases “Es-
colar (fig. 238), de metal
blanco, conteniendo 8 pie-
zas diferentes: compas de
puntas de 13 cm. largo,
compas para tinta y lapiz,
mango de madera, tirali~
neas de tinta para rectas,
llave y minas. En elegante

Fig. 236, - D, C. P, - Estuche compases «Escolar»

236), de metal niquelado,
conteniendo compas com-
pleto de 12 cm. de lar-
go (lapiz, tinta, medidas),
mango, tiralineas de tinta,
llave y minas de recambio.
Precio, 3’50 ptas.

N.°1752.-D.C. P. Es~
tuche de compases “Es-

colar«, (fig. 237), en clase mejor, compas de 13 centimetros, con ar-

Fig. 237, - D. C. P. - Estuche compases «Escolars

estuche forrado de terciopelo, 8 ptas

Compases

Catélogodel Material Escolar
de la casa Dalméu Carles, Pla. S. A. (Gerona, 1928)




...Por los trillados caminos de
la aritmética escolar de las
cuatro operaciones

Angel Ramirez Martinez

Carlos Usén Villalba

La identificiacion entre las
operaciones y sus algoritmos
ha hecho olvidar que estos
Gltimos no son Gnicos vy,
ademds, que estan muy
alejados (por lo refinados)
de los nimeros, operaciones
y propiedades implicadas. Al
hilo de estas consideraciones
se plantean una serie de
preguntas y alguna
respuesta, que no siendo una
lista completa, permiten
contemplar una infinidad de
posibilidades didécticas que
quedan abiertas cuando las
calculadoras ya casi no
estén obligadas a luchar por
su implantacién en el avla.

¢
ay metiforas que estdn mas cerca de la realidad que ella
misma. Esta podria ser un buen ejemplo. Recoge Georges
Ifrah en su libro Las cifras el siguiente parrafo: «{Un amigo
mio, durante un reciente viaje a la Unién Soviética, quiso
un dia cambiar francos franceses por rublos y vio, sor-
prendido, que el funcionario de la oficina de cambio efec-
tuaba sus cilculos con una calculadora moderna y com-
probaba después los resultados con un marcador (p.
119). Eran los Gltimos rescoldos vivos de una guerra que
mantuvo discretamente entretenida a la humanidad
durante varios siglos: «En realidad la disputa entre
Abacistas y Algoristas durd varios siglos. El dbaco se
sigui6 utilizando incluso después de la victoria de los nue-
vos métodos. Todavia se ensefiaba en el siglo XVIIL, y la
gente, por prudencia, siguié comprobando todos los cal-
culos efectuados a pluma repitiéndolos en la tabla de
fichas» (p. 299). «En cualquier caso, [...], los entusiastas del
cilculo moderno fueron cada vez méds numerosos y la
balanza empez0 a inclinarse sensiblemente a su favor. Era
el inicio de la democratizacion del cilculo en Europa. Sin
embargo la batalla estaba atn muy lejos de ser ganada
[...]. Los calculadores profesionales de la época que prac-
ticaban las operaciones en el dbaco, querian, en efecto,
guardar celosamente los arcanos de este arte: preocupa-
dos por preservar su monopolio y al ver amenazado su
medio de vida, no querian ni oir hablar de estos métodos
revolucionarios que ponian las operaciones aritméticas al
alcance de cualquierar (p. 296).

El paralelismo con la época actual es claro, pero como
parece dificil aprender de la historia el lector sacara las
conclusiones que estime mds oportunas. En mi caso qui-
siera hacer hincapié en la resistencia que presentan algu-
nas instituciones a los cambios aunque (o porque) vengan
avalados por el progreso cientifico y técnico. Teniendo la
virtud de asumirlos muchos siglos después de haberlo




hecho la sociedad que los gestd. En este sentido la escue-
la se ha comportado siempre como la institucién mis con-
servadora.

De hecho, hace ya tantos afios que uno ni se acuerda de
ello, aparecieron las calculadoras de bolsillo, mal llama-
das de cuatro operaciones. Ahora su uso esti generaliza-
do, las regalan con la compra del detergente o de las
galletas,... ni siquiera llevan pilas. La escuela, algunas
escuelas, son el tnico sitio en el que se prohibe su uso.
¢Por qué tantas reticencias? ;A qué se tiene miedo?, sa que-
darnos sin «programa»?, o a «democratizar la ensefianza de
las cuatro operaciones y tener que dejar de considerar fra-
casados a los estudiantes que no saben hacer multiplica-
ciones o divisiones con muchos digitos? ;Se intenta salvar
da estética» del algoritmo de la frialdad del calculo r4pido y
preciso? ;Serd quizds que seguimos prisioneros de una
especie de sindrome de Estocolmo segiin el cual el valor
de las cosas es directamente proporcional al sufrimiento
que cuesta conseguirlas y en el que determinados cilculos
y adiestramientos, que s6lo se hacen en la escuela, no
pasan de ser, y s6lo se justifican como meras «destrezas de
supervivencia escolar» como les llama Maier en aquel famo-
so articulo de Aritbmetic Teacher de septiembre de 19877

Creo que, nos guste o no, el sitio de los algoritmos de
lapiz y papel estd junto a la miquina de Pascal o al 4baco
en el museo de viejos instrumentos de cilculo para delei-
te de curiosos, estudiosos y coleccionistas. Creo que es
hora de tener superado el debate sobre cuil debe ser el
uso de la calculadora en clase, llevamos mas de diez afios
diciendo que no puede reducirse a un mero uso funcio-
nal, que la calculadora ha de usarse como generador de
problemas, como potenciador del cilculo mental, como
profundizador del sentido y razén de ser de las operacio-
nes y algoritmos, etc. Incluso creo que no tiene sentido
plantearse eternamente reflexiones como «La revolucién
frustrada» que nos ofrecia la revista Micromath en 1992, Y
no porque su uso lo recomiende el Informe Cockcroft
(1982) o porque esté incluida como material did4ctico en
los nuevos programas, ni siquiera porque la realidad se
imponga por si misma o porque la bibliografia surgida
durante los tltimos afios sea riquisima en recursos didac-
ticos basados en el uso de la calculadora, sino porque los
- Gnicos que de verdad establecen los curriculos reales, los
dnicos a los que se atribuye, y en quien se delega, auto-
ridad suficiente para ello, las editoriales, estin incluyendo
en los textos muchos de los problemas, juegos e investi-
gaciones que llenaban a rebosar la bibliografia al uso
sobre utilizacion didéctica de la calculadora.

Lo que no va a pasar de moda ni puede ser superado ni
separado de los curriculos es el concepto de operacion
como relacién entre nimeros, porque forma parte inse-
parable de las propiedades y por lo tanto de la concep-
tualizacién de los mismos. Pero llevamos demasiado tiem-

...mos guste o no,
el sitio de los
algoritmos de

lapiz y papel estd

Junto a la
maquina de

Pascal o al dbaco

en el museo
de viejos
instrumentos de
calculo para
deleite de curiosos,
estudiosos y
coleccionistas.

po confundiendo operacién con algo-
ritmo y divinizando a éste como dios
Gnico y verdadero. Entronizados en su
esencia de brevedad, infalibilidad, uni-
versalidad, efectividad y permanencia,
se han automatizado sin entender las
razones que encierra su proceso. Se
desconoce por ejemplo que ni son uni-
versales ni Gnicos, sorprende saber que
en Italia se multiplica con un algoritmo
diferente al que nosotros usamos, como
sucede con la division en EE.UU. por
poner dos ejemplos. Y que no siempre
se ha operado de la misma manera, de
forma y modo que, olvidando que a
veces lo mejor es enemigo de lo bueno,
nuestros algoritmos que son los mis
refinados y sintéticos que hayamos
podido conseguir estin, por esa misma
razén, lejos de ser didicticamente los
mas adecuados al estar alejados del
sentido dltimo de la operaciéon que
efectian y de las propiedades de los
ntmeros implicados en ellas, pues
como los seres humanos ya metidos en
afios, ocultan mis de lo que ensefian.

Quizds sea el momento de replantesr-
selo todo, mis que nada porque siem-
pre es un buen momento para hacerlo
y en este sentido este articulo pretende
ser una invitacién a la duda sistematica,
a poner en entredicho la evidencia, a
discrepar de la obviedad, a cuestionar
las buenas costumbres, a repensar lo
impensable, a poner en tela de juicio lo
intocable, lo admitido, lo establecido,
lo estandarizado, lo biasico... Pretende
iniciar un paseo por los trillados cami-
nos de Jos algoritmos de las cuatro ope-
raciones, con detenimiento, con pacien-
cia, redescubriendo rincones inadverti-
dos, paisajes agazapados a la sombra
de otros paseos mds monétonos y ruti-
narios, caminos nunca explorados,
inaccesibles a la prisa y a la efectividad.
A recorrerlos con libertad y sin miedos,
solazdndonos a la sombra de la duda
permanente. Agazapados al acecho de
lo intangible, de lo initil o lo inaccesi-
ble. Seguros de que importa mds el
viaje que el destino.

Es por ello por lo que quizds convenga
comenzar por plantear algunas pregun-




tas ingenuas de esas que harfa un nifio
y cuya respuesta lejos de ser obvia
entrafta mil trampas y desconciertos.
Las preguntas y respuestas ni son todas
ni son Gnicas, y tanto unas como otras
dan pie a muy diversas formas de algo-
ritmo y a otras tantas formas de enten-
der la operacién en si misma. El interés
did4ctico es cambiante en cada momen-
to y la transposicion al aula como las
respuestas quedan (como no podria ser
de otro modo) a cargo del lector,

Suma

o ;Por qué se empieza a sumar por la
derecha?

e ;Como seria el algoritmo empezando
por la izquierda?

e Por qué las que se llevan se escri-
ben sobre las cifras siguientes?

e ;Por qué no se pone siempre el
nimero grande arriba?

e Escribe todas las reglas que definen
el algoritmo estdndar de la suma.

o ;Qué presenta y qué oculta este
algoritmo sobre el concepto de
suma?

e A la hora de sumar decimales, ¢por
qué se alinean los niimeros respecto
de la coma?

e ;Qué es sumar? ;En todos los casos
tiene la suma el mismo sentido?
(Qué diferentes problemas sobre la
misma se pueden presentar?

7 8 9

+ 5 9 6

i 2 0 0

1 7 0

1 5

i3 8 5
8 9
5 9 6

1 1 1
2 7 5

1 3 8 5

JQué es sumar?
JEn todos los casos
tiene la suma el
mismo sentido?

700 + 80 + 9 7c  + 8d 9u
500+ 90 + 6 5¢ + 9d 6u
12000 + 170 + 15 12¢ +17d + 6Gu
1000 +300.+80 + 5 13¢ + 8 + 5u
+ 7 8 9
5 12 7 8
9 17 + ‘ 5 9 I 6
6 15 1 12 |17 i 15
1385 1 3 8 5
7 8 9 7 8 9
+ 5.9 6 + 5 9 6
' L5 1] 2
1 7 1 7
1 2 1 5
1 3 8 5 1 3 8
7 8 9 * 8 9
+ 9 6 57086
1 7 1 8 5 B
1] s 6 5 5
1 2 5 5 8
1 81 5 e
6.3 2
7 8
+ 5 1
1 0 1
2 9 5
1
1 2 0 5
1 3 0 5

789 + 475 = 789 + 50025 = 1289 — 25 = 1264

789 + 475 = 790 + 474 = 800 + 464 = 1264

Pero esto ya no es un algoritmo, podria ser un semialgo-

ritmo, incluso un heuristico.

789 + 475 = 1100+89+75 = 1300-11-25 = 1275-11 = 1264




Resta

¢Qué propiedad sustenta el algoritmo de las resta «con
llevadas»? sPor qué se suman las que «e llevan» al sus-
traendo y no al minuendo? ;Por qué nunca nos lleva-
mos dos?

¢(Por qué se empieza a restar por la derecha? ;Se podiian
elaborar algoritmos que comenzasen por la izquier-
da?... 4o por el centro?

Haz una resta mentalmente, ;qué algoritmo has utiliza-
do? ;Has usado mentalmente la grafia de los nimeros?
¢Por qué se coloca el mayor arriba y el menor abajo?
(Podria hacerse de otro modo?

¢Por qué sélo se restan nimeros de dos en dos, cosa
que no sucede en la suma por ejemplo? ;Podriamos
generar algoritmos que lo hicieran posible?

¢Por qué no se estudian las tablas de restar? Construye
una, ;qué propiedades de la resta se ponen de mani-
fiesto de forma evidente? Por cierto que pasear por ella
ascendiendo y descendiendo puede ayudar a entender
la resta con llevadas.

¢Como se restarian dos nimeros enormes, pongamos
de 16 cifras, con la calculadora?

Incluso podriamos plantearnos el escribir uno a uno
todos los pasos que conforman el algoritmo y analizar
qué aspectos de la operacién muestra y cuiles oculta.
O hacer una resta en base 3 o 6 para entender las difi-
cultades que tiene su aprendizaje.

Por cierto, ¢por qué se empieza por la suma y no por
la resta, la multiplicacién o la divisién?

Pues bien, sirvanse considerar algunos posibles algorit-
mos diseflados para restar, por si usted no gusta de usar
calculadora, hay eclipse de sol o gusta de coleccionar
utensilios diddcticos. Pero todos ellos sirven para restar y
a buen seguro que los encontrard mejor emparentados
que el tradicional con la operacién que se pretende.

7 2 3 7 2 3
- 4 7 5 - 4 7.5
3 2 3 B2 i3
- 7 5 ~ 7 5
2 5 3 300
- 5 - 5. 2
2 4 8 205 9
a2
7.2 3 2 4 8
- 4 7 s
74 8
-5 0 0
2.4 8

JCOmo se
restarian dos
nimeros enormes,
pongamos
de 16 cifras, con
la calculadora?

742 397
-397 400

7 2 3

- 4 7 5

7 0 0

- 4 5 2

6 4 8

- 4 0 0

2 4 8

7 2 3

— 4 n7 s

7 1 8

- 4 7 0

6 4 8

= 4 0 0

2 4 8
643 285_» 85
-285 + 58
643 43
643__> 5143”> 1313
=285 -285 ’85
58
643»6413__» 1413
-285 -295 95
8 58

2 8
+ 3 5

1 « |

5 a3l

6 4 | 3

3
342

[345]




623 628 638
—p —

- 485 =490 -500

138

623_> 620_>600

- 485 —482 - 462

138
7483 5895
-5000 -5000
2483 895
-483 -483
2000 412
-400 -400
1600 12
1590 2

7c+2d+50  6c+ 11d + 15u
=3¢+5d+7u -3¢+ 5d+ 7u
3c+ 6d+ 7u
700 +20 + 5 400 + 20 +5
-300 +50 + 7 S0+ 7

350 + 13 + 5 =368

Se pueden generar otros tres sencillos
algoritmos quitando, separando o com-
plementando que tienen un soporte
simbélico o fisico sobre la recta real e
infinidad mis de ellos que a buen segu-
ro se le ocurrirdn al lector al hilo de
esta prolija muestra de variaciones sobre
un mismo tema.

iPero ;qué me dice Vd.l.. jque algunos
no son algoritmos propiamente dichos!,
ique son seudoalgoritmos, heuristicos
quizas!. Pues claro, pero es que ya no
necesito ¢ algoritmo, ni mucho menos

¢JPor qué se
comienza
a multiplicar
de derecha
a izquierda?
JSe podria bacer
de otro modo?

que sea Unico ni estandarizado, para eso tengo el de la
calculadora que cumple ademds a la perfeccion las con-
diciones de rapidez y sencillez maximas. Ya no me preo-
cupa el algoritmo, jen absoluto!, me preocupa la opera-
cién y las propiedades numéricas y la decena y el operar
mental y la profundidad con que los mismos se instalen
en la mente y la permanencia de esa profundidad. {Pero
el algoritmo, el que nuestra tradicién cultural considera
como tal, me importa tanto como cualquiera de estos,
incluso menos, su importancia es simplemente histérical

Y podriamos seguir plantedndonos preguntas ingenuas
que pongan en entredicho la obviedad, y releer a
Descartes cuando escribe: «...no admitir jamds como ver-
dadera cosa alguna sin conocer con evidencia que lo era;
es decir, evitar cuidadosamente la precipitacién y la pre-
vencion y no comprender, en mis juicios, nada mas que
lo que se presentase a mi espiritu tan clara y distintamen-
te que no tuviese motivo alguno para ponerlo en duda» y
que viene a ser algo tan contradictorio y placentero como
solazarse a la sombra de la duda (mas o menos). No cabe
duda que la frase de Descartes encierra una inconmensu-
rable confianza en el género humano, no menos que la
que vamos a demostrar nosotros en vuestra paciencia
plantedndoos algunas cuestiones maliciosas sobre la mul-
tiplicacién y la divisién y sometiendo a vuestro juicio y
buen entender algn que otro cuasialgoritmo, lo llamare-
mos asi para no suftir las duras criticas que habrd de
soportar quien se desviase lo mds minimo del buen crite-
rio v juicio veraz que impone una rutina bien establecida
(la de algoritmo sin ir mas lejos).

Multiplicacion

e ;Por qué se comienza a multiplicar de derecha a
izquierda? ;Se podria hacer de otro modo?

e Por qué se corren hacia la izquierda los niimeros a
sumar cada vez que se multiplica por una cifra dife-
rente?

e ;Por qué cuando se multiplica por la unidad seguida de
ceros se corre la coma hacia la derecha o se afiaden
ceros?

e ,Como se harfa la multiplicacién «on decimales» si
hubiese que conservar la coma a lo largo de toda ella?

e Por cierto, gpor qué se pone la coma justo en el sitio
en el que se pone al acabar una multiplicacién con
decimales? Y justo antes de colocarla ¢(qué tenemos:
unidades, decenas, décimas,..., depende...?

e Una simpleza... jpor qué 3x0 = 0?

« ;Por qué solo se multiplican los ntimeros de dos en
dos? Dicho de otro modo ;qué significado tiene, desde
el punto de vista de lo que significa multiplicar 2x3x4?
(Como-setia un algoritfh‘ g icase los factores




de tres en tres? Puestos a buscar sentido a expresiones,
¢cudl es el de esta: 2347

¢Por que se ajustan los factores a derecha, uno debajo
de otro, antes de comenzar la multiplicacién e inde-
pendientemente de la coma? (Por qué se multiplica por
el de abajo?

Si pudiéramos seguir plantedndonos preguntas inge-
nuas que pongan en entredicho la obviedad y releer a
Descartes, si multiplicamos decenas por centenas ¢qué
sale? ;Y metros por metros?

¢Como funciona y en qué se fundamenta la prueba de
los nueves?

Parece bastante claro que siempre que multiplicamos
aumenta el resultado, ¢hay algiin caso en que no sea asf?

8 4 2
2 11 10
4" 2] 6|3
3 711 710
2| 6| 8| %
37011 710
2684

NS 1
PO 9
20120499
60865 6

8 1N\ 3 2

8 '8
7 2

3 L4 5

7ls 3>6

7S 4>
18

09472

El producto hindu

Si pudiéramos
seguir
Planteandonos
preguntas
ingenuas que
pongan en
entredicho la
obviedad y releer
a Descartes,
si multiplicamos
decenas por
centenas jque
sale? ;Y metros
bor metros?

x1 157
—2—1 314
4 028
8 1256
16 2512
32 5024
49 7693
-1 -157
+10 +1570
——20——3146
+40 +6280
49 7693
x1 49 157
0 24 314
0 12 628
0 6 1256
1 3 2512
1 1 5024
7693
2 48
X 73
17104

256 % 37 =37000: 4 + 6'X37 =9250 + 370 : 2 + 37 = 9250 + 135 + 37 = 9472

= 7680 + 768 + 256 = 7680 + 1536 + 256 = 9472 ..

X 200 50 7
40 | 8000 | 2000 280 |10280
9 | 1800 450 63 | 2313
9800 | 2450 343 12593




157
X 3 8
0.4 5
8 0 6
01 2
3.5 1
596 6
2 8
X 4 7
02 3
8 4 2
1 4 5
4 2 6
12596
2.5 6
X 3
4 2
3 5
1
17 92
1
15
0 6
5 4 2
2 5 6
X 3 7
4 2
350
1 400
18 0
1500
6 00 0
9 4 7 2

Multiplicacién italiana

¢Se propone un
problema para
profundizar en el
concepto de
multiplicacion,
por efemplo,

o simplemente
para automatizar
la tabla,
el algoritmo
o determinada
estrategia
de calculo?

Y

Y este serfa un buen momento, para reflexionar. sobre

materiales diddcticos (multicubos, dbacos, regletas, domi-

nds, vasos de yogur...):

e ;Como introducirlos en el aula?

* (Qué grado de abstraccién supone el uso de cada uno
de ellos?

* (Qué aportan y qué ocultan acerca de la operacién que
estemos tratando en ese momento o de su algoritmo?

Sobre las propias operaciones:

e ;Qué relaciones numéricas hay implicadas en cada una
de ellas?

e ;Qué enunciados de problema se les puede asociar?
(Qué implican en cuanto a diferentes puntos de vista e
interpretaciones de la operacion?

Sobre los distintos tipos de juegos:

s  Cuiles emplear en cada momento?

e ;Se pretende con ellos una automatizacién de rutinas o
descubrir una estrategia?

Sobre los problemas y ejercicios:

» ;Se propone un problema para profundizar en el con-
cepto de multiplicacién, por ejemplo, o simplemente
para automatizar la tabla, el algoritmo o determinada
estrategia de calculo?

Un buen momento, en definitiva, para pensar en las mal-
tiples cosas que pasamos por alto cada vez que operamos,
que para nosotros pueden ser simples y para nuestros
alumnos un abismo. Por ejemplo, a veces: pesetas X cara-
melos = caramelos. En otras ocasiones: pesetas X carame-
los = pesetas. Pero en otras ocasiones: camisas X pantalo-
nes = trafes, como décimas X ceniésimas = milésimas.
Pero, pesetas X peseids = pesetas, mientras que metros X me-
tros = m? y X X X = X? que parece lo mismo pero no es
igual. Y niimeros X niimeros dan nimeros pero niimeros
X pesetas siempre son pesetas. Demasiadas concepciones
implicitas dentro de la misma notacién como para pasar-
las por alto alegremente.,

Llegados a este punto esperamos haber tranquilizado a
aquellos espiritus inquietos que quizds temian al empezar
a leer el articulo que la incorporacion del algoritmo de la
calculadora nos habia dejade sin programa en primaria.
Es cierto que libera una gran cantidad de tiempo suscep-
tible de ser aprovechado para trabajar la geometria, la
probabilidad o la estadistica ausentes hasta ahora de los
programas, pero serd necesatio utilizar buena parte de él
para profundizar en el sentido de las operaciones y en los
conceptos relacionales que las sustentan.

. . L4
La divisiéon
e ¢Por qué se colocan dividendo y divisor en horizontal y
no en vertical, como sucede con los demas algoritmos?



e ;Por qué se comienza por la izquierda y no por la dere-
cha como sucede en la suma, resta y multiplicacién?

e (Por qué el dividendo a la izquierda?

e ;Por qué al dividir se toman tantas cifras del dividendo
como contiene el divisor? jPor qué se «baja» la siguien-
te cifra? jPodrian bajarse dos? ;Por qué se hace una
resta y no una suma...?

s  Por qué no hay tablas de dividir?

o Al dividir van apareciendo diferentes restos sen que
vienen dados (u, d, c...)?

e ,Cuintos de estos prejuicios estdn severamente instala-
dos en las mentes de nuestros alumnos, incluso en las
nuestras:

— Siempre se divide el grande entre el pequefio.

— El cociente es mis pequefio que el divisor.

— El cociente es mis pequefio que el dividendo.

— El resto siempre es mis pequefio que el cociente?
— Centenas : unidades = ? Décimas : centenas =?

e  Por qué se dividen los nlimeros de dos en dos?

e ;Hay llevadas en la divisién?

¢ ;Por qué dividendo es igual a divisor por cociente mas
resto?

» ;Por qué funciona la prueba de los nueves? ;Es posible
que la prueba esté bien y la divisién mal? ;Se podria
disefiar una prueba del 3 o del 5?

e Al dividir por la unidad seguida de ceros jpor qué se
corre la coma hacia la izquierda? ;Se hace lo mismo si
dividimos por 0,0001 por ejemplo?

s ;Coémo se dividen dos nimeros decimales mantenien-
do las comas a lo largo de todo el proceso?

s ,Como se explica toda esta secuencia?:

12,52 2,4
1252 240

520 5,2
30

12,52 # 2,4 x 5,2 + 30 = 42,48

Anadiremos algunos algoritmos més sobre la division,
algunos surgieron en el aula ocupacional de Arnedo (La
Rioja), cuando todavia existia (como funcionaba bien, el
MEC pensé que habia que cerrarla); y los usaban de
forma natural sus alumnos. Aquellos chicos y chicas repu-
diados por el sistema educativo calculaban el volumen del
icosaedro o la estrella de Kepler, hacian bolsos y marro-
quineria, operaban de forma natural segln sus estrate-
gias,..., calculadora en ristre bajo la sabia direccién de
Ascen. Aquellos alumnos desahuciados que no sabfan
multiplicar, pero multiplicaban, que no sabian dividir pero
dividian nos ensefiaron que ese esfuerzo de creaciéon de

¢Por qué no bay
tablas de dividir?

Aquellos alumnos
desabuciados
que no sabian

multiplicar, pero
multiplicaban,
que no sabian
dividir pero
dividian nos
ensenaron. ..

sus propios algoritmos, era una aventu-
ra mucho mds interesante en si misma
que el puerto al que durante afos sus
profesores se habian empefiado en lle-
varles y en el que ellos nunca estuvie-
ron dispuestos a recalar. Ellos nos ofre-
cieron, sin saberlo, la posibilidad de
este paseo, para nosotros apasionante,
por los trillados caminos de la aritméti-
ca escolar de las cuatro operaciones.

4c +8d +7u 13
48d C 3d+T7u
39d
9d + 7u
91u
6u
487 13
130 | 10
260 20
390 30
455 35
481 37
P
400 | 80 7] 23
170 - 10
55 135 27 b)
20 4 5
1
21
487 : 13 1*
—416 26 2
71 52 4 *
—52 104 8
19 208 16
-13 416 32 *
6 37




86i41 23
487 :13 1* —69123 3 dL) !
1718 |
—351 26 2 E 7o
_— - 1610 4
136 39 3 108 375
-117 117 9 -92
19 351 27 * 16
-13 37 s
S Que podemos completar para divisiones exactas con
6 cualquiera de los algoritmos de la multiplicacién usados

en sentido inverso.

Y si el amable lector ha sido capaz de llegar hasta aqui se
merece que le obsequiemos, para terminar, con esta cita
tomada del prologo a la edicion de 1911 de En el reino
del ingenio y que su autor, E. I. Ignatiev, titul6 {La impor-
tancia de la memoria en el estudio de las Matemdticas»:

5632 23 = 244

23x1=23 5632

-

No se emperien en enseiiarles a nifios: o jévenes el estudio de las
distintas ablass, de sumay; restar, multiplicar; en la memoriza-

23x2=46"% —4600 /
o cion mecanica. de diferentes «reglas» y formulas, sino que, ante

23 x3 =69 1032 todo, acostiimbrenles a pensar-con placer y conciencia. Lo demds
- se anadird con el tiempo. No molesten: a nadie con cdlculos y ejer-
23x4=92"* -920 cicios mecdnicos muy largos y aburridos. Cuando a alguien le
- - sean necesarios en la vida, él los bard por si solo. Ademds ahora
23x5=115 112 ' b

Dpara ello bay distintas mdquinas calculadoras, tablas y otros dis-
~92 positivos».

Aunque parezca mentira, y haya quien piense que estd

20
‘ . . tomado de alguno de los innumerables textos oficiales
Angel Ramirez

Carlos Usén publicados en los Gltimos afios, estd escrito en 1911 en la
IB Quintiliano Rusia de los zares. Para que luego nos jactemos de origi-
Calahorra (La Rioja) nalidad en las ideas.

N.° 206.—Las cuatro tablas de Aritmética. — in cuatro carteles,
tamano 38 por 65, impresos en rojo y negro. En papel, 260 pese-
tas; montadas so-
bre cartdn, 10'50
pesetas.

\ A

Numero 215.— .
D. C. P.—Caja pa-
ra la ensehanza

grafica de los que-

R brados.- (Fig. 51).
@ i Formada por listo-

(N nes de madera, de

Fig. 51.—Cauja para la ensefianza de los quebrados diferentes COIOI‘GS,

y con los cuales se

da perfecta idea de cualquier quebrado propio, pudiéndose ver tam-

bién intuitivamente la equivalencia de quebrados y la suma y resta
de los mismos. Precio, 16 pesetas.

Tablas de Aritmética
Catdlogo del Material Escolar
de la casa Dalméu Carles, Pla. S. A. (Gerona, 1928)
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Medida del area de un recinto
por procedimientos mecdnicos.
Fundamentos matematicos del
planimetro

El presente trabajo, sobre los
fundamentos mateméticos del
planimetro, viene a continuar
la tarea emprendida en
1990 cuando, con un grupo
de trabajo que se formé en
el IB Félix de Azara de
Zaragoza durante el curso
1990-91, se constituyd un
grupo de Investigacién
Educativa subvencionado por
el MEC para trabaijar en lo
que podria constituir una
matematica pretécnica.
En este proyecto, entre ofros
temas, nos dedicamos a la
construccién de aparatos de
medida, estudiando sus
fundamentos matemdticos y
sus aplicaciones. El estudio
de los fundamentos
matematicos del planimetro,
por su nivel, caia fuera de lo
que se podria explicar a los
alumnos de bachillerato,
pero puede resultar
interesante para despertar la
curiosidad de los profesores,
como nos ocurrié a nosotros.

Victor Arenzana Hernéandez

1 objetivo fundamental de este trabajo es aportar los fun-
damentos matematicos de unos instrtumentos que permi-
ten medir el 4rea de una superficie, denominados plani-
metros polares, que pueden ser construidos en una clase de
taller de matemiticas y comprendidas sus bases te6ricas por
alumnos del Gitimo curso del Bachillerato. El conocimiento
del funcionamiento y fundamentacion del planimetro tiene,
ademds de un intrinseco valor histérico, un importante valor
formativo, ya que proporciona un ejemplo de la utilizacién
practica de las 4reas orientadas. El aparato comenzé a utili-
zarse en el segundo tercio del siglo XIX, pero hoy dia se
siguen construyendo y utilizando en trabajos topogrificos,
aunque con cuentavueltas digitalizados.

¢Qué es un planimeiro?

El hombre ha inventado diversos aparatos de medida para
conocer el valor de las magnitudes que le podian intere-
sar. En fisica se utilizan dinamdémetros, voltimetros o
amperimetros, que miden sobre un limbo graduado el
tamafio de una magnitud. Se han disefhado aparatos para
medir cosas tan variadas que van desde la graduacién
alcohdlica de un licor hasta la intensidad de emision
radiactiva de una determinada sustancia, Muchas veces
los instrumentos de medida se utilizan para controlar el
correcto funcionamiento de algunas miquinas.

En matemaiticas existen aparatos para medir magnitudes
basicas como longitudes y dreas de un modo mis cémo-
do que el de llevar la unidad de medida sobre la magni-
tud que se desea medir. Para la medida de longitudes se
utilizan, entre otros aparatos, el calibre para magnitudes
pequehas y longimetros o anteojos estadimétricos para
medir longitudes mayores, y para medir dreas se emplean



otros que se conocen con el nombre genérico de integra-
dores que se fundamentan en el calculo integral.

Los planimetros son unos aparatos que permiten medir el
area de un recinto plano y finito determinado recorriendo
su contorno. En realidad lo que hacen es calcular una
integral definida asociada a ese contorno. Los planimetros
se emplean en las oficinas de los catastros y en trabajos
de topografia para medir las extensiones de las fincas
sobre un mapa.

El planimetro se puede utilizar sin conocer mis que su
manejo e ignorando por completo sus fundamentos cien-
tificos. En este trabajo intentaremos aportar las bases teé-
ricas de tales aparatos que no son otras que las del cil-
culo de integrales curvilineas de segunda especie.

Existen varios aparatos de estas caracteristicas, que tienen

diferentes nombres segun el objetivo fundamental para el

que estdn disefiados:

e Intégrafos. Trazan la curva integral de una funcion me-
diante su gréfica.

o Planimetros. Miden el drea de una superficie plana
cerrada recorriendo su contorno.

e Integradores. Miden dreas, momentos estiticos y
momentos de inercia de un recinto.

Los suizos Hoppikofer (1827) y Amsler (1854), el brit4ni-
co Kelvin (1880) y el norteamericano Vannevar Buch
(1925) disenaron diferentes modelos de planimetros e
integradores.

Medida del area de un recinto reco-
rriendo su contorno

Descripcion de como se mide el area de un
recinto con el planimetro de Amsler

El planimetro de Amsler consta de una varilla AB que se
desplaza permaneciendo constantemente paralela al
plano de apoyo. En A tiene un trazador mediante el cual
se puede recorrer el contorno de la figura que se desee
medir, en B esta articulada con otra varilla mévil OB.

Figura 1

La varilla OB estd sujeta mediante una aguja al plano de
apoyo en el punto O, en torno al cual puede girar. En la
prolongacién de la varilla AB, en C, estd colocada una

Los planimetros
SON UNOS aparatos

que permiten
medir el drea
de un recinto
plano y finito
determinado

recorriendo su

contorno.

ruedecilla graduada que se apoya
sobre el plano y gira en torno al eje
AB. La medida de un recinto S se cal-
cula con este planimetro multiplicando
la medida de la ruedecilla graduada
por una constante que se llama cons-
tante del planimetro.

En los apartados sucesivos se expon-
drin los fundamentos matematicos
esenciales de su funcionamiento, asi
como un descripcién de sus mecanis-
mos para poder proceder a su cons-
truccion.

El area como magnitud orien-
tada. Signo de un drea

Introduccion

Cuando se pretende medir el drea del
recinto limitado entre una funcion real de
variable real continua y positiva y = f(x)
definida en un intervalo [a,b], el eje OX
y las ordenadas de los puntos x = a 'y
x = b, se tiene una férmula global del
cilculo del drea

b
j; f(x)dx

en la que el 4rea tendrd signo positivo
v el nimero que indica el valor del drea
se obtiene sumando elementos de drea
positivos.

Andlogamente, si la funcion y = f(x)
fuera negativa en [a,b] la integral ante-
rior serfa negativa. Pero no es este el
signo que nos interesa asignar al drea
limitada por una curva cerrada, ya que
en estos casos el signo del drea depen-
de del sistema coordenado.

y = f(x)

A

o
o
o boo-

iiaiateinde BN -4
————y &

\

y =1(x)

Figura 2




Cuando se habla de area orientada limi-
tada por una curva cerrada C lo que se
expresa es que el 4rea serd una magni-
tud independiente de la representacién
paramétrica de la curva, asi como del
sistema coordenado elegido y que tendra
signo negativo o positivo seglin que la
curva C sea recorrida en el sentido de las
agujas del reloj o en sentido contrario.

La representacién de una curva cerrada
no es posible hacerla mediante una
sola funcidén, para representar una
curva arbitraria se utiliza la representa-
cién paramétrica.

Sea una curva C de puntos simples
dada por las ecuaciones paramétricas
x=x(D), y=y(© donde t € [0,f], v x=x(D),
y=y(t) son funciones continuas, verifi-
cando, que x(a)=x(B), y()=y(P), por lo
que es una curva cerrada. Supondremos,
ademis, que sus derivadas x’(t) e y'(
son continuas salvo quizds en un
ntmero finito de puntos en los que
tenga discontinuidades de salto finito
en los que presentard dngulos.

Resultados matemdticos fundamen-
tales en los que se basa el funciona-
miento del planimetro

Los fundamentos matemadticos del fun-
cionamiento del planimetro son teore-
mas sobre dreas orientadas que se resu-
men en el siguiente enunciado global:

St una curva cerrada C estd dada en
Dparamétricas por las ecuaciones x=x(1),
y=y(t) donde t € [a,] con x(c)=x(P),
Yo)=y(B) y cumple las condiciones
anteriores, entonces se verifican las
siguientes igualdades:

A = fxy'dt = —fyx‘dt =

1
= 5 f(xy’—yx')dt

a A le llamaremos integral fundamental
y cumple las siguientes propiedades:

1.2) Las tres expresiones de la integral A
son efectivamente iguales.

23 La integral fundamental A no
depende del sistema coordenado
elegido.

Los fundamentos
matematicos del
Juncionamiento
del planimetro
son teoremas
sobre dreas
orientadas. ..

3.8 La integral fundamental A no depende del.pardmetro
elegido.

4.5 Sise invierte la orientacion en el recorrido de la curva
C, entonces A cambia de signo.

5.8 La integral A es aditiva en el sentido que si dividimos C
en arcos G, C,,..., se tiene que Ao = Ag A, +
+...+A4

”
cn’

6.8 La integral fundamental A tiene el significado geomé-
trico de drea.

Las demostraciones se pueden desarrollar del siguiente
modo:

1.°) Las tres expresiones de la integral A son efectivamen-

te iguales.
b - f yx'dt

Como t € [a,Bl v x(a) = x(B) , y(o = y(B) se tiene
x(B) y(B) - x(ow) y(a) = 0.

A = fxy'dt = —fyx'dt

la semisuma de las dos expresiones de A permite obtener

A = fxy'dt = x(Oy®

la tercera.

2.°)  La integral fundamental A no depende del sistema
coordenado elegido.

Para ello sometamos la integral fundamental que expresa
A a un cambio genérico de coordenadas en el plano, que
vendrd dado por un giro seguido de una traslacién cuya
expresion analitica es la siguiente:
x = Xcosp — Ysenp + a X = X'cosp — Y'senp
v = Xsenp + Ycosp + b
de donde:

xy =Xy =XY -XY - aY - bX

y = X’senp + Y’cosp

cuando a = 0 y b = 0 se verifica que

xy -xXy=XY -XY
lo que prueba que el integrando es invariable por giros,
pero como la curva es cerrada se verifica que:

fﬁ(aY'+bX’)dt =0
a
por ser la curva cerrada se cumple que:
fe(xy'—x’y)dt = fﬁ(XY'—X'Y)dt
a o

Lo que demuestra la invarianza del valor de la integral
fundamental por un cambio de sistema coordenado.



elegido.

Sea una curva C de puntos simples dada por las ecua-
ciones paramétricas x=x(t), y=y() donde t € [a,b] y haga-
mos el cambio de variable u = u(®), que verifica p = u(t)
y q = u(t)), haciendo este cambio a la integral fundamen-
tal se cumple:

ad 5
_fyg)idu - _f‘lyd_xd_udt - _fygdzsdt - A
p to du dt to de

Por lo que la integral fundamental permanece inalterable
por cualquier cambio de pardmetro. Como, ademis, tam-
poco depende del sistema de coordenadas elegido, tal y
como se ha visto en el apartado anterior, la integral fun-
damental sélo dependerd de la curva y se podri escribir:

A = —fydx
c

4.°)  Si se invierte la orientacion en el recorrido de la
curva G, entonces 4 cambia de signo.

Si una curva C de puntos simples dada por las ecuaciones
paramétricas x=x(t), y=y() donde t € [a,B] v se realiza la
integral de un punto Py(x(a), y(o)) a otro P,(x(B), y(B))
en ese sentido la integral fundamental valdra:

A = fﬂxy'dt - —fyx'dt - %f(xy'—yx‘)dt

y si se realiza la integracién de P,(G(B), y(B)) a Py(x(o), y(a)
su valor serd:

. o 1 o3
A = fxy'dt = —fyx'dt = —f(xy'—yx’)dt
B B 2Jp

lo que supone un cambio de signo para A, como desei-
bamos probar.

5.%) La integral de A es aditiva en el sentido que si dividi-
mos C en arcos C,, C,... C,, y mantenemos en ellos la
misma orientacion que tenia C se tiene que

Ap= Ayt A+ .+ AL

En efecto, ya que la particién de C se corresponde con
una particion del intervalo [a,p] en n subintervalos

asgsg<. < <t =P

El cardcter aditivo de la integral nos lleva al resultado
expresado.

6.%) La integral fundamental para curvas es un drea.

Se puede calcular la integral curvilinea a lo largo de un
curva cerrada C y representaremos el resultado de la
misma con A. por el simple procedimiento de dividir la
curva C en trozos igualmente orientados, integrando
sobre cada uno de los arcos obtenidos y sumando.

3.°) La integral fundamental A no depende del parametiro

Consideremos en primer lugar un recin-
to plano Q limitado por y=gx), y=fx)
v las ordenadas x=a, x=b, que denomi-
naremos celda orientada. Su frontera C
se puede considerar orientada en senti-
do contrario a las agujas del reloj, for-
mada por la unién de los arcos C, C,,
C,, C4 En las curvas C, y C, no hay
variacién de x, que tomamos como
pardmetro, por consiguiente

Ao = Ac, + AC, =

- - ﬁ g Godx — j;bf(x)dx -

= f]jg(x)dx - fbf(x)dx

que es el area del recinto Q.

'y =g

G
c A

W y = f(x)

Figura 3

Es, por lo tanto, lo mismo que

A = —fydx
C

Si queremos determinar el 4rea de un
recinto general Q lo dividiremos en cel-
das orientadas Q,, Q,,... Q_con fronte-
ras respectivas 0Q,, 0Q,,... Q_ podemos
expresar el drea de la siguiente forma
(véase la figura 4 de la pagina siguiente):

n
Ag = EAm =
T

n

- Dl - fres




Figura 4

El teorema de Green y las dreas
orientadas

Los resultados anteriores se podrian
haber deducido de la férmula de
Green, que relaciona la integral a lo
largo de una curva cerrada con una
integral doble extendida al recinto que
comprende.

Teorema de Green. Sean P(x,y) y Q(x,3)
campos escalares con derivadas parcia-
les acotadas en un abierto S del plano
xy. Sea C una curva de Jordan regular
a trozos y sea Q la union de C con su
interior. Supongamos que QC S, enton-
ces se verifica la identidad

fP(X,Y)dx + Q&,y)dy =
C

_ QGLy)  PEY)
ﬂ;z ox dy Y

Que suele escribirse de forma resumida
en la forma:

frde+Qdy = fL(QX—Py)dxdy

A partir de esta formula se pueden
obtener distintas expresiones integrales
que relacionan el drea de un recinto
plano con una integral curvilinea reco-
rrida a lo largo de su frontera, asi:

SiP =-1yQ,=0 la férmula se trans-
forma en:

oo - ff

El fundamento
matemdtico del
planimetro se
basa en el cdalculo
del area que barre
un segmento
rectilineo.

cuyo segundo miembro es el area del recinto Q.

Si Py =0y Q. =1laféormula se transforma en:

fcxdy = fj;zdxdy

que es el drea del recinto.

SiP =-1yQ,=1 la férmula se transforma en:

lfxdy—ydx - ffdxdy
2 Jc Q

Lo que demuestra la equivalencia de las formulas

A = fxy'dt = —fyx'dt = —;—f(xy'—yx')dt

Area de barrido

A continuacién se van a aplicar los teoremas anteriores al
calculo del 4rea de la figura que barre una curva que se
desplaza por el plano. El fundamento matemdtico del pla-
nimetro se basa en el cilculo del drea que barre un seg-
mento rectilineo. Esta nocién de drea de barrido de un
arco de curva se matiza a continuacion.

Sea un arco de curva de extremos A B que se mueve en
el plano cartesiano de manera continua hasta una posi-
cién A,B,. El punto A, describird en su movimiento una
curva AA,, el By trazard en su desplazamiento la curva

B,B,. En total queda en el plano la figura AB/B,A, que
determina un recinto.

Sea AB una posicién intermedia de la curva en su des-
plazamiento continuo y consideremos otra posicién infi-
nitamente proxima A'B’. El 4rea total del recinto A B B A,
se puede calcular conociendo las ecuaciones de AB,,
BB, B/A;, AA, mediante la férmula:

1
f — (xdy —ydx)
ApBoB1A1

Ya que las posiciones inicial y final del arco de curva
AB, AB, junto con las trayectorias descritas por sus
extremos A A, v BB, constituyen una curva cerrada en el
plano que delimita un recinto cuya 4rea, llamada drea de
barrido, se puede calcular mediante una integral curvili-
nea calculada a lo largo de la frontera del mismo que no
es otra que la curva ABB A, a la que se dotard de una

orientacién conveniente. (Figura 5).

En el caso de que el arco de curva A B, se moviera en el
plano cartesiano de manera continua hasta una posicién
AB, coincidente con AB, el punto A, describird en su




trayecto una curva cerrada AjA; que supondremos simple,
mientras que el extremo B, trazard en su desplazamiento
otra curva cerrada B B,, que supondremos simple igual-
mente. El drea de barrido se calculard en este caso me-
diante la suma de las 4dreas, con el signo que les corres-
ponda segln la orientacién de la curva cerrada descrita de
los recintos delimitados por las curvas cerradas que des-
criben A, y By, que denotaremos R, y R, respectivamente,
en el desplazamiento del arco de curva A B, seglin se
esquematiza en la figura 6.

Si uno de los extremos, por ejemplo By, describiera un
arco simple de curva no cerrado, el drea serfa la de R,, ya
que el drea de la figura plana que encierra la curva des-
crita por By serfa nula. La figura 7 ilustra la situacién.

Para calcular el 4rea, suponiendo que A recorre una curva
simple de Jordan cerrada, que B recorre un arco y que AB
vuelve a su posicién inicial, supongamos que AB y A’B’
sean dos posiciones infinitamente proximas, tal y como se
indica en la figura 8, donde a es al dngulo que forma en
cada punto la tangente al arco de curva que describe B
con la barra trazadora AB cuando A describe el recinto
que se desea medir.

do = ABds sena + —;—AB‘2 de

Para calcular el area de la figura barrida por el segmento
AB, cuando este segmento parte de una posicion determi-
nada y vuelve a la misma se ha de integrar. Al realizar esa
integracién, el primer sumando se integrard a lo largo de
la curva descrita por A y el segundo entre dos valores
idénticos de 6 por lo que la integral se anulard y quedari:

o = fABdssena
C

Mecanismos de un planimetro

Supongamos que una ruedecilla se apoya en un plano
rugoso y que su eje permanece paralelo al plano. La rue-
decilla posee un plano de simetria perpendicular a ese
plano llamado plano de la ruedecilla. La interseccion del
plano de la ruedecilla con el plano de apoyo se denomi-
na traza de la ruedecilla. El punto de contacto de la rue-
decilla con el plano describe una linea llamada trayecto-
ria de la ruedecilla.

Cuando la ruedecilla se pone en movimiento sobre el
plano describe alrededor de su eje una cierta rotacion,
medida con un angulo, la longitud del arco de este dngu-
lo medido sobre la circunferencia de la ruedecilla se llama
rodadura.

B, B,

Figura 5

Figura 6

Figura 7
‘B’
A’ /T/Eg///_l
ds
o
A B
Figura 8




Al girar la ruedecilla se pueden dar los
casos siguientes:

1) Giro en torno a la normal al plano en
el punto de apoyo: rodadura nula.

2) Traslacion en el sentido del eje de
la ruedecilla: rodadura nula.

3) ‘Traslacién siguiendo la traza de la
ruedecilla: hay solo giro sin desli-
zamiento, la rodadura es igual a la
trayectoria rectilinea descrita.

4) Una traslacién siguiendo una linea
recta que forma un 4ngulo deter-
minado con la traza de la ruedeci-
lla. En este caso el movimiento se
puede considerar descompuesto
en la rodadura que seri la proyec-
cién de la trayectoria de la ruedeci-
lla sobre la traza de la misma y en
una traslacién segin el eje de la
ruedecilla.

Llamando a al 4ngulo que determina la
trayectoria rectilinea con el eje de la
ruedecilla, que es, segin se ha dicho
anterjormente en las dreas de barrido,
el 4ngulo que forma en cada punto la
tangente al arco de curva que describe
A con la barra trazadora AB cuando B
describe el recinto que se desea medir.

Si la rueda realiza un desplazamiento
infinitamente pequefio describiendo un
arco de curva ds = RR’ en este desplaza-
miento la rueda habra rodado, pero tam-
bién habri tenido un deslizamiento. Las
posiciones del eje de la rueda se pueden
suponer paralelas en Ry R'. La rodadura
infinitesimal se medird sobre una direc-
cién perpendicular al eje de la rueda y
vendrd dada en este Gltimo caso por:

RR, = RR’seno

Figura 9

El planimetro de
Amsler consta de
una varilla que
se desplaza
pavralela al plano
de apoyo.

Con estos supuestos resulta ficil evaluar la rodadura
cuando se describe una trayectoria cualquiera. Cada des-
plazamiento elemental de la ruedecilla, ds, puede des-
componerse en: ds sena que es la rodadura y en un giro
alrededor de la normal al plano de apoyo en el punto de
contacto de rodadura nula. La rodadura serd, por consi-

guiente:
f seno, ds

integral que sera evaluada a lo largo de la trayectoria des-
crita por el punto B.

El planimetro de Amsler

El planimetro de Amsler consta de una varilla AB que se
desplaza permaneciendo constantemente paralela al
plano de apoyo. En el extremo A tiene un trazador
mediante el cual se puede recorrer el contorno de la figu-
ra que se desee medir, en B estd articulada con otra vari-
lla movil OB.

Planimetro de Amsler




La varilla OB estd sujeta mediante una aguja al plano de
apoyo. En la prolongacién de la varilla AB, en C, estid
colocada una ruedecilla graduada que puede girar en
torno a si eje AB. La ruedecilla se apoya en el plano y
puede girar libremente cuando el extremo A describe la
figura que se desea medir (véase figura 1).

Por lo expuesto anteriormente el drea del recinto ¢ viene
dada, cuando B describe un arco de circunferencia, por

o= AB A.

Para medir con las unidades adecuadas es preciso que
cada planimetro mida una superficie de medida conocida
como, por ejemplo, un centimetro cuadrado, que provo-
card en la ruedecilla una medida de rodadura A, entonces:

O = fsenads

El planimetro de Petersen

El fundamento del planimetro de Petersen es el mismo
que el de Amsler, la diferencia fundamental estriba en que
la ruedecilla que mide los dngulos en el segundo se reem-
plaza por una corredera en el de Petersen. La modifica-
cién realizada se comprende con el siguiente razona-
miento. En la férmula

ds = AB ds sena + (1/2)AB? d0

AB seno. representa la componente normal a la varilla AB
del desplazamiento de C (la ruedecilla). Por lo tanto, si C
recorre una barra DE manteniéndose normal a AB (figura
10), sin que la corredera tenga desplazamiento en el sen-
tido de su longitud el punto C se desplazara

o=AB—é—

0

2,
B A
< T
i
Figura 10
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Papel pericial de las matemadticas.
Los repartos

Lina Maria Cecilia Gamiz

Pablo Flores Martinez

sHay un matemadtico
en la sala..?

Les Aventures
d’Anselme Luturlu,
Jean-Pierre Petit

Con objefo de contextualizar
la proporcionalidad, hemos
planteado en diversos niveles
de ensefianza de las
matemdticas, el clésico
problema de la herencia de
camellos. En este articulo
presentamos la solucién y las
reflexiones que ha realizado
sobre el problema una
estudiante para profesora de
matemdticas de secundaria.
Estas reflexiones nos han
permitido profundizar sobre
el significado matemético de
reparto y sobre el papel
pericial de las matemdticas.

n las matemdticas de enseflanza primaria y secundaria se
suelen estudiar los repartos como aplicacién de las pro-
piedades y cilculos proporcionales. Los multiples proble-
mas relacionados con herencias, pagos, mezclas y alea-
ciones, grifos, jornales, etc. nos han servido para contex-
tualizar la proporcionalidad directa o inversa. Los profe-
sores estamos convencidos de que en estas situaciones se
ha requerido una utilizacién pericial de las matematicas,
lo que da lugar a que el matemdtico se convierta en un
Salomén que establece criterios objetivos de reparto.

Esta labor pericial de la matematica se restringe al aula, ya
que los repartos proporcionales, realizados en los proble-
mas reales similares a los planteados en clase, no siempre
dejan contentos a los implicados, que pueden despreciar
por simplista la solucién matemética. La complicacion real
de los problemas de reparto hace que se pongan en juego
otros datos y circunstancias que no siempre son reduci-
bles a aplicaciones lineales. Asi, los repartos de terrenos
no pueden hacerse por simple divisién de la superficie, ya
que, por ejemplo, la forma del terreno puede introducir
aspectos no repartibles (acceso a un camino, orografia del
terreno, etc.) (Alonso y otros, 1991). También pueden
influir la vegetacién del terreno o la conveniencia o no de
partirse para poder edificar. Una herencia compuesta por
una casa, un coche y los muebles s6lo admite un reparto
proporcional si se traduce en dinero y se reparte éste, con
la consiguiente pérdida de la integridad de los bienes que
los herederos quisieran conservar.

Recientemente, la revista Muy Interesante presenta un
articulo de un matemdtico y un sociélogo, quienes se ocu-
pan de la forma de repartir entre dos personas, tres, cua-
tro, etc., tartas y objetos re_aylie‘s,‘ de manera que todos ellos
se sientan satisfechos (Hively y Sard6n, 1995). También esta
de actualidad él repa;ttokd,eyl‘ tiempo de publicidad gratuita a




los partidos politicos en tiempo de elecciones, o el de los
minutos dedicados a cada partido en los noticiarios.

En vista de la dificultad de afrontar en clase de matemati-
cas estos repartos, los profesores seguimos haciendo uso
de los problemas tradicionales para hablar de repartos
proporcionales. Pero la introduccion del debate en clase,
como forma de validar la resolucién de problemas, vuel-
ve a poner en evidencia lo incompleto de los procedi-
mientos estandares de resolucion.

En este articulo vamos a referirnos a problemas tipicos de
reparto, y como estos problemas han sido resueltos en
diferentes niveles de ensefianza. Un enunciado que ha
suscitado diversas respuestas, y ha llegado a interesar a
los alumnos por la validez de cada una de ellas, se refie-
re al reparto de los gastos en una oficina. Por ejemplo:

Un abogado, un gestor y un contable comparten una ofi-

cina. El abogado la utiliza 5 dias por semana, el gestor
3 y el contable 2. El alquiler semanal de la oficina es de
12.000 pts. sCudnto debe pagar cada uno? ~

La expectativa del profesor al plantear este problema es
que los alumnos hagan un reparto proporcional, y efecti-
vamente, algunos estudiantes lo resuelven sin dudar
sumando dias, dividiendo el precio entre la suma de dias
y multiplicando esta cantidad por el ntimero de dias que
asiste cada uno. Esta respuesta tiene la ventaja de que la
suma de lo que pagan los tres es 12.000 pts. y que las pro-
porciones relativas entre las’ cantidades pagadas es la
misma que existe entre los dias que emplean la oficina (el
abogado paga 5/3 de lo que paga el gestor, etc.).

Al plantear este problema en 1.° de BUP, algunos alum-
nos me preguntaron por el nimero de dias en que coin-
cidian dos o tres de los inquilinos. Esta pregunta, apa-
rentemente improcedente, me hizo reflexionar sobre la
interpretacién que hacian los alumnos de las condiciones
del problema y de los criterios de reparto. Sélo entonces
caf en la cuenta de que el papel pericial del que se arro-
pa el profesor de matemadticas choca a veces con la reali-
dad de la situacién. Pero, ademids, observé que, en gene-
ral, el grupo de alumnos aceptaba como equitativas otras
formas de reparto, en las que se consideraba que cada
uno deberfa pagar menos el dia que coincidia con otros
que si iba solo.

Este problema lo he planteado también en cursos de for-
macion inicial de profesores, tanto a estudiantes para pro-
fesor de ensefianza primaria, como a futuros profesores
de matemiticas de ensefianza secundaria. En estos tres
ambitos han surgido cuestiones similares y, aunque en el
caso de los estudiantes de los ltimos cursos de la licen-
ciatura de matematicas la disposicién inicial fue resolver-
lo por el reparto proporcional, no rechazaron de plano
otras soluciones e interpretaciones posibles.

llustracién del
«problema de los camellos»
que aparece en
Aritmética Segundo grado.
Editorial Luis Vives,
Zaragoza,1955.

manifiesta su voluni ‘
mayor reciba la mitad de su fortuna, el

Una situacién similar se planted con un
problema tipico, que ha tenido diversos
enunciados: el problema de los came-
los:

a sus fres
‘ festamento
tad de que el hijo

Un sefior dej
hijos, 11 can

segundo un cuarto de la misma y el ter-
cero un sexto. 3Cuéntos camellos le
corresponden a cada hijo?

Como no se pueden partir los camellos,
el notario pide prestado un camello al
vecino. De esta forma junta 12 came-
lios, la mitad de los cudles, 6, corres-
ponden al hijo mayor, la cuarta parte,

3 camellos, corresponden al segundo

hijo, y 2 camellos, un sexto de 12,

corresponden al pequefio. Se han
repartido asi 6 +3 + 2 = 11 camellos,
con lo que se puede devolver el came-

llo prestado. 3Como es posible que
sobre este camello al hacer el reparto?

Al plantear este problema, mi expecta-
tiva, como profesor, es que los alumnos
descubran que el reparto previsto por
el difunto no es exhaustivo.

He planteado este problema también
en los tres ambitos descritos: primero
de BUP, primero de Magisterio y forma-
cién inicial de profesores de matemiti-
cas de secundaria. Se obtuvieron res-
puestas diversas. La primera reaccién,
de los alumnos de 1.° de BUP y algu-
nos de Magisterio, fue el aceptar el
reparto como perfecto, ya que: se
repartian los 11 camellos, no tenfa que
intervenir el carnicero y se respetaban
los criterios del padre. Algunos se limi-
taron a considerar que lo entendian, ya
que habfan comprendido que 6 es la
mitad de 12, etc. Otros se extrafiaban
de un reparto en el que sobra justa-
mente lo prestado, pero no llegaban a
encontrar la razén. Los mds aventajados
de BUP y Magisterio, asi como todos
los estudiantes de la licenciatura de
matemdticas, sumaron las fracciones y
mostraron la incompletitud del reparto
propuesto.

Sin embargo, una profesora de mate-
maticas de los cursos de formacion pro-




puso una solucién original a la que
habia llegado junto con su hermano,
graduado social. La naturaleza de la
solucion y las reflexiones que realiza-
ron me ha parecido tan interesante que
le sugerf a la autora que las generaliza-
ra y las escribiera para su publicacién.
Fl texto que aparece a continuacidén
refleja este razonamiento de la profeso-
ra en formacién. Posteriormente, esta-
blecemos unas conclusiones en rela-
cion con los repartos y a las soluciones
propuestas.

El problema de los camellos

Este tipo de problemas «con truco» no
dejan de ser curiosos e intrigantes para
muchas mentes matemdticas y otras <10
tan matematicas». En este caso, resulta
un tanto extrafio el hecho de que haga
falta pedir prestado un camello para
poder repartir y, luego, sobre justamen-
te ese camello. Es cierto que mediante
este procedimiento se reparte toda la
herencia y se supone que todos quedan
conformes... {0 no?

Socialmente, cabria plantearse si se ha
respetado realmente la voluntad del
difunto. Si no fuera asi, alguno de los
hermanos podria protestar. Pero ocurre
que en este particular reparto todos
salen ganando, porque se llevan un
poco mis de lo que les corresponde (6
camellos es mis de la mitad de 11
camellos, etc.). Asi, todos quedan con-
tentos. Sin embargo, alguno podria
plantearse si sus hermanos han ganado
més o menos que €l

En teoria, las matemdticas deberian dar
respuesta a cualquier problema de
reparto. Entonces, habrd que justificar
de algtin modo el que los camellos se
hallan distribuido de esa forma.

Estas son algunas de las reflexiones que
surgieron al afrontar este problema.
Primeramente, llegué a la conclusién de
que las fracciones de la herencia pro-
puestas por el padre no sumaban el
total, que es la respuesta que se pre-
tende obtener de los alumnos. Asi, se

Este tipo
de problemas
«CON tYUCO» 1O
dejan de ser
CUriosos e
intrigantes para
muchas mentes
matematicas y
otras «no tan
matemdricas.

explicaba el hecho de que al pedir un camello y realizar
las divisiones correspondientes con doce camellos, sobra-
ra uno. Es decir, como

1
2

11

1
+ —_—
6 12

1
— 4+
4

si tomamos estas proporciones de cualquier cantidad,

siempre va a sobrar 1/12 de esa cantidad. En particular,
para 11 camellos se tendria:

£SO E R 11 121
12 4 6 12 12

Si tomamos un camello prestado, efectivamente se repar-
ten los 11 camellos y sobra 1 (que es un doceavo de 12):

11

I
+
|
+
|
It
N
+
W
+
o
I

Llegados a este punto, yo pensaba que el problema no
estaba totalmente resuelto, que habia que dar una res-
puesta mis concreta sobre si el reparto final era justo o
no. Fue entonces cuando se lo planteé a mi hermano, que
tampoco quedd satisfecho con la respuesta anterior y,
entre los dos, empezamos a discutir y a reflexionar sobre
lo que ocurria en este reparto. Llegamos asi a la conclu-
sion de que era «elativamente justor, tal como pone de
manifiesto la formalizacién matematica de este razona-
miento, desarrollado a continuacion.

En principio, no se reparte la herencia como quiere el
padre, puesto que esto es imposible sin que intervenga el
carnicero. Ademas, ¢quién se lleva lo que sobra de la
herencia? La solucién estd en intentar dividir el total de la
herencia respetando en lo posible los deseos del padre.

Veamos primero cuanto le corresponderia exactamente a
cada hermano:

1.°: 11/2 = 5 + 1/2, 5 camellos y 1/2 de camello.
2.°: 11/4 = 2 + 3/4, 2 camellos y 3/4 de camello.
3.2 11/6 = 1 + 5/6, 1 camellos y 5/6 de camello.
Como 11/2 + 11/4 + 11/6 = 121/12, sobraria

11 - = = =
12 12

de un camello o, lo que es lo mismo, un doceavo de la
herencia. Lo mds justo serfa ahora dividir esta cantidad res-
tante en la proporcién especificada por el padre. De este
modo, al primer hermano le corresponderia (1/2)x(11/12),
al segundo (1/9x(11/12) y al tercero (1/6)x(11/12), ade-
mis de lo que tenfan (podemos apreciar que les faltaba
justamente 1/2, 1/4 y 1/6 a cada uno para completar un
camello, pero éstas son proporciones de 1, y no de 11/12,
que es lo que sobra). En total, se tiene:




11 23
o L
Lo 5+ o+ o T4
311 47
22 = — = 2 + —
2 T YT I8 43
5 11 71
il o — =1+ —
3 s " 7 72

Pero la herencia atin no se ha repartido del todo, puesto
que, de los 11/12 sobrantes, sélo se han distribuido

1 11 121
+ X =
6 1 144

1 11 1 11
—X— 4+ —X—

2 12 4 12

Quedan todavia

por repartir (un doceavo de 11/12).

Reiterando este proceso, vemos que siempre va a sobrar
un doceavo de lo que se reparte, si lo hacemos segiin la
férmula inicial del testamento. Es ficil comprobar por
induccién que en el n-ésimo reparto sobran 11/12%

Para n=1, repartimos 11 camellos y sobran 11/12,

Supongamos que la n-&sima vez sobran 11/12", Entonces,
en la (n+1)-ésima vez hay que repartir dicha cantidad.

Asi:
a1 1 o111
2 12" 4 12 6 0 12 10
y sobran
11 11> 11
128 g el

Observamos que, cuando n tiende a infinito, 11/12" tien-
de a cero. Asi, en un nimero infinito de pasos, se repar-
tifa el total de la herencia de la manera adecuada.
Veamos cudnto le corresponderia a cada hermano, supo-
niendo realizado este reparto en sus infinitos pasos:

11 1 11 1 11 11

1

La idea de
Janfinito actual»
presente en este

razonamiento
no es facilmente

comprensible

por personas
no matemaricas.

1

1% — + =x— + —x— + —£(1+— —t ==+ ...) =
T2 2712 202 T 2 2 122 123 7
11 1 11 12
= = = —x—= =6
1 27
12
. 11 1 11 1 11 1 11 11 12
2% — —x—= —X—— + —X—— + ... = —x— = 3
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Al primero le corresponderian justa-
mente 6 camellos, al segundo 3 y al ter-
cero 2. Por tanto, el reparto que se ha
efectuado es el que seria justo, después
de un ndmero infinito de pasos.
Podemos observar, por otro lado, que
se conservan las proporciones relativas
(el primero se lleva el doble que el
segundo y el triple que el tercero, etc.).

La idea de «nfinito actual> presente en
este razonamiento no es ficilmente
comprensible por personas no matemi-
ticas. Mi hermano hizo un comentario
curioso al respecto: segin €él, tal repar-
to era imposible de realizar, puesto que
nosotros no podemos concebir el infi-
nito como algo real; sélo podemos
aceptarlo como justo si «reyéramos en
el infinitos, de la misma forma en que
se tiene fe en Dios. Esto me hizo refle-
xionar sobre el concepto de infinito,
que si a veces es dificil de comprender
incluso para un matemitico, mas atn lo
es para los que no lo son. De acuerdo
con esta idea, seria probablemente una
ardua tarea convencer a los tres herma-
nos del problema de que el reparto ha
sido do mis justo posible». Pero, al
menos matemiticamente, se ha llegado
al fondo del asunto.

No obstante, quedaria atin una cuestién
por resolver en el aspecto matematico:
¢por qué funciona el ¢ruco» de pedir
prestado un camello? Este es el recurso
prictico que se emplea para solucionar
el problema de una manera sencilla y
rapida. Pero hay que justificarlo.

En el caso que nos ocupa, se ve claro
que, como 12 es multiplo de 2, 4y 6, se
obtienen nimeros enteros al repartir y,
ademds, se reparten justamente 11, que
son 11/12 de 12. Por otro lado, hemos
demostrado que estos nimeros coinci-
den con los qustos».

Pero, si inicialmente tuviéramos un na-
mero de camellos distinto de 11, ;cudn-
tos tendrfamos que pedir prestados
para que se repartieran de la forma
adecuada? (Y si las proporciones exigi-
das por el padre fuesen otras distintas?

Nos estamos planteando, como es usual
en matemdticas, la posibilidad de gene-




ralizacion de este problema. Si consi-
deramos una cantidad genérica ¢ de
objetos cualesquiera, a repartir entre 3
personas, segin unas proporciones
1/a,, 1/a,, 1/a3, de manera que su
suma sea menor que 1, podrfamos
seguir el mismo proceso anterior para
repartir totalmente ¢ (evidentemente, c,
a,, a,y d,; son nimeros naturales):
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donde m= mem (a,, a,, a,).

Si denominamos s a la suma (que
obviamente es un ndmero entero),
podemos escribir:

La proporcidn sobrante es

s
1 - =2
m m

Por tanto, a la primera persona le
corresponderia:

m-—s m-s
—x|1 + + .
aq m m
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e Yl
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m

Procediendo de forma anidloga, la
segunda persona se llevarfa cm/a,s y la
tercera cm/a,s.

Se ve facilmente que la suma de las tres
cantidades es c:

cm + cm cm 1 1
4,8 333 S 2.1 ay

De este modo, se consigue repartir
totalmente la cantidad inicial. Pero lo
ideal serfa que cada una de esas tres
cantidades fuese un ndmero entero,

< 1

para poder resolver un caso anilogo al de los camellos.
Esto no siempre va a ocurrir, Unicamente setd cierto si cm
es multiplo de as, a,5 y a,5. Para cantidades y proporcio-
nes que no verifiquen esto, no se podria resolver ¢l pro-
blema por esta via, sin tener que «partir» los objetos.

Busquemos, pues, condiciones para la cantidad inicial y
para las proporciones del reparto. Consideremos la pri-
mera cantidad, cm/a,s. Se tiene que cumplir que a;slcm,
pero sabemos que a, Im, por definicién. Entonces, lo que
hay que imponer es que

m
sl cx—
g

Igualmente, se ha de verificar que

Distinguimos dos casos:

D Si s es un nlimero primo, como slc(m/a,), el teorema
de Euclides afirma que slc o sl(ma). Pero s no puede
dividir a m/a, porque

luego, necesariamente, slc. Considerando las otras dos
cantidades se obtiene la misma condicién. Esta condicién
es necesaria y suficiente, ya que

. m m
si sle = slc—,slc—, sl c—
aq Y] 2.3

2) Si s no es primo, vy slc(m/a)), sic(m/a)), slc(m/ay),
puede ser que s no divida a ninguno de los dos factores
de cada producto. Supongamos que s no divide a c.
Entonces, s tiene factores primos comunes con m/a,,
m/a,, m/a, y c. Si llamamos p al producto de los factores
de s comunes con ¢y g al producto del resto de los fac-
tores de s (g#1, puesto-que s no divide a ¢), tendrfamos
que s = pq, con plcyql(m/a), ql(m/a) y qlGm/ay.

_ m m m .
Siql— = —xa; = m = — es entero.

a1 a4
Por otro lado
m m m

siqla—=>alqlg—xa1=>allq
1 1

Andlogamente, se deduce que a,lm/q v a,1m/q.

Pero esto es una contradiccion, ya que m/q serfa miltiplo
de a;, a, y a,, y m/q < m = mcm(a,, a,, ay). En conse-
cuencia, se ha de cumplir que slc.

En cualquier caso, se llega a que ¢ ba de ser miiltiplo de
s. Es decir, la cantidad inicial a repartir debe ser divisible
por el numerador de la suma de las proporciones. Esto se




cumple en el caso particular de los camellos, en donde
c=11ys =11

En la prictica, como ya he sefialado, para hacer este
reparto nos convendria saber cuintos objetos hemos de
pedir prestados para dividir y obtener las cantidades ade-
cuadas, de manera que se reparta s6lo la cantidad inicial
y podamos devolver lo prestado. Si notamos por ¢’ a la
nueva cantidad a repartir, debe verificarse lo siguiente:

cm c

a,s

c' cm c'

cm

2,35

a4

as a, as

Por estas igualdades, se tiene que

cm C

¢ = L =

Esto implica que ¢’ es muiltiplo de m, ya que c¢/s es un
namero entero, por la condicién obtenida anteriormente.,

El nimero de objetos que tendriamos que pedir seria la
diferencia:

—_— - C =

C(E—l) - 228 .

C
—(m-s)
S S S

Es decir, el nimero buscado serfa la diferencia entre el
denominador y el numerador de la suma de las fracciones
multiplicada por el nimero de veces que ¢ contiene al
numerador,

Asi, en el caso de los camellos, ¢’ = (11/11x12 = 12 y
¢ —c=1.

Veamos mis ejemplos, variando el nimero de camellos y
las proporciones:

D Sia; =2,a,=4ya,=06, necesitamos un ¢ que sea mal-
tiplo de 11, puesto que 1/2 + 1/4 + 1/6 = 11/12. En este
caso, s = 11 ym = 12,

Tomemos ¢=2x11=22. Entonces, ¢’=(22/11)X12=2x12=24 y
hay que pedir 2 camellos.

Si¢=3x11=33 = ¢’ = 3x12 = 36, hay que pedir 3 camellos.
Si c=4x11=44 = ¢’ = 4x12 = 48, hay que pedir 4 camellos.

Se puede observar que si tomamos ¢ = ns, con 7 un
namero natural, entonces ¢’ = nm y ¢’ - ¢ = n(m-s), o sea,
todas las cantidades se multiplican por el mismo niimero.

2)Sia;=2,a,=5ya,=06,1/2+1/5+ 1/6 = 26/30, luego
s =26y m =30 (no debemos simplificar la fraccién por-
que el denominador dejarfa de ser maltiplo de 2, 5y 6, y
no saldrfan nimeros enteros).

Tomemos distintos valores para c:

C =26 = c = (26/26)x30 = 30, hay que pedir 4.

¢ =52 = ¢ = (52/26)x30 = 2X30 = 60, hay que pedir 8.
¢ =78 = ¢ = (78/26)x30 = 3x30 = 90, hay que pedir 12.

El nivel de
prefraccion se
caracteriza por la
no exbhaustividad
de la particion o
por obtener una
particion desigual.

Aqui también se aprecia claramente
que ¢, ¢ y ¢ se van multiplicando
por el mismo nimero.

En resumen, serd posible resolver un
problema de este tipo si partimos de
una cantidad que sea wmiiltiplo del
numerador de la suma de las fraccio-
nes, y bastard con sumar a c tantas
veces la diferencia entre el denomina-
dor y el numerador como ¢ contiene al
numerador, y luego dividir segiin las
proporciones establecidas.

Se puede seguir un procedimiento ani-
logo para repartir una cantidad entre 7
personas, segin 72 proporciones cuales-
quiera (considerando siempre fraccio-
nes irreducibles) con suma menor
que 1. Bl razonamiento presenta ligeras
variaciones en el caso de que algunas
de las fracciones tengan numerador dis-
tinto de 1, pero las conclusiones son las
mismas.

Conclusion

HetG y Desjardins (1978) establecen
tres niveles en el dominio de las frac-
ciones. El nivel de prefraccién se carac-
teriza por la no exhaustividad de la par-
ticion (figura 1) o por obtener una par-
ticion desigual (figura 2).
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La proporcionalidad realiza los repartos
de manera exbaustiva, igualitaria y
manteniendo las proporciones relati-
vas, con lo que salva simultdineamente
tres exigencias:




o Equitatividad de reparto (las partes Sin embargo, el reparto propuesto por Lina mantiene la

son una porcién establecida de la proporcionalidad relativa y le da exhaustividad en rela-
cantidad total). cién a la poblacion de 11 camellos, aunque no respete las
o Exhaustividad (la suma de las partes proporciones. Observamos, pues, que esta forma de
cubre el total a repartir). entender el reparto ha mejorado la interpretacién que
e Proporciones relativas (los trozos hacemos en clase al plantear el dilema. Da un paso en

la utilizacién de métodos matematicos para la resolucién

resultantes guardan entre s la misma
de problemas de reparto, en aquellos casos en que es

relacién que las fracciones que los

definen). imposible hacerlo mediante la proporcionalidad. La

generalizacion realizada le da una mayor profundizacién
Cuando el reparto tiene unas condicio-

nes que impide la proporcionalidad, la
matemdtica también puede ayudar a
realizarlo salvando alguna de estas tres

matematica.

Las reflexiones que se han suscitado en Lina son dignas
de tener en cuenta en el contexto de formacién de profe-
sores por dos razones: primero porque muestran el papel
que ha jugado el analisis de situaciones escolares (de
reparto) para generar esas reflexiones; segundo, porque
nos ha ayudado a criticar el papel pericial (reparto como
proporcionalidad) de la matemitica, llevindonos a pro-

exigencias. Este estudio matemaitico es
el que lleva a Hively y Sardén (1995) a
proponer el reparto de «Salomén», que
no es exhaustivo (ya que en el caso de
repartos entre mis de dos personas tie-

a

o fundizar en otros tipos de empleos de la matematica.
nen que prescindir de porciones del

total).

En el caso de los camellos, o bien el
reparto no es exhaustivo (si se conside-
ra que el total a repartir son los 11 ALONSO, C. y otros (1991): «Analisis de cuatro problemas»,
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El dibujo del embaldosado:
un ejemplo de matematizacién

Carlos Maza Gomez

La reforma educativa en
Mateméticas alienta la
utilizacién de problemas
histéricamente no
matemdticos en origen
y que reciben una progresiva
matematizacion: el caso
planteado es el del dibujo
del embaldosado cuya
técnica comienza en el siglo
XIV y conoce importantes
resultados matemdticos en el
siglo XVI. Entre éstos se
destacan por su importancia
y su posible utilizacién en el
aula las técnicas de 2/3, la
de Alberti y la construccion
actual de Della Francesca. El
teorema de Vignola-Danti
vendrd a culminar este
proceso de matematizacién.

istoria y educacion matematicas

Uno de los fundamentos de la actual reforma de la ense-
fhanza en el drea de Matematicas es el concepto del que
se parte respecto de la naturaleza del conocimiento mate-
matico. Como se afirma repetidamente en su texto bdsico
(MEC, 1989) el conocimiento matematico se adquiere
mediante un proceso que resulta clarificado por el estu-
dio de la historia. Asi, se sostiene que

La perspectiva bistérica muestra claramente que las matemdticas
son un conjunto de conocimientos en evolucion continua ) que
en dicha evolucion desemperia a menudo un papel de primer
orden su interrelacion con otros conociniientos v la necesidad de
resolver determinados problemas prdcticos (p. 479).

Otra consideracion importante se deriva del uso, en el proceso
bistérico de construccion de las matemadticas, del razonamiento
empirico-inductivo eri grado. no ‘menor que el razonamiento
dedhictivo (p. 480). . ‘

Estas consideraciones se entroncan en la linea caracteris-
tica de la filosofia de la matematica de la Gltima mitad de
este siglo, una linea que, inaugurada por Lakatos, consi-
dera su objeto de trabajo no tanto la naturaleza en si del
concepto matematico sino su génesis o, en otras palabras,
el proceso_de construccién del conocimiento matematico.

A partir de lo dicho en el documento biasico de la refor-
ma educativa se extraen inmediatamente unas conse-
cuencias didécticas en torno a la forma que tiene que
adoptar el aprendizaje del alumno en Matematicas:

debe lenerse en cuienta, por una parte, que determinados conoci-
mientos matemdticos permiten modelizar y resolver problemas de
otros campos y, por otra, que a menudo estos problemas no estric-
tamente matematicos en su origen proporcionan la base intuitiva
sobre la que se elaboran nievos conocimientos matemdticos

a lo que se afiade poco después que



Los tanteos previos; los efemplos y contraejemplos, la soliucion de
w17 caso: particular, la posibilidad de modificar las condiciones
iniciales y ver qué sucede, etc., son las auténticas pistas para ela-
borar proposiciones y. teorias (p. 480).

lo que consigue completar en mayor medida el panorama
sobre la relacion entre historia y educacion matematicas: la
forma de aprendizaje que el profesor debe fomentar entre
sus alumnos de Matemiticas es un proceso constructivo
del conocimiento matemdtico basado en todas las caracte-
risticas que el enfoque actual de la historia sefiala, tal
como ser un proceso acumulativo e interrelacionado, fali-
ble, originado en el contraste de unas teorfas con otras a
partir de un enfoque empirico-inductivo con una formali-
zacibn posterior, con una forma de validacién social, etc.

De esta forma la historia de la matemitica no es un sim-
ple conjunto de problemas histéricos que introducir en
clase, unas anécdotas biogrificas que motiven al alumno.
No es un recurso ocasional sino uno de los fundamentos
epistemoldgicos de la actual reforma curricular.

No obstante, para que la historia de la matemaitica res-
ponda a la importancia social hoy concedida (v que se
traduce en su presencia constante en los congresos cele-
brados sobre educacién matemdtica en nuestro pais) debe
cumplir una serie de condiciones:

1) Que alcance a constituirse como campo de trabajo e
investigacion, lo que requiere el anilisis de los ele-
mentos que la constituyen y las relaciones que es
posible establecer con el campo educativo (Maza,
1994). Ello debe generar el planteamiento de proble-
mas susceptibles de ser investigados con todo rigor.

2) Que los profesores la puedan ver como un recurso
didactico de importancia y utilidad en su trabajo de
aula. Este objetivo exige la transformacién del saber
encerrado en los libros de historia de la matematica
en un saber que se debe ensefiar por parte del pro-
fesor. Esta transposicioén del conocimiento debe ser
un trabajo conjunto de los especialistas en la materia
y de los profesores que van a poner en practica este
saber asi generado.

3) Condicién fundamental es la divulgacién entre el pro-
fesorado de los contenidos de la historia de la mate-
mdtica pero, al tiempo, una condicién previa para ello
es que los especialistas en este campo del saber orien-
ten su labor, no sélo al estudio gratificante de la his-
toria en si misma, sino a su repercusion en las aulas.
En otras palabras, si la élite de los estudiosos se orien-
ta hacia el conocimiento en si olvidando sus aspectos
précticos y su repercusion en la educacién mateméti-
ca podremos afirmar casi con seguridad que la histo-
ria de la matematica ird desapareciendo de los con-
gresos paulatinamente y, lo que es mas grave, que su
consideracion no afectard a la modificacién y mejora
de los procesos educativos en el aula de Matemiticas.

...la forma de
aprendizaje que el
profesor debe
Jfomentar entre
sus alummnos
de Matemdticas
es un proceso
constructivo del
conocimiento
matemarico
basado en todas
las caracteristicas
que el enfoque
actual de la
bistoria seriala. ..

El dibujo del embaldosado:
importancia histérica y di-
dactica

En la linea de todo lo dicho anterior-
mente se presenta en este articulo un
estudio breve y fundamentalmente
préctico sobre wn problema no estric-
tamente matemdtico en su origen» que,
sin embargo, muestra cOmo surge y se
construye el proceso de matematiza-
cién. Al tiempo, sus resultados son una
muestra interesante de aplicacién de los
tridngulos semejantes a la resolucion de
un problema histérico como ha sido la
representacion pictérica de los volame-
nes y, en concreto, del dibujo en pro-
fundidad de un suelo embaldosado.

A comienzos del siglo XIV una nueva
clase socio-econémica emergia en la
estructura social de la Edad Media occi-
dental: la burguesfa. Su inferioridad de
clase frente a la aristocracia y su
superioridad en aspectos comerciales
impelia a los burgueses a buscar formas
de dignificar su posicién. Una de ellas
serfa la realizacion de encargos pictéri-
cos en forma de retratos, paisajes urba-
nos, etc. Una de las caracteristicas que
se exigia, sin embargo, a estos encargos
es que respetaran las bases cientificas
ancladas en la realidad en que esta
burguesia basaba su crecimiento y pos-
terior triunfo. En otras palabras, no se
aceptaba que el punto de vista «nterio
del pintor, fundamentalmente desde el
punto de vista religioso, modificase la
percepcion de la realidad que pretendia
tener el autor del encargo.

Se asiste asi a una irrupcién sistemitica
de intentos de dotar de volumen a un
cuadro que, si bien son anteriores al
siglo XIV, es en sus comienzos y, en
particular, con las obras de Giotto
(1267-1337) y Lorenzetti (1290-1348),
cuando se registran las primeras aporta-
ciones técnicas de importancia y, en
particular, el establecimiento del punto
de fuga» y su aplicacién al dibujo del
suelo embaldosado de una habitacion.




El punto de fuga y la regla
de los dos tercios

En su Anunciacién de 1344 Ambrosio
Lorenzetti construye un pavimento de
baldosas de forma que todas las rectas
que van hacia el fondo convergen en
un punto. Con una separacién decre-
ciente entre las rectas horizontales a la
base del cuadro se consigue un efecto
de profundidad respecto a los cuales se
situan las figuras en tamafio decrecien-
te. Tal como sefiala Maltese (1990):

El ajedrezado de la base de la escena consti-
tuye un sistema de coordenadas qise propor-
ciona una definicion todavia aproximativa
del tamaiio de los objetos y de las distancias
que los separan (p. 440).

Sin embargo, el empleo de esta técnica
hace surgir diversos problemas, el prin-
cipal de los cuales es la determinacion
de las distancias entre las separaciones
horizontales. Es obvio que tales separa-
clones deben ser progresivamente me- Ambrogio Lorenzetti. Anunciacién (1344)
nores pero jcuanto menores? Se puede
registrar aqui una matematizacién intui-
tiva como la que caracteriza a la regla
de 2/3. Si la separacién inicial es arbi-
traria (Ilamémosla @), la siguiente serd
de 2a/3, a continuacion 4a/9 (es decir,
2/3 de la separacion anterior) y asi
sucesivamente. De esta manera, las

Como se puede observar en la figura 1, existe una limita-
cién importante para esta regla: el hecho de que las dia-
gonales de las baldosas cuadradas escogidas para el suelo
no son convergentes sino que forman una figura aproxi-
madamente espiral. Esto hace que el efecto visual, cuan-
do el embaldosado es amplio en profundidad, resulte
separaciones formarian una progresion tosco y discrepe de lo esperado en la representacién al
geoméitrica de valor inicial ay de razén utilizar el punto de fuga.

2/3 (figura D). Pues bien, se puede considerar el caso de que la base del

suelo esté dividida en cuatro partes iguales por los pun-
tos D, C, O, Ay By se tomen como ejes de coordenadas
la horizontal del suelo mas cercana al observador y la
//ﬂ\ recta perpendicular a la misma pasando por su centro O
\\\\ y por el punto de fuga F (figura 2). El problema consisti-

[ERN rd en lo siguiente:

Vo Si se toma F de coordenadas (0,c) y los puntos del eje X
\\ \ de coordenadas D (-2b,0), C (-b,0), A (b,0) y B (2b,0),
Voo probar:

/ / //\i _____________ 1) En qué condiciones la regla de 2/3 es adecuada para
____________ que las diagonales correspondientes a las dos prime-

24 ) L
3 ras separaciones estén alineadas.

\ \\ 2) De qué forma hay que elegir la razén de la progre-
a

sién geométrica en funcién de la relacion entre a 'y ¢

———- para obtener el mismo resultado.

3) Que estas alineaciones no son vilidas cuando se con-

Figura 1 L
9 sidera la tercera separacion de baldosas.




Figura 2

Vamos a responder a las dos primeras cuestiones. A par-
tir de la figura 2 se obtienen las ecuaciones de

La recta FB: x = (2bc - 2by)/c

La recta FA: x = (bc - by)/c
de donde es posible obtener las coordenadas de los pun-
tos situados sobre las rectas y = a , y = ra siendo ra el
valor obtenido al sumar las dos primeras separaciones (si
la razén es de 2/3, ra = a + 2a/3 = 5a/3).

A’ ((bc - ba)/c, a)
B” ((2bc - 2abr)/c, ra)
Tras utilizar la interseccién de rectas, el concepto mds til
es el de pendiente de la recta. Se pueden comparar las
pendientes de las rectas OA’ y OB” (también A’B”) que,
para que las diagonales estén alineadas, deben ser iguales:
ac/(bc - ba) = rac/(2bc - 2abr)
de donde:
c+a)=2c

que nos indica las relaciones entre 7, @'y ¢ de manera que
las diagonales entre los cuadrados de las dos primeras
filas de baldosas estén alineadas.

Para r = 5/3 se obtiene a = ¢/5 que nos sefiala que la pri-
mera separacion debe ser la quinta parte de la distancia
del eje horizontal tomado al punto de fuga. S6lo en estas
circunstancias las primeras diagonales estdn alineadas.

Para responder a la segunda cuestion, ;qué sucedera si la
distancia a se elige de otro modo? ¢Existe un valor de r
que permite la alineacién de estas primeras diagonales?

En efecto, el valor de rviene dado por:
r=2c/(c+a)

Asi, en caso de que elijamos situar A
del eje horizontal a la cuarta parte de la
distancia a F, r valdra

r=8/5

que nos viene a decir que la razén de
la progresién serfa de 3/5.

La tercera cuestién puede demostrarse
comparando las pendientes de las rec-
tas O’A” y O'B”, por ejemplo, y com-
probando que estas pendientes no son
iguales para ningtn valor de a y r que
se elija.

La soluciéon de Alberti

Si la regla de los 2/3 es basicamente
intuitiva y artesanal dentro de un primi-
tivo proceso de matematizacion, la
situacién es similar pero mas compleja
en el caso de la solucién aportada por
Leon Battista Alberti (1404-1472) cuyo
método se puede describir (figura 3)
segln defiende en su obra De Pictura
(1436) del siguiente modo:

1) Dibujar las lineas desde el punto
de fuga hasta todas las subdivisio-
nes de la base del cuadro AB.

2) ‘Trazar por F una linea paralela a
AB que corte al eje del cuadro
(perpendicular a AB) en N.

3) Extender FN hasta O de manera que
la distancia ON sea la que media
entre el observador y el cuadro.

Figura 3




4) Trazar lineas desde O hasta todas
las subdivisiones de la base del
cuadro AB,

5) Por los puntos en que estas lineas
cortan a BN trazar paralelas a la
base del cuadro. Estas serdn las
separaciones buscadas.

Alberti parece haber llegado a esta
solucién de manera fundamentalmente
artesanal. Es evidente este hecho cuan-
do habla de la superioridad de su méto-
do dado que las diagonales estin en
linea recta. Sin embargo, no percibe
que todas las diagonales deben conver-
ger en un punto situado en la misma
linea de fuga horizontal FN y ello tanto
las diagonales inclinadas hacia la dere-
cha como las contrarias (Kemp, 1984).

Métodos bifocales

Una de las construcciones perspectivas
importantes en la solucién del proble-
ma del embaldosado fue la Navidad de
Paolo Ucello (1397-1475), donde se
consideraban dos puntos O y O’ a igual
distancia del punto de fuga F, una dis-
tancia dada por la existente entre el
cuadro y el observador. A continuacién
se trazan segmentos rectilineos entre O,
O’ y todas las divisiones del embaldo-
sado en la base del cuadro. El resulta-
do es un procedimiento superabundan-
te (como veremos inmediatamente)
donde se obliga a todas las diagonales
a alinearse y se admite ya el hecho
(ignorado por AlbertD de que estas dia-
gonales converjan en los puntos O y O’
(figura 4.

Figura 4

Paolo Ucello. Natividad de la Virgen (1435-40)

En aquella época la vida de pintores y arquitectos discu-
rrfa entre los gremios profesionales que se transmitian de
maestro a discipulos unas técnicas determinadas, entre
otras las asociadas a la pintura en perspectiva. Los viaje-
ros que visitaban Italia no eran frecuentes pero si impor-
tantes en la exportacién de estas técnicas al resto de
Europa. Un ilustre viajero fue, por ejemplo, Alberto
Durero (1471-1528), que extendié y amplio los estudios
de perspectiva en toda Europa central. Otro viajero ante-
rior fue Jean Pelérin (14457-1522?), llamado Viator (el
Viajero), candnigo de la catedral de Toul y secretario de
Luis XI. Su libro, De artificiali perspectiva, impreso en
1505, consta de muy poco texto y muchas laminas y en él
muestra aplicaciones de su método de dres puntos», muy
similar aunque mas simple que el de Ucello.




En efecto, considera el mismo punto de fuga Fy dos pun-
tos mis equidistantes del anterior y alineados con él, O y
O’, a partir de los cuales se traza una sola oblicua al extre-
mo opuesto de la base del cuadro (figura 5). En su inter-
seccién con las lineas concurrentes en el punto de fuga se
forman dos puntos que definen en cada caso la separa-
cién paralela a la base del cuadro, pero sin necesidad de
considerarla como tal paralela.

Figura 5

Construccion moderna por punto de
distancia

Los procedimientos bifocales, si bien efectivos, utilizan un
exceso de recursos para resolver el problema (Field,
1987). Piero della Francesca (1415-1492) escribi6é un trata-
do sobre perspectiva llamado De prospectiva pingendi
donde, entre diversas y prolijas explicaciones geométri-
cas, expone tres casos de dibujo de una figura rectilinea
en perspectiva. El Gltimo de ellos (figura XXIII del libro I)
ha pasado a la historia por constituir el actual método de
representacion de un rectingulo a través del «punto de
distancia». Curiosamente el método, una vez enunciado
por el maestro italiano, es aparcado en su obra y no lo
vuelve a utilizar.

Disefios de Piero della Francesca que
ilustran el De prospectiva pingendi

Las etapas de su construccién del em-
baldosado son las siguientes (figura 6):

1) Se dibujan las lineas que unen el
punto de fuga F con las divisiones
en la base del cuadro AB.

2) Se traza una linea paralela a la base
del cuadro pasando por E.

3) Setoma en esta linea el punto O tal
que la distancia FO sea igual a la que
media entre cuadro y observador.

4) Se une O con A.

5) Por los puntos definidos por la inter-
seccién de OA con las lineas traza-
das en 1) se trazan paralelas a AB.

Figura 6

El teorema de Vignola-
Danti

El método de Della Francesca es el mis
econémico en los medios utilizados. La
cuestion es que el método albertiano
seguia gozando de un gran prestigio y
los dos no son exactamente iguales
pese a que sus resultados parezcan
adecuados. El cémo llegd a demostrar-
se la equivalencia de ambos métodos
constituye precisamente una de las
cumbres en la geometrizacién de una
técnica inicialmente artesanal como es
la de la pintura en perspectiva.

La influencia euclidiana fue extendién-
dose constantemente tanto a través de
su obra geométrica cldsica como de la
Optica. Ya el propio Della Francesca
definia la pintura como «l plano sobre
el que el ojo con sus rayos visuales
marca objetos proporcionalmente» (cita-
do en Kemp, 1984, p. 95). En 1575
Federigo Commandino publica su tra-




Federigo Commandino publica su tra-
duccién de los Elementos de Euclides,
mientras que la Optica se publicaria
dos afos antes en la traduccién de
Ignacio Danti. Otras traducciones
(como la de Zamberto) eran del mismo
siglo pero incluso anteriores. En gene-
ral el campo estaba abonado para la
matematizacidon de estas técnicas.

En 1583 se publicaba en Roma Le due
regole della prospettiva pratica con i
commentari del RPM. Egnatio Danti
donde este Gltimo comentaba y demos-
traba geométricamente diversos resulta-
dos dados por Jacobo Barozzi (llamado
Vignola). Entre ellos se incluia un her-
moso teorema en el que se demostraba
la equivalencia de los métodos de
Alberti y Della Francesca.

Su enunciado es el siguiente (figura 7):

Sean dados dos zridngulos‘ igitales ¥ equi’cin-
gulos [FOE y DRC]. dispuestos entre dos lineas
paralelas [FC y ORJ. Si se trazan otras dos line-
as [DA y GA] a partir de los dos extremos (D y
Clde la base [DC] y bacia un mismo punto [A]
de la linea paralela opuesta [OR], que cortan
los dos lados del otro [FO y EO], la linea [GH]
que pasa por las dos intersecciones (G y H] serd
paralela a la base de estos dos triangulos (cita-
do en Bessot y Le Goff; 1993, p. 223).

Es muy comun
que la bistoria de
la matemdtica
reflefe una
postura usual en
los propios
matemdaricos
Jrente a su obra:
borrar las buellas
dejadas por
el proceso
de construccion
Y refinamiento
de un resultado.

Figura 7

La demostracion utiliza sistematicamen-
te la definicién de tridngulos semejantes
vy el hecho de que dos paralelas que
cortan a dos rectas concurrentes forman
dos tridngulos de tal tipo.

Asi, los tridngulos RCB y OHI son
semejantes por lo que

RB/OI = CB/HI

Como los tridngulos RBA y OIA también lo son, resultard
RB/OI = BA/IA

de donde obtenemos la igualdad:
BA/IA = CB/HI

A ello le unimos el hecho de que, al ser los tridngulos
ABD y AIG semejantes,

BA/IA = BD/IG
De todo lo visto hasta ahora se concluye en que
BD/IG = CB/HI

Pero como el d4ngulo GIH es igual al 4ngulo DBC por cor-
tar la recta AC a dos paralelas, se concluye que los tridn-
gulos GIH y DBC son semejantes. De ahi que los dngulos
IGH y BDC sean iguales y, por tanto, se concluya con el
paralelismo de GH y DC.

Se puede apreciar que este elegante resultado aplica
varios resultados euclideos culminando un proceso de
matematizacién de las técnicas pictoricas artesanales
comenzadas en el siglo XIV. Asi resulta ser un ejemplo, no
solo de aplicacion de la semejanza de tridngulos, sino
también de la matematizacion de la técnica o, en palabras
de los proponentes de la reforma educativa, de un pro-
blema «no estrictamente matemitico en su origen» que
proporciona da base intuitiva sobre la que se elaboran
nuevos conocimientos matematicoss.

Final: un ejemplo de error histérico

Es muy comiin que la historia de la matemdtica refleje una
postura usual en los propios matemdticos frente a su obra:
borrar las huellas dejadas por el proceso de construccién
y refinamiento de un resultado. Ademads, la propia actitud
de los matematicos de considerar su ciencia como un con-
junto de conocimientos absolutos hace mds facil olvidar
errores «njustificables» desde la perspectiva del rigor
matemdtico. Sin embargo, la historia nos ensefia que los
errores existieron, a veces entre grandes matemdticos
(recuérdese, si no, la distincién cartesiana entre curvas
geométricas y mecinicas).

Uno de estos errores respecto a las reglas de dibujo del
embaldosado y representacion del rectingulo desde una
perspectiva - conica corresponde a Sebastiano Serlio
(Bessot-y Le- Goff, 1993). Este arquitecto del siglo XVI
escribié un tratado donde inclufa la siguiente regla para
pintar las separaciones horizontales de un embaldosado.

Al igual que en el caso de Alberti se considera el tridngu-
lo FAO (figura 8), una vertical EO a la base AO y un punto
C en la prolongacion de FE y tal que la distancia EC sea
la que separe al cuadro del espectador. La primera sepa-
racion SG se obtiene de idéntico modo que en el método




de Alberti. La diferencia de la regla de Serlio respecto de
la de Alberti reside en el siguiente paso: se traza CS que
corta a EO en un punto que marca la nueva separacién a
realizar. Este es el error.

¢Qué diferencias en cuanto a resultados practicos se pue-
den registrar entre ambos métodos? Desde un punto de
vista matematico, ;qué consecuencias erréneas se pueden
demostrar?, Estas son preguntas que dejamos al lector
para que indague sobre ellas o consulte, en todo caso, sus
soluciones a partir de las referencias aportadas.
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La experiencia interdisciplinaria
en la realidad educativa de hoy

Maria Victoria Ponza

ara los profesores que dia a dia enfrentamos en el aula las
dificultades del aprendizaje, parece trivial todo lo que
empleamos como metodologia del trabajo. Sin embargo,
muchas veces estdn justamente en ese dmbito, los recur-
sos concretos y eficaces que todos buscamos y necesita-
mos. ;Por qué no escribir entonces y dar a conocer lo que
hacemos? ;Por qué no ocupar un espacio en una de las
tantas revistas de educacién matemadtica? Los articulos de
gran profundidad e importancia contribuyen a la forma-
cién de los profesores, pero existe una marcada necesidad
de encontrar en las publicaciones y en eventos tales como
congresos, ideas y elementos concretos que puedan ser-
vir en el trabajo diario.

Caracterizacion general

Sobre la tarea interdisciplinaria hay muchas teorfas y pocas
experiencias concretas. Por esta razén, surgié la idea de
hacer la experiencia en 1993 trabajando con asignaturas de
distintas 4reas, Matemdticas, Castellano y Educacién Plastica,
con muy buenos resultados, En 1994 se ampli6 a siete mate-

Experiencia interdisciplinar rias: las tres anteriores y Musica, Historia, Contabilidad y

que abarca las asignaturas Educacion Civica. Desde Historia y basindose en el libro
de Historia, Matemdticas, Matemdtica Activa 1. Viaje por el espacio-tiempo de Herniiz

C‘X‘:‘;‘:g;‘(’]’ i:g;ig'on y Ottolenghi, hicimos nuestro propio viaje por el espacio y

Confabilidad y Educacién el tiempo compartiendo con los alumnos la aventura del
Civica, basada en la aprendizaje. Elaboramos nuestras propias estaciones: Feria
dramatizacién y expresién de Ciencias, Prehistoria, Egipto y Grecia.

corporal. Las matemdaticas s )
actban como parte activa e Se trabaj6 fundamentalmente en equipo, actuando los

integradora. Se llevé a cabo profesores como orientadores de la investigacion y parti-

en Argentina con alumnos cipacion de los alumnos.

del primer ciclo del o »
Secundario (12-13 afios) La dramatizacién y expresidn corporal fueron fundamen-

durante todo el curso. tales, y las matemdticas formaron parte activa de las obras




E

de teatro integradoras del trabajo manual. La experiencia

se efectud con alumnos del primer afio secundario (12-13

afos), en escuela piblica, y durante todo el periodo de

clases.

Entre nuestros objetivos figuran que el alumno logre:

a) Mejorar la capacidad de transferencia a partir de la
relacién interdisciplinaria.

b) Desarrollar la capacidad de observacion, anilisis, dis-
cusion y sintesis, necesarias en el estudio de todas las
disciplinas.

¢) Desarrollar la creatividad y la imaginacion.

Ecuaciones y la civilizacién griega

Estacion: Grecia

Fecha. Septiembre. (En Argentina el afio de clases se
extiende de marzo a noviembre). A esta altura del afio, las
asignaturas han desarrollado ciertos contenidos, con los
que se pueden relacionar las matemiticas.

Historia. Grecia.
Muisica: Instrumentos musicales relacionados con los dioses.

Educacion Civica: La educacidon en Grecia. Influencia de
los Juegos Olimpicos.

Educacion Pldstica: Estilos arquitecténicos. La Acropolis.

Castellano: Lectura de mitos griegos. Narracién con ecua-
ciones.

Contabilidad. Actividad comercial en la civilizacién creten-
se. Narracion de tragedias con documentos comerciales.

Matemdticas: Ecuaciones en general. Ecuaciones en la
vida cotidiana.

En clase de matemdticas se plantean y resuelven proble-
mas de integracion, como los siguientes:

1) A los dioses del Olimpo se atribuia la invencién de
los instrumentos musicales. A Apolo, dios de la musi-
cay de la poesia se le representaba con la lira. ;Cémo
estd construida una lira?

Averigliemos el nimero de cuerdas que generalmen-
te tenfa con el siguiente problema: si al doble de un
ntmero de tres le resto cuatro, se obtiene menos dos.
¢Cudl es ese nimero?

Pero hay también liras con 7, 8 y 10 cuerdas. Inventa
una ecuacién cuyo resultado sea alguno de estos
nimeros y muéstrasela a la profesora de musica.

2) Lee el parrafo de la estacidén Grecia referido a los
Juegos Olimpicos y responde:
a) ¢Queé tipo de juegos eran?
b) En qué aspecto de la vida griega influian espe-
cialmente?

La dramatizacion
) expresion
corporal fueron
Jundamentales, y
las matemdticas
Jormaron parte
activa de las obras
de teatro
integradoras del
trabajo manual

3

4)

5)

¢) ¢Cudntos eran los elementos
més importantes que influian
en la educacion? Te propongo
que lo averiglies con el siguien-
te problema:
Si divido un ntimero por 5 y le
resto 2, obtengo -1. ;Cuil es ese
ndmero?

d) Nombra esos elementos.

Al construir una obra, Fidias dio

estas indicaciones a sus arquitectos

con respecto a las columnas: «El tri-

ple del nimero de canales menos

15 es igual a 45».

a) Escribe la ecuacién que plantea
Fidias y resuélvela.

b) (A qué estilo de columnas se
referfa?

c) ¢Qué obra arquitectdnica se es-
taba construyendo?

Lee en tu guia de trabajo de caste-
llano el relato El bilo de Ariadna.
Verids que el doble del ntimero de
personajes que aparecen es igual a
12. ;Cuantos son esos personajes?
;Como describe el laberinto. Plan-
tea y resuelve una ecuacién cuyo
resultado sea el nimero de vueltas
del mismo. '

Euripides compré pan, bizcochos y

facturas para entrar al laberinto de

documentos comerciales, Se en-

contrd con Teseo y le vendid la

mitad de lo que llevaba, entregin-

dole un documento. Euripides

gastd 9,60 y vendi6 ganando

2,40$. Responde:

a) (Qué documentos comerciales
se utilizaron?

b) ¢Quién recibié el original y
quién el duplicado?

¢) Escribe la ecuacién que plantea
la operacién comercial y resuél-
vela.

Has entrado en el laberinto de

documentos comerciales. Utilizando

otros personajes y documentos,

sigue el viaje en contabilidad.

Recuerda. todo lo que hicimos estd
relacionado con la materia... Historia.




Matemdticas y teatro

Dc_ b ;zue sucedis’ e, la 735/'07‘&@

i, como se ve, las matemdticas pueden .
Si, s . p . Je A/e sadeia; de .-./?./,,35 wlrscuglonej |
integrar con ecuaciones los contenidos enfre 5aém_; Dlojes uses
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de otras seis materias, jpor qué no

JwJ )

intentar un poema con contenidos L ,J Iy 'LL
matemdticos, una historia y desde ahi :
una obra de teatro? J

j
!

Los alumnos responden a la invitacién ’( 1 . A

y comienzan a escribir y a pensar mate- 1’ CLE : ). !
maticas en teatro. A lo largo del afio se nowem}v}', 20hs. . '
escriben cuentos que, pasando a didlo- / B.H.ofe% Popc‘ar " Y
gos teatrales, se dramatizan. Mientras * Ddmingoi™ f’”‘T‘"C ST'E“T"
tanto, también en clase de matematicas, ...Jpor qué no SooEeE L /’

trabajamos el cuerpo para la represen-

o _ intentar un
tacién final, aprovechando la oportuni-

dad para descubrir y formar dngulos, poema con
tridngulos, formar propiedades, etc. contenidos A ‘flnkes Pereyra ;
Sin que se les proponga como actividad matemdaticos, o - I.Cq kG‘eblj‘ardf -
en si, los chicos descubren que necesi- una historia .
tan los contenidos de otras asignaturas y desde abi
que les son ttiles, desde la arquitectura

) ‘ una obra
y los vestidos en Grecia, hasta los cono-

de teatro?

cimientos en matematicas, musica, edu-
cacién, comercio, las personas y los
tiempos en que vivieron.

Y es muy facil, entonces, ver que todo
estd incluido en la materia Historia y
que cuando intentan escribir, pueden

dar forma a lo que vuelcan al papel
gracias a lo aprendido en castellano. A
partir de este momento, sélo queda
coordinar las ideas de todos los grupos
de trabajo y decidir en qué Ambito his-
torico es mis conveniente que se desa-
rrolle la obra. Por ejemplo, la maravi-
llosa Biblioteca de Alejandria.

jArriba el telon!

Asi, en la Biblioteca de Alejandria, con
personajes contemporaneos y un poco
de imaginacién, se van integrando las
siete asignaturas, con la participacién
de todos los alumnos.

La funcién especifica de cada uno, en la
representacion de la obra de teatro
final, puede verse en el programa que
se reproduce en esta misma pagina.

Y todos participaron en la escritura de
la obra. Transcribo a continuacion parte
de la misma.
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«...De lo que sucedié en la Biblioteca de Alejandria,
de algunas discusiones entre sabios, dioses, musas,
y muchas cosas mds...» (afio 1994)

Con el telén corrido, un coro de cuatro alumnos recita
Coro.—jOh Melpémene, musa de la tragedia, inspiranos!
MELPOMENE.—(Detrés del telén.) {Voy, espérenme...|
Coro.—Oh Melpémene, inspiranos!
MelPOMENE.—{Arregléndose el cabello, muy coqueta.) sMe llamaron?

Coro.—(Intrigados.) No sé... sVos quién sos? {Uno del coro le
dice a ofro en voz baja) 3Es esta Melpémene?

MeLPOMENE.—(Medio enojada.) 3No me reconocen? Soy
Melpémene y voy a ayudarlos.

Coro.—Bueno, entonces te vamos a explicar qué pasa. (le
hablan al oido.) 3Entendés?

MeLPOMENE.—(Con suficiencia.) Soy la persona ideal para ayu-
darlos. Que empiece la funcién!

Se abre el telén poco a poco, las luces se dirigen a un rincén
donde esté Maria

Maria.—(Con desesperacién.) iSi alguien me pudiera explicar
los principios de la partida doble! |Y mafiana tengo la pruebal
iY ahora qué hago! jEspero que alguien me ayudel

De repente, las luces se apagan

MariA.—(Grita un poco asustada, se incorpora y camina por el
lugar. La luz va aumentando poco a poco y se ve un estante con
rollos perfectamente acomodados.) 3Dénde me encuentro?

Un hombre esté ante una mesa revisando unos papeles, levanta
la vista y la mira intrigado.

Eucuipes.—zQuién eres? ;Y por qué gritas?

Maria.—Pedi que alguien me explicara los principios de la par-
tida doble y... jAqui me encuentrol A propésito, zdénde estoy?

Euctipes.—{Haciendo un ademén que abarca la sala.) Estas en
la gran Biblioteca de Alejandria, que contiene 700.000 volime-
nes. ;Qué es eso de la partida doble?

Maria.—Por ejemplo: «Todo lo que entra es igual a lo que sdle...».

Euctpes.—(Complacido.) Ah, es parecido a mis axiomas 2 y 3:
«Si a cosas iguales se le agregan cosas iguales, se obtienen
cosas iguales, y si a cosas iguales se le quitan cosas iguales, se
obtienen cosas iguales».

MaRiA.—(Ay, Hermes! Y... 3qué pasa con «todo lo que entra por
una cuenta sale por la misma»?

Eucupes.—Y, eso podria relacionarse con mis axiomas 1y 4,
«cosas iguales a una misma cosa son iguales entre si» y «cosas
que pueden superponerse son iguales.

Euclides.—
...Cosas iguales a
una misma cosa
son iguales entre

si. El todo es

mayor que

cualquiera de las
partes. (Hace una
pausa.) Y también
escribi el libro de
los Elementos, 13
tomos. Y til jqué

estdas bhaciendo?

Aparece un nuevo personaje,
el contador del futuro.

CoNTADOR.—({Aplaudiendo.) iBravo, Eucli-
des!, has explicado muy bien la relacién
entre ambos.

Euclibes.—{Intrigado.) ;Y t0 quién eres?

CoNTAROR.—S0y un contador del futuro y he
venido en la méquina del tiempo. {Se acer-
ca a Maria y la toma de la mano.) Ven
Maria, te voy a explicar més ampliamente
cémo funciona la contabilidad...

Aparecen Atenea y la Musa de la Danza

Tepsicore.—Dime, Atenea, shas repartido tu
sabiduria entre los hombres para que ade-

lanten en las ciencias?

ATENEA.—Sblo en parte, pues mi sabiduria
es infinita. Pero debo ser misericordiosa con
los mortales. A algunos les he iluminado con
mis conocimientos. Escucha a éstos que
andan en la biblioteca. {Se esconden.)

Euclides esté buscando material para sus estu-
dios, se levanta y tropieza con Eratéstenes.
Los rollos que tenia Euclides ruedan por el

suelo, mientras ambos se llevan por delante.

ERATOSTENES y EUCLDES.—{Al unisono.) jPerdén!

ERATOSTENES.—(Palmeando a Euctipes.) 5Cémo
estds, Euclides? 3Siempre trabajando?

Eucupes.—3Eres 10 el sabio que pretende
descubrir algo nuevo?

ERATOSTENES.—Ya he descubierto muchas
cosas. Y 0 3que estds investigando?

Eucupes.—(Toma algunos elementos de la
mesa para explicar.) Yo estoy reafirmando
mis conocimientos sobre la Geometria.
(Mueve las manos sefialando los objetos.)
Cosas iguales a una misma cosa son iguales
entre si. El todo es mayor que cualquiera de
las partes. (Hace una pausa.) Y también
escribi el libro de los Elementos, 13 tomos.
Y tG 3qué estds haciendo?

ERATOSTENES —{Entusiasmado.) Voy a hacer
una experiencia en la cual demostraré la
redondez de la Tierra, y una vez que la
demuesire, voy a seguir con mis descubri-
mientos. He observado que el 21 de junio,
al mediodia en Siena, los rayos del sol no
producen sombras en la tierra, es decir, que



caen perpendicularmente. En Alejandria, el
mismo dia y a la misma hora, no sucede lo
mismo. Si la Tierra fuese plana, los rayos del
sol deberian caer con igual inclinacién en
todos lados porque, aunque el sol emite sus
rayos oblicuos, como estan tan lejos, se
puede decir que llegan perpendiculares.

Euctipes.—jQué interesante! zDemostrards
solamente eso?

ERATOSTENES.—(Para explicar se vale de grafi-
cos y ofros elemenfos.) También trataré de cal-
cular el radio ferrestre, si es que mi hipétesis
anterior es verdadera. El 21 de junio al medio-
dia pondré aqui, en Alejandria, una estaca
clavada en el piso que nos dejard ver la som-
bra que produce el Sol. La longitud de la som-
bra iré disminuyendo hacia el mediodia.
Segln mi hipétesis, no desaparecerd; pero en
Siena, desaparecera por completo. Ya sé que
la distancia Alejandria-Siena es de 800 km y
mediré el angulo que forman los rayos de sol
con la estaca. Relacionando estas medidas
con 360° podré calcular el radio terrestre.

Eucupes.—(Geniall Pero... se me ocurre
algo més. Responde a este acertijo: 3Qué
relacion existe entre el dngulo que o men-
cionas y el formado por los radios ferrestres
correspondientes a Siena y Alejandria?

EraTOSTENES.—(Con aire friunfal.) jSon con-
gruentes! 3Ves como uso tus teorias?

Eucupes.—{lnvitdndolo a la mesa donde
estaba estudiando.) Exactol (Vamos a
demostrarlo!

Maria Victoria Ponza
Escuela Mariano Moreno.
Rio Ceballos. Cérdoba.
Argentina

Evaluacién de la experiencia

Los padres, presentes en la representacion, opinan:

Esto debe ser publicado.

«El proyecto debe seguir v la escuela debe apoyar su
continuidad»,

«Desde el inicio de la preparacion de la obra de teatro,
nuestros hijos comenzaron a nombrar compafieros que
nunca antes habian mencionado»,

«Todas las preguntas que hicimos sobre contenidos
fueron respondidas correctamente. Los que no estudia-
mos lo suficiente para preguntar fuimos nosotros».

«Es una muy buena representacion teatral, y aqui se
pone en prictica algo poco comin en estos dias: la
solidaridad».

Los alumnos, en su propia evaluacién, dicen:

«Los chicos mds timidos pudieron expresarse librementes.
«Qué pena que ya termina el afio. Si hubiera mis cla-
ses, seria lindo repetir la muestra de teatros,

«Trabajar en esta forma nos unié. No nos habfamos
dado cuenta de que podiamos hacer tantor.

«Nuestros padres estin sorprendidos porque han visto
algo que no crefan posible: aprender de una manera
que no sea tan sélo leer y repetin.

Los profesores, cansados pero felices, concluimos:

«Empleando esta metodologia se trabaja con mucho
esfuerzo y poco apoyo, pero con felicidad. En una
situacion sociocultural llena de contradicciones, en la
que por supuesto estd inmersa la escuela, la coheren-
cia en la planificacién y la transmisién de un tnico y
claro mensaje del equipo de docentes, se refleja en la
actitud de los alumnos. En las condiciones actuales de
la escuela publica en Argentina, consideramos un logro
importante que los alumnos sientan pena por la finali-
zacion del afio de clases».
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Hiperelipses

Vicente Ibanez Orts

Las hiperelipses son una
familia de curvas cuya
ecuacién generaliza la de la
elipse. Se usan en el disefio
de moltiples objetos por la
suavidad y armonia de sus
formas. Combinan de
manera equilibrada lo
rectilineo y lo curvo.

En el articulo se presentan
varios ejemplos de
hiperelipses enfrentandolas a
soluciones construidas
mediante la combinacién de
rectas y curvas. También se
incluye un programa de
ordenador que las genera
automaticamente.
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esde épocas remotas, el mundo que llamamos occidental,
cuyo origen estd en las civilizaciones griega y latina, se
encuentra representado fundamentalmente por la linea
recta. Este hecho se traduce, desde el punto de vista del
urbanismo, en amplias avenidas trazadas a cordel que se
cruzan perpendicularmente entre si. Se trata de una con-
cepcidn intelectual del mundo que de alguna manera se
opone a la hebrea y 4rabe, caracterizadas por una pre-
ferencia hacia la linea curva y los callejones tortuosos,
angostos y frescos. La pugna soterrada que se libra entre
estas grandes civilizaciones nos da una pista sobre la opo-
sicién bdsica que existe entre las formas geométricas ele-
mentales, el cuadrado y por extension el rectingulo, fren-
te al circulo y su derivacion, la elipse. La lucha que tiene
lugar entre la rigidez del cuadrado y la pureza del circulo
representa la confrontacion entre una forma de pensar
légica, ortogonal y racional frente a otra subjetiva, curva
y humana.

Al intentar disefiar jardines, fuentes y plazas, muchos
ingenieros se han topado con la dificultad de encontrar
una forma geométrica adecuada a sus gustos y que armo-
nice con el entorno al que la obra va dirigida.
Normalmente, las figuras geométricas mds empleadas han
sido, por una parte v entre las lineales, el cuadrado y el
rectangulo, y por otra, las formas geométricas derivadas
de las secciones conicas, es decir el circulo y la elipse. De
nuevo nos encontramos en esta parcela del arte de la jar-
dinerfa, la decoraciéon y el urbanismo, ante la oposicion
bésica ya comentada del mundo cartesiano, perpendicu-
lar y lineal frente al mundo magico, imaginativo y curvo.

La familia de curvas empleadas por el ingeniero danés
Piet Heint en el afo 1959 para disefiar la plaza Sergel
(Sergel Torg) de Estocolmo, forman un nexo de union
armonioso y equilibrado entre las dos concepciones del




mundo citadas y aparentemente tan distantes, aunque el
primer investigador matemdtico en estudiar dichas ecua-
ciones fue el fisico francés del siglo XIX Gabriel Lamé,
quien escribi6 sobre ellas en 1818.

Piet Heint, investigador original e intuitivo, partiendo de
la ecuacién bisica de la elipse centrada en el origen:

X)2 + rh’ =1 €h)
a b
que si a=b=1, se transforma en:
1
Y = =(1-|x] @

que incluye como caso particular el circulo cuando los
pardmetros ¢ y b son iguales a la unidad (2), propuso la
familia de curvas que se recogen en la ecuacién (3). En
ésta las barras verticales indican, al igual que la ecuacién
(D y (@, que los términos X e Y se toman en valor abso-
luto, y el exponente N pertenece al conjunto de los niime-
ros reales, pudiendo, por tanto, tomar cualquier valor
entre cero e infinito:

X N . y ) N .
] y = @3
a b )
Despejando queda:
b N N '1_
Y=tg@ - X @

A partir de aqui obtuvo todo un conjunto nuevo de for-
mas dotadas de elegancia y simetifa, que podriamos decir
que han sido como arrancadas del mundo desconocido
de las ideas platénicas. El punto de partida de Piet Heint
es muy sencillo, pues fijados los tamafios de a 'y b, que
dependerin de las dimensiones de la plaza, del jardin o
de la fuente, basta con ir asignando sucesivos valores al
exponente N para obtener toda una familia de curvas
cerradas, centradas en el origen, de una gran regularidad
en la forma, que permiten modelar adecuadamente el
contorno del objeto diseflado y que ademis se encastran
perfectamente entre si como si se tratara de una coleccion
de mufiecas rusas.

Basta un sencillo programa de ordenador, o incluso una
simple calculadora de bolsillo para obtener tan cualifica-
da familia de curvas, utilizando para ello la ecuacion (4).
Dando al exponente N el valor cero, las curvas degeneran
en dos rectas en cruz, los propios ejes. Para valores de NV
comprendidos entre cero y uno, se obtienen curvas con-
cavas, conocidas en los ambientes matematicos como
«astroides». Para el valor uno, el resultado es un paralelo-
gramo y a medida que el exponente alcanza valores entre

uno y dos, se obtienen 6valos puntia-
gudos. El valor dos nos da el circulo o
la elipse, segtin que los dos semiejes a
v b sean iguales o no. A medida que N
crece por encima de dos, aparecen las
superelipses, tomando progresivamente
formas que no son ni circulos ni cua-
drados, pero que estin dotadas de una.
extrafia belleza y que, en el caso limite
de que N se acerque al infinito, se
transforman en un cuadrado perfecto.

Como ejemplo de todo lo anterior, en la
figura 1 presentamos, hechas a mano
alzada y suponiendo a = b =1, las cur-
vas obtenidas para N igual a 0,5; 1; 2
(circulo) vy © (3,1415...). Esta ultima
condicion, ademds de asociar un mayor
interés matemdtico al posible disefio,
practicamente divide por la mitad la
superficie encerrada entre la circunfe-
rencia inscrita y el cuadrado que la con-
tiene.

Figura 1. Curvas de Piet Hein para
distintos valoresde nya=b = 1.

En la figura 2 hemos superpuesto la
hiperelipse de exponente 2,2 y con una
relacion de semiejes a/b=4/3, junto con
una figura cldsica para resolver este
tipo de probleras que consta de cuatro
tramos curvos unidos por otros tantos



rectos, que se suelen emplear como
adorno en baldosas y para dar forma
achatada a las pantallas de television.

La figura 3 representa las curvas ante-
riores, concéntricas unas en otras. Este
dibujo permite apreciar mejor la armo-
nia que aparece en la figura 4, en la
que se disponen, unas dentro de otras,
hiperelipses de exponente 2,5. En estos
dos ultimos dibujos, los semiejes a 'y b
guardan entre si la relacién 4/3, y los
valores dibujados son los siguientes:

a b
10 7’5
8 6
6 45

4 3

Las figuras comentadas constituyen una
opcién para los disefiadores que bus-
can modelos nuevos, dado que al
emplear las hiperelipses de Piet Heint
unen en un mismo disefio la armonia
de estas nuevas formas geométricas al
hecho de emplear interesantes relacio-
nes matematicas.

Seguidamente se lista el breve progra-
ma escrito en Q-Basic que dibuja en
colores la familia de curvas descrita.
Este lenguaje de programacion viene
con cada sistema operativo DOS 6.0 de
Microsoft, que se encuentra instalado
en la mayorfa de los ordenadores. Su
explicacion es la siguiente: en la sen-
tencia 20, la instruccién CLS borra la
pantalla, SCREEN especifica la resolu-
cion del monitor, en este caso VGA, y
WINDOW delimita el espacio fisico del
dibujo en la pantalla. En la sentencia 30
se inicia el bucle que da valores al
exponente N, y en la 40 este mismo
exponente N se utiliza para modificar el
color de las curvas, mediante el truco
de redondearlo a un nimero entero,
utilizando para ello la expresion CINT y
la variable auxiliar C. En la linea 50,
mediante la expresiéon LOCATE se siti-
an en la esquina superior izquierda de
la pantalla los valores Ny C (posicion
1,1), para que no entorpezcan la vision

———f. -

Figura 3. Disefio encastrado forma-
do por cuatro tramos curvos
y cuatro rectos

Figura 2. Hiperelipse de exponente
n=22ya=8,b=26fente auna
figura de cuatro tramos curvos
y cuatro framos rectos

Y

Figura 4. Hiperelipses encastradas
de exponente n = 2,5




del dibujo. En la linea 60 comienza el bucle que realiza el
trazado de una curva, y variando la amplitud del paso se
puede aumentar o disminuir la precisién del dibujo a
costa de la velocidad de ejecucién. En la instruccion 70 se
calcula el valor de Y segin la ecuaciébn propuesta. Las
sentencias 80 y 90 se encargan mediante la instruccién
PSET de ir colocando en pantalla los puntos previamente
calculados en la linea anterior y de asignarles el color
especificado mediante la variable C. Dado que anterior-
mente hemos definido una zona concreta para el dibujo,
el ordenador realiza autométicamente el proceso de ade-
cuar las coordenadas que le suministramos a dicho espa-
cio. La linea 100 finaliza el doble bucle y el programa.

90 REM HIPERELIPSES 7 e oy

Como idea central se ha partido del articulo del matema-
tico y gran divulgador americano Martin Gardner, dLas
superelipses de Piet Heint. En él, no sélo desarrolla con
mayor amplitud todo lo aqui expuesto, sino que ademais
introduce también las ecuaciones que corresponden a las
superficies geométricas en tres dimensiones, basta para

Vicente Ibanez
Sociedad de Educacién
Matemdtica de la
Comunidad Valenciana
Al Kwharizmi
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ello anadir un término en Z, mediante
las cuales se obtienen lo que denomina
superelipsoides o superhuevos de Piet
Heint. Estas figuras geométricas, al estar
dotadas de volumen, presentan la
peculiar propiedad matemaitica de que
al colocarlas verticalmente sobre uno
de sus extremos mantienen perma-
nentemente el equilibrio. Por este moti-
vo son muy adecuadas como objetos
de decoracion y como recuerdo. Reco-
mendamos vivamente el libro citado
para aquellos que busquen un poco de
solaz en estos temas.

Es sorprendente ¢cdémo un matemitico
estd en la base de los originales disefios
noérdicos, que permiten modelar desde
platos, vasos y mesas , hasta jardines,
plazas, fuentes, piscinas, objetos de
cuartos de bafio, ventanas, cuadros y
hasta envases para yoghourt, uniendo
en una sola figura y una sola concep-
cién dos mundos aparentemente tan
alejados entre si como lo recto y lo
curvo, vy que coloreados forman un
auténtico carnaval matemitico. Ade-
mas, por tratarse de dibujos simétricos
y armoniosos, resulta especialmente agra-
dable verlos formarse lentamente en la
pantalla del ordenador.
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Klein y la ensefanza
de las matematicas

MATEMATICA ELEMENTA'L DESDE UN PUNTO DE VISTA SUPERIOR

Felix Klein

Traducida del aleman al espafiol por Roberto Araujo, Catedritico de la Facultad
de Ciencias de Valencia, (volumen I), y por R. Fontanilla (volumen II)

Berlin. Ed. Springer, 1926-27. 2 vols.

Publicada en la Biblioteca Matematica (Dirigida por Julio Rey Pastor)

Madrid, 1945.

La obra de Felix Klein, Matemdtica Elemental..., tiene el mérito de ser el primer libro de texto
que se propone, en Alemania, para conseguir «una formacion adecuada de los aspirantes al
magisterio que responda a todas las necesidades actuales de la Cienciax.

El peso de la personalidad del autor, por sus importantisimos trabajos en Mateméticas, su pro-
grama de Erlangen, ... hizo, y hace, que la ensefianza de las matemdticas haya estado, y esté,
todavia bajo su influencia directa: prioridad en el pensamiento matemdtico para las nociones de

funcién, transformacién (geomé- la ensefianza y estar vivos en las

= BIBLIOTECA MATEMATHN =
Sueree 4 REY PASTOR

trica) y sus grupos. Mal interpre- mentes.

FLELIN KLEIN.

tadas las ideas del propio autor ) )
prop ! Influencia tanto mds persistente

como veremos mds adelante,
(ensefianza de las matemdticas
contemplativas en la que los
problemas de existencia, de es-

MATEMATICA ELEMENTAL

DESDE UN PUNTO DE VISTA SUPERIOR
Vou o

ARITMETICA - ALGEBRA - ANALISIS

Tratiear s 3c FURETO ARAL I

cuanto, prdacticamente, ningin
matemético de gran talla se dedi-
cb, antes que él, ademés de al
estudio de los problemas mate-

tructuracién,...) escamotean la ” N
. . . mdticos, a los de su ensefianza.
construccién y manipulacién de

los seres matemdticos que lo Oni- Felix Klein nacié en 1849 en

Dijsseldorf. Estudié en las Univer-

co que piden es ser revividos en
sidades de Bonn [con Pliicker), Gétingen, Berlin y Parfs. Ensefi en las Universidades de Erlangen
(187275), Munich {1875-80), leipzig {1880-86} y Gdtingen (1886-1913), donde fundd el
Instituto de Mateméticas Aplicadas, y fue el editor de los Mathematische Annalen, asi como el
fundador de la Enzyclopédie der mathematische Wissenschaften.

La obra que nos ocupa recoge las lecciones impartidas por Klein, en los primeros afios de este
siglo durante dos semestres: en el primero, Aritmética, Algebra y Andlisis, en el segundo,
Geometria; escritas hacia 190608, y publicadas como una de sus obras postumas.

Los que quieran leer la obra habrén de buscarla en alguna biblioteca, pues la edicién espafio-
la estd hace afios agotada, y no parece que se vaya a reeditar. Para los que pretendan sélo




aproximarse a través de estas lineas, haremos una breve exposi-
cién de las ideas de Klein, no tanto de los aspectos matematicos,
que se pueden encontrar presentados de un modo més actual en
obras mds recientes, como de sus ideas referidas a la ensefian-
za de las matematicas, siguiendo fundamentalmente las palabras
del autor. El lector podré ver hasta qué punto la situacién descrita
por Klein y algunas de las soluciones que proponia, estén, en mi
opinién, todavia vigentes y que en cuestiones de ensefianza «se
hace el camino al andar».

(En estas lineas nos vamos a referir, Unicamente, al primer volu-
men, dejando el segundo, para un préximo nimero).

Comienza Klein su introduccién diciendo que

...se cultivaba en la Universidad exclusivamente la ciencia supe-
rior, sin tener en: cuenta para nada: las: necesidades de la
Escuela, y sin cuidarse lo més minimo de establecer un enlace
con la ensefanza de la Matemdtica en ésta.

4Cudl es la consecuencia? El estudiante al comenzar sus estudios
universitarios se encuentra ante problemas que no le recuerdan
nada de las cosas que hasta entonces le habian ocupado y,
nafuralmenfe olvida pronfo y por complefo fodas ellas.

Pero despues de aprobar sus esfudlos pasa al profesorado y se
ve obligado de pronto a ensefiar la Matemdtica elemental y

como no puede realizar esta labor estableciendo el enlace debi-
do con la Matemancakaprendlda en la Universidad, pronto acep-
ta la ensefianza tradicional y, de los estudios realizados solo le
queda un recuerdo, pero no ejerce.ni la. mds remota influencia
en el desempefio de su ministerio.

En la Introduccion, después de recomendar y comentar una
bibliografia (hecho que se repite en todos los capitulos), expone
algunas de sus ideas sobre como tratar los temas abordados en
la escuela, es decir, sus «preocupaciones didécticas»:

La exposicién en la escuela debe ser pslcologrca, no sistemdtica.
El maesfro debe ser algo diplomdtico; ha de conocer la psrcolo~
gia de los nifios para poder captar su interés, y esto solo podrd
lograrlo si acierta a presentar las cosas bd[o una forma intuitiva
facilmente asimilable. Sélo en las clases superiores se puede
revestir la doctrina. de forma abstracta.

Pongamos un ejemplo: Al nifio le es imposible comprender, cuan-
do se'le explican los nimeros axiomdticamente, &l asocia a los
ndmeros conceptos absolulamente reales: conjuntos de cosas y
s6lo bajo esa forma concreta se les pueden presentar al princi-
pio. Pero esto, que aqui es evidente, deberia de extenderse a
toda la ensefianza, atn a la superior: siempre deberia presen-
tarse la matemdtica enlazada con todo aquello que al hombre
pueda inferesar y con lo que ha de ejercitar en su vida.

En cuanto a los limites del contenido de la Matemética en la
Escuela, frente a otros autores a los que califica de conservado-
res, manifiesta:

Yo-me siento progresista.. los llamados: reformadores ‘queremos
colocar el centro de la ensefianza en el concepto de funcién, [...]

... la situacion
descrita por Klein
y algunas de las

soluciones que
proponia, estan
todavia vigentes. ..

siempre sobre la base del constante empleo
de los métodos gréficos, de la representa-
cién de cualquier ley en el plano de las
variables (x,y). [...] Para facilitar esta
renovacién hay que prescindir de mucho de

lo que hasta hoy ha constituido objeto de

nuestra ensefanza, que aun cuando por si
mismo pueda ser muy. interesante, aparece
como menos esenctal al relac:onarlo con
toda la cultura moderna.

Ante todo debe darse una gran importancia
a una fuerte educacién de la intuicién espa-
cial; después debe irse ascendiendo hasta
llegar a los umbrales del céleulo infinitesi-
mal; de modo que el naturalista o el técnico
de Seguros saque ya de la Escuela-el ins-
frumento matematico que haya de necesitar
en fodos sus trabajos:

En el comienzo del Capitulo primero: EL
CALCULO CON LOS NUMEROS NATURA-
LES, se pregunta:

Es natural empezar por el fundamento de
todd la Aritmética, el célculo con los nome-
ros enteros y positivos: 3Cémo deben de
ensefarse en la Escuela?

Las propiedades de los ndmeros enteros y el
cdleulo con los mismos son cuestiones tales
que el lograr hacerlas comprensibles a los
nifios, de modo que éstos lleguen a domi-
narlas por completo, es un problema: extre-
madamente dificil, el cual exige la labor de
varios afos. El método a seguir es el intuiti-

vo y genético: todo el edificio de la ense-
fianza se construye fomando como base
cosas conocidas por los sentidos, elevdndo-

se después, poco a poco; y en esto radica
su diferencia esencial con el mélodo légico
y sistemdtico que predorr ina en la ensefan-
Zza superior.

Conviene sefialar ofro aspecto, precisamen-
te porque se acostumbra descuidar en la
ensefianza. superior y es hacer resaltar las
aplicaciones del célculo-a la vida practica.

El fin de la ensefianza del célculo persigue
una seguridad, libre de toda vacilacién, en
el manejo de las reglas del célculo, procu-
rando un desarrollo paralelo de las diferen-
tes facultades del espiritu que en ello inter-
vienen sin que merezcan una expresa afen-
cién las que hacen referencia a las relacio-
nes:légicas de los nomeros con los que se
opera. - e



He de llamar la atencién aquf sobre la opo-
sicién entre los profesores que proceden de
las Escuelas de Magisterio y los que proce-
den de las Facultades de Ciencias, resultan-
do con ello una lamentable discontinuidad
para el discipulo. Un pequefio ejemplo, el
signo x de multiplicar, frente al punto e .
Divergencias que podrian fécilmente alla-
narse si los universitarios se preocupasen
mds de los maestros y procuraran ponerse
de acuerdo con ellos.

Notemos que desde el cuarto grado el célcu-
lo comienza a vestirse con el elegante atavio
de la matemdtica,.y se ejecutan las reglas y
operaciones del cdleulo con estos nomeros
simbolizados por letras, con lo cual se elimi-
na ya el contenido. concreto e intuitivo de los
numeros. Se da asf un gran paso en el cami-
no de la abstraccion, pues puede decirse que
la Matemdtica prbpidmente empieza con el
céleulo literal. Claro es que esfe paso no
puede redlizarse stbitamente en la escuela,

sino que el alumno tiene que ir acostumbrdn-
dose poco a poco a tan gran abstraccion.

Respecto al concepto de nomero, su origen
es extremadamente dificil de descubrir,
hasta el punfo que «se experimenta una sen-
sacién de bienestar cuando se deja de lado
su investigaciény.

Después aborda diferentes interpretaciones
del concepto de nimero, relacionando en
cada caso a los filésofos y mateméticos més
importantes que la representan, a las que
afiade sus observaciones:

L tendencia a desligarse de la intuicién y-a
mantenerse siempre en un ferreno purdmente
légico, nos parece impracticable de un modo
absoluto, Un resto, ‘un minimum de intuicion,
tiene que quedar siempre en el fondo.

El profesor Thomae de Jena ha cdlificado a los
que se o‘cupan‘cast" exclusivamente en investi-
gdciones abstractas y légicas sobre entes que
nada significan y principios que nada dicen
como pensadores sin pensamiento.

Se ha dicho que la ‘rﬁatémé‘ﬁcdfdébé?ehs‘en
farse deductivamente, pero este procedi-
mienfo no cbrre‘sponde al proceso evolutivo
de la matemdtica, que se hdjdésdfr'oﬂddo
como un Grbol, que no solo crece hqdi&d‘rﬁ#
ba, sino que al mismo tiempo que desarrolla

sus ramas y hojas, sus raices penetran mds
y mds en el suelo. ' '

Felix Klein

Las relaciones puramente légicas deben quedar com
leto del organismo de las mateméticas, pero lo vi

matemdticas, su eficacia externa, sus estimulos esfrtbdn
en sus aplicaciones, es decir en las correlaciones entre lo
puramente lgicos y. todos los demds dominios del saber.

A continuacién pasa a ocuparse de cosas més concretas como
la practica del célculo. Pérrafos de los que destacamos el
siguiente:

En la existencia de las méquinas de calcular se ve una confirma-
cién de que para el céleulo, lo que importa no es lo que signifi-
quen los ndmeros enteros, sino Gnicamente las reglas formales.
Asi Leibniz, fue, al mismo tiempo, el padre de la Matemdtica for-
mal y el inventor de la primera méquina de calcular. [...]
Quisiera yo que. todo maestro estuviese familiarizado con el uso
de las m4quinas-de calcular y, ain més, que, a ser posible, no
saliese de nuestras escuelas ning6n alumno sin que, siquiera una
vez, hubiese manejado una méquina de calcular.

¢ Respecto de la introduccién de los nimeros negativos dice:
P g

A pesar de fodos los ejemplos, no puede desconocerse la gran
dificultad de su infroduccién en la escuela, pues se encuentra el
alumno con algo que no tiene nada que ver con la imagen sen-
sible que se ha forjado de nimero, y tiene que operar con ellos
aunque las operaciones hayan perdido la significacién clara e
intuitiva que tenian. Se presenta asi por primera vez el paso de
la matemética préctica a la formal, para cuya completa com-
prensién se precisa en alto grado la capacidad de abstraccién.

En Europa los negativos se introdujeron de manera muy lenta y
después de totalmente realizado el paso al cdleulo literal, hecho
logrado por Vieta en su In-artem: analyticam isagoge, 1591.
Desde este momento histérico se posee la regla de los paréntesis.

Observemos que. con: la introduccién  de los negativos se

‘manifiesta claramente la facultad de generalizacién de que estd

dotada la mente humana, por virtud de la cual, sin darnos cuen-

‘g, nos sentimos inclinados a extender y aplicar a cuestiones mds

generales conceplos y reglas deducidos y vélidos para casos
particulares. Es el principio de Permanencia de las leyes forma-
les, enunciado por H. Hankel.

Los reparos y prejuicios contra ellos, a lo largo de la historia,
sélo quedaron aclarados cuando, en el siglo XIX, se observé que
no se frataba de una necesidad [ogtca de los nuevos conceptos,
ni, por cons:gu:enie de demosfrar la regla de los signos, sino sim-

‘ plemente de reconocer que fales nuevos concepfos son légica-

lo- mismo que el

s:mple razén de

En la escuela se observa el frécuente error de seguir con el empe-
fio de los antiguos matemdticos de demostrar la necesidad légi-




ca de la regla de los signos. [...] Es indudable que el ‘alumno. no
puede entender esto al oirlo por primera vez, pero puede llegar a cre-
erlo, y si.no se le da en los grados superiores el complemento nece-
sario para tal comprensién, no es raro: que adquiera el convenci-
miento de que fodo aquello debe ser algo mistico e incomprensible.

Después de una explicacién sobre nomeros fraccionarios e
irracionales y los limites de las mediciones, citando, como exage-
racién de decimales apreciados, la composicién de las aguas de
los balnearios, establece «la division de la matematica en dos par-
tes: Matemdtica de la aproximacion y Matemdtica de la precisions.

En el capitulo lll dedicado a la teoria de nimeros hace una
advertencia sobre la divisién de la circunferencia en n partes
iguales con regla y compds, «se trata de un problema de
matemdtica de precisién, que pierde toda importancia cuando
se tratan aplicaciones précticas». La misma opinién le merece el
estudio de . A continuacién divide a los mateméticos en dos
grupos respecto a su posicién sobre la teoria de nimeros:

...los entusiastas, para los que si la Matemdtica es la reina de
las ciencias, la teoria de nomeros es la reina de las matemaéticas,
como dice Gauss, y los indiferentes, que la dejan de lado en
todas sus investigaciones. Lla razén de esta division ~residel en
que, por una parte la teoria de nimeros es fundamental para
todas las: investigaciones matemdticas profundas; por ofra, la
teorfa de nimeros pura es und cosa sumamente abstracta, Por

ello, la teoria de nomeros serfa mucho més aseqwb/e y desperta-

ria mucho mayor interés si fuese expuesta utilizando eler ‘nfos

intuitivos y figuras apropladas, porque se facahtana mucho su
‘comprension con fales recursos.

Dedica luego un tiempo a presentar una importante demostra-
cién de imposibilidad (la construccién con regla y compés del
heptagono regular), claro esté que con teoria de nimeros y ecua-
ciones, «con mayor razén cuanto que en el gran piblico existe
una casi total incomprensién de tal clase de demostraciones».

Algunas de las ideas mas interesantes de Klein, pueden
encontrarse en el «Infermedio: sobre el moderno desarrollo y la
construccion de la matemética», distinguiendo dos procesos
diferentes, que para simplificar llama A y B, «que tan pronto se

" desarrollan con absoluta separacién como, sin perder su inde-
pendencia, corren paralelos o, finalmente se entrecruzan mutua-
mente». De nuevo dejamos hablar a Klein:

PROCESO A (hoy usual en la ensefianza secundana yen Jos tra-

tados elementales: ;

|- Encabezado por la teoria formal de ecuaciones, por las ope:
raciones con funciones racionales enteras y el estudio de los
casos en los que las ecuaciones algebratcas se pueden resol
ver por radicales. ‘

Il Estudio sistemdtico del concepto de pofencaa y sus rnversos,
para derivar los logaritmos. ‘

Ill. Aparece la geometria, (hastd aqui apartadal para suministrar
las primeras definiciones de la segunda clase de funciones
frascendentes: las trigonoméiricas.

.establece la
division de la
matematica en
dos partes:
Matemdtica de la
aproximacion
Y Matemadtica
de la precision.

IV. Andlisis algebraico, desarrollos en series
infinitas de las' funciones més- sencillas;
férmula del binomio- generalizado, fon-
cién logaritmica, 'y su inversa la expo-
nencial, las funciones frigonométricas.
De aqui surgen las sorprendentes cone-
xiones entre las llamadas funciones ele-
mentales trascendentes v, en particular,
la célebre férmula de Euler.
V. Teoria de variable compleja, fuera ya de
la ensefianza secundaria, orientada por
Weierstrass.

PROCESO B: [Domina en él, el pensamiento
de la geomeirfa analitica que reclama una
fusién de los conceptos de nomero y espacio):
I. Representacién gréfica de las funciones
més sencillas: polinomios, funciones
racionales de una variable. los puntos
de inferseccién de las curvas con el eje
de abscisas ewdenctan los ceros del poli-
nomio, a esto se une de modo natural o
resoluc:on de ecuaciones por medio de

- aproxtmac:ones
1L Lasrepresehfacrones geométricas de cur-
vas son el origen natural intuitivo de los
conceplos de cociente diferencial y de

integral; al primero conduce la pendien-
te de la curva, al segundo el drea de la
superficie encerrada por la curva.
lll. Cuando no se puede integrar, da origen
a nuevas funciones; que asi se infroducen
- 'de modo natural: la cuadratura de la
hipérbola define el logaritmo, y la del cir-
culo a la funcién inversa del seno; por un
proceso andlogo se I/ega a las funciones
- elipficas.
v. Ahora el desarrollo en serie de las fun-
ciones obtenidas se realiza siguiendo un
método general, la férmula de Taylor.

V. Como prolongacién del método aparece
la teoria de funciones de variable com-
pleja de Cauchy-Riemann.

En resumen, la base del proceso A es una
concepcidn particularista de la ciencia que
trata. de descomponer todo el campo de la
misma en una serie de regiones bien delimi-
tadas, en cada una de las cuales se opera

‘evitando todo lo posible acudir a los recur

s0s-que se.pueden obtener de las regiones
préximas; su ideal es una bella y légica cris-
talizacion de cada una de esias regiones en
un cuerpo.de doctrina aislado.



Al contrario, el proceso B-da-capital impor-
tancia al enlace orgdnico entre las diferen-
tes regiones de la:ciencia-y los numerosos
recursos que muluamente se prestan, y pre-
fiere los métodos que le permiten abarcar,
desde un punto de vista Onico, la compren-
sidn simulténea de. varias regiones; su ideal
es la concepcién de toda la ciencia mate-
mdtica como un-fodo.

Todavia hay una tercera fase, (proceso C|
que desemperfia un papel importante en los
dos procesos:. el algoritmo [proceso formal
de célculo). El procedimiento algoritmico es
una fuerza impulsiva interna de las formulas,
independiente de la intencion y de los cono-
cimientos del matemdtico y frecuentemente,
contraria a sus deseos. A veces estos proce-
sos algoritmicos se consideran los cimientos
del edificio matemdtico.

Paraapreciar mejor el contraste entre estos
dos procesos acudimos a la Historia: la
ciencia griega pertenecia al proceso tipo A;
no obstante hay tendencias y métodos del
proceso B. la matemdtica de la India y de
los drabes pertenece al proceso C. El desa-
rrollo” de la_matematica en el siglo XV
corresponde al proceso A. En el siglo XViI
toda la orientacién es B [primero_la
Geometria Analitica de Descartes qdekcrea
el enlace fundamental para toda la maferﬁc':—
fica, entre el nimero y el espacio, y después
el Célculo Diferencial e Integral). Entonces
aparece en escena Newton que da la serie
del binomio general, dentro del proceso C.
La formacién del célculo infinitesimal con
Leibniz y Newton es de nuevo proceso B,
con una marcada influencia en Leibniz del
proceso C. El siglo XVill sigue la misma
direccion: ecuaciones diferenciales, célculo
de variaciones, junfo a la geometria analiti-
ca y mecénica analitica. Errores y contra-
dicciones en el proceso B, llevaron a Euler y
ofros a abandonarlo. Més radical fue
Lagrange en su Théorie des fonctions analy-
tiques, 1797 dejando el Célevlo infinitesi-
mal como un conjunto de reglas formales
aplicables a cierfas funciones especidles.
Considera solo series de potencias enteras,
la ‘derivada es definida asi de un modo
puramente formal. En el siglo XIX se busca
una base sélida para el Andlisis por medio
de los criterios de convergencia: Cauchy da
la definicién rigurosa de la derivada y de la

Desgraciadamente,
muchas de
sus ideas o

proposiciones
estan lejos de
realizarse, y
muchas de sus
quejas sobre la
Universidad
o sobre la
ensenanza de
las matemdticas
poseen una
actualidad
sorprendente.

integral como limites de cocientes y sumas-infinitas
construye -una- sistematizacién légica del célevlo infi
estamos en el proceso A. Enotros lugares, en el 'sig[o;‘X‘I' se
la crientacién B: Geometria proyectiva, Fisica matemética y e
de funciones de variable compleja, iniciadas por franceses. -

A lo que sigue una pequefia digresién sobre el estilo de la expo-
sicién matemdtica:

En Euclides aparece todo cristalizado bajo el esquema: <<hip6té—
sis, fesis, demostraciéns, [proceso Al; pero en el siglo XIX con los
franceses citados se forma una nueva forma atistica de exposi-
cién matemdtica, integrada por una serie de deducciones
ingeniosamente eslabonadas (Monge, Picard), que se leen como
una novela de magnifico estilo y de atrayente argumento, estilo
apropiado a la orientacién B.

Con Weierstrass en 1860 aparece de nuevo el método A, y lo
mismo cabe decir de las investigaciones sobre las axiomaticas
de la geometria.

L)

La consecuencia que se puede sacar es que las dos direcciones
fundamentales de pensamiento matemético se han mostrado
igual de fecundas; actuando muchas veces alternativamente, y
ofras simulténeamente, haciendo surgir de esa conjuncién los
més grandes progresos de la matemética.

la matemdtica presentard un desarrollo arménico en todas
direcciones siempre que ninguna de las dos orientaciones sea
preterida o despreciada. Cada matemético debe pues trabajar
en la direccién que le sefialan sus dotes y su idiosincrasia inte-
lectual.

En la Ensefianza secundaria, desgraciadamente desde hace
largo predomina la direccién A. Todo movimiento de reforma que
se pueda mirar como saludable debe dar una entrada mas
amplia al sistema B. Que se penetre la ensefianza del espiritu
que encarna el proceso genético, que se acentie la intuicién
espacial como tal y para dar el concepto de funcién, con la
fusién de los conceptos espacio y némero. k

Destacamos de nuevo el punto de vista «actual» de Klein a
comienzos de siglo. Desgraciadamente, muchas de sus ideas o
proposiciones estan lejos de realizarse, y muchas de sus quejas
sobre la Universidad o sobre la ensefianza de las matematicas
poseen una actualidad sorprendente.

Merece la pena sefialar que en la Segunda parte, dedicada al
Algebra, su propésito esencial es aplicar los métodos gréficos y,
en general, los métodos geoméiricamente intuitivos a la resolu-
cién de ecuaciones: ecuaciones con un pardmetro, con dos y fres
pardmetros y sus lineas, curvas o superficies asociadas. En la ter-
cera parte dedicada al Andlisis, lo mas importante serdn las fun-
ciones trascendentes elementales, destacando que en la defini-
cién del nimero e como el limite de la sucesion (1+1/n)0, se
omite lo més caracteristico y necesario, procedente de su desa-
rrollo histérico, en el que aparece el logaritmo natural como el
darea bajo la curva 1/x, entre los puntos 1 y t, o como serie de
potencias. Respecto al célculo infinitesimal sefiala:



Nuestro deseo es que los conceptos represéntados por 165 sim-
bolos, y = flx), dy/dx, [ydx lleguen a ser familiares a los alum-
nos con esas-denominaciones y no como una nueva disciplina
abstracta, sino enlazados orgénicamente dentro de la ensefian-
za total, a'lo cual puede llegarse ascendiendo poco a poco, par-
tiendo de los ejemplos més simples. La necesidad inaplazable
de fales reformas se funda en que afecta o la formacién de con-
ceptos matemdticos que. hoy se ufilizan consfanfemenfe en las
aplicaciones de la matemdtica a todas las ramas de la Ciencia,
y sin las cuales, todos los estudios en la ensefianza superior que-
darian completamente en el aire. La ensefianza del Célculo infi-
nitesimal debe basarse en cuatro puntos: 1) Exposicién intuitiva
de consideraciones abstractas por medio de representaciones
grdficas, 2) Resaltar el enlace entre las teorias préximas, como
el Célculo con diferencias y el de la interpolacién y también con
las investigaciones de los filésofos, 3) Dar importancia a la evo-
lucién histérica de los conocimientos cientificos, 4) Presentacién
de algunos ejemplos de libros populares para caracterizar la
diferencia entre los conceptos del gran ptblico mflu:dos por fales
obras, y los de los matemdticos profesionales.

Todo ello debe ser conocido por los qs‘pirantes al magisterio
secundario, pues al llegar a la préctica de fa ‘enSeﬁanZd
tropezardn con que los conceptos de los alumnos son aquellos
vulgares, y. si_no conocen bien los elementos intuitivos de lo
Matemética, asf como las relaciones vivas. entre las d/sﬂnfas
ramas de ésta, y entre ella y las demés ciencias, y sobre todo,
si no conocen el desarrollo histérico, les fallaré siempre el ferre-
no en que pisen y una de dos: volverdn su atencién al campo de
la- matemdtica pura y no serén entendidos por sus discipulos o
sucumbirén en la.lucha; olvidando cuanto aprendieron en los
cursos  superiores y cayendo en la rutina de siempre.
Precisamente en el campo del cdlculo infinitesimal es donde la
discontinuidad en. la enseAdnza aleanza un grade méximo.

No debemos olvidar, en ningdn momento, el pblico al que iba des-
finada la obra y con qué propésito: formar profesores de ensefianza
primaria y secundaria. la educacién secundaria, a principios de
siglo, estaba orientada exclusivamente hacia la posterior formacién
universitaria de sus alumnos; por tanto, lo que en ella encontramos
son los temas matemdticos justificados infernamente, sirviendo en
especial para asentar intuitivamente las bases para su posterior desa-
rrollo formal en la ensefianza superior. Hoy la educacion secundaria
tiene una orientacion més amplia, por ello nuestra utilizacion de las
ideas de Klein debe ir hacia los aspectos més infuitivos y concretos.

Finalmente, quiero afiadir un punto débil que encuentro en la
obra: las aplicaciones a la fisica u otros campos de actividad
cienfifica apenas aparecen, Unicamente se refiere, en la tercera
parte, a la teoria de las pequefias oscilaciones y a la acéstica.
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ecuaciones normales. Sobre la teoria de la
ecuacién de quinto grado.

TERCERA PARTE
CAPITULO : El logaritmo vy la funcién expo-

nencial

1. Sistemdtica del andlisis algebraico. 2.
desarrollo histérico de la teoria. Neper y
Burgi. Lla ecuacién de diferencias. Siglo
XVII: Logaritmos hiperbélicos. Euler y La-
grange: Andlisis algebraico. Siglo XIX: Fun-
ciones de variable compleja. 3. Algo sobre
la ensefianza de los logaritmos. 4. Punto
de vista de la Teorfa de funciones. El paso
al limite de la funcién potencial a la expo-
nencial.

CAPITULO Ii: Funciones goniométricas

1. Teoria de las funciones goniométricas. 2.
Tablas trigonométricas. A. Tablas trigonomé-
tricas naturales. B. Tablas logaritmo-trigono-
métricas. 3. Aplicaciones de las funciones
goniométricas. A. Trigonometria; en particu-
lar trigonometria esférica. B Teoria de las
pequefas oscilaciones. (Célculo infinitesimal
disfrazado). C. Representacién de las fun-
ciones periddicas por series de funciones
goniométricas. Aproximacién por series infi-
nitas. El fendmeno de Gibbs. Excursién
sobre el concepto general de funcién. Signi-
ficacién histérica de las series frigonométri-
cas; trabajos de Fourier.

CAPITULO IlI: Del céleulo infinitesimal pro-
piamente dicho

1. Principios generales del calculo infinitesi-
mal. Origenes intuitivos. Fundamentacién
légica por medio del concepto de limite;
construccién partiendo de la «diferencial».

Los infinitésimos actuales. La reaccién: el célculo de: derivadas
de Lagrange. Forma y significacién del céleulo infinitesimal eh la
ensefianza. 2. El teorema de Taylor. las primeras parabolas
osculatrices. Crecimiento del orden. Evaluacion del resto de

Cauchy. Excursién historica {Taylor y Maclaurin}. 3.
Consideraciones histéricas y pedagégicas acerca del calculo
infinitesimal. Caracteristicas de nuestro criterio.

APENDICE:

I. TRASCENDENCIA DE e y .
Historia. Demostracién de la trascendencia de e y ©. Nomeros
trascendentes y nimeros algebraicos.

Il. TEORIA DE LOS CONJUNTOS.
1. Potencia de los conjuntos. 2. Ordenacién de los elementos de

un conjunto.

Florencio Villarroya

EDUCACION MATEMATICA

E INVESTIGACION

Jeremy Kilpatrick, Luis Rico

y Modeto Sierra

Editorial Sintesis, Madrid, 1994
ISBN: 84-7738-228-X

207 paginas

La coleccién «Matemdticas: cultura y aprendizaje» de la editorial
Sintesis ha constituido en los Gltimos afios, a través de su treinte-
na de fitulos, el mayor esfuerzo editorial en el campo de la
didactica especial de una sola disciplina en los niveles de pri-
maria y secundaria obligatoria.

Una vez finalizada esta coleccién, la misma editorial ha inicia-
do otra, esta vez dirigida a secundaria y, sobre todo, a bachi-
llerato, titulada «Educacién matemdtica en secundaria», dirigida
por Miguel de Guzman y Luis Rico. Aun cuando ya han apare-
cido varios fitulos, Educacién matemética e Investigacién, consti-
tuye el primero de la serie donde se ha querido, como dicen los
dutores en la introduccién «...comenzar por la historia de nues-
tro campo de trabajo, ya que el conocimiento de lo que ha sido
y lo que ha hecho nuestra comunidad de profesores de matemd-
ticas en perfodos anteriores es uno de los signos de identifica-
cién de la propia comunidads.

El libro tiene dos partes claramente diferenciadas, pero comple-
mentarias, una referida al dmbiro internacional y la otra dirige
su atencién a la realidad espaiiola.



En la primera, «Historia de la investigacion en educacién mate-
mdtica», Kilpatrick comienza estableciendo las rafces de la inves-
tigacién en educacién matemdtica en relacién, en primer lugar,
con las propias mateméticas (simplificando, qué contenidos
matemdticos se ensefian y se aprenden) y, en segundo lugar, con
la psicologia {volviendo a simplificar, cémo el contenido es ense-
fiado y aprendido).

Una vez descritas las raices, se discute la investigacion realiza-

da durante los dos primeros tercios de siglo por aquellas perso-
nas que han llegado a denominarse educadores matematicos. A
continuacién, se describe la formacién durante el siguiente dece-
nio de una comunidad internacional de investigadores en edu-
cacién matemdtica, y la narracién sigue hasta comienzo de los

ochenta, con un bosquejo de algunos de los retos y respuestas
actuales en este campo,

La segunda parte del volumen, «Educacién matemdtica en la
Espaiia del siglo XX», corre a cargo de los profesores espatioles
Rico y Sierra. En este estudio se traza el recorrido histérico y los
logros de la comunidad de educadores matematicos en nuestro
pais.

Se divide el estudio en cuatro periodos: primer tercio del siglo,
desde la guerra civil hasta la ley Villar, la Ley General de
Educacién y los afios setenta v, finalmente,la década de los
ochenta y comienzos de los noventa. Para cada uno de estos
periodos se estudia los planes de estudio de Mateméticas vigen-
tes en primaria y secundaria, la formacién del profesorado, las
aportaciones hechas desde la universidad, revistas y publicacio-
nes, asociaciones y movimientos de profesores, encuentros, jor-
nadas y congresos y algunas aportaciones individuales intere-
santes.

En conjunto, este frabajo es una muy valiosa aportacién, que
viene a llenar un hueco en historia de la educaciénen lo que

atafie a la historia de la ensefianza y aprendizaje de las mate-

mdticas.

: Emilio Palacian
EL UNIVERSO DE LAS MATEMATICAS - EL UNIVERSO DE

R ‘LAS MATEMATICAS

Wﬂham Dunham - UN RECORRIDO ALFABETICO
Ed. Piramide, Madrid, 1995 D ENIEAS Y CONTROVE e
ISBN: 84-368-0896-7
444 paginas
En El Universo de las matemdticas su autor nos

propone un recorrido alfabético por el mundo
de las matematicas: un capitulo para cada una o
de las letras del abecedario desde la A a la Z.
No es una idea original a la hora de abordar un libro de divul-

gacién. Hay otro libro anterior y proximo (tanto en la edicién

espafiola ~Tusquets, 1993~, como en la original norteamericana

de 1991; la edicidn norteamericana de
Dunham es de 1994) estructurado de la
misma forma: Mds allé de los nomeros, de J.
A. Paulos. A él se refiere Dunham en el pro-
logo de su libro cuando dice que «con molti-
ples articulos dedicados a algunas letras, ha
conseguido una mayor amplitud de cobertu-
ra, Escribiendo menos ensayos, pero mas lar-
gos, he optado por una mayor profundidad
en los femas. Espero que nuestros dos libros
coexistan pacificamente como variaciones de
un mismo formato alfabéticos.

sA quién puede interesar un libro como
este? En primer lugar hay que decir que es
de lectura amena y sin grandes complica-
ciones matemdticas en general, con la faci-
lidad afiadida de estar estructurado en capi-
tulos cortos, independientes y que se pueden
leer en cualquier orden, y cuyo tema se
conoce de antemano por el titulo. También
es apropiado para los ensefiantes, porque
en &l enconfrarén bastante historia y algo
del presente de las mateméticas; disquisicio-
nes (tales como los capitulos «La personali-
dad de los Matemdticos» o «Utilidads), dis-
cutibles en muchos casos, problemas (algu-
nos bien conocidos y ofros no tanto, al
menos por quien esfo escribe) y demostra-
ciones de resultados elementales y popula-
res, pero que no se suelen encontrar en los
libros (por ejemplo, la férmula de Herén
para el drea de un tridngulo, que hace a
partir de la mas general de Brahmagupta; la
expresion del area de una esfera o que nos
hay méas que. un triplete de nimeros primos
gemelos que difieren en dos unidades: 3, 5
y 7, a diferencia de las quizés infinitas pare-
jos de los mismos nimeros}; también hay
moltiples anécdotas y bastantes considera-
ciones generales sobre diferentes aspectos
de las matematicas.

Asimismo, es inferesante este libro para el
alumnado de ensefianza media o de univer-
sidad. Para los primeros como banderin de
enganche a las matemdticas, y para que
puedan leer y comentar (porque, 3no es con-
veniente que en esos niveles educativos se
hagan también comentarios de textos mate-
mdticos y no sélo de materias de «letras32),
Para los segundos, como auxiliar que les per-
mita situar histérica y socialmente su materia
de estudio, que no son sdlo epsilones, algo-
ritmos y teoremas de existencia, asi como




consideraciones conexas a la teorfa en esta-
do puro.

Una vez dicho todo lo anterior, también hay
(o yo al menos asi lo considero} algunos
defectos, més allé de la siempre discutible
eleccién de unos temas y no de otros. Hay
en el libro mucha historia y poco presente y
futuro {como ya pasaba en el anterior libro
del autor Viaje a través de los genios, y que
era motivo de critica por bastantes de mis
alumnos que lo leyeron), lo que puede con-
tribuir a interiorizar todavia més esa per-
cepcién social de las matematicas como
algo afiejo, casi arqueolégico. También, un
cierto aire o tono distante y profesoral, poco
proximo al ciudadano de a pie (lo que, sin
embargo, para algunos puede ser una vir-
tud). Si hubiera que elegir, yo desde luego
encuentro mds vivo y mds proyectado hacia
el futuro el libro de Paulos; pero creo que no
es necesaria la eleccion, sino que pueden
coexistir perfectamente y es conveniente que
lo hagan. Y para acabar, hay que felicitarse
de que los libros de divulgacién matemética
se edifen y se vendan en nuestro pafs, como lo
prueba la répida traduccién del que comenta-
mos (el original es de 1994}, en una coleccién
que ya cuenta con ofros libros de este fipo.

Fernando Corbalan

BIOGRAFIAS DE MATEMATICOS
ARABES QUE FLORE-
CIERON EN ESPANA
José Antonio Sanchez
Pérez

Edicion facsimil
Estudio Preliminar:
Rafael Pérez Gomez
El legado andalusi,
Sevilla, 1995

ISBN: 84-87004-50-4
XXIM + 163 paginas

Siempre resulta gozosa la

aparicién de la edicién fac-
similar de un libro. Y ello por un doble moti-
vo, porque se suelen reproducir ediciones
muy cuidadas con una bella tipografia y

porque se pone al alcance de todos, obras

que, aparte de poder consultar en buenas bibliotecas, sélo se
pueden conseguir, con suerte, en el catélogo de librerias espe-
cializadas de anticuariado dentro del epigrafe de «libros raros,
curiosos y agotados».

En esta ocasién se reproduce una memoria de la Real Academia
de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales, publicada en el afio
1917 con ocasién de un concurso sobre el tema «Monografias his-
térico-cientificas de matemdticos espafioles anteriores al siglo XIX».

La monografia de Sanchez Pérez constituye un repertorio de
casi dos centenares de fichas sobre ofros tantos «andalusies
que, enfre otras ramas del conocimiento, también se ocuparon
de lo que hoy llamamos matemdticas». Esta Gltima expresién
entrecomillada describe el contenido mucho mejor que el titulo
asignado por el autor, segin se sefiala en el estudio introducto-
rio en el que se presenta la edicién, escrito por Rafael Pérez
—entre ofras cosas primer director de nuestra revista SUMA-, en
el que, de forma muy documentada y erudita, centra el tema y
realiza algunas criticas a la obra.

Emilio Palacian

m INITIATION AU

i RAISONNEMENT DEDUCTIF AU
S COLLEGE
INITIATION AU Gilbert Arsac y otros

RAISONNEMENT DEDUCTIF

Presses Universitaires de Lyon, Lyon,

au collége 1992

ISBN: 2-7297-0422-1
188 paginas

antsas

+ s
A
coraret

Entre los objetivos generales que se proponen

para el drea de Matemdticas en los Disefios
Curriculares Base de la Educacién Secundaria Obligatoria ela-
borados por el MEC, figura el siguiente: «Al finalizar la Educa-
cién Secundaria Obligatoria los alumnos habran desarrollado la
capacidad de utilizar las formas del pensamiento légico para
formular y comprobar conjeturas, realizar inferencias y deduc-
ciones, relacionar y organizar informaciones diversas relativas
a la vida cotidiana y a la resolucién de problemas». La conse-
cucién de este objetivo supone, entre otras cosas, que el profe-
sor de matemdticas de esta etapa deberd plantear situaciones
diddécticas que pongan de manifiesto algunas de las reglas logi-
cas del discurso matemdtico para que el alumno empiece a
familiarizarse con ellas. Este libro se ocupa de ese tema, ini-
ciando en la argumentacién matemdtica a nifios de 11-12 afios
a través de varias situaciones didécticas que se describen con
mucha precision. Aun cuando estas situaciones estan pensadas
para el sistema de ensefianza francés, son perfectamente trans-
portables a nuestro pais y, en este sentido y dada la escasez



de publicaciones en castellano que aborden estos problemas,
seria muy deseable que algin organismo oficial se plantease su
traduccién.

Los autores del libro, baséndose en su experiencia docente, eli-
gen aquellas reglas del discurso légico-matemdatico que, debido
a su diferencia con las reglas de la argumentacién comin, pro-
ducen dificultades en los nifios. Asf pues, el objetivo que se plan-
tean es la creacion de dispositivos didacticos que faciliten a los
alumnos la aceptacion de las siguientes reglas del razonamiento
matemdtico:

 Un enunciado matemdtico sélo puede ser verdadero o falso.
* Un contraejemplo es suficiente para invalidar un enunciado.

° la argumentacién matemdtica se apoya sobre un cierto nime-
ro de propiedades y definiciones claramente enunciadas
sobre las cuales existe acuerdo previo.

* No se puede decidir sobre la validez de un enunciado apo-
yéndose en el hecho de que la mayor parte de las personas
presentes estdn persuadidas de que el enunciado es verda-
dero.

* La existencia de ejemplos que verifican un enunciado no es
suficiente para probar su validez.

¢ Una constatacién hecha sobre un gréfico no es suficiente
para probar que un enunciado de geometria es verdadero.

Al objetivo anterior se afiade una concepcién del aprendizaje
basada en que «la adquisicién de un conocimiento pasa, en un
primer momento, por la toma de conciencia del alumno de la
insuficiencia de sus conocimientos anteriores». Esto supone la
bisqueda de «situaciones que permitan a los alumnos utilizar
sus propios conocimientos, tomar conciencia de que son insufi-
cientes y adquirir conocimientos nuevos mejor adaptados a la
situaciéns. Pero los conocimientos iniciales de los alumnos en
materia de demostraciones son familiares a cualquier profesor:
en los enunciados numéricos comprueban algin caso particu-
lar y, a partir de ahi, deducen la veracidad del enunciado,
mientras que en los enunciados geométricos se limitan a mirar
el dibujo o, en todo caso, a efectuar alguna medida sobre el
mismo, y deducen propiedades basandose en la particular
idiosincrasia de dicho dibujo. Por tanto, se trata de definir
situaciones diddcticas en las que los nifios puedan utilizar sus
formas iniciales de demostracién, pero que en el transcurso de
las'mismas se ponga de manifiesto que estas formas son insu-
ficientes y se vean obligados, por imperativos de la propia
situaciéon, a modificar sus reglas iniciales de razonamiento.

Las situaciones elegidas por los autores del libro son las si-

guientes:

® En la expresion n2 —n+11 si se reemplaza n por cualquier
nlmero natural se obtiene siempre un nimero primo.

® Sin esun nimero par entonces n? es un nimero par.

® 3Existe un frigngulo cuyos lados midan 5 cm, 9 cm y 4 cm?

Trazar un rectangulo ABCD tal que AB=8 cm y BC=5 cm.

Aspectos diddcticos 5
de Matemdticas. 5 DE MATEMATICAS. 5

Dibujar un punto E sobre AC de forma
que AE=3 cm. Trazar la paralela a AD
que pasa por E; ella corta a AB en Ny
a DC en L. Trazar la paralela a AB que
pasa por E; ella corta a AD en My a BC
en K. Entre los dos recténgulos EMDL y
ENBK 3cudl es el que tiene mayor dreat

® Lla suma de los angulos de un trigngulo
es un angulo llano.

La gestion de cada situacion se lleva a cabo
en tres fases: un primer fiempo de trabajo
individual para que cada nifio pueda pen-
sar por su cuenta en el problema propuesto
y tomar decisiones, una segunda fase de tra-
bajo en pequefios grupos que obliga a los
nifios a comentar y discutir sus propuestas
particulares y a ponerse de acuerdo para
escribir las conclusiones del grupo en un car-
tel y, por dltimo, una tercera fase en la que
toda la clase, ayvdada por el profesor, rea-
liza un debate sobre la validez de las con-
clusiones obtenidas por cada grupo.

La cuidadosa descripcion que el libro hace
de las situaciones y su desarrollo, asi como
el andlisis detallado de los resultados y de
las dificultades surgidas en su puesta en
préctica, permite a cualquier profesor tener
la suficiente informacién para controlar lo
que suceda en su propia clase e, incluso,
disefiar nuevas situaciones de introduccién
al razonamiento deductivo. Creemos, por
tanto, que este libro ofrece una propuesta
didéctica bien fundamentada y Gtil para los
profesores de la Educacion Secundaria
Obligatoria.

Eva Cid

ASPECTOS DIDACTICOS

F. Hernan y otros
ICE, Zaragoza, 1995
ISBN: 84-7791-121-5

F. HERNAN, M. L CALLEIO, . BOLFA, 182 pﬁginas
E

Las cinco ponencias que encontra-
mos en este libro abordan aspec-
tos de la ensefianza y aprendizaje de las
matemdticas de notable interés.



En Estilos de ensefianza. Territorio y limites
de la claridad, el ensayo de Francisco Her-
ndn, el autor emplea un simil para analizar
la ensefianza de las matemdticas, basado
en el problema de tres cuerpos, que le per-
mite observar el pasado reciente como una
sucesion de momentos en los que el centro
de gravedad del sistema formado por el qué
ensefiamos, a quién y cémo ha ido bascu-
lando de uno de los «cuerpos» al ofro. El tra-
bajo constituye una reflexién critica sobre
los problemas de una profesién, la de pro-
fesor de matemdticas, que nunca acaba de
resolver sus interrogantes. Termina expo-
niendo su deseo de enfrar, en los préximos
afios, en lo que denomina «el momento de
la claridad, en el que la reflexién sobre el
lugar, las condiciones y las fronteras de la
claridad debe conducir a decisiones educa-
tivas de caracter préctico, lo que muestra en
algunos ejemplos.

Me Luz Callejo en Evaluacién de los alumnos
en resolucién de problemas: tres estudios de
casos, reconoce que, siendo la finalidad de
la evalucién el conocimiento de los progre-
sos de los alumnos en la resolucién de pro-
blemas, es una dificil farea, sobre todo por-
que esos progresos se van haciendo reali-
dad a largo plazo. Nos acerca a fravés de
ejemplos de disefio de baremos, escalas,
protocolos y planes de evaluacién concretos
a la préctica evalvativa en este campo.

Pilar Bolea, partiendo del concepto de trans-
posicion didéctica, analiza en su ponencia
La fransposicién didéctica de la geometria
elemental los cambios que han transformado
el saber geométrico matemético en la geo-
mefria escolar.

La hipétesis de que el conocimiento aritméti-
co adquirido previamente por los alumnos
es la causa principal de los errores que éstos
cometen en el paso al dlgebra, es el punto
de partida del texto de Eva Cid fitulado De
la aritmética al Glgebra: obstaculos episte-
molégicos y didécticos. En él, ademds de
desarrollar algunos conceptos teéricos de
didéctica fundamental, proporciona pro-
puestas diddcticas muy precisas para iniciar
el aprendizaje algebraico.

Luis Rico y Encarnacién Castro en el Gltimo
trabajo de este libro, Pensamiento numérico
en educacién secundaria obligatoria, pre-
senfan un modelo teérico para caracterizar

el pensamiento numérico y a través del mismo analizan el bloque
de nimeros y operaciones del disefio curricular base de la edu:
cacién secundaria obligatoria.

En conjunto estas actas, que dan fe de los encuentros bianuales
del ICE de Zaragoza sobre educacién matemética en secunda-
ria, vuelven a responder al interés con que son acogidas por los
muchos profesores y profesoras que asisten a las sesiones y esto
es, sobre todo, por responder a femas candentes en la profesion.

Julio Sancho

VI Jornadas Andaluzas VIJORNADAS ANDALUZAS

de Educacién Matemdtica DE EDUC ACI(‘)N MATEMATIC A
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SEVILLA ‘Manuel Iglesias (Edit.)

SAEM <Thales», Sevilla, 1995
ISBN: 84-920056-0-2
483 paginas

la  Sociedad Andaluza de Educacién
Matemdtica «Thales» organiza bianualmente
unas jornadas cuyo interés trasciende las fronte-
ras de la comunidad andaluza. Este libro reco-
ge las actas de la sexta edicion, celebrada en Sevilla en sep-
tiembre de 1993.

Ademas de los resimenes de las conferencias plenarias apare-
cen los fextos completos de cerca del medio centenar de comu-
nicaciones presentadas a las jornadas, buen sintoma de la vita-
lidad de la «Thales» y de las propias jornadas. Estas comunica-
ciones estén agrupadas en los siguientes temas:

e El laboratorio de matemdticas.

e Calculadoras en el aula.

* Resolucién de problemas.

e Evaluacion en matemdticas.

o Mateméticas y medios de comunicacién.

e Comentario de texto en matemdticas.

¢ Ensefianza de las matemdticas en la universidad.
e Formacién del profesorado.

o Software en matemdticas.

e Comunicaciones libres.

Obviamente, la calidad de los trabajos es irregular, como no pue-
de ser de otra forma en una publicacién colectiva de este tipo.

Es de resaltar la diligencia e interés con que la sociedad
«Thales» edita sus actas. En todo congreso, encuentro, jorna-
das... lo que queda es eso, las actas, y se deberfa seguir el ejem-
plo de la misma, para que no quedase un acontecimiento de este
tipo sin que llevase aparejado la publicacién correspondiente.

Emilio Palacian
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Nos hacemos eco de esta publicacién, editada
con fines publicitarios, que hemos recibido
recienfemente, puesto que pensamos que en su
contenido aparecen algunas aportaciones de
interés para la incorporacién de las calculado-
ras al aula. De hecho, creemos que la mejor publicidad que
puede hacer la marca es demostrar las posibilidades didacticas
de estos instrumentos. No sabemos que tipo de difusién tiene y
cémo es posible recibirla con periodicidad en los centros de
ensefianza, aunque sospechamos que es dirigiéndose a los dis-
tribuidores locales.

Este nimero, del que damos noticia, centra su inferés en las cal-
culadoras gréficas, muy en sinfonia con lo que esté ocurriendo
en su incipiente implantacién, asi como con la aparicién de
numerosos articulos sobre el tema en revistas didécticas.

Destacariamos los trabajos «La estadistica y la calculadora gré-
fica», «matrices y sistemas de ecuaciones» y la traduccién de la
primera parte del articulo «lsometrias en el plano cartesianos.

Julio Sancho
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Produccion: Yorkshire TV, 1992
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VHS, 20 minutos

Existen muchos tépicos sobre los videos diddcticos
de contenido matemdtico. El primero, muy exten-
dido entre el profesorado de esta materia, es que no existen. El
segundo es que, aunque haya alguno, sus confenidos no se ajus-
tan a los curriculos que se desarrollan en clase. El tercero es que,
aunque fraten un tema que tenga que ver con los confenidos que
estamos dando en clase, el video no es un recurso serio, que el
profesoro profesora lo cuenta mucho mejor y, por tanto, es ese
material que se les «pone» a los alumnos en esos dias terribles,

a

después de las evaluaciones, la semana
antes de las vacaciones, cuando estén can-
sados... Ya se sabe: «el audiovisual amansa
a las fieras...».

Esta serie de video «Ojo Matemético» viene
a desmontar de un plumazo estos tdpicos y
alguno més que, por la brevedad, he omiti-
do pero que estén en la mente de todos.

La serie consta de 20 videos diddcticos, con
fitulos independientes que abarcan todos los
bloques del actual curriculo de la Ensefianza
Secundaria Obligatoria: Area y Volumen,
Ecuaciones y férmulas, Fracciones y porcen-
tajes, Gréficos, Légica y resolucién de pro-
blemas, Numeros, Probabilidad, Razén y
escala, Formas y dngulos, Simetria,
Circulos, Decimales, Lineas y redes,
Mapas y coordenadas, Medidas, Célculos
aproximados, Nomeros de Fibonacci y
nomeros primos, Estadistica, Nimeros
triangulares y cuadrangulares y Cémo
abordar los problemas.

En cada video los contenidos se presentan
en blogues de corta duracién, marcados por
pausas para que los alumnos investiguen
sobre cuestiones planteadas por el propio
video o por las fichas de actividades que
acompafian a la guia didéctica.

No presentan los contenidos de forma cerra-
da sino que més bien pretende que sea el
propio alumno el que vaya construyendo los
conceptos y extrayendo sus propias conclu-
siones sobre los temas planteados. La pre-
sentacién de los confenidos se basa, por
tanto, en una metodologia constructivista en
la que més que ofrecer respuesta se plante-
an interrogantes para que sea el alumno el
que construya sus propios conocimientos.

Pero, tan interesante como los propios vide-
os es la guia didéactica que los acompaiia,
en la que de una manera clara y precisa se
le brinda al profesor una informacién valio-
sa sobre la metodologia de la utilizacién
del video en la clase. En esta guia, y para
cada uno de los programas, se presenta al
profesor:

* Por una parte los aspectos didécticos
relacionados con el video: Ideas genera-
les tratadas en la pelicula, unas fichas de
practicas para fotocopiar y entregar a
los alumnos con problemas e investiga-

ciones de caracter abierto relacionado




con los contenidos del video, y un apar-
tado de Ideas complementarias para
extensién de précticas.

Por ofra, un sumario detallado del pro-
grama con indicacién de minutado y pau-
sas y los puntos de discusién que se pue-
den tratar al hilo del visionado, formula-

dos en forma de preguntas concretas.

El programa 19 de esta serie es el video
Nomeros triangulares y cuadrangulares. Es
un material muy apropiado para desarrollar,
con una mefodologia activa y de investiga-
cién por los propios alumnos, uno de los
contenidos del segundo ciclo de la ESO: las
regularidades numéricas.

El video, de 20 minutos de duracién, diver-
sifica los tipos de imdgenes,, lo que le con-
fiere una agilidad que mantiene de forma
constante el interés de los alumnos. Cuenta
con imagen real {dramatizaciones con agra-
dables toques de humor, pero presentando
problemas matemdticos —el humor no est4
refiido con las matematicas—, sitwaciones de
investigacion matemdtica préctica realiza-
das por alumnos en clase), dibujos anima-
dos, animaciones con infografia, gréficos
de refuerzo de las ideas... y pausas para
separar bloques y proporcionar tiempo a los
alumnos para meditar sus respuestas.

Comienza el video con una situacién simpé-
tica: un empleado de un supermercado
derriba una piramide de rollos de papel. La
encargada (estos videos tienen un frata-
miento muy positivo sobre la educacién en
valores: planteamiento no sexista en la asig-
nacién de roles, marco de convivencia inte-
rracial...) le conmina a que reconstruya la
pirdmide lo que genera una situacién de
investigacion que vertebra todo el documen-
to. sLa pirémide era triangular o cuadrada?
sCudntos rollos tenfa la base?...

e

A partir de esta situacién se introducen los nomeros triangulares
y diversas situaciones en las que aparecen regularidades numé:
ricas: envases de dulces de forma triangular, suma de los nome-

ros del 1 al 100, nimero de apretones de manos entre un nome-
ro determinado de personas, etc.

De una manera natural, y huyendo de la combinatoria, nos intro-
duce en el frondose campo de las relaciones numéricas que se
dan en el frigngulo de Pascal, para descubrirnos que en una de
sus lineas paralelas a un lade aparecen los nimeros triangulares,
pero que en la siguiente aparecen, jsorpresal, el nimero de ele-
mentos que forman pirdmides triangulares.

En la segunda parte, el video aborda las relaciones entre los
nimeros friangulares y los nimeros cuadrados y, zpor qué no?,
la relacién entre piramides triangulares y cuadrangulares. Todo
ello planteado de una forma égil y nada formal, ya que son los
alumnos los que van descubriendo estas relaciones numéricas,
de forma inductiva y gréfica y sin tener que recurrir a herra-
mientas algebraicas en ninglin momento.

El video «engancha» desde el primer momento, no sélo a los
alumnos, sino también al profesor que se puede ver tentado a
desarrollar sus propias investigaciones del siguiente estilo:

o 3Qué férmula nos proporciona el nimero de elementos de
una pirdmide triangular en funcién del nimero de pisos? 3Y
los de una cuadrada?

e 3Qué pasa en el tringulo de Pascal si cambiamos los unos
de uno de los lados por doses? 3Qué nimeros aparecen en
las paralelas al lado de los doses?

Por cierto, al final el empleado del supermercado con los rollos
de la pirémide que habia tirado construye no una sino dos piré-
mides.

Sabiendo que habia méas de 100 rollos gpodrias decir cuantos
habia?, scémo son las piramides que ha construido?, scomo era
la original?

Si lo descubres, sin mirar el video, encontrards no sélo la solu-
cién a un problema no rutinario, sino algo mucho més impor-
tante: las ventajas del aprendizaje basado en situaciones reales
de investigacién matemdtica por parte de los alumnos. Eso es lo
que pretende el video.

Antonio Pérez Sanz




THALES

EDICION ESPECIAL EPSILON
DEDICADO A LA ALHAMBRA

Segunda edicién (1995) de un ndmero mono-
gréfico dedicado a las relaciones entre Arte y
Matemdticas, que gira en torno a las mateméti- ‘
cas de la Alhambra de Granada. Se completa
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Extranjero: 13$USA.

UNIDADES DIDACTICAS DE MATEMATICAS
Editado en septiembre de 1995. Contiene cinco unidades didécticas completas seleccionadas entre las presenta-
das a un concurso piblico convocado por la SAEM Thales  tal efecto. Incluye abundantes actividades dispuestas
para su aplicacién directa al aula con sus correspondientes consideraciones para el profesor. 170 péginas.
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PVP.  Espafia: 2.000 pts. més gastos de envio.

Extranjero: 20$USA.
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ProfMat 95
Investigacion en el aula

omadas Nacionales de la Associacao de
Profesores de Matemdtica de Portugal

Durante los dias 8 al 11 de noviembre pasado, se han
celebrado en Evora las ProfMat 95, con la asistencia de
unos 1.500 profesores. La APM de Portugal tiene mis de
3.000 socios y firmo el afio anterior un convenio con
nuestra Federacion, para estimular el intercambio de tra-
bajos y publicaciones, asi como la asistencia a seminarios
v congresos de los profesores espafioles y portugueses en
total igualdad.

Este afio se cumplia el X aniversario de las ProfMat, al que
se dedicd una sesion plenaria, coordinada por los profe-
sores Henrique Guimaraes y Eduardo Veloso. Otras con-
ferencias plenarias corrieron a cargo del Prof, Luis Rico
Romero, de la Universidad de Granada, sobre «Linea de
investigacién del Pensamiento Numérico»; Prof. Marfa de
Lurdes Serrazina, de Lisboa, sobre «Ensefar/Aprender
Matematica», y la de clausura del Prof. Eduardo Sebastiani,
de la Universidad de Campinas, S. Paulo —Brasil- que
disertd sobre «Otra vez: Por qué la Historia de las Mate-
miticas en el aula».

Hubo una representacion espafiola, especialmente de la
Sociedad Andaluza de Educacién Matemdtica Thales, que
dispuso de un stand para exponer sus publicaciones,
material didactico y el Segundo Anuncio del ICME-S8.
También presentd una exposicion de fotografia matemati-
ca, realizada por alumnos de todos los niveles educativos.

En nombre de nuestra Federacion, de la SAEM Thales y
de la organizacién del ICME-8, intervino en una sesion
plenaria el Presidente de Honor de la Federacién y
Presidente de «Thales», Prof. Gonzalo Sdnchez Vizquez,
invitando a los profesores portugueses al congreso de
Sevilla con las siguientes palabras:




En primer lugar, en nombre de los profesores espafioles,
me complace felicitar a la APM de Portugal y al Comité
Organizador de ProfMat 95 por el éxito rotundo de su
celebracion. Estoy gratamente sorprendido por la fuerza
creciente y la gran calidad del movimiento portugués de
profesores de matemiticas. Y aprovecho este momento
para destacar que prestigiosos profesores de vuestro pais,
como Paulo Abrantes, Eduardo Veloso, Joao Ponte, Hen-
rique Guimaraes y otros, que impulsaron vuestra Associa-
¢ao, también colaboraron con nuestra Sociedad Andaluza
Thales en afos anteriores,

La SAEM Thales pertenece a la Federacion Espafiola de
Sociedades de Profesores de Matemiticas, que agrupa a
todas las sociedades de profesores regionales. Por desig-
nacién del maximo organismo mundial, el ICMI (Comision
Internacional de Instruccién Matemadtica), <Thales» organiza
el Octavo Congreso Internacional de Educacion Matemitica
(ICME-8), en Sevilla, del 14 al 21 de julio de 1996.

Los ICME tienen Jugar cada cuatro afios y constituyen el
mis importante evento para el estudio y mejora de la edu-
cacibn matematica, orientando su ensefianza en mdis de
cien paises. Por primera vez, se celebra en una nacién
iberoamericana, serd idioma oficial el espafiol, junto con
el inglés tradicional en estos congresos y, también por pri-
mera vez, los profesores de aula tendrin muchas oportu-
nidades de participar, con sus experiencias, al lado de los
mas prestigiosos lideres universales de la didactica de las
matemdticas.

Desde este ProfMat 95, queremos reiterar la invitacion a
los colegas portugueses, a su potente y bello movimiento
de ensefanza de las matematicas, para que asistan activa-
mente al ICME-8. Actualmente, la Associacao, portuguesa
y la Federacién espafiola tienen acordado un convenio
(Gnico pais con el que se ha firmado), que permite a sus
profesores miembros acceder a todas las actividades y
publicaciones en igualdad de condiciones. En estos
momentos, hay ya més de 400 profesores espafioles y casi
100 portugueses inscritos en el ICME-8, y varios grupos
preparan proyectos, ponencias y comunicaciones en los
dos paises.

Esta mutua cooperacion tiene ya precedentes. Los profe-
sores portugueses tuvieron una presencia activa (casi 100)
en el I CIBEM, Primer Congreso Iberoamericano de Edu-
cacién Matemaitica, que se celebrd en Sevilla en 1990, en
que fueron oficiales los idiomas portugués y espafiol.
También nos han acompafiado en las Jornadas Nacionales
de la Federacién y en las Andaluzas de la Sociedad
Thales, como por ejemplo en las de Cérdoba de 1995. Por
otra parte, los profesores espafioles estdn cada vez mas
interesados en las reuniones y actividades portuguesas.
Asistieron en los Gltimos afios a las ProfMat de Viana do
Costelo y de Leiria, v a la AlgartMat de Vila Real do Santo
Antonio.

Debemos reforzar esta colaboracion, sin
duda positiva para la mejora de la ense-
fianza de las matematicas en ambos pai-
ses, y en este sentido, el ICME-8 consti-
tuye una plataforma extraordinaria para
que los dos movimientos de profesores
muestren sus progresos ante la comuni-
dad internacional,

E agora, con muita osadia, para termi-
nar vou tentar falar en portugués agra-
decendo 4 Organizagao do PorfMat 95,
en nome dos participantes espanhois, a
sua atengao e facilidades concedidas
durante a nossa estadia na bela cidade
de fivora.

Amigos portugueses: esperamo-vos de
bragcos abertos em Sevilha, em 1996!
Muito obrigadol.

Gonzalo Sanchez Vazquez
Presidente de la SAEM Thales

Investigacion en el aula de
Matemdticas

La SAEM Thales de Granada vy el
Departamento de Didéctica de la Mate-
mitica de la Universidad de Granada
han organizado, con gran éxito de par-
ticipacion e interés, unas jornadas sobre
investigacion en el aula de las matema-
ticas, que han tenido lugar en Granada
los dias 23 a 25 de noviembre y 14 a 16
de diciembre de 1995. Con la vista
puesta en el préximo ICME-8, los orga-
nizadores han pretendido sentar un
punto de encuentro entre profesores e
investigadores en el que se valoren las
experiencias que se estin llevando a
cabo en las aulas de matematicas, a la
vez que se pongan en comin estas
experiencias y se anime a participar en
procesos innovadores.

El encomiable esfuerzo de la directiva
de la SAEM Thales de Granada vy la
fructifera colaboracién con el Depar-
tamento de Didactica de la Matemdtica
ha hecho que las jornadas, celebradas
en dos fines de semana, con sesiones




de tarde jueves y viernes y de mafiana
los sabados, hayan sido un completo
éxito en numero de participantes y en
el interés que han suscitado en los mis-
mos. Este éxito se ve refrendado por la
publicacién que recoge las ponencias y
comunicaciones de dichas jornadas y
que fue entregada a todos los partici-
pantes al término de las mismas.

Las jornadas fueron ofrecidas de mane-
ra gratuita a los socios de la SAEM
Thales de Granada, con lo que el
nimero de inscripciones fue muy ele-
vado, registrindose una asistencia con-
siderable, pese a la incomodidad del
horario y la coincidencia de las fechas
con el final del trimestre escolar.

Se presentaron cinco ponencias:

e La investigacién matemaitica en y
desde el aula, a cargo del profesor
Salvador Guerrero Hidalgo, asesor
de Matemdticas del CEP de Milaga.

e El seminario de profesores como
estrategia para la investigacidén en
el aula de Matematicas, impartida
por el profesor Luis Rico Romero,
catedritico de Didictica de la
Matemaitica de la Universidad de
Sevilla.

e El alumno como investigador.
Materiales para el aprendizaje de
las Matemiticas, por Luis Beren-
guer Cruz, profesor de Educacién

General Bésica.
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e Metodologia de la investigacién en Educacién
Matemdtica. Perspectivas para el profesor, a cargo del
profesor Antonio Ferndndez Cano, del Departamento
de Métodos de Investigacion en Educacion de la
Universidad de Granada.

e la investigacion en el aula de matematicas. Su parti-
cipacién en el ICME-8, presentada por el profesor
Gonzalo Sdnchez Vizquez, presidente de la SAEM
'Thales.

Asimismo se presentaron una docena de comunicaciones
de manera individual o colectiva.

De acuerdo con la propuesta realizada en la ponencia del
Dr. Rico, el Seminario Curriculo e Investigacion en
Educacién Matemadtica presenté cuatro de sus trabajos en
los que se muestra la tarea investigadora realizada en el
marco de un seminario de profesores.

Otro trabajo colectivo fue el presentado por Maria José
Moreno, Miguel A. Cano y otros compafieros de Jaén, en
el que ofrecieron una muestra de talleres de geometria.

Los trabajos individuales abarcaron todos los niveles educati-
vos, tanto la ensefanza primaria como la secundaria y la ense-
flanza e investigacion realizada en la universidad por diversos
profesores del Departamento de Didéctica de las Matemiticas.

Se han publicado las actas de las jornadas, en colabora-
cién entre el Departamento de Didactica de las Mate-
mdticas, que ha financiado la publicacién, y la Sociedad
Thales, que ha corrido con la edicién.

Finalmente, se cerraron las jornadas con la Asamblea pro-
vincial de la SAEM Thales de Granada, en la que se aprobd
la gestiéon de la directiva y se le reiterd la confianza median-
te la prérroga para un nuevo mandato. Una copa de vino
permitié brindar por el éxito de estos encuentros y pensar
en la realizacién de futuras jornadas en afios proximos.

Pablo Flores

Tablero contador
Catélogo del Material Escolar

de la casa Dalméu Carles, Pla. S. A. (Gerona, 1928)
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IV Concurso de fotografia
lll Reunion... en el Cono Sur

ICME-8

Concurso-exposicion de fotografia
matemdtica

El objetivo de este concurso, convocado y organizado por
la Sociedad Madrilefia de Profesores de Matemadticas
«Emma Castelnuovor, es el de resaltar la presencia de las
matemdticas, en todas sus ramas, a nuestro alrededor,
poniendo de manifiesto su utilidad en la actividad perso-
nal y social cotidiana.

Se pueden presentar fotografias en una de las dos cate-

gorias siguientes:

e Categoria I fotografias realizadas por un alumno o un
grupo de alumnos. Estas deberdn haber sido realizadas
en el marco de un trabajo de clase, siendo presentadas
por el profesor coordinador de la actividad.

e Categoria IL libre.

El tema sera libre, valorindose el contenido matemdtico
explicito. Se podrin presentar series de varias fotografias
sobre un mismo contenido matemiatico. La fotografia
deberi ir acompafiada de la ficha de presentacién de tra-
bajos, que se adjunta en el folleto anunciador, debida-
mente cumplimentada. En la categorfa I, se afiadird a la
ficha anterior, un breve informe sobre el trabajo de clase
que ha dado lugar a dichas fotografias.

En las dos categorias, las fotografias se presentarin en
blanco y negro o color, en un formato minimo de 18x24,
rodeadas con passe partout blanco de no mis de 15 cm
de ancho.

Se premiarin dos fotos en cada categoria con:

* Categoria I Primer premio: 40.000 pta para el profesor
coordinador y 20.000 pta en material fotografico para
el alumno o grupo de alumnos. Segundo premio:
25.000 pta para el profesor coordinador y 15.000 pta en
material fotogréfico para el alumno o grupo de alumnos.




e Categoria II. Primer premio: 30.000 pta. Segundo pre-
mio: 20.000 pta.

Los trabajos seleccionados se expondrin, dentro de la
Comunidad de Madrid, en los lugares y fechas que deter-
mine la Junta Directiva de la SMPM «Emma Castelnuovon.
Todos o parte de los trabajos presentados formarin parte
de la exposicion de fotografia que se realizard en el marco
del ICME-8 que se celebrard en Sevilla del 14 al 21 de julio
de 1996.

El plazo de recepcién de trabajos finaliza el 30 de marzo
de 1996. La direccién a la que deben enviarse los traba-
jos, asi como solicitar las bases completas o cualquier
informacién complementarias es SMPM «Emma Castel-
nuovor. Apartado de Correos 14610. 28080-Madrid.

lll Reunién de Didéactica de la Matemd-
tica en el Cono Sur

Durante los dias 31 de marzo al 3 de abril de 1996, se
celebrard en la ciudad de Salta (Argentina) la III Reunién
de Didactica de la Matemitica del Cono Sur.

Entre otros, se tratardn los siguientes temas: Cambios
curriculares en educacién matematica para el afio 2000,

Recuperacion del pensamiento geométrico y Sobre la pre-

paracion necesaria para la ensefianza
de la matematica a través de la resolu-
cién de problemas.

Para conocer el programa completo y
cualquier otro tipo de informacién: Ana
Aragdn, Departamento de Matemiticas,
Facultad de Ciencias Exactas, Univer-
sidad Nacional de Salta, Buenos Aires
177-(CP. 4400) Salta, Reptblica Ar-
gentina, fax 54 87 255449,tno. 54 87
255408.

ICME 8

Ya ha sido hecho pablico el Segundo
anuncio del 8.° Congreso Internacional
de Educacién Matemitica, que se cele-
brard en Sevilla del 14 al 21 de julio de
1996.

Una sintesis del mismo, con la relacién
de los titulos de las conferencias, gru-
pos de trabajo y grupos tematicos, asi
como sus responsables, puede verse en
el n.° 20 de SUMA.

Fig. 8,—Mesa unipersonal «Hays» Fig. 9.—~Mesa unipersonal «Economica»

Y para acabar... los pupitres
Catdlogo del Material Escolar
de la casa Dalméu Carles, Pla. S. A. (Gerona, 1928}




NORMAS DE PUBLICACION

Los articulos se remitirén por triplicado a la redaccién de SUMA (Revista SUMA, ICE de Universidad de Zaragoza, C./
Pedro Cerbuna 12, 50009 Zaragoza), impresos a doble espacio, por una sola cara, en formato Din A-4.

Los datos de identificacién del autor no deben figurar en el texto original ya que éste ser4 enviado a asesores para ser
referenciado. Estos en ningin caso serdn informados de la identidad del autor o autores del trabajo y aconsejarén la
conveniencia o no de la publicacién del trabajo, o recomendarén posibles modificaciones, efc.

Los grdficos, diagramas y figuras se enviarén en hojas separadas (una para cada gréfico), en tinta negra sobre papel
blanco. Asi mismo, podrén incluirse fotografias. En el texto debe figurar el lugar donde deben ser colocadas; de igual
forma, si tiene que llevar un pie de ilustracién, éste se resefiaré en la hoja donde aparece la ilustracién.

Adjunto al articulo se redactaré un resumen, de entre cinco y diez lineas, que no necesariamente tiene que coincidir
con la Introduccién al articulo. Debe ir escrito en hoja aparte. En ese mismo folio apareceran los datos de identifica-
cién del autor o autores: nombre y apellidos; direccion completa; lugar de trabaijo; teléfono de contacto; sociedad fede-
rada a la que pertenecen (si procede).

Si se usa procesador de texto, agradeceremos que ademds se envie un disquette con el archivo de texto que contenga
el articulo, asi como tantos archivos gréficos, como figuras elaboradas con el ordenador se quiera incluir. La efiqueta
del disquette debe identificarlo sin lugar a dudas. En cuanto al formato de los archivos de texto, se recomienda MS-
Word (hasta version 5.0) en Macintosh, o WordPerfect (hasta versién 5.1) en PC. Los archivos gréficos es preferible
que tengan formato EPS, o TIFF.

En cualquier caso, tanto un ejemplar del texto como los gréficos, si proceden de impresoras deben ser originales y no
fotocopias.

Los frabajos se enviaran completos, aunque por necesidades de edicién pudieran publicarse por partes.

Las notas a pie de pagina deben ir numeradas correlativamente, numeradas con superindices a lo largo del articulo.
La bibliografia se dispondra al final del articulo, por orden alfabético de apellidos, indicando autor(es), afio, titulo del
articulo, titulo de la revista completo (en cursiva o subrayado), volumen y paginas del mismo. Por ejemplo:

TRIGO, V. (1995): «Generacién de nimeros aleatorios», Suma, n.° 20, 91-98.

En el caso de libros se indicard el autor(es), afio, fitulo completo (en cursiva o subrayado), editorial y lugar de edicién.
Por ejemplo:

GARDNER, M. (1988): Viajes por el tiempo y otras perplejidades matemdticas, Labor, Barcelona.

En el caso de articulos que se encuentran en una obra colectiva se indicard el autor(es), afio, fitulo del articulo [entre
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a las que lo hayan remitido. No se manfendré correspondencia sobre las causas de no aceptacién de un articulo.
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