Medida del area de un recinto
por procedimientos mecdnicos.
Fundamentos matematicos del
planimetro

El presente trabajo, sobre los
fundamentos mateméticos del
planimetro, viene a continuar
la tarea emprendida en
1990 cuando, con un grupo
de trabajo que se formé en
el IB Félix de Azara de
Zaragoza durante el curso
1990-91, se constituyd un
grupo de Investigacién
Educativa subvencionado por
el MEC para trabaijar en lo
que podria constituir una
matematica pretécnica.
En este proyecto, entre ofros
temas, nos dedicamos a la
construccién de aparatos de
medida, estudiando sus
fundamentos matemdticos y
sus aplicaciones. El estudio
de los fundamentos
matematicos del planimetro,
por su nivel, caia fuera de lo
que se podria explicar a los
alumnos de bachillerato,
pero puede resultar
interesante para despertar la
curiosidad de los profesores,
como nos ocurrié a nosotros.

Victor Arenzana Hernéandez

1 objetivo fundamental de este trabajo es aportar los fun-
damentos matematicos de unos instrtumentos que permi-
ten medir el 4rea de una superficie, denominados plani-
metros polares, que pueden ser construidos en una clase de
taller de matemiticas y comprendidas sus bases te6ricas por
alumnos del Gitimo curso del Bachillerato. El conocimiento
del funcionamiento y fundamentacion del planimetro tiene,
ademds de un intrinseco valor histérico, un importante valor
formativo, ya que proporciona un ejemplo de la utilizacién
practica de las 4reas orientadas. El aparato comenzé a utili-
zarse en el segundo tercio del siglo XIX, pero hoy dia se
siguen construyendo y utilizando en trabajos topogrificos,
aunque con cuentavueltas digitalizados.

¢Qué es un planimeiro?

El hombre ha inventado diversos aparatos de medida para
conocer el valor de las magnitudes que le podian intere-
sar. En fisica se utilizan dinamdémetros, voltimetros o
amperimetros, que miden sobre un limbo graduado el
tamafio de una magnitud. Se han disefhado aparatos para
medir cosas tan variadas que van desde la graduacién
alcohdlica de un licor hasta la intensidad de emision
radiactiva de una determinada sustancia, Muchas veces
los instrumentos de medida se utilizan para controlar el
correcto funcionamiento de algunas miquinas.

En matemaiticas existen aparatos para medir magnitudes
basicas como longitudes y dreas de un modo mis cémo-
do que el de llevar la unidad de medida sobre la magni-
tud que se desea medir. Para la medida de longitudes se
utilizan, entre otros aparatos, el calibre para magnitudes
pequehas y longimetros o anteojos estadimétricos para
medir longitudes mayores, y para medir dreas se emplean



otros que se conocen con el nombre genérico de integra-
dores que se fundamentan en el calculo integral.

Los planimetros son unos aparatos que permiten medir el
area de un recinto plano y finito determinado recorriendo
su contorno. En realidad lo que hacen es calcular una
integral definida asociada a ese contorno. Los planimetros
se emplean en las oficinas de los catastros y en trabajos
de topografia para medir las extensiones de las fincas
sobre un mapa.

El planimetro se puede utilizar sin conocer mis que su
manejo e ignorando por completo sus fundamentos cien-
tificos. En este trabajo intentaremos aportar las bases teé-
ricas de tales aparatos que no son otras que las del cil-
culo de integrales curvilineas de segunda especie.

Existen varios aparatos de estas caracteristicas, que tienen

diferentes nombres segun el objetivo fundamental para el

que estdn disefiados:

e Intégrafos. Trazan la curva integral de una funcion me-
diante su gréfica.

o Planimetros. Miden el drea de una superficie plana
cerrada recorriendo su contorno.

e Integradores. Miden dreas, momentos estiticos y
momentos de inercia de un recinto.

Los suizos Hoppikofer (1827) y Amsler (1854), el brit4ni-
co Kelvin (1880) y el norteamericano Vannevar Buch
(1925) disenaron diferentes modelos de planimetros e
integradores.

Medida del area de un recinto reco-
rriendo su contorno

Descripcion de como se mide el area de un
recinto con el planimetro de Amsler

El planimetro de Amsler consta de una varilla AB que se
desplaza permaneciendo constantemente paralela al
plano de apoyo. En A tiene un trazador mediante el cual
se puede recorrer el contorno de la figura que se desee
medir, en B esta articulada con otra varilla mévil OB.

Figura 1

La varilla OB estd sujeta mediante una aguja al plano de
apoyo en el punto O, en torno al cual puede girar. En la
prolongacién de la varilla AB, en C, estd colocada una

Los planimetros
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de un recinto
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ruedecilla graduada que se apoya
sobre el plano y gira en torno al eje
AB. La medida de un recinto S se cal-
cula con este planimetro multiplicando
la medida de la ruedecilla graduada
por una constante que se llama cons-
tante del planimetro.

En los apartados sucesivos se expon-
drin los fundamentos matematicos
esenciales de su funcionamiento, asi
como un descripcién de sus mecanis-
mos para poder proceder a su cons-
truccion.

El area como magnitud orien-
tada. Signo de un drea

Introduccion

Cuando se pretende medir el drea del
recinto limitado entre una funcion real de
variable real continua y positiva y = f(x)
definida en un intervalo [a,b], el eje OX
y las ordenadas de los puntos x = a 'y
x = b, se tiene una férmula global del
cilculo del drea

b
j; f(x)dx

en la que el 4rea tendrd signo positivo
v el nimero que indica el valor del drea
se obtiene sumando elementos de drea
positivos.

Andlogamente, si la funcion y = f(x)
fuera negativa en [a,b] la integral ante-
rior serfa negativa. Pero no es este el
signo que nos interesa asignar al drea
limitada por una curva cerrada, ya que
en estos casos el signo del drea depen-
de del sistema coordenado.

y = f(x)
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Figura 2




Cuando se habla de area orientada limi-
tada por una curva cerrada C lo que se
expresa es que el 4rea serd una magni-
tud independiente de la representacién
paramétrica de la curva, asi como del
sistema coordenado elegido y que tendra
signo negativo o positivo seglin que la
curva C sea recorrida en el sentido de las
agujas del reloj o en sentido contrario.

La representacién de una curva cerrada
no es posible hacerla mediante una
sola funcidén, para representar una
curva arbitraria se utiliza la representa-
cién paramétrica.

Sea una curva C de puntos simples
dada por las ecuaciones paramétricas
x=x(D), y=y(© donde t € [0,f], v x=x(D),
y=y(t) son funciones continuas, verifi-
cando, que x(a)=x(B), y()=y(P), por lo
que es una curva cerrada. Supondremos,
ademis, que sus derivadas x’(t) e y'(
son continuas salvo quizds en un
ntmero finito de puntos en los que
tenga discontinuidades de salto finito
en los que presentard dngulos.

Resultados matemdticos fundamen-
tales en los que se basa el funciona-
miento del planimetro

Los fundamentos matemadticos del fun-
cionamiento del planimetro son teore-
mas sobre dreas orientadas que se resu-
men en el siguiente enunciado global:

St una curva cerrada C estd dada en
Dparamétricas por las ecuaciones x=x(1),
y=y(t) donde t € [a,] con x(c)=x(P),
Yo)=y(B) y cumple las condiciones
anteriores, entonces se verifican las
siguientes igualdades:

A = fxy'dt = —fyx‘dt =

1
= 5 f(xy’—yx')dt

a A le llamaremos integral fundamental
y cumple las siguientes propiedades:

1.2) Las tres expresiones de la integral A
son efectivamente iguales.

23 La integral fundamental A no
depende del sistema coordenado
elegido.

Los fundamentos
matematicos del
Juncionamiento
del planimetro
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orientadas. ..

3.8 La integral fundamental A no depende del.pardmetro
elegido.

4.5 Sise invierte la orientacion en el recorrido de la curva
C, entonces A cambia de signo.

5.8 La integral A es aditiva en el sentido que si dividimos C
en arcos G, C,,..., se tiene que Ao = Ag A, +
+...+A4

”
cn’

6.8 La integral fundamental A tiene el significado geomé-
trico de drea.

Las demostraciones se pueden desarrollar del siguiente
modo:

1.°) Las tres expresiones de la integral A son efectivamen-

te iguales.
b - f yx'dt

Como t € [a,Bl v x(a) = x(B) , y(o = y(B) se tiene
x(B) y(B) - x(ow) y(a) = 0.

A = fxy'dt = —fyx'dt

la semisuma de las dos expresiones de A permite obtener

A = fxy'dt = x(Oy®

la tercera.

2.°)  La integral fundamental A no depende del sistema
coordenado elegido.

Para ello sometamos la integral fundamental que expresa
A a un cambio genérico de coordenadas en el plano, que
vendrd dado por un giro seguido de una traslacién cuya
expresion analitica es la siguiente:
x = Xcosp — Ysenp + a X = X'cosp — Y'senp
v = Xsenp + Ycosp + b
de donde:

xy =Xy =XY -XY - aY - bX

y = X’senp + Y’cosp

cuando a = 0 y b = 0 se verifica que

xy -xXy=XY -XY
lo que prueba que el integrando es invariable por giros,
pero como la curva es cerrada se verifica que:

fﬁ(aY'+bX’)dt =0
a
por ser la curva cerrada se cumple que:
fe(xy'—x’y)dt = fﬁ(XY'—X'Y)dt
a o

Lo que demuestra la invarianza del valor de la integral
fundamental por un cambio de sistema coordenado.



elegido.

Sea una curva C de puntos simples dada por las ecua-
ciones paramétricas x=x(t), y=y() donde t € [a,b] y haga-
mos el cambio de variable u = u(®), que verifica p = u(t)
y q = u(t)), haciendo este cambio a la integral fundamen-
tal se cumple:

ad 5
_fyg)idu - _f‘lyd_xd_udt - _fygdzsdt - A
p to du dt to de

Por lo que la integral fundamental permanece inalterable
por cualquier cambio de pardmetro. Como, ademis, tam-
poco depende del sistema de coordenadas elegido, tal y
como se ha visto en el apartado anterior, la integral fun-
damental sélo dependerd de la curva y se podri escribir:

A = —fydx
c

4.°)  Si se invierte la orientacion en el recorrido de la
curva G, entonces 4 cambia de signo.

Si una curva C de puntos simples dada por las ecuaciones
paramétricas x=x(t), y=y() donde t € [a,B] v se realiza la
integral de un punto Py(x(a), y(o)) a otro P,(x(B), y(B))
en ese sentido la integral fundamental valdra:

A = fﬂxy'dt - —fyx'dt - %f(xy'—yx‘)dt

y si se realiza la integracién de P,(G(B), y(B)) a Py(x(o), y(a)
su valor serd:

. o 1 o3
A = fxy'dt = —fyx'dt = —f(xy'—yx’)dt
B B 2Jp

lo que supone un cambio de signo para A, como desei-
bamos probar.

5.%) La integral de A es aditiva en el sentido que si dividi-
mos C en arcos C,, C,... C,, y mantenemos en ellos la
misma orientacion que tenia C se tiene que

Ap= Ayt A+ .+ AL

En efecto, ya que la particién de C se corresponde con
una particion del intervalo [a,p] en n subintervalos

asgsg<. < <t =P

El cardcter aditivo de la integral nos lleva al resultado
expresado.

6.%) La integral fundamental para curvas es un drea.

Se puede calcular la integral curvilinea a lo largo de un
curva cerrada C y representaremos el resultado de la
misma con A. por el simple procedimiento de dividir la
curva C en trozos igualmente orientados, integrando
sobre cada uno de los arcos obtenidos y sumando.

3.°) La integral fundamental A no depende del parametiro

Consideremos en primer lugar un recin-
to plano Q limitado por y=gx), y=fx)
v las ordenadas x=a, x=b, que denomi-
naremos celda orientada. Su frontera C
se puede considerar orientada en senti-
do contrario a las agujas del reloj, for-
mada por la unién de los arcos C, C,,
C,, C4 En las curvas C, y C, no hay
variacién de x, que tomamos como
pardmetro, por consiguiente

Ao = Ac, + AC, =

- - ﬁ g Godx — j;bf(x)dx -

= f]jg(x)dx - fbf(x)dx

que es el area del recinto Q.

'y =g

G
c A

W y = f(x)

Figura 3

Es, por lo tanto, lo mismo que

A = —fydx
C

Si queremos determinar el 4rea de un
recinto general Q lo dividiremos en cel-
das orientadas Q,, Q,,... Q_con fronte-
ras respectivas 0Q,, 0Q,,... Q_ podemos
expresar el drea de la siguiente forma
(véase la figura 4 de la pagina siguiente):

n
Ag = EAm =
T

n

- Dl - fres




Figura 4

El teorema de Green y las dreas
orientadas

Los resultados anteriores se podrian
haber deducido de la férmula de
Green, que relaciona la integral a lo
largo de una curva cerrada con una
integral doble extendida al recinto que
comprende.

Teorema de Green. Sean P(x,y) y Q(x,3)
campos escalares con derivadas parcia-
les acotadas en un abierto S del plano
xy. Sea C una curva de Jordan regular
a trozos y sea Q la union de C con su
interior. Supongamos que QC S, enton-
ces se verifica la identidad

fP(X,Y)dx + Q&,y)dy =
C

_ QGLy)  PEY)
ﬂ;z ox dy Y

Que suele escribirse de forma resumida
en la forma:

frde+Qdy = fL(QX—Py)dxdy

A partir de esta formula se pueden
obtener distintas expresiones integrales
que relacionan el drea de un recinto
plano con una integral curvilinea reco-
rrida a lo largo de su frontera, asi:

SiP =-1yQ,=0 la férmula se trans-
forma en:

oo - ff

El fundamento
matemdtico del
planimetro se
basa en el cdalculo
del area que barre
un segmento
rectilineo.

cuyo segundo miembro es el area del recinto Q.

Si Py =0y Q. =1laféormula se transforma en:

fcxdy = fj;zdxdy

que es el drea del recinto.

SiP =-1yQ,=1 la férmula se transforma en:

lfxdy—ydx - ffdxdy
2 Jc Q

Lo que demuestra la equivalencia de las formulas

A = fxy'dt = —fyx'dt = —;—f(xy'—yx')dt

Area de barrido

A continuacién se van a aplicar los teoremas anteriores al
calculo del 4rea de la figura que barre una curva que se
desplaza por el plano. El fundamento matemdtico del pla-
nimetro se basa en el cilculo del drea que barre un seg-
mento rectilineo. Esta nocién de drea de barrido de un
arco de curva se matiza a continuacion.

Sea un arco de curva de extremos A B que se mueve en
el plano cartesiano de manera continua hasta una posi-
cién A,B,. El punto A, describird en su movimiento una
curva AA,, el By trazard en su desplazamiento la curva

B,B,. En total queda en el plano la figura AB/B,A, que
determina un recinto.

Sea AB una posicién intermedia de la curva en su des-
plazamiento continuo y consideremos otra posicién infi-
nitamente proxima A'B’. El 4rea total del recinto A B B A,
se puede calcular conociendo las ecuaciones de AB,,
BB, B/A;, AA, mediante la férmula:

1
f — (xdy —ydx)
ApBoB1A1

Ya que las posiciones inicial y final del arco de curva
AB, AB, junto con las trayectorias descritas por sus
extremos A A, v BB, constituyen una curva cerrada en el
plano que delimita un recinto cuya 4rea, llamada drea de
barrido, se puede calcular mediante una integral curvili-
nea calculada a lo largo de la frontera del mismo que no
es otra que la curva ABB A, a la que se dotard de una

orientacién conveniente. (Figura 5).

En el caso de que el arco de curva A B, se moviera en el
plano cartesiano de manera continua hasta una posicién
AB, coincidente con AB, el punto A, describird en su




trayecto una curva cerrada AjA; que supondremos simple,
mientras que el extremo B, trazard en su desplazamiento
otra curva cerrada B B,, que supondremos simple igual-
mente. El drea de barrido se calculard en este caso me-
diante la suma de las 4dreas, con el signo que les corres-
ponda segln la orientacién de la curva cerrada descrita de
los recintos delimitados por las curvas cerradas que des-
criben A, y By, que denotaremos R, y R, respectivamente,
en el desplazamiento del arco de curva A B, seglin se
esquematiza en la figura 6.

Si uno de los extremos, por ejemplo By, describiera un
arco simple de curva no cerrado, el drea serfa la de R,, ya
que el drea de la figura plana que encierra la curva des-
crita por By serfa nula. La figura 7 ilustra la situacién.

Para calcular el 4rea, suponiendo que A recorre una curva
simple de Jordan cerrada, que B recorre un arco y que AB
vuelve a su posicién inicial, supongamos que AB y A’B’
sean dos posiciones infinitamente proximas, tal y como se
indica en la figura 8, donde a es al dngulo que forma en
cada punto la tangente al arco de curva que describe B
con la barra trazadora AB cuando A describe el recinto
que se desea medir.

do = ABds sena + —;—AB‘2 de

Para calcular el area de la figura barrida por el segmento
AB, cuando este segmento parte de una posicion determi-
nada y vuelve a la misma se ha de integrar. Al realizar esa
integracién, el primer sumando se integrard a lo largo de
la curva descrita por A y el segundo entre dos valores
idénticos de 6 por lo que la integral se anulard y quedari:

o = fABdssena
C

Mecanismos de un planimetro

Supongamos que una ruedecilla se apoya en un plano
rugoso y que su eje permanece paralelo al plano. La rue-
decilla posee un plano de simetria perpendicular a ese
plano llamado plano de la ruedecilla. La interseccion del
plano de la ruedecilla con el plano de apoyo se denomi-
na traza de la ruedecilla. El punto de contacto de la rue-
decilla con el plano describe una linea llamada trayecto-
ria de la ruedecilla.

Cuando la ruedecilla se pone en movimiento sobre el
plano describe alrededor de su eje una cierta rotacion,
medida con un angulo, la longitud del arco de este dngu-
lo medido sobre la circunferencia de la ruedecilla se llama
rodadura.

B, B,

Figura 5

Figura 6

Figura 7
‘B’
A’ /T/Eg///_l
ds
o
A B
Figura 8




Al girar la ruedecilla se pueden dar los
casos siguientes:

1) Giro en torno a la normal al plano en
el punto de apoyo: rodadura nula.

2) Traslacion en el sentido del eje de
la ruedecilla: rodadura nula.

3) ‘Traslacién siguiendo la traza de la
ruedecilla: hay solo giro sin desli-
zamiento, la rodadura es igual a la
trayectoria rectilinea descrita.

4) Una traslacién siguiendo una linea
recta que forma un 4ngulo deter-
minado con la traza de la ruedeci-
lla. En este caso el movimiento se
puede considerar descompuesto
en la rodadura que seri la proyec-
cién de la trayectoria de la ruedeci-
lla sobre la traza de la misma y en
una traslacién segin el eje de la
ruedecilla.

Llamando a al 4ngulo que determina la
trayectoria rectilinea con el eje de la
ruedecilla, que es, segin se ha dicho
anterjormente en las dreas de barrido,
el 4ngulo que forma en cada punto la
tangente al arco de curva que describe
A con la barra trazadora AB cuando B
describe el recinto que se desea medir.

Si la rueda realiza un desplazamiento
infinitamente pequefio describiendo un
arco de curva ds = RR’ en este desplaza-
miento la rueda habra rodado, pero tam-
bién habri tenido un deslizamiento. Las
posiciones del eje de la rueda se pueden
suponer paralelas en Ry R'. La rodadura
infinitesimal se medird sobre una direc-
cién perpendicular al eje de la rueda y
vendrd dada en este Gltimo caso por:

RR, = RR’seno

Figura 9

El planimetro de
Amsler consta de
una varilla que
se desplaza
pavralela al plano
de apoyo.

Con estos supuestos resulta ficil evaluar la rodadura
cuando se describe una trayectoria cualquiera. Cada des-
plazamiento elemental de la ruedecilla, ds, puede des-
componerse en: ds sena que es la rodadura y en un giro
alrededor de la normal al plano de apoyo en el punto de
contacto de rodadura nula. La rodadura serd, por consi-

guiente:
f seno, ds

integral que sera evaluada a lo largo de la trayectoria des-
crita por el punto B.

El planimetro de Amsler

El planimetro de Amsler consta de una varilla AB que se
desplaza permaneciendo constantemente paralela al
plano de apoyo. En el extremo A tiene un trazador
mediante el cual se puede recorrer el contorno de la figu-
ra que se desee medir, en B estd articulada con otra vari-
lla movil OB.

Planimetro de Amsler




La varilla OB estd sujeta mediante una aguja al plano de
apoyo. En la prolongacién de la varilla AB, en C, estid
colocada una ruedecilla graduada que puede girar en
torno a si eje AB. La ruedecilla se apoya en el plano y
puede girar libremente cuando el extremo A describe la
figura que se desea medir (véase figura 1).

Por lo expuesto anteriormente el drea del recinto ¢ viene
dada, cuando B describe un arco de circunferencia, por

o= AB A.

Para medir con las unidades adecuadas es preciso que
cada planimetro mida una superficie de medida conocida
como, por ejemplo, un centimetro cuadrado, que provo-
card en la ruedecilla una medida de rodadura A, entonces:

O = fsenads

El planimetro de Petersen

El fundamento del planimetro de Petersen es el mismo
que el de Amsler, la diferencia fundamental estriba en que
la ruedecilla que mide los dngulos en el segundo se reem-
plaza por una corredera en el de Petersen. La modifica-
cién realizada se comprende con el siguiente razona-
miento. En la férmula

ds = AB ds sena + (1/2)AB? d0

AB seno. representa la componente normal a la varilla AB
del desplazamiento de C (la ruedecilla). Por lo tanto, si C
recorre una barra DE manteniéndose normal a AB (figura
10), sin que la corredera tenga desplazamiento en el sen-
tido de su longitud el punto C se desplazara

o=AB—é—

0

2,
B A
< T
i
Figura 10
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