Del dicho al hecho...

Las vivencias personales
como estudiante, las
creencias sobre la disciplina
cientifica, las concepciones
sobre el trabajo de profesor
y alumno, y las actitudes
ante la asignatura forman un
bucle que se refroalimenta a
lo largo del proceso de
ensefianza-aprendizaje de
las matemdticas.

Este arficulo pretende
reflexionar acerca de las
alteraciones que se producen
en ese bucle al modificar las
experiencias matematicas de
los estudiantes.

Jose Maria;Gdirirzi Sallan

ara nuestros escolares la asignatura de matemiticas es
materia de estudio obligatorio en todos los cursos de edu-
cacién primaria y en buena parte de los de secundaria.
Este «privilegio» lo disfrutan muy pocas disciplinas escola-
res, por lo que los estudiantes conceden a las asignaturas
de matemadticas una importancia prioritaria en su curricu-
lum (Arana y otros, 1985). Y, claro esti, una materia tan
importante en el sistema escolar —a lo que no es ajena la
creencia de la sociedad—, provoca que las asignaturas de
matemdticas no sean anodinas para el alumno sino que
despiertan reacciones positivas o reacciones negativas
(Corbaldn y otros, 1984). Ademis, y a lo largo de varios
afios, los alumnos viven la experiencia personal y directa
de la adquisicion de los conocimientos matemiticos en el
contexto concreto de un sistema educativo determinado.

En este proceso formativo los estudiantes adquieren, de
una parte, unos conocimientos cientificos concretos
sobre la ciencia matematica; ademas, los alumnos tam-
bién van forjando sus propias creencias en torno a las
matemdticas como disciplina cientifica. Estas creencias
influirdn en sus actitudes hacia la materia y determinaran
el método de estudio. Por tanto, y como profesores de las
asignaturas, resultan de gran interés preguntas como:
{qué opinién se forman los alumnos de esta materia?,
¢qué caracterizacion dan los estudiantes a las matemati-
cas como disciplina cientifica? Encontramos respuestas en
los trabajos de Borasi (1990), de los que entresacamos
algunas de las opiniones que tienen los alumnos sobre
las matemdticas:
e El conocimiento matematico ha existido siempre y es
un producto terminado.
* En matemdticas no hay mis alternativas que la certeza
o la falsedad.
e Tanto en los hechos como en los procedimientos no
hay lugar para los juicios personales.



e La actividad matemdtica, tanto de los profesionales
como de los estudiantes, consiste en dar la respuesta
correcta a problemas.

e Los problemas estin siempre bien definidos y tienen
una solucién exacta y predeterminada.

Desde estas creencias resulta coherente que los estudian-
tes consideren que las asignaturas de matemdticas estén
separadas en dos partes bien diferenciadas:

e Las matemadticas tedricas, las matematicas de las defini-
ciones, pruebas y demostraciones, que los alumnos
perciben como actos rituales del profesorado de la
materia, que valoran de poca utilidad para su trabajo
en la asignatura y que escuchan sin participar.

s Las matemdticas practicas, las matematicas vistas como
actividades de aplicacion de los algoritmos adecuados
a los problemas propuestos, las matematicas en las que
participa el alumno.

Esta doble perspectiva de las matemiticas delimita las
condiciones del aprendizaje: los alumnos priorizan la
memorizacién frente a la comprension de los conceptos y
métodos; a cambio, exigen de sus profesores que les
hagan propuestas de trabajo claras y bien definidas —los
buenos profesores son aquellos que nunca les provocan
situaciones confusas.

Asi queda perfilado un sistema escolar en el que el méto-
do de transmisioén del conocimiento matematico forja en
los alumnos unas creencias bien definidas. A su vez, estas
creencias provocan en los alumnos unas actitudes con-
cretas para el aprendizaje y definen los roles que corres-
ponden tanto a los estudiantes como a sus profesores. De
este modo, el proceso de ensefanza-aprendizaje queda
plenamente orquestado para que el alumno viva nuevas
experiencias que refuercen sus creencias acerca de la
ciencia matematica y de su estudio.

Para reforzar con un ejemplo toda la argumentacién ante-
rior, y en el primer apartado de este trabajo, se revisa el
tratamiento que dan los libros de texto al tdpico matema-
tico de las progresiones aritméticas. También se presenta
un resultado matematico no habitual en los curricula esco-
lares, el teorema que denominamos niriag, con la inten-
cién de que el lector pueda vivenciar experiencias simila-
res a las que tan acostumbrados estin nuestros estudian-
tes. Con estos materiales dispondremos de mis informa-
cién acerca del método habitual de transmisién de los
conocimientos matemiticos, las que denominamos mate-
maticas dichas, asi como de la influencia que ejerce el
mismo sobre las concepciones que tienen los alumnos de
las matematicas.

Y una vez descrita la situacién existente, ;qué se puede
hacer? Nuestra propuesta es la de variar las experiencias
matematicas de los alumnos, puesto que si no se modifican
éstas tampoco variaran sus creencias sobre las matematicas.

...Jos alumnos
priorizan la
memorizacion
frente a la
comprension de
los conceptos y
métodos; a
cambio, exigen de
sus profesores que
les hagan
propuestas de
tr’aéa]'o claras y
bien definidas. ..

Ahora bien, del estudio de Camacho
(1995) se deduce que no es suficiente
aumentar las exigencias sobre las que
suelen llamarse matemdticas tedricas.
En el mencionado estudio sobre las
concepciones y actitudes hacia la mate-
madtica, se pone de manifiesto que las
respuestas de los estudiantes de 5.°
curso de la licenciatura de matemadticas
y de los estudiantes del CAP —en su
mayor parte licenciados en matemati-
cas— no son distintas de las que apare-
cen en el estudio de Borasi, anterior-
mente citado. Y eso que los estudiantes
y licenciados en matematicas tienen un
mayor bagaje experiencial en formular
vy demostrar teoremas matematicos,
puesto que, en general, la evaluacién
de la matematica tedrica tiene un
importante peso en la calificacion de
las asignaturas universitarias.

Si, como como acabamos de indicar, el
incremento de las matemdticas dichas
no incide en la modificacién de las con-
cepciones de los estudiantes, habrid que
optar por las matematicas bechas, por
las matemiticas que, como indica
Fischbein (1990), construyan los alum-
nos. Entendiendo que construir las
matemadticas significa sustituir la comu-
nicacién de conceptos y habilidades
descontextualizadas y abstractas (mate-
méticas dichas) por la presentacién de
medios adecuados para desarrollar en
los estudiantes los habitos de pensa-
miento y los puntos de vista de los pro-
fesionales en este campo.

Esta nueva perspectiva exige la consi-
deracién de la matemdtica como crea-
cion de la mente humana, la matemati-
ca como resultado del trabajo real de
unos profesionales que disponen de
unas herramientas, un modo de pensar,
un método artesanal de trabajo y una
manera de presentar los resultados que
son peculiares y caracteristicos de la
produccién matemdtica. Y, claro estd, la
manera mis adecuada de conocer una
profesién es ejercerla.

Dedicando tiempo y esfuerzo se pue-
den hacer trabajos sencillos de cual-
quier profesioén; aunque alcanzar la
consideracién de maestro artesano, de




profesional prestigioso, exige, ademds,
unas actitudes y capacidades mas espe-
cificas. En consecuencia, con el debido
tiempo y con los esfuerzos necesarios
los estudiantes también pueden hacer
trabajos como matematicos, siempre y
cuando se modifiquen los papeles y las
relaciones del sistema escolar: el alum-
no ejerce el trabajo del aprendiz de una
profesion (Silver, 1990; Lave y otros,
1988), el trabajo de la persona que, bajo
la tutela del maestro, va paulatinamente
adquiriendo los conocimientos del pro-
fesional. El profesor ocupa, entonces, la
posicién del maestro artesano, la del
experto profesional, que tiene a su
cargo a un colectivo de aprendices a los
que va educando en la profesién; y el
conocimiento matemdtico es el resulta-
do de los trabajos que realizan los alum-
nos acompafiados de su profesor.

En la segunda parte de este trabajo hay
un ejemplo de matemadticas hechas, de
cémo los alumnos pueden ir encade-
nando actividades matematicas que les
lleven desde el enunciado de un pro-
blema hasta la completa resolucién del
mismo. En la descripcion de este traba-
jo se incluyen algunas consideraciones
acerca del paso desde los resultados
parciales a la formulacién de hipdtesis.
Después, la confirmacién de la hipote-
sis se presenta como una prolongacién
de los trabajos previos, como una refor-
mulacién de resultados ya obtenidos,
como consecuencia de aplicar el pen-
samiento deductivo a situaciones ya
conocidas; en suma, la demostraciéon es
un producto tangible para el alumno,
no es un producto que se ha elaborado
al margen de su propia experiencia.

1. El dicho

Sin entrar en la casuistica particular,
observemos una forma general de pre-
sentacion de situacién real de ensefian-
za tal y como se formula en distintos
libros de texto. Y como nficleo de ansli-
sis elegimos el tema de progresiones
aritméticas que es un topico que se
muestra por primera vez al alumnado.

Cuando no haya
mds preguntas de
sus interlocutores
la demostracion
se dara por
explicada y
pasard, se supone,
a engrosar el
conjunto de
conocimientos de
los estudiantes.

En los manuales consultados aparecen diferenciadas dos
partes: tareas que son propias del profesor y tareas que
corresponden al alumno.

Tareas del profesor

Es responsabilidad del profesor la presentacién de los
conocimientos. Y entre ellos, llama la atencién la unifor-
midad con la que los distintos libros de texto presentan
las demostraciones. Asi, por ejemplo, el lector puede
comprobar que no se encuentran variantes significativas
en los distintos manuales escolares en la forma de pre-
sentar la demostracién de, por ejemplo, la suma de los
términos de una progresidn aritmética limitada. Mis o
menos, se dice:

Sea la progresion a,,.a,, a,, ..., 3, ,, ., 4,

La suma de los términos de la progresién, S, seri:
S=a +a,+a

st T ta, tay

o también:

S=a1n+an_1+an_2+...,+213+212+a1

Sumando en columna:
28 =(apta) + (@ta D+ .. + (3 +a) + (a +a)
Puesto que las sumas de cada paréntesis son iguales
a; + a
n 1 n
2

S =

El profesor, claro estd, intercalard cuantos comentarios
estime oportunos para que los alumnos puedan seguir los
pasos de la demostracion. Cuando no haya mas pregun-
tas de sus interlocutores la demostracion se dard por
explicada y pasari, se supone, a engrosar el conjunto de
conocimientos de los estudiantes. Después del discurso
del profesor al alumno queda convencido de la que la
demostracién es correcta. Ademds, también percibe el
ingenio de quien haya utilizado tan sutiles argumentos y
que, a buen seguro, a él no se le habrian ocurrido. Ahora
ya sabe que su trabajo serd recordar, de una parte, los
pasos de la demostracion (para el momento en que pue-
dan evaluar su conocimiento) y, de otra parte, el resulta-
do obtenido (para aplicarlo en los problemas que le seran
propuestos).

Se puede suponer que los estudiantes han llegado a cap-
tar o comprobar cada paso de la demostracién, pero tam-
bién hay que suponer que no comprenden la razén de
que as se haga, ni cuiles son las ideas basicas que hacen
surgir esa idea, ni tampoco cudl es el método que se ha
seguido hasta llegar a la demostracion.

¢Y cudl ha sido la experiencia del alumno? Pues la de
encontrar argumentos que fortalecen creencias sobre las
matematicas como las anteriormente mencionadas: el
conocimiento matematico no se transmite mas que como




un producto terminado y que estd revestido, eso si, de
argumentos que garantizan la validez del mismo. Ademis,
tiene una nueva experiencia que le reafirma en su papel
de espectador pasivo del quehacer matemdtico: no puede
aportar opiniones personales ante resultados tan bien

organizados que, a buen seguro, son patrimonio exclusi-
vo del ingenio de quienes hacen las matematicas.

Tareas de los alumnos

Los trabajos que han de realizar los alumnos se pueden
clasificar en:

a) TFjercicios de aplicacién directa de conceptos y pro-
cedimientos:
e Escribe los términos 3, 10, 15 y 20 de la sucesién
a,=n/n+D
e Dadosa, =4;d=2;n=8 Hallara yS.

b) Problemas en los que un proceso de deliberacién
permite superar los obstaculos que ocultan el objeti-
vo a alcanzar:

e Hallar el término general de la sucesion: 1/3, 4/11,
7/18, 10/25,...

e Calcula los dngulos de un cuadrilitero sabiendo
que estidn en progresién aritmética y que el menor
mide 60°.

o ;Cudntas campanadas dard un reloj durante un dia
entero si solo toca las horas?

A la vista de esta prictica educativa, queda claro que las
tareas de los alumnos, como ellos habian denunciado, son
prioritariamente de aplicacién, directa o indirecta, de
algoritmos. Son muy escasas las tareas propuestas que
demanden de los estudiantes un razonamiento inductivo
(que los resultados de observaciones de casos particula-
res produzca la formulacién de conjeturas), lo que reafir-
ma la creencia de los alumnos acerca de la presentacién
de problemas bien definidos.

Y si decimos que la formulacion de hipétesis es escasa, la
confirmacién de hipétesis (construyendo una demostra-
cién) o refutacién de hipotesis (buscando un contraejem-
plo o demostrando su inviabilidad) no existen en los
libros de texto consultados, no son tareas contempladas
como propias de los alumnos. En suma, no se contemplan
actividades en las que los estudiantes utilicen razona-
miento de tipo deductivo.

Una vez explicitado el trabajo que corresponde al alumno
en este tema concreto de progresiones aritméticas, hay
que admitir que su experiencia matematica es limitada: al
alumno se le han dicho unos resultados matematicos,
pero no le han ensefiado cdmo conseguirlos. Tampoco la
realizacion de ejercicios y problemas, como los que se le
proponen, va a serle de utilidad en la comprension de los
resultados que le han explicado. Y, como al alumno se le

Son muy escasas
las tareas
propuestas que
demanden de
los estudiantes
un razonamiento
inductivo

cierra la posibilidad de conocer cémo
actan los que construyen el conoci-
miento matemdtico, resulta comprensi-
ble que vean a las matemdticas del
modo que se menciond anteriormente.

A modo de experiencia per-
sonal

Personalmente no tengo recuerdos pre-
cisos de mis experiencias como alum-
no. Es posible que al lector le ocurra
otro tanto. Aun cuando somos cons-
cientes de las limitaciones que ello
comporta, pensamos que buena parte
del discurso anterior se hard mis com-
prensible si el amable lector simula que
acta como alumno y que en el aula se
vierte un discurso similar al que expo-
nemos a continuacién:

Teorema niriag. Se dispone de un table-
ro como el de la figura, en el que hay »
(1 impar) fichas numeradas y colocadas
en la disposicién que se indica:

Si se cumplen las condiciones siguientes:

1. En cada casilla no puede haber
més de una ficha.

2. Las fichas cambian de posicion,
hacen un movimiento, de una de
las dos siguientes maneras:

i. Desplazar una ficha a una casi-
lla vacia, tanto de derecha a iz-
quierda como al contrario:

> [0]0] |

ii. Una ficha puede saltar por enci-
ma de otra ficha, siempre y
cuando exista una casilla vacia

> [_le[o

Entonces, el menor nimero de movi-

mientos que permite pasar de la posi-
cién inicial a la posicion final que indi-
ca el grifico es M, = n(n+1)/2

]



‘Demostracion:

Obsérvese que para conseguir llegar a
la posicion final empleando el menor
namero de movimientos lo que hay
que hacer es que las fichas salten todas
las veces que sea posible, puesto que
en cada salto se avanzan dos casillas,
mientras que con un desplazamiento se
avanza una sola casilla.

a) Contabilicemos, por tanto, el nime-
ro de saltos. Comparando las posicio-
nes inicial y final observamos que las
fichas necesariamente han de saltar
unas sobre otras. Para facilitar el traba-
jo, y puesto que no influye en el resul-
tado, vamos a suponer que las fichas de
naimero mayor saltan sobre las fichas
de menor numeracion, por ejemplo, la
ficha de nimero 4 saltard por encima
de las fichas de niimeros 1, 2 y 3, y no
efectuard ningin otro salto. De este
modo, se tiene:
e La ficha de ntimero n salta por enci-
ma de las n—1 de menor numeracion.,
e La ficha n—1 salta por encima de las
n-2 fichas de numeracién menor;.

e La ficha de nimero 2 salta por enci-
ma de la ficha nGmero 1.

e Ia ficha nimero 1 no efectda ningin
salto.

Por tanto, el nimero total de saltos sera:

-D+@D+.. . +2+1=

n—-1+1

= (-1 - -‘21<n_1> 165

b) Ahora bien, ses posible conseguir la
) 4

posicion final haciendo exclusivamente

saltos?

Para responder a esta cuestion observe-
mos en la tabla las posiciones inicial y
final (las casillas estdn numeradas y V
indica que la casilla estd vacia):

N.° Posicién Posicidn
casilla inicial final
0 vV n
1 1 n-1
2 2 n-2
3 3 n-3
=2 n-2 2
n-1 n-1 1
n in '

Se observa que la ficha que inicialmente ocupa la casilla
de niimero k termina ocupando la posicién n-k. Y tenien-
do en cuenta que n es impar, n-k serd de paridad dife-
rente a la de k (a la casilla de ntimero 0 se le da la con-
sideracion de casilla pan).

Ahora bien, cada vez que una ficha realiza un salto se
desplaza dos casillas. Por tanto, después de un salto la
ficha ocupa una casilla de la misma paridad que ocupaba.
Pero si las fichas han de ir de una casilla de una determi-
nada paridad a una casilla de paridad opuesta necesaria-
mente han de hacer todos los saltos que puedan y, ade-
mas, un numero impar de desplazamientos, puesto que al
hacer un desplazamiento cambia la paridad de la nueva
casilla que ocupa la ficha desplazada.

Recordemos que el enunciado exige que el nimero de
movimientos sea €l menor posible. El nimero de saltos
no puede ser menor que el obtenido en a), pues de los
contrario serfa imposible alcanzar la posicién final. Por
tanto, €l minimo que buscamos se obtendra si limitamos
a 1 el desplazamiento que deba hacer cada una de las
fichas. En consecuencia, el nimero total de desplaza-
mientos serd: 7 @

De los resultados indicados en (1) y (2) se obtiene el
namero total de movimientos:

n
M, = —(n-1)+ n = n
n 2 2

Y éste es el nimero minimo de movimientos necesarios
para intercambiar la posicién de las fichas puesto que
ahora ya se han efectuado todos los saltos y desplaza-
mientos necesarios. Si se efectlia cualquier nuevo movi-
miento se producirfa alguna permutacion en el orden de
las fichas y ello obligarfa a hacer nuevos movimientos
para restituir la situacion final. c.g.d.

Nota.- Por si resulta mids comprensible: el argumento
empleado para obtener el nimero de desplazamientos
(apartado b), se puede sustituir por el siguiente:

Si hay # fichas (7 impar) se pueden encadenar un maxi-
mo de (n-1)/2 saltos consecutivos; por ejemplo la ficha
de la casilla nimero 2 pasa a la casilla de nimero 0, la
ficha de la casilla nimero 4 pasa a la casilla de nimero
2,... v la ficha de la casilla niimero n—1 pasa a la casilla
de ntimero n—3. Después, es imprescindible hacer un des-
plazamiento; de lo contrario, el Gnico salto posible nos
llevaria a posiciones anteriores: la ficha de la casilla
niimero n-3 volveria a la casilla ndmero n—1. Por tanto,
los desplazamientos que hay que efectuar en total serdn:

-1
Dp-n 222 2 g
2 2

Y ahora, amable lector, de nuevo reclamo su atencién
como un alumno que, a buen seguro, ha seguido los razo-




namientos ‘que se han expuesto y que incluso puede

hacer una valoracién de los mismos en cuanto a la vali-

dez y sutileza de la logica empleada en la demostracion;

aunque también es posible que no haya alcanzado a com-

prender el origen de los métodos vy razonamientos que se

han utilizado. De hecho, pueden aparecerle algunas

dudas razonables sobre los «entresijos» que permanecen

ocultos y en los que se sustenta la demostracion:

¢ (cO6mo se tienen que mover las fichas para alcanzar el
resultado final?;

e (por qué n es impar?

e ;vale el mismo resultado si n es par?;

e hay otro teorema para el caso de que n sea par?;

e (no hay resultados para el caso de ser n par?

La practica habitual del sistema escolar deja al alumno la
posibilidad de encontrar por si mismo la respuesta a las
preguntas anteriores; o la de esperar que entre los acon-
tecimientos venideros aparezcan un nuevo teorema que
contemple alguna de esas situaciones. Entre tanto, al
alumno se le propone que realice las tareas apropiadas,
después de mostrar un resultado matematico, y que seran
similares a las siguientes:

a) Ejercicios:
e Calcular M_ siendo n = 12; 27; 32.
e Sabiendo que M, = 171, jcudnto vale n?

b) Problemas:

* Encontrar el nimero de fichas que hay sobre el
tablero, sabiendo que si se duplica el ntimero de
las mismas, hay que hacer 40 movimientos mas
para invertir el orden de colocacién de las fichas.

* (En qué situacién ocurre que triplicar el ntmero de
fichas produce que el ntimero de movimientos se
multiplique por 8?

Y aqui finalizarfa el tratamiento habitual del reorema
niriag tal y como hemos caracterizado la practica educa-
tiva a través de los libros de texto. Ahora se pueden hacer
valoraciones sobre la utilidad o sobre la estética de los
resultados, se pueden analizar o memorizar aspectos tota-
les o parciales de la demostracién, se pueden hacer los
ejercicios y los problemas,... Y, también, pueden hacerse
otras preguntas de caricter mis o menos material: iqué he
aprendido?, jpara qué me sirve conocer cémo se demues-
tra este dmportante teorema?, ;qué me pueden preguntar
para la evaluacién?, jesta demostracién me ayuda a modi-
ficar la imagen que tengo de las matematicas?,...

2. El hecho

El teorema que hemos llamado niriag es un ejemplo de
como la presentacion de los conocimientos matematicos

Es evidente que el
profesor, al igual
que el alumno,
ha tenido que
acceder a
resultados
matematicos
revestidos de un
cardcter de
infalibilidad vy
que se muestran
de manera
arreglada, bien
pulida y
reorganizada
de acuerdo con
los canones
del método
logico-deductivo

incide en las concepciones que se for-
men los alumnos acerca de las mate-
mdticas como disciplina cientifica. La
presentacién de la matemdtica en torno
al esquema puramente deductivo de
axioma-teorema-demostracién-corola-
1io, que ya fue criticada por matemati-
COS tan prestigiosos como Polya (1966),
Lakatos (1978) o Kline (1976) es la que
vivencian los estudiantes y es, en con-
secuencia, la que alimenta la visién de
la matemitica que tiene los escolares.

Es evidente que el profesor, al igual
que el alumno, ha tenido que acceder a
resultados matematicos revestidos de
un cardcter de infalibilidad y que se
muestran de manera arreglada, bien
pulida y reorganizada de acuerdo con
los canones del método I6gico-deducti-
vo (Davis y Hersh, 1988). También ha
tenido experiencias frecuentes sobre
aplicacion de algoritmos. Y, sin embar-
g0, la visién que tienen los alumnos de
las matemdticas no suele coincidir con
la que tienen sus profesores.

Ocurre que, en general, el profesorado
ha tenido experiencias matematicas
mds completas en su periodo de for-
macién, en el ejercicio de sus tareas
profesionales o en su mundo privado;
el profesor ha hecho matemiticas, ha
trabajado de acuerdo con el método
matematico, ha tenido, en suma, que
usar —de manera separada o en combi-
nacion— tanto del pensamiento inducti-
vo como del pensamiento deductivo
(NCTM, 1989). Y como las experiencias
de los profesores no son iguales que las
de los alumnos, también difieren sus
concepciones sobre la matematica; del
mismo modo que no son coincidentes
las apreciaciones que tienen de Ia
arquitectura aquellos que se limitan a
ver las obras terminadas y quienes tra-
bajan en su construccién.,

Vamos a volver a tomar el caso del teo-
rema niriag para ejemplificar una actua-
cién de un profesor que quiere que sus
alumnos hagan matematicas (a la que el
lector puede sumarse), v en la que se
van intercalando aquellos comentarios
que nos parecen Oportunos.
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Presentacién del enunciado

El profesor no formula ningtn resulta-
do matematico, su trabajo se limita a
hacer una propuesta: presenta el pro-
plema con tres fichas sobre el tablero,
enuncia las reglas de actuacion e indica
los objetivos perseguidos.

El profesor abandona la pizarra y pasa
a tutelar el trabajo de sus alumnos,
orienta, responde a preguntas sobre
aspectos parciales del trabajo, hace
sugerencias,... pero, en ningln caso, da
la respuesta a la tarea. Serd la dindmica
de la clase la que permita, con mayor o
menor presteza, establecer el resultado:
son 6 los movimientos minimos.

Una nueva propuesta del profesor per-
mite, porque el alumno ya estd familia-
rizado con el trabajo, formular un enun-
ciado sencillo para una nueva tarea:
averiguar los movimientos minimos en
el caso de 5 fichas.

Nuevas formulaciones parciales con 7
fichas, 9 fichas,... permiten llegar a esta-
blecer el enunciado del problema ini-
cial en términos mds simples: averiguar
los movimientos minimos en el caso de
n fichas, siendo n impar.

Cuando el profesor enuncia el proble-
ma en su totalidad el alumno dispone
de informacién amplia sobre lo que
estd ocurriendo, el problema se le hace
mas familiar y, en consecuencia, tiene
una idea muy precisa de lo que se quie-
re obtener.

Formulacién de hipétesis

La nueva tarea propuesta exige analizar
mas o menos casos particulares con la
intencién de obtener los datos suficientes
que permitan formular una hipétesis. La
recogida de informacion puede sinteti-
zarse en una tabla similar a la siguiente:

N.° NRS
fichas movimientos
3 6
5 15
7 28
9 45
66

El profesor
abandona
la pizarra y pasa
a tutelar el trabajo
de sus alumnos,
orienta, responde
a preguntas sobre
aspectos parciales
del trabajo, hace
sugerencias, ...
pero, en ningin
caso, da la
respuesta
a la tarea.

Y

A partir de los datos de la tabla hay que formular relacio-
nes entre las dos columnas numéricas. Cada persona escri-
bird cuantas lineas estime oportunas como necesarias para
lograr el objetivo propuesto. Es complicado, por tanto, que
sea el profesor el que decida el niimero de datos que son
adecuados para todos los alumnos de un aula.

Esta nueva tarea exige al alumno la bisqueda de relacio-
nes entre dos secuencias numéricas. Debe emplear el
pensamiento de tipo inductivo para «desenmascarar esas
relaciones numéricas que estdn ocultas; debe pasar del
nimero entendido como una totalidad al nimero enten-
dido como composicion de otros nimeros. Y teniendo en
cuenta que las relaciones numéricas no son Unicas, hay
que esperar que las respuestas de los alumnos sean dife-
rentes, por cuanto proceden de origenes diversos. Con
fines ejemplificadores he aqui alguna de las posibilidades:

HIPOTESIS I. Relaciones multiplicativas

El nimero de movimientos aparece como un producto: el
ntmero de fichas iniciales multiplicado por un ntmero,
variable, que es un poco mayor que la mitad del nimero
de fichas.

N.° N.°
fichas movimientos
3 6= 3x2
5 15 = 5x3
7 28 = 7x4
9 45 = 9x5
11 66 = 11x6

De este modo se obtiene que el nimero de movimientos
es M, = n(n+1)/2

HIPOTESIS II. Relaciones aditivas concatenadas

También pueden verse relaciones con resultados conocidos:

N.° N.°
fichas movimientos
3 6
5 15 = 649
7 28 = 15+13
9 45 = 28+17
11 66 = 45421

Aqui aparecen las igualdades:

M, =6

My=6+9=M+9

M, =15+13=M, + 13 =M, + 9+ 13
Mg=28+17=M,+17=M,+9+13 +17

Mg=M,+9+13+17 + ... + 2n-D



Y teniendo en cuenta que se trata de una progresion geo-
métrica de razon 4, se llega a

2n—1+9(2n—1—9 )
+ 1

Mn =M3+

2 4

= 6+ (n~4)(n;3) = n (n+l)

HIPOTESIS III. Relaciones aditivas independientes

El nimero de movimientos aparece como resultado de la
suma de todos los nlimeros menores o iguales que el de
fichas:

N.° N.°

fichas movimientos

3 6 =1+2+3

5 15 = 1+42+3+4+

7 28 = 142+3+4+5+6+

9 45 = 142+3+4+5+46+7+8+9

11 66 = 142+3+4+5+6+7+8+9+10+11

En estas condiciones, el resultado se configura como la
suma de los nlimeros naturales desde 1 hasta el nimero
de fichas, la suma de una progresidn aritmética. De este
modo el nimero de movimientos es:

M, =H—Tl+1(n—1)=n(

n+1)

Se observa que el punto de llegada, como era previsible,
es igual en los tres casos, pero lo que queremos destacar
es que el origen es muy distinto en cada caso. No es nues-
tro proposito estudiar toda la casuistica que puede darse,
lo que pretendemos es mostrar que una actuacién del
profesor, que se centre en la presentaciéon de resultados
Gnicos, estd cercenando muchas iniciativas particulares de
gran valor formativo para los alumnos.

Aln mas, es posible que los alumnos no presenten los
resultados en la forma simplificada en que lo hemos
hecho nosotros, sino que cada uno adoptard el medio de
comunicacién que considere mas oportuno. Por tanto, la
tarea del profesor serd la de interpretar los pensamientos
del alumnado a través de modos de expresion particula-
res (que, a buen seguro, no coinciden con los razona-
mientos y expresiones del profesor), y consensuar la uni-
formidad en la presentacién de los resultados.

Confirmar las hipétesis

Con el apartado anterior, formulacién de hipétesis, el
estudiante dard por concluido el trabajo, puesto que ya ha
utilizado simbolos matematicos para expresar sus resulta-

...lo que
pretendemos es
mostrar que una

actuacion del
profesor, que se
centre en la
presentacion de
resultados tinicos,
esta cercenando
muchas
iniciativas
particulares
de gran valor
Jormativo para
los alummnos.

dos. Si, como postulamos, hay que
aproximar al alumno al trabajo del
matematico, hay que hacer notar que el
profesional no termina su trabajo al for-
mular la hipétesis, él es consciente de
que la verdad matemdtica se ha de evi-
denciar a través de una demostracion.
La presentacién de conjeturas sencillas
de comprender, como las de Fermat o
Goldbach (Corbaldn y Gairin, 1986),
pondrin de manifiesto ante los alum-
nos la necesidad de argumentar que la
hipétesis es cierta en todos los casos.
También resulta recomendable utilizar
otras situaciones, como el juego que
Guzmin (1984) llama la «Rana saltari-
na», en el que la hipétesis, formulada a
partir del estudio de unos pocos casos
particulares, se desvanece al estudiar
un nuevo caso particular,

Estos ejemplos pueden servir para
situar el papel de la. demostracién mate-
mdtica como herramienta habitual para
determinar la validez de una hipétesis.
Y esta es la invitacién a los alumnos,
dar el salto cualitativo en busca de
argumentos légicos que den respuestas
a una situacién cualquiera, que se
tenga la certeza de conocer el nimero
de movimientos necesarios en el caso
de un tablero sobre el que se sitGan
cualquier nimero de fichas.

El paso de la conjetura a la demostra-
ciébn no es automdtico, pero todo el
trabajo desarrollado en la formulacion
de las conjeturas permite o facilita la
demostraciéon. De hecho, ya se conoce
el aspecto mas importante: el resultado
que hay que probar. Ahora bien, ese
resultado, obtenido mediante el estudio
de casos particulares, se ha hecho ana-
lizando exclusivamente relaciones
numéricas, se ha utilizado el pensa-
miento inductivo. La demostracion utili-
za el pensamiento deductivo para esgri-
mir argumentos que justifiquen el pro-
ducto n(n+1)/2.

A primera vista parece que el valor de
1 se puede corresponder con el nime-
ro de fichas; ahora quedan por deter-
minar dos hechos: de una parte, el ori-
gen del otro-factor (n+1)/2 vy, de otra
parte, el producto de esos factores.




Abordar esas tareas exige de razona-
mientos que ya no estin basados en
relaciones numéricas. Hay que profun-
dizar en las caracteristicas de los resul-
tados obtenidos, hay que analizar el
origen de esos nimeros y asociarlos no
al nimero de movimientos, sino a las
caracteristicas de esos movimientos.
Habra que volver a tomar el trabajo ya
realizado y revisarlo con nuevos ojos.
Hay una necesidad de representar lo
que ocurre en casos particulares para
abandonar el recuento y entrar en el
andlisis cualitativo. La representacion
que usamos (véase cuadtro adjunto)
para el caso de 7 fichas (V indica la
casilla vacia), es un ejemplo de nuestro
nuevo dmbito de trabajo y en el que la
tarea no es la de contar.

Y, de acuerdo con las hipétesis formu-
ladas, se podrin encontrar esas argu-
mentaciones que andamos buscando.
Veimoslo en cada una de las hipotesis
que se han establecido anteriormente:

@) HIPOTESIS I

De acuerdo con su formulacién, y para el
caso de 7 fichas, el nimero de movimientos
que hay que realizar es 7 X 4 = 28. Por
tanto, hay que centrar la atencién en 7,
4y el producto.

— El producto 7 X 4 lleva a pregun-
tarse ;qué ocurre cada 7 movimien-
tos y que se repita 4 veces? Pueden
darse respuestas como que cada 7
movimientos hay un mismo ntime-
ro en la casilla de la izquierda —la
ficha 2 los 7 primeros movimien-
tos; la ficha 4 los 7 siguientes;...

También, a partir del producto 4 x 7,
hay preguntas del tipo jqué ocurre
cada 4 movimientos y que se repi-
ta 7 veces? Responder que, por
ejemplo, los 4 movimientos se
componen de 3 saltos y un despla-
zamiento invita a analizar las
caracteristicas de los movimientos.

b) HIPOTESIS Il

En este caso, hay que entender que los
28 movimientos resultan de sumar
15+13, es decir, los 15 movimientos que
deben efectuarse para invertir el orden

Abordar esas
tareas exige de

. razonamientos

que ya no estan
basados en
relaciones
numericas.

Mov.

10
11
12
13
14
15

16

20
21
22
23

24

25
26
27

28

Resultado
3 4
3V
3 6
3 6
3 6
v 6
1 6
1T 6
1 6
T Vv
1 7
1 7
1 7
v 7
2 7
2 7
2 7
2V
2 5
2.5
2.5
V. 5
4 5

4 5
4 5
4 -V
4 3
4 3



de 5 fichas y otros 13 movimientos que serdn necesarios
para colocar en la posicion final las 2 fichas restantes.

Pero no son tan nitidos los razonamientos l6gicos que jus-
tifiquen esos .13 movimientos que permiten cambiar la
posiciéon de 2 fichas. Asi que los alumnos deben volver a
la situacion real de cambiar 5 fichas y, después, hacer lo
propio con las restantes: si se aborda la tarea de de inver-
tir la posicién de las 7 fichas que ocupan inicialmente la
disposicién V 1 2 3 4 5 6 7 sabiendo que con 15 movi-
mientos se llega a la posicién 543 21V 6 7, la expe-
riencia evidenciard la imposibilidad de alcanzar la posi-
cién final con 13 movimientos.

Se estudian otras alternativas en las que las 5 fichas no se
invierten al principio. La reiterada imposibilidad de alcan-
zar el objetivo final inducen a pensar sobre las causas del
fracaso. El disponer del estudio de los casos particulares
(como el de 5y 7 fichas) permiten observar las diferen-
cias entre lo que ocurre en la realidad y lo que pretende-
mos alcanzar. Como por ejemplo, observar el recorrido
que hacen las fichas desde la posicion que ocupan hasta
la posicidn final.

¢) HIPOTESIS IIT

Para el caso de 7 fichas el ndmero de movimientos se obtie-
ne como 28 = 1+2+3+4+5+6+7. Este resultado, que se le
ocurrird més facilmente a quien haya trabajado con progre-
siones aritméticas, nos llevaria a la demostracion que se ha
expuesto en el teorema niriag. Pero esta demostracion, que
concuerda con las exigencias de la presentacion de resulta-
dos matemiticos, sblo es posible alcanzarla si se hace una
abstraccién de la realidad observada: hay que suponer que,
por ejemplo, la ficha nimero 7 salta por encima de la ficha
nimero 5, cuando en el cuadro anterior vemos que no se
produce esa circunstancia sino la contraria.

Dos posibles argumentaciones

Vemos, por tanto, que la demostracién que en principio
parecia inaccesible para el alumno se le muestra mas cer-
cana si analiza los resultados de los trabajos previos.
Ademas, serdn los trabajos previos y las observaciones de
cada alumno la que le lleven a un proceso de demostra-
cién diferente del de otros compafieros, Veamos dos posi-
bles argumentaciones que parten de hipotesis distintas (I
v ID y que, en consecuencia, usan de razonamientos dife-
renciados:

Argumentacion 1: caracteristicas de los movimientos

Si el alumno ha decidido que su argumentacién hay que
hacerla a partir de las peculiaridades que se observan en
el tipo de movimientos, tiene que buscar comportamien-
tos de caracter general, como los que se mencionan segui-
damente (se incluye una tabla con las casillas numeradas
que facilitard la lectura).

N.%casilla | O

1

2 345 n~-3 n=2 n=1"n

Fichas ’ v

...la demostracion

que en principio
parecia
inaccesible para
el alumno se le
muestra mas
cercana Si
analiza los
resultados de los
trabajos previos. ..

2.3 4.5 -3 n-2 n-1n
Entre los movimientos hay saltos y
hay desplazamientos.

Con los saltos las fichas avanzan
dos posiciones, dos casillas, mien-
tras que con los desplazamientos
se avanza una sola casilla.
Después de una sucesion de saltos
hay que hacer necesariamente un
desplazamiento; en caso contrario,
se volveria a posiciones anteriores
v no se cumpliria la condicién de
emplear el menor ndmero de
movimientos posibles.

En el primer movimiento hay que
hacer un salto: la ficha de la casilla
numero 2 termina en la casilla 0.
Se puede conseguir que, de forma
consecutiva, las fichas que ocupan
casilla pares (fichas con ntGmero
par) avancen dos casillas hacia la
izquierda. Si hay un ntmero 7 de
fichas, se pueden encadenar un
total de (n-1)/2 saltos, siempre
hacia la izquierda.

Al terminar todos los saltos hacia la
izquierda, queda la casilla vacia en
la posicién n~1, y en la posicién #
estd la ficha de ntmero 7. Ahora
no es posible hacer un salto, pues
se volveria a una posicién anterior
(la ficha de ndmero n—1, que estd
en la casilla n—3, pasaria de nuevo
a la casilla n—1). En consecuencia,
se precisa hacer un desplazamien-
to, y el que resulta mis beneficioso
es llevar la ficha de nimero 7 a la
casilla n—1, con lo que la casilla
n-1 queda vacia.

Después del desplazamiento es
posible que las fichas salten hacia
la derecha, comenzando por la
ficha que ocupa la posicion n-2
que saltard a la casilla 7. De este
modo se encadenan una serie de
(n-1)/2 saltos que hace que las
fichas que ocupan las casillas impa-
res avancen dos casillas hacia la
derecha del tablero, y que la casilla
vacia esté situada en la casilla 1.
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Seguidamente hay que realizar un
desplazamiento, siendo el mds con-
veniente el de desplazar la ficha
que ocupa la posicién 0 (la ficha
de ntmero 2), a la casilla 1.

A modo de resumen: el tipo de
movimientos mas aconsejable es el
de enlazar (n—1)/2 saltos consecuti-
vos vy, seguidamente, efectuar un
desplazamiento. Podemos denomi-
nar «macromovimiento» a este con-
junto de movimientos enlazados y
que es posible realizarlo tanto si las
fichas saltan hacia la izquierda
como si lo hacen hacia la derecha
y consta de un total de (n—1)/2 + 1
= (n+1)/2 movimientos. Ademais,
después de un «macromovimientor
como los que se indican, la casilla
vacfa pasa a ocupar una de las
posiciones extremas del tablero: la
casilla 7 si el «macromovimiento»
ha sido hacia la izquierda del table-
ro, y la casilla 0 en caso de hacer-
lo hacia la derecha.

Para alcanzar el objetivo final la
ficha 7, que ocupa la casilla 7, debe
terminar en la casilla 0 (o si se pre-
fiere, que la ficha de nimero 1 debe
terminar en la casilla n-1). Para
lograr este propésito, observemos
que el primer «macromovimiento»
hacia la izquierda hace que la ficha
1 pase a ocupar la casilla n—1. El
siguiente macromovimiento, hacia
la derecha, deja la ficha de nimero
n en la casilla n—1, pues al ser ésta
par las fichas no se mueven.

Las ideas bésicas estin ya sobre la

mesa, ahora queda hacer una formula-
cién mas detallada del recuento de los
movimientos. Y si se quiere «adornar la
presentacién del resultado se puede
hacer en términos similares a estos:

«Macromovimiento» a la izquierda:
conjunto de movimientos consisten-
te en (n—1)/2 saltos hacia la izquier-
da seguidos del desplazamiento de
la ficha de la casilla nGmero 7 hacia
la izquierda. En estas condiciones las
fichas que ocupan casillas de niime-
ros pares, P, pasan a ocupar casillas
pares de nimero P-2. Ademis, la

...ahora queda
hacer una
Jormulacion mds
detallada del
recuento de los
movimientos.

ficha de lugar » pasa a la posicion n-1'y queda: vacia
la casilla 7.

e «Macromovimiento» a la derecha: conjunto de movi-
mientos consistente en (n—1)/2 saltos hacia la derecha,
seguidos del desplazamiento de la ficha de la casilla 0
hacia la derecha. En estas condiciones las fichas que
ocupan casillas de nimeros impares I, pasan a ocupar
casillas impares de nimero I+2. Ademds, la ficha de
lugar 0 pasa a la posicién 1y queda vacia la casilla 0.

Teniendo en cuenta que a cada «macromovimientor a la
izquierda le sigue un «macromovimiento» a la derecha, la
ficha 7 pasa de la casilla 72 a la casilla O si se hacen, de
manera consecutiva, las acciones siguientes:

— 1 «macromovimiento» a la izquierda (la ficha 7 pasa a
la casilla n-1, que es par).

— 1 «macromovimiento» a la derecha (la ficha # no cam-
bia de casilla).

— (n~1)/2 anacromovimientos» a la izquierda (nimero de

saltos necesarios para ir de la casilla de niimero n-1 a

la casilla de ntimero 0).

— (n-1)/2 — 1 umacromovimientos» a la derecha (el nime-
ro de «macromovimientos» de este tipo necesarios para
realizar los «macromovimientos» a la izquierda del
punto anterior).

Por tanto, el nimero total de «wmacromovimientos» que
permiten que la ficha de ntimero 1 pase de la casilla 7 a
la casilla O son:

Y recordando que cada «macromovimiento» consta de
(n+1)/2 movimientos, el nimero total de movimientos

sera:
n+1
M, = n( 2 )

Obsérvese que, contrariamente a lo que parecia al princi-
pio, el factor 7 que figura en la producto antetior no
corresponde al ntimero de fichas sino al mimero de
anacromovimientos» que hemos utilizado para obtener el
namero total de movimientos.

Ademds, M, serd el namero total de movimientos necesa-
rios por cuanto la ficha de ndmero 7 ya estd en su posi-
cién final después de realizar el menor nimero de movi-
mientos posible. Cualquier otra posibilidad de que la ficha
n ocupe la casilla 0 serfa con un ntimero de movimientos

que fuese multiplo
2 x n (n +1)
2

puesto que hacen falta n(n+1)/2 movimientos para llevar
la ficha # de la casilla 0 a la casilla 7, y otros tantos, para
que la ficha 7 regrese a la posicion 0.




Argumentacion 2: andlisis de los recorridos

El modo en que puede razonar el alumno que haya opta-
do por hacer un seguimiento de las posiciones que ocupa
cualquiera de las fichas desde el inicio y el final del pro-
blema, se basard en las observaciones realizadas en sus
trabajos con casos particulares. Por ejemplo, puede servir
como referencia lo que ocurre con las fichas nimeros 3 y
6 en el caso siguiente:

CasilalO 1 2 3 4 5 6 7
Inicial |V 1 2 3 4 5 6 7
Findl |7 6 5 4 3 2 1 V

Si se considera la casilla 0 como casilla par, y utilizando
los resultados de los casos particulares anteriormente
estudiados, se llegan a conclusiones del tipo siguiente:

— La ficha de nimero J que, inicialmente, ocupa la casi-
lla de ntmero J pasa a ocupar la posicién final en la
casilla de nimero n—J. Esto indica que las fichas que
inicialmente ocupan casillas de nimero par finalizan
ocupando casillas de nimero impar, mientras que las
que inicialmente estdn en casillas de ndmero impar
terminan en casillas de nmero par. Hay, por tanto,
un cambpio de paridad respecto a las casillas que
ocupa una ficha al inicio y al término de los movi-
mientos.

— St las fichas han de cambiar de paridad no pueden
alcanzar su posicion final a base de saltos ya que
avanzan dos casillas y, por lo tanto, mantienen la
paridad. En consecuencia, deben efectuar un despla-
zamiento. Este desplazamiento se hace en la casilla 0
para las fichas que ocupan casillas pares (todas han
de llegar a esa casilla saltando) v en la casilla #n para
las fichas de casillas impares.

El trabajo que ahora se requiere es el de hacer un segui-
miento de los movimientos que efectGa una ficha genéri-
ca que, inicialmente, estd situada en la casilla J. Puesto
que dependiendo de la paridad de esa casilla los movi-
mientos iniciales son hacia la derecha o hacia la izquier-
da, vamos a estudiar las dos situaciones por separado:

J par
Recorrido:

Casilla J — Casilla 0 — Casilla 1 — Casilla (n~)).

e Casilla J a casilla 0: se necesitan J/2 movimientos de tipo
salto.

e Casilla O a casilla 1: hace falta 1 movimiento tipo des-
plazamiento.

® Casilla 1 a casilla (n-)): se precisan (n—1-J)/2 movi-
mientos de tipo salto.

Cualquiera de
estas dos
argumenlaciones
son, a buen
seguro, mas
cercanas al
- alumno que la
demostracion
empleada. ..
Sin embargo,
tienen tania
validez como
aquella, son
verdaderas
demostraciones
en el sentido
matematico.

El nGmero de movimientos que son
necesarios para que la ficha pase de la
casilla J (J par) a la casilla nJ es:

l_‘_ 14 n-1-]J _ n+l-
2 2 2

J impar

Recorrido:

Casilla J — Casilla n —
— Casilla (n-1) — Casilla (n-])

e Casilla J a casilla 7 se necesita
(n—J)/2 movimientos de tipo salto.

e Casilla 7 a casilla n—1: hace falta 1
movimiento de tipo desplazamiento.

e (Casilla n-1 a casilla n—J: son necesa-
rios (J-1)/2 movimientos de tipo salto.

El ntmero de movimientos que son
necesarios para que la ficha pase de la
casilla J (J impar) a la casilla n-J es:

+ 1+ J-1 -2 1

2 2

Vemos, por tanto, que con independen-
cia de la paridad de la ficha J, hay un
nimero de movimientos minimos con
los que se desplaza una de las fichas de
la casilla inicial a la que ocupa final-
mente. Teniendo en cuenta que hay 7
fichas que han de hacer el mismo
nimero de movimientos para ir de la

n-—]J
2

casilla inicial a la final, el nimero de
movimientos que permite alcanzar el
objetivo del juego es

n+1
Mn=n(2)

Ademis, este es el menor nimero de

movimientos necesarios puesto que los
hemos contabilizado de manera que
cada ficha realizase el desplazamiento
de la casilla inicial a la casilla final sin
reiterar ningin movimiento.

A diferencia de lo que ocurria en la
argumentacién 1, en este caso el factor
1 que aparece en la igualdad anterior si
que corresponde al niimero de fichas
que hay sobre el tablero, mientras que
el otro factor corresponde al nimero de
movimientos que realiza cada ficha.

Cualquiera de estas dos argumentacio-
nes son, a buen seguro, mas cercanas al
alumno que la demostracién empleada




en el teorema niriag. Sin embargo, tie-
 pen tanta validez como aquella, son
verdaderas demostraciones en el senti-
do matemadtico. Pero son estas mas pro-
ximas al alumno, son mds «aturaless,
estin basadas en las experiencias y
observaciones del trabajo previamente

realizado. Son, en suma, demostraciones
que se pueden esperar de un alumno.

Esbozada la panordmica que se puede
presentar a los alumnos y con indepen-
dencia de los caminos que hayan segui-
do, lo que se pone de manifiesto es que
los alumnos han hecho matemiticas, los
alumnos han trabajado de manera simi-
lar a2 como lo hacen los matematicos.
Ahora tienen otros argumentos para
entender que la matemitica no es la
ciencia perfecta y acabada que pertene-
ce a unos pocos elegidos.

Ademds, los alumnos han visto la mate-
matica como un mundo accesible en el
que también pueden participar. De
hecho, ya no tendrdn que esperar acon-
tecimientos para saciar sus inquietudes.
Ahora ya disponen de herramientas y de
métodos de trabajo propios de los profe-
sionales de la creacién matemitica, ahora
ya estan en disposicién de responder por
si mismos a la pregunta que formuldba-
mos antes: ;qué ocurre si 72 es par?

3. El trecho

Vemos, por tanto, que la demostracién
resulta accesible al alumno, la demostra-
cién no se muestra como el patrimonio
de mentes privilegiadas, sino como el
resultado de un proceso argumental en el
que las manipulaciones iniciales sobre
casos particulares sugieren pautas para la
formulacion de hip6tesis. La lectura dete-
nida de éstas, con el apoyo de conclusio-
nes derivadas de los casos particulares,
abre el camino hacia la demostracion.

Es cierto que la instruccion se desarro-
lla en un contexto concreto en el que
no se pueden olvidar los programas
oficiales, los libros de texto, los exdme-
nes de selectividad,... y también es cierto
que la conviccion del profesor sobre la
ensefianza determina lo que hace cuando

...los alumnos
han visto la
matemdtica como
un mundo
accesible en el que
también pueden
participar.
[..]

Abora ya
disponen de
berramientas y de

~ métodos de
trabajo propios de
los profesionales
de la creacion
matematica

ensefia. En consecuencia, es decision del profesor optar
por las matemadticas dichas, la tradicional presentacion de
los conocimientos matematicos de acuerdo con el méto-
do deductivo, o por las matematicas hechas, la apuesta
por la educacién matemdtica que considera como aspec-
tos fundamentales del aprendizaje la creatividad, la reso-
lucién de problemas, la formulacion de hipétesis, la veri-
ficacién de conjeturas, la realizacion de pruebas confir-
matorias y la bisqueda de contraejemplos.

Una vez tomada esa decision, el profesor deberd adecuar
los trabajos de los alumnos de acuerdo con las capacida-
des y conocimientos que tengan, de acuerdo con su con-
dicién de aprendiz de matemdtico. Los diez cursos que,
como minimo, componen la formacién matemdtica obli-
gatoria de nuestros jovenes estudiantes permiten progra-
mar un aprendizaje en el que tengan oportunidades de
vivir experiencias en todas las facetas del quehacer mate-
.mitico, y entre las que incluimos las de hacer demostra-
ciones de resultados matemiticos. De este modo, los
alumnos se forjardn unas concepciones sobre las mate-
mdticas basadas en sus vivencias como profesionales de
la creacion cientifica.

No queremos terminar este trabajo sin antes sefialar algunas
de las variaciones que se producirdn al pasar de un sistema
escolar que apuesta por unas matemdticas dichas a un sis-
tema escolar que apuesta por unas matematicas bechas:

La presentacion de los contenidos

El profesor no utilizard como fuente prioritaria de infor-
macién los manuales escolares. Debera buscar situaciones
problemiticas desde las que el alumno alcance el resulta-
do que se quiere mostrar. Por ejemplo, la suma de los tér-
minos de una progresion aritmética se pueden afrontar
desde propuestas de trabajo del tipo siguiente:

e Se quieren construir escaleras de cualquier namero de
peldafios. Calcular el nimero de bloques ctbicos que
se necesitan si las citadas escaleras tienen la forma que
indica el grafico adjunto.

e Sobre un plano hay n puntos sin que 3 de ellos estén
alineados. Calcular los segmentos que se obtienen al
unir cada dos de esos puntos.

Es de este modo que para el profesor la decision no se
limita a presentar tal o cual contenido, sino que, ademas,
se amplia en el sentido de decidir cudl o cudles de las for-
mulaciones son las que va a proponer a los alumnos para
presentar el contenido matematico que quiere tratar,

Las nuevas tareas

Al modificar la presentacién de los conocimientos y llevar
al alumno a aprender la forma de trabajo de los matema-
ticos se producirdn momentos de balbuceo, de desorien-
tacién, de ansiedad... Por tanto, las tareas que proponga



el profesor deberdn ser ajustadas a las capacidades y
conocimientos de los alumnos; ademds, y desde su papel
de tutor del aprendizaje, debe animar a proseguir la tarea,
debe formular preguntas que orienten en el trabajo, debe
ayudar a salvar obstdculos o vias muertas... ‘

La comunicacién

En la forma habitual de transmisién de conocimientos
matematicos es el profesor el que introduce las palabras y
expresiones propias del lenguaje técnico, después son los
alumnos los que deben esforzarse para interpretarlas.

Pero si son los alumnos los que van construyendo las
matemdticas el lenguaje imperante en el aula serd el de
los estudiantes. Y ahora serd el profesor el que deba
interpretar el conocimiento matematico que se oculta en
el lenguaje mds natural que emplean sus alumnos. La
nueva situacion exige que sea el profesor el que articule
la busqueda de expresiones comunes a todos los alumnos
v el que deba establecer puentes con las expresiones
habituales del lenguaje matematico.

La gestiéon de las conclusiones

De cada problema que se presente a los alumnos pueden
derivarse diferentes modos de razonamiento y distinta
presentacion de los resultados, puesto que, como se ha
mostrado en este trabajo, cada via de resolucién estd con-
dicionada a la observacién de unas caracteristicas deter-
minadas. Es mds, presumiblemente estos resultados no se
formulardn en la misma forma en que aparecen en los
manuales escolares, ya que éstos se recogen en la forma
que demanda la ortodoxia, aunque para ello, y como ocu-
rre en el ejemplo del teorema niriag, estos resultados se
alcancen empleando un grado mayor de abstraccién.

Es evidente que no todas las situaciones problematicas
ofertardn tan amplio abanico de interpretaciones como
ocurre en el caso del teorema de Pitdgoras, del que
- Loomis (1972) recoge 270 demostraciones diferentes. Pero
si es factible que en un aula aparezcan algunas presenta-
ciones del resultado que sean, aparentemente, distintas. El
profesor, por tanto, tendrd que habilitar medios adecua-
dos para patentizar la equivalencia entre estos resultados
que, en principio, parecen diferentes, asi como para que
todos los alumnos puedan enriquecerse con las aporta-
ciones de otros companeros.
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