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Usualmente, los problemas
de ingenio {puzles) han sido
considerados ejemplos
motivadores para la
ensefianza de la
programacién. Muchos
autores han defendido el
lenguaje PROLOG como un
primer acercamiento a la
Programacién y a las
Ciencias de la Computacion
ya que con un conocimiento
elemental de éste se pueden

nunciado del problema

Un problema es elemental cuando su enunciado es com-
prensible para aquellos que tengan un conocimiento basi-
co de la disciplina (por ejemplo, en matematicas, la arit-
mética); la historia de la Matematica aparece profunda-
mente ilustrada con problemas elementales cuya solucion
necesita de un conocimiento profundo de alguna rama,
como la Teoria Analitica de los Nameros (un ejemplo
claro es el problema de Fermat); ello significa que ciertos
problemas elementales no deben ser despreciados en
modo alguno. Veremos pues cémo un problema elemen-
tal es resuelto, afortunadamente, con un conocimiento
elemental de la Matemdtica, y con ayuda de un lenguaje
(de programacién) funcional moderno, cercano a la nota-
ci6n usual del matematico. El enunciado es:

Un drbitro elige dos nitmeros distintos entre 23y 99, calcula el pro-
ducto y la suma, los escribe en dos papeles distintos, entrega el
papel con el producto a una persond PROD y el otro a SUM;
dichas personas, después de leer los contenidos de los sobres, man-
tienen el siguiente didlogo: .

PROD.- No puedo adivinar tu suma.

SUM.- Ya lo sabia; yo tampoco puedo adivinar tu producto.

PROD.- lAjdl, entonces ya sé it suma.



otras versiones del problema en las cuales un observador
debe adivinar los datos de dos personas que establecen
un dialogo del estilo anterior:

En una urna bay siete bolas, tres de color rojo, dos de color verde
y dos de color negro (RR.R V,V,N,N); un primer jugador P coge
cuatro bolas de esta wrna y un segundo jugador S dos; a conti-
nuacion se entabla el siguiente didlogo:

P.- No puedo adivinar tus colores.

S.- Ya lo sabia; yo tampoco puedo adivinar [os tuyos.

P.- Entonces tienes una roja.

S.- Entonces tienes dos negras.
Qué combinacion de bolas llevan: ambos jugadores?

El observador puede utilizar la siguiente eétrategia para
resolver el problema: representar el espacio de biisqueda
(todas las combinaciones posibles) y, con cada afirma-
cién, cribar sucesivamente este espacio; se trata de una
estrategia bacia adelante.

En la primera columna de la figura 1 aparece este espacio
completo. De la primera afirmacion, el 4rbitro puede dedu-
cir que los colores que tiene el primer jugador son tales
que la combinacién que puede tener el segundo no es
Gnica. Por ello tachamos la primera posibilidad (VVINN-RR).
La segunda afirmacién se descompone en dos:

(@) ya lo sabia, y
(b) tampoco puedo adivinar los tuyos.

Por (a) el segundo jugador tiene una combinacién tal que
todas las posibles combinaciones que puede tener el pri-
mero tienen varias combinaciones compatibles, por lo
que eliminamos RR y todas sus compatibles (si el segun-
do tuviese RR el primero podria tener VVNN, y en ese
caso la primera parte de la segunda afirmacién no hubiese

(Hamond, 1995). Exponemos
como este lenguaje puede
ser utilizado para modelar

los conceptos elementales de

la Matemética; cada
concepto es representado en
el lenguaie, y éste sirve de
modelo denotfacional.
Nuestra experiencia avala
que, en la mayoria de los
casos (atn més si la solucién

a los problemas debe sugerir

cierta extrategia), las
soluciones descritas en un
lenguaje funcional moderno

son mds expresivas y

convincentes que las
obtenidas con las versiones
mds recientes de PROLOG.

Para mostrarlo, resolveremos
en el presente trabajo un

problema de ingenio, dando
una esfrategia hacia atras

para su solucién y su
implementacién en Haskell.

podido ser enunciada); (b) no elimina
ninguna posibilidad. Con la tercera afir-
macién eliminamos todos los casos en
los que alguna de las combinaciones
compatibles para el segundo no tenga
una bola roja. Por ltimo, con la cuarta
afirmacion eliminamos la  posibilidad
RVVN-RN; la Gnica posibilidad que queda
(RVNN-RV) es la solucién al problema.

El espacio de bisqueda para el problema
P-S de McCarthy puede verse en las figu-
ras 2 y 3 (con t= 14, si los nimeros ele-
gidos por el 4rbitro verifican 2 < x <y < 9.
Usando la estrategia anterior, tras la pri-
mera afirmacion, el espacio queda redu-
cido a 31 posibilidades; tras la segunda
quedan 4: (18,11), (24,11, (28,11),
(30,11); la tercera afirmacién no cambia
las cosas vy tras la cuarta no queda nin-
guna posibilidad; luego el problema es
inconsistente para t = 14.

Con objeto de describir una estrategia
hacia atrs, veamos en primer lugar una
brevisima introduccién al lenguaje que
utilizaremos (pueden verse otras intro-
ducciones en (Bird, 1988; Hudak, 1992;
Gallardo, 1995). Posteriormente, descri-
biremos la estrategia hacia atras, y otros
problemas equivalentes; analizaremos
seguidamente cdémo tal estrategia
puede ser traducida a PROLOG, para
terminar de nuevo con la estrategia
hacia adelante.
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Figura 1. El juego de la urna
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Figura 2. Productos compatibles con cada suma, para t=14
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1. Breve introduccién a Haskell

Fs usual en la Matemitica encontrarnos con notaciones
tales como

TR

= 3.1415925...

de forma que T es vista como una funcién constante.
También es habitual encontrarnos con declaraciones de
ecuaciones definidas por partes tal como

f:R =R
1
x sen— ,six#0
f(X)= x
0 ,Six=0

Tales notaciones pueden ser vistas como declaraciones: la
primera declara el tipo de la funcion, mientras que la
segunda declara el método de cémputo necesario para
calcular el valor de la funcién en cada punto (se trata de
una declaracion de ecuacion). Haskell permitird describir
tales declaraciones con una notacién préxima a la ante-
rior, tanto sinticticamente como conceptualmente. En
Haskell tenemos la siguiente traduccién de las declaracio-
nes anteriores: .

pi :: Float
pi = 3.1415927
£ :: Float -> Float
bl = x*sin(1.0/x),1f x/=0.0
= 0.0, if x==0.0

Una misma funcién puede aparecer a la izquierda de
varias ecuaciones:

not Bool -> Bool
not True = False
not False = True

y la eleccion de la ecuacion a aplicar se determina por
comparacion de patrones (pattern maiching). Algo pare-
cido ocurre con la definicion tipica de la Matematica

g:R —R
g(mM=0

(x)=1/ x*, en otro caso
8

cuya traduccién seria
g 0.0 = 0.0

g x = 1,0/x"2

Haskell utiliza sistemiticamente notacién parcializada, en
la cual no es necesario escribir los paréntesis para los
argumentos en una aplicacion; asi (£ (x) = £ x). Una fun-
cién puede tener varios argumentos, como por ejemplo,
la siguiente, que calcula el maximo comiin divisor de dos
nameros:

mcd

med X v

Int =>:Int

=>Int
= X, if y ==

= mcd v (x ‘mod> y), otherwise

cuya ecuacién utiliza el nombre de la
propia funcién (recursividad). En este
caso hay cierta diferencia entre la nota-
cién empleada en Haskell para describir
una funcién con dos argumentos y la
utilizada en la Matemdtica.

med 12 x% —= 7

X
med (x, )) = {

Haskell utiliza
sistemdticamente
notacion
parcializada, en
la cual no es
necesario escribir
los paréntesis para
los argumentos en
una aplicacion. ..

,$iy=0
mcd (y, x mod y) ,en otro caso

Un tipo de datos extraordinariamente
atil en programacién funcional es la
lista (o secuencia), cuya declaracion
Huskell es

data [al = [1 | a : [al

Los objetos [1 y (:) son constructores
de datos; el primero representard la lista
vacia; la declaracion anterior se lee: una
lista es, o bien la lista vacia [1, o bien
a:[a], donde (:) se interpreta como
un operador-constructor infijo (el pri-
mer operando es un objeto de tpo a
—la cabeza de la lista~ y el segundo una
lista del mismo tipo —la cola). Las listas
modelan la descripcién de los conjun-
tos v los multiconjuntos de la Matema-
tica. Las siguientes funciones comprue-
ban si una lista es vacia, tiene un solo
elemento, o varios, y las restantes and
y or calculan la conjuncién y disyun-
cién de una lista de valores logicos:

no_vacia (_:_) = True
no_vacia _ = False

uno [_] = True

uno _ = False
varios (_:_:_) = True

varios _ = False

and [] = True

and (b:bs) = b && and bs
or [] = False

or (b:bs) =b || or bs




donde los operadores (&&) y (||)
representan la conjunciéon y la disyun-
cién, respectivamente. Se incluyen dis-

tintas formas de expresar una lista:
1:2:3: [] # [11,2,3]
[1..1 #[1,2,3,...]

[1,4..20] #[1,4,7,10,13,16,1919

Una funcién muy interesante es

map :: (a->b) -> [a] -> [b]
map £ []1= T[]
map £ (x:xs) = £ x : map f xs

que no es mds que la representacién
Haskell de una funcién entre conjuntos;
por ejemplo, si

fitA—= B = fua->b

(la anterior notacidn se lee: “fes repre-
sentada en el lenguaje con la funcién
£7), entonces, si (si X =xs), el conjun-
to fX) = { fx) | x € X | viene repre-
sentado por map £ xs. También, en
matemdaticas usamos sistematicamente
la descripcién de conjuntos por com-
prension en la forma {x|c}, donde ¢ es
una expresidén que puede denotar un
predicado, como x < 100, un generador
como x € Z, o mezcla de ambos

A={gl | xEN, x<100, xes par }

En forma similar, Haskell utiliza una
notacién para describir tales conjuntos
en forma de lista por comprension, a
través de la funcién map; por ejemplo,
el conjunto {g(x) | x € N} se represen-
tacon [g x | x<-[0..1]1, que equiva-
le amap g [0..]. El anterior conjunto
A viene descrito por:

a =[g x| x<-[0..], x<=100, par x]
where par v = y ‘mod® 2 ==

La funcion map verifica una serie de pro-
piedades interesantes, como por ejem-
plo map(f.g)=‘ map f.map g, donde
(.) representa la composicion de fun-
ciones: (f.g)x = f(gx), 0 también, para lis-
tas de booleanos: or.map not =

not.and.

Si los conjuntos se modelan con listas
sin repeticién, veamos cémo modelar el
célculo de predicados con cuantificado-
res dentro del lenguaje; consideremos

...Haskell utiliza
una notacion
para describir/[...]
conjuntos en
Jorma delista por
comprension, a
través de la
Juncion map

las siguientes expresinnes Haskell nara modelar el cuanti-
ficador existencial (si X=xs,p=p)

Ax.xEX. p(x) =
Fx.xEX p(x)
. xEX. pla)

no_ vacia[x|x < -xs, px]

uno [%]x < -xs, px]

varios  [xX|x <-xs,px]

-

También podemos escribir

dx.xEX p(x) = or[px|x<-xs]

(se demuestra ficilmente) y, podemos traducir directa-
mente el cuantificador V:

Vx.x EX. p(x)
= Icdlculo de predicados
~Ax. x EX. -p(x)

(not.or)[ not(p x)|x < -xs]

]

Idef. de listas por comprension

(not.or)[map (not.p) xs)

llema0, map(f.g)=map f.map g
(not.not.and) (map p xs)
= Inot.not = id - -identidad

and [p x| x<-xs]

Es decir, hemos demostrado:

Vx.xEX. p(x)=and [p x| x<-xs]

La estrategia hacia airéas

Resolveremos en primer Jugar el problema P-§ original y
para ello introducimos algunas notaciones; supongamos
que los nimeros x e y elegidos por el arbitro, verifican
2 £ x < y < f; por consiguiente, un producto p de tales
nimeros deberd verificar 6 £ p < €#1) vy, una suma s,
5 £ s < 2+1; para tales sumas y productos definimos los
conjuntos de compatibles:

@p=l(x+yl2sx<ystxy=pl
®s ={xpl2sx<y=stx+y=s)

Si s € @ p escribiremos simplemente s @ Dy reciproca-
mente, p ® s significard p € @ s; por consiguiente ® y @
son dos relaciones sobre N, una inversa de la otra.

Para resolver el problema, consideramos cuatro funciones
de conjuntos,

Vi, Vy, Vs, VN — 2N




Cada valor posible p del producto de la primera pérsona
(PROD) determina un conjunto de valores s, para los que
la afirmacién no puedo adivinar tu suma es cierta

S, si card(S) =z 2, donde S= @p
@, en otro caso

Vi)

donde card denota el cardinal. Obsérvese que Vi) es
vacio para cada nimero primo p, ya que éste se descom-
pone de forma Gnica en un producto xy (1 = x < y= p)
pero tal descomposicién no es valida (ya que ¥ #2 ); de
igual forma, p no puede ser producto de primos. La
segunda nhservacién es que si (p,5) es solucion, debe
tenerse < V1(P ) , pero no reciprocamente.

Veamos ahora como construir un conjunto

V(0 ={pl...}

cuyos elementos sean los posibles productos compatibles
con s que certifican la segunda afirmacién: ya lo sabia;
ademds tampoco puedo adivinar tu producto, que la des-
componemos como conjuncién de dos:

(@) ya lo sabia,
que es independiente de la primera afirmacién (pues-
to que con su suma s, SUM ya sabia que podia afir-
marlo), y

(b) tampoco puedo adivinar tu producto,
que depende de la primera afirmacion

A la condicién (&) le asociamos el predicado
card{p |lp® s, sEV (P} 22

ya que la suma de SUM debe ser alguna de las que PROD
pens6 (en V(p) aparecen solamente las multiples sumas
que puede tener el segundo orador); en definitiva, tal pre-
dicado viene a decir: como PROD dijo la verdad, SUM
tiene una suma dentro del conjunto V,(p) ya que la solu-
cién debe estar en el conjunto

(-1
Ut
=6

Por el contrario, @ no depende de la primera afirmacién
y viene a decir: sé que no puedes adivinar mi suma. Para
cierta suma s consideremos la afirmacién contraria puedes
adivinar mi suma, ello significa que debe existir un pro-
ducto p compatible (p ® $)-con una Gnica suma compati-
ble (que seria precisamente s); y reciprocamente, si exis-
tiera un p con una Unica suma compatible, PROD podiia
adivinar, con tal producto, su suma; es decir, el predicado
correspondiente a puedes adivinar mi suma es

Ap. p® s.card @ p)=1

Ahora es facil escribir el predicado correspondiente a la
afirmacién no puedes adivinar mi suma, con un simple
cilculo

Vz(s)

V3(p)

V4(9)

i

-@p. p® 5. card @ py=1)

= lc. p.
Vp.p® s.card(@ p) =1

= | ya que p® s=>D p=0
Yp.p® s.card(@ p) = 2

En definitiv:i, a la segunda afirmacion
del didlogo le corresponde el conjunto

® s, 81 (Vp. p® 5. card(@ p) = 2)
A
card{plp® s, sEV; (P} = 2

), en otro caso

Segiin la conjetura de Christian Gold-
bach (anunciada en 1742), si s es una
suma par se puede descomponer en
suma de dos primos x e y, pero el pro-
ducto xy solo se descompone en esta
forma, por lo que si tuviera tal produc-
to el primer orador, sabria su suma; por
otro lado, obsérvese que tales sumas
quedan excluidas al no verificar el pre-
dicado anterior (si p es producto de dos
primos, card@p)=1).

A la tercera afirmacién (entonces ya se
tu suma) le asociamos otro conjunto

S, si card(S) =1
@, en otro caso
donde S={sls® p, pEV, ()}

y finalmente, a la cuarta afirmacion (y yo

tu producto) le corresponde el conjunto

P, si card(P)=1
@, en otro caso
donde P={plp® s,sEV;(p}

En consecuencia, si Z, es el conjunto de
sumas posibles

Z,={x+M2=x<y=1

el conjunto de pares que verifican el
didlogo es

S =P, DNsEZ,, pEV,(}



Un programa Haskell

Ia descripcidén por comprension del
conjunto S, es una buena situacién de
partida para escribir un programa que
calcule las soluciones; el Gnico incon-
veniente es traducir a listas los conjun-
tos V,, ... , ;. En primer lugar veamos la

descripcion de los conjuntos @p y ®s

Lema 1. Sea t € N, t > 3; entonces:

(@) ®p=ix+ ylmax(Z,[p/lJ =Xx= l\/;-i,

(y=|p/xP,xy=px<yyst

) ®s={xylmax(2,s-H=x= |_(s—1)/2J,

(y=s-x),x= yl

Demostracion. En primer lugar obser-
vamos

2sx<ystxy=p
=

2= x, x2<xy=ps Ix

=

2s< xs{\/;J, Lp/tjsx

=

maX(Z,l_p/tJ) sx= l-\/_];J

y esto probaria @p C {...}; la reciproca
es evidente. Para probar (b) tenemos

2=sx<yst, x+y=s

2sx<s-x=y=st
4<2x<S5=X+Y,

I x, yEN
4=2x=s5-1,x+y=35y=<t,

yst Ssst+x

S—-t=x

La descripcion de
la solucion al
problema utiliza
una técnica muy
conocida: la
tecnica de
backtracking
o vuelta-atras. ..

max(2,s-Dsx=|(s-1)f2],y=s-x=t

de donde & sC {...); la reciproca de

nuevo es facil. <e.q.d>

Del lema concluimos que, en nuestro
lenguaje, los conjuntos de compatibles
vienen descritos por las funciones (t es
una constante del programa):

pro_de s = [x*y|x<-[max 2 (s-t)..(s-1)‘div'2],
y=s-x, xX/=yl]
sum_de p = [x+y|x<-[max 2 (p div't)..sqrt pl,
vy = p div'x, X/=y,y<=t,x*y==p]
ya que en las listas anteriores no existen elementos repe-
tidos (Haskell no permite variables locales en listas por
comprensién, como por ejemplo y=s-x, pero si Gofer
(Jones, 1992) , un subconjunto extendido de éste; mante-
nemos tal notacién para simplificar el codigo). La des-
cripcién de las funciones V,, V,, V., V; v S es facil:

vl p = ss, varios ss
= [], otherwise

where gs = sum_de p

v2 s = ps, varios [ p | p<-ps, s ‘elem’ vl p]

&& and [varios(sum_de p) | p<-ps]
= []1, otherwise
where ps = pro_de s
v3 p = SS, uno ss
= [], otherwise
where ss = [ s | s<-sum_de p, p ‘elem' v2 s]

v4d s = pp, uno pp
= [], otherwise

where pp = [ p | p<-pro_de s, s ‘elem’ v3 pl
sol = [(p,s)|s<-[5..2*%t-1], p<-v4d s]

(Celem’ comprueba la pertenencia de un elemento a una
lista). Si utilizamos la conjetura de Goldbach podemos
reemplazar la lista [5..2*t-1] por la lista de ntimeros
impares [5,7..2*t-1] e incluso podemos eliminar la
relacién x/=y en la funcién pro_de.

La descripciéon de la solucién al problema utiliza una téc-
nica muy conocida: la técnica de backtracking o vuelta-
atrds, en la cual, la basqueda de la solucién consiste en
suponer un valor s para una solucién (p,9) (o sea, una
suma dentro de las posibles), y buscar los elementos de
la lista v4 s; siésta es vacia (s no estd de acuerdo con la
cuarta afirmacién del didlogo) se produce la vuelta-atras,
eligiendo otra suma posible. Igualmente, en la descrip-
cién de v4 se considera la lista

[p | p<-pro\_de s, s ‘elem’ v3 p]

que se interpreta: «tomar un producto p compatible con s;
si s es un elemento de v3 p, se tomard, en otro caso se
elige otro»; pero tal lista, evaluada en forma perezosa, no
debe calcularse completamente: en cuanto el evaluador
descubra que hay mis de uno dejard de calcular y devol-
verd la lista vacia. El lector que conozca con cierta des-
treza el lenguaje PROLOG, habrd observado un enorme
parecido con la técnica utilizada en éste lenguaje; en el
§5 volveremos sobre ello.



3. Revisién de la estrategia hacia atras

Como puede verse en la funcién que describe la solucion,
sol = [(p,s)]|s<~-[5..2*%t-1]1, p<-v4d s]

para cada suma posible, se calcula el correspondiente

conjunto v4 s, lo que conlleva en general mucho cilcu-

lo; se puede agilizar el proceso si tenemos en cuenta las
observaciones del siguiente

Lema 2. Con las notaciones de §2,

(@) V4() T V,(8)
D) V(TP

El lema muestra la consistencia de las afirmaciones de los
oradores (por ejemplo, (@) indica que la afirmacion cuarta
no contradice a la segunda). También, la propiedad (@)
muestra que basta buscar las parejas que verifican p € V(9),
por lo que la solucion puede obtenerse también en la forma
sol = [(p,s)|s<-[5..2*t-1],
no_vacio(v2 s), p<-vd gl

que reduce el computo en una proporcién del orden de
#/2. La propiedad (b) indica que el conjunto V,(p) puede
obtenerse en la forma

v3 p = ss, uno ss

= [], otherwise
where ss = [ s | s<-vl p,
p ‘elem’ v2 s]

(donde hemos sustituido el generador s<-sum_de p por
s<-v1l p)pero, aunque el computo de v1 p no conlleva
demasiado célculo, en general, es mas eficiente la selec-
cion desde la lista sum_de p, ya que el nimero de sumas
compatibles para un producto dado es pequeiio, al con-
trario que el nimero de productos compatibles para una
suma (como vemos en la tabla 1).
Demostracion del lema:

DPEVL(S)
= len este caso V4(s) = J tiene un elemento

pP®s5,sEV3(D)
= Itambién V3(p) =, con un elemento

PEV(P)

La demostracion de (b) es parecida
seEVz(»

= 1V3(p) = @, con un solo elemento
s® p,pEV,(S

= 1V,(s) = D, vy entonces debe darse

Vp. p®s.card @p') = 2

s® p,card@ p)=2

= WV (p=Ty seE@p

sEVI(P o
c.q.d.>

El lema muestra

la consistencia de
las afirmaciones
de los oradores

Lema 3.

(a) sevi(p
) peVL(S
© sEV
() seVi(p
(&) pEWL(HA ay(s)

Puede mejorarse atn mis la eficiencia
del programa si observamos que en €l
computo de las funciones que calculan
los conjuntos V,, ..., V, siempre €s
necesario evaluar un predicado previo.
Para V| el predicado es

a (p) = card @ p)=2

que se corresponde con la afirmacion del
primer orador, de forma que el conjunto
Vi(p) queda determinado por éste, y el
segundo orador evaluarfa el predicado

Vp. p® s.card(@ p) = 2) A
card(plp® s,a; (M) = 2

a(s) =

Para la afirmacién tercera podemos
intentar el predicado

a3 (p) = card{sls® p,a (D} =1

de forma que el conjunto V(s) es reem-
plazado por

A

P, si cm‘d(P) =1
@, en otro caso
donde P={plp® s,a3(p))

Desgraciadamente, el conjunto

Si=lp,DNsEZ,, pEW,()

contiene pares que no son soluciones, y
se observa que las no vilidas aparecen
porque no verifican el predicado a,; en
ese caso, introducimos tal predicado en
el conjunto:

Si=(p,DNSEX,, a,(8), pEW, ()}

Probaremos que los pares asi obtenidos
son las soluciones; ello serd consecuen-
cia del siguiente

< s@paa(p)

< PR SA ay(s)

= s®pnaaz(p)

< s®praz(P)aay(sd
& peEV(S)

Antes de la demostracién hagamos
algunas observaciones; mientras las
propiedades (@) y (b) son equivalen-
cias, las restantes son implicaciones; por
ejemplo, para el valor ¢= 14, la impli-




cacién reciproca de (¢) es falsa, ya que SED p, a,(s), a5 (p)
v,18) = (11}, @18 = (9,11}, a,(18) es
cierto (ver figuras 2 y 3) pero sin
embargo 9 & V,(18) (esto ocurre por-
que @,(9) = Falso). Por otro lado, la
propiedad (d) asegura que toda solu- (SEDp, pEV, (D ={s), ¥ SEV;(p
cién obtenida con

= Las(p) = card({sED p, a,(HD =1
s=

=

Finalmente veamos (d),
PEWL(S) A ay(s)
! existe un Gnico elemento en Wy (s)

P® sa card{ plp®s, as (P} =11 az(p) A ay(s)

sol = [(p,s)|s<-[5..2*t-1], a2 s, p<-w4 s]

verifica el didlogo, y reciprocamente. S,
es vacio para valores de ¢ dentro del
intervalo 3 < t < 61, Para valores en el

intervalo 62 < t £ 1681, dicho conjunto = e
tiene un solo elemento, el par (52,17) SEVz(P) A card(pp®s, az (P} =1
que corresponde a x =4 e y = 13: el = I'por (c")

nameros de palos y cartas (de cada SEVz(PIA card{plp®s, sEV3 (P} =1
palo) de la baraja francesa. Para valo- =

res mayores de taparecen nuevos pares PEVL(S

soluciones; conjeturamos que los pares ¢
soluciones de la forma (2%, 3), donde
y es un numeros primo, se conservan
al aumentar ¢ Obsérvese la simpleza
del programa resultante con tales pre-
dicados 4. El problema de Freudenthal -

<c.q.d.>

El problema que hemos resuelto es el expuesto en Coehlo

al p = varios(sum_de p) , o .
(1988), aunque, como demostraremos a continuacion, es equi-

a2 s = varios[p|p<-ps, al pl &&
N pl_ valente al propuesto por Hans Freudenthal en 1969 (ver
and[varios (sum de p) |p<-ps] referencias en Gardner, 1980), cuyo enunciado original es:
here ps = pro_d ; L ;
where p pro_ce s SUM.- No se como vas d adivinar mi suma.
a3 p = uno[s|s<-sum_de p, a2 sl o - .

PROD.- lAjal, entonces ya sé tu suma

ad s = , uno - . ;
PP PP SUM.- Y yo tu producto.

= [], otherwise
Es facil comprobar que al didlogo anterior le corresponden

where pp = [p|p<-pro_de s, a3 pl :
los mismos predicados salvo

() = Vpp®s.car@p)=2

Demostracion del lema. (a) es trivial.
card{pl p® s,a,(p)) =2

Para probar (b)

que es reemplazado por

b, (8)=Yp. p® s.card(@ p) = 2

p (S V2 (S)
= !definicion de V3 Se observa también que podemos eliminar el predicado
PO sa(Vp. p®s.card@ p)=2) A a(p) del primer término de la conjuncién de a, por lo que
$2 p J 2 q
card{plp®s, sEV; (POt =2 éste es equivalente a

[}

tcalculo, por ()SsEVI(PI=a(PIA P®s

) =b,(s) d (Xs) =2
PO sA (V. p®s.card(@ p)=2) A (s 2 (8) mcar =

card{p| p®s,a; (P =2 La equivalencia de los dos didlogos serd consecuencia de
= la igualdad de los predicados a,y b,, que a su vez serd
P®sAa,(s) consecuencia del siguiente

Lema 4. Sea una suma s € Xt (¢ > 5) con un Gnico pro-
ducto; entonces s € {5, 6, 2+2, 2+1). Y reciprocamente,
tales sumas tienen un Unico producto.

Es evidente que (¢?) = (¢J; veamos
entonces (¢




A = Numero de productos con N sumas compatibles
B = Namero de sumas con N productos compatibles

NI 1|1 2] 3 4, 5|6
Al47(14] 1| 0| of 0] t=14
Bl 4] 4| 4] 4| 4| 3

N[ 1 21 31 4(15(6 .. 18119

A[306 (11138 (17|5]1|0|...] 0| 0] #=40

B 4| 4| 4| 4144 4
N| 1 2 |3 |4]5 718 28| 29
A|685|212|96 (36207 0 010 t=060
B| 4 4 | 4| 4|4 |4|4|4 4

b

1216 | 347 | 155 |73 |42 | 23| 6

o
(@]
~
I
Qo
=]

Tabla 1. Nomero de sumas y productos compatibles |

Demostracion. Sea 6 < s < 2¢2; si s par (= 2R): p=tt-D=xp,2=sx< y=t

6<2k<2(-2 = !lemal

- max (2, [p/t_l)s xs= l\/ z,‘(t—l)J,
d<kst-2 . = (-1)?st(t-1<#

=

f~lsx=<i-1
p=Ck-1)E+1D® s, P=(k=-2)(k+2)® s p=p

Igualmente ®4(+2) = (2t-2}, ya que
y para s impar (= 2k+1), p=1(t-2)=xp,2sx< y=t

= llema 1l
6<2k+1<2t-2

_ max(2, ,_p/tJ)s xXs [w/ 1 - Z)J,
3sk=<t-2

=

p=kk+D®s, p=(k-1)(k+2)®s, p= p

= (-2 < t(t-2)<(t-1)>
[-2=sx=<it-2

Es decir, tenemos

El reciproco se deduce de ®)5 = {6}, ®6 = {8}, by ()= 6< s<2r-2=1M4 Coi® 651

®2rD) = (Dd y ®QE2) = (L2)8 <c.q.d.>
<c.q.d.>
Corolario. Los siguientes predicados son equivalentes El lema muestra a su vez que los apar-
tados correspondientes de los lemas 2 y
b(8) = Ypp®s.card@p)=2

3 siguen siendo vilidos, por lo que
podemos  eliminar las funciones vi y
al, y reemplazar v2 y a2 por:

a(8) = b(HAcard®s)=2

Demostracion. Probaremos que los valores légicos b,(5),
| b,(6), b,(2%-2), b,(2t-1), son todos falsos; los dos primeros
resultan falsos ya que @6 =(5} y Ps ={6}; por otro lado,
el producto €#1) sélo admite tal descomposicion, ya que

v2 s = ps, and [varios(sum_de p) | p<-ps]
= [], otherwise

where ps = pro_de s

a2 s = and [varios(sum_de p) | p<-pro_de s]




5. Un programa PROLOG las siguientes transformaciones (Ruiz 1993, Wadler 1985):

(a) reemplazamos cada funcién de conjunto V por un pre-

La estrategia hacia atrds descrita, asi dicado v cuyo conjunto de éxitos (sustituciones) se iden-

como sus refinamientos, puede ser uti- tifica precisamente con V, y (b) los predicados se reem-

lizada para disefiar programas en el ) plazan directamente. En la figura 4 aparece el programa

lenguaje PROLOG teniendo en cuenta PROLOG vya traducido (la “t” representa la cota maxima).
compatible(S,P) :- nonvar(s), I,

Xmax is (8=1) // 2, Smt is S-"t”,
max (2,Smt,Xmin) , genera (X, Xmin, Xmax) ,
Y is S-X; ¥=\=X, P is X*(S-X).

compatible(s,P) :- nonvar(P), !,

Xmax is integer(sqrt(P)), Pdt is P // “t”,
max (2, Pdt;Xmin), genera (X, Xmin, Xmax) ,
Y is P // X, Y:\=X,Y=<Max,P‘is X*Y,S is X+Y.

a2(s8) :-setof(P,compatible(S;P),L),varios prods (L)
varios prods([1,.,.) -1,

Varios_prods([P|R1) i~ setof (S, compatible(s,P), [_,_I_]),varios_prods(R).
a3 (P) :-setof( S, (compatible(S,P),a2(8)),[.1).
: a4(S;Psol):—genera(S,S,”Zt—l”),aZ(S), setof(P,(compatible(S,P),a3(P)),[Psol]).

genera (L, I, ) +=.1,

: genera(I,L,M) :- L<M, L1l is L+1l, genera(I,L1,M).
max(X,¥Y,X) :— X >= Y, !,

max( ,Y,Y).

Figura 4. La estrategia hacia atrds en PROLOG

D. Warren describe oo programa en El lector podra observar la enorme dificultad de su com-
(Coehlo, 1988) parecido al nuestio, pero cam- prension (¢y su correccién?), aunque resulta mis eficiente

biando los predicados a3 v a4 en la forma ya que con el predicado a3, a través de setof, se recu-
pera jen memorial todo el espacio de blsqueda corres-

a3 (P, 8_sol) :- setof( S, pondiente a la segunda afirmacion, por lo que el progra-
(genera(s,5,”2t-1"), ma resultante es técnicamente imperativo. En el siguiente
a2(s),compatible(s,P)), [S_soll). apartado veremos una solucién también técnicamente

a4 (s,psol) :- setof(P,a3(P,s), [Psol]). imperativa, con una eficiencia similar.




La estrategia hacia adelante

De acuerdo a lo expuesto en §0 para el problema de las
bolas, podemos programar directamente la estrategia
bacia adelante; vamos a resolver, por simplicidad, la ver-
sién de Freundenthal. La idea es representar el espacio de
busqueda de alguna forma, y filtrar éste espacio sucesiva-
mente y segin las afirmaciones. Podemos intentar un
espacio de buasqueda de la forma

type Suma = Int; type Prod = Int
type EspacioBusqueda = [(Prod,Suma)]

Es decir, una lista de pares de posibles soluciones; tal
organizacién no es muy eficiente si tenemos en cuenta
que en cierto momento del proceso de criba debemos eli-
minar las sumas compatibles con cierto producto, o los
productos compatibles con cierta suma. Por ello, es més
interesante mantener una estructura que facilite la poda;
por ejemplo podemos pensar en la estructura:

type EspacioBusqueda = [([Prodl,Suma)]

donde cada suma posible aparece una sola vez,
junto con la lista de los productos compati-
bles con ella, o también

type EspacioBusqueda = [(Prod, [Suma]l)]

donde [suma] es la lista de productos compatibles con
Producto. Se puede observar que, en general, hay mas
sumas con muchos productos compatibles que productos
con muchas sumas compatibles, por lo que la primera
representacién del espacio de busqueda es mis adecua-
da, ya que implementando un filtrado especial, nos per-
mitird mejorar la eficiencia del algoritmo. La generacion
del espacio de basqueda inicial sera:

espacio_inicial :: EspacioBusqueda
espcacio_inicial = [ (pro_de s,s) |

s<-posibles_sumas]
Debemos ahora cribar segin el orden de las afirmaciones:

type FiltroP = Prod->EspacioBusqueda->Bool
— Filtra con afirmaciones
— del primer jugador
criba_P_con :: FiltroP->EspacioBusqueda
->EspacioBusqueda
criba_P_con f es =
[(ps’,s’) | (ps,s’')<-es,
ps’:[p]p<—pS, f p esl,
ps’ /= [11]

type FiltroS = Suma->[Prod]->Bool
— Filtra con afirmaciones del segundo
criba_S_con :: FiltroS->EspacioBusqueda

->EgpacioBusqueda

criba_S_con _ [l= [1
criba_S_con f ((ps@(p:ps’),s):es’)
= (ps,s):criba_S_con f es’, if f s ps

= criba_S_con f es’, otherwise

La funcién criba_P_con aplica el filtro
para cada suma y cada producto com-
patible de la lista. Sin embargo,
criba_s_con aplica el filiro para una
suma, y si no se cumple, elimina del
espacio de bisqueda dicha suma junto
con todos sus productos compatibles
en una sola vez. Los filtros para las dis-

tintas afirmaciones seran:

£3 :: FiltroP

f2,f4 :: FiltroS

f2 s es =

and [varios (sum_de p es) [ p<-pro_de s es]

f3 p es = uno (sum_de p es)

f4 s es = uno es

donde las funciones pro_de y sum_de
ahora tienen un tercer argumento (el
espacio de bisqueda):

sum_de p es = [s | (ps,s)<-es, p ‘elem’ ps]

pro_de s es = [p | (ps,s’)<-es, s’'==s, p<-ps]

La solucién al problema seri:

sol = criba_S_con f4 . criba_P_con f3

criba_S_con f2 espacio_inicial

6. Otros acertijos

Otro tipo de problemas mas complejos
son aquellos acertijos en los cuales el
nGmero de personas que intervienen es
mayor (tres o cuatro personas), cada
una ve algunos datos de los restantes
(pero no el suyo). Ejemplo de ello es la
siguiente variante del problema de los
sombreros (un curioso problema atri-
buido a J.Sebelik, 1983):

Tres personas -SEBELIK, PACO y BLAS - se
encuentran en mid babz‘i‘ac'ién,k de forma
que SEBELIK ve a PACO y a BLAS, y PACO ve
solo a BLAS (BLAS -como cast ‘Siehyb}‘e -no.ve
nada). En una ‘fmesd~ de otra babitacion hay
cinco sombyreros, dos 11egros y tres blancos. Se
apagpi la luz; un “arbitro” toma tres sombre-

ros de la mesa y los coloca en las cabezas de




las personas; después de encender la luz, se
-escucha el siguiernite diélogo:
SEBELIK:- Yo no se el color de mi
sombrero.
PACO.- En ese caso, ya sé el color del
mio. !

¢De qué color es su sombrero?

Otra variante del problema es para cua-
tro personas:

SEBELIK, PACO, PEPE y BLAS, (SEBELIK ve a
“todos, PAGO también ve a todos, PEPE ve
solo a BLAS, y, de nuevo, BLAS no ve nada);
los sombreros abora son dos blancos, uno
negro, uno rojo y uno verde, y el didlogo es
SEBELIK.- Yo no sé el color de mi
sombrero.
PACO.- En ese caso, yo tampoco.
PEPE- (Ajd!, ya sé el color del mio.

El lector puede comprobar que las téc-
nicas descritas anteriormente son ficil-
mente generalizables a tales problemas;
algunos de los resultados demostrados
anteriormente seguirdn siendo validos
con ligeros retoques.

7. Conclusiones

En este articulo hemos visto como un
lenguaje funcional moderno puede ser

Blas C. Ruiz
Francisco Gutiérrez
José E. Gallardo
Departamento de
Lenguajes y Ciencias
de la Computacién.
Universidad de Malaga

utilizado para describir la solucién a problemas de forma
proxima a la notacién del matemdtico. Ciertas conjeturas
derivadas de la ejecucion del programa con ligeros cam-
bios conducen a un estudio detallado de éstos; y vicever-
sa, un estudio detallado de la formulacion matematica del
problema permite una descripcién eficiente de la solu-
ciéon. Esta fuerte conexién ayuda a los alumnos a consi-
derar las Ciencias de la Computacién como una discipli-
na dentro de la matemdtica.
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