Generacion de
nUmeros aleatorios

Vicente Trigo Aranda
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a gran mayoria de los programas de aplicacién cientifica:
lenguajes de programacién, hojas de cilculo, paquetes
estadisticos, etc., llevan incorporadas una o varias funcio-
nes (del tipo RND, RANDOM, ALETU, etc.) que permiten
al usuario obtener nimeros aleatorios. La principal utili-
dad practica de estos niimeros radica en la simulacién de
sistemas, aunque no es despreciable su importancia en
juegos, sorteos, etc., ni en temas mucho menos prosaicos,
como la mecinica cudntica o la teoria de la evolucién.

Debe quedar claro que el tema a tratar en este articulo se
centra en un aspecto muy concreto y especifico: el estu-
dio de los métodos mas usuales implementados en el soft-
ware informdtico para generar nimeros aleatorios. Es
decir, mi objetivo es mostrar al lector una panordmica de
c6mo los programas de ordenador mids comunes «eligen

al azar» sin pretender, ni mucho menos, que el aficionado
a la informatica deba generar sus propios niimeros alea-
torios, Por tanto, en el enfoque prima mis lo divulgativo
que lo practico.

Otro tema, sin duda mucho mis apasionante, es el de uti-
lizar estos nimeros generados aleatoriamente para resol-
ver problemas practicos, mediante simulacién. Por razo-
nes de espacio no puedo tratarlo ahora pero, si resulta de
Este articulo se centra en el interés para los lectores de SUMA, en posteriores niime-
estudio de los métodos més
usuales implementados en el
software informético para
generar nimeros aleatorios. indole.
El andlisis de dichos
algoritmos se acompafia
de una panordmic
.z Ry e ° ,
de su evolucién hisiéricay | ¢ Qué se entiende por nGmeros

ros presentaré algin ejemplo de las multiples ventajas que
ofrece la simulacién para resolver problemas de toda

de tres programas en .
e . aleatorios?
Turbo Pascal que permiten
al lector comprobar o o .
determinados aspectos No es facil decidir cudndo una secuencia de nimeros es
de la exposicidn tedrica. aleatoria y, de hecho, es un problema que entra de lleno




en el terreno filoséfico. Asi por ejemplo, en palabras de
Martin Gardner, wna sucesién de digitos absolutamente
desordenada es un concepto légicamente contradictorion.
Mds concreta pero, paraddjicamente, a la vez mds abs-
tracta, es la definicién de aleatoriedad de Kolmogorov: «a
longitud del programa mis corto que diga a una miquina
de Turing como escribir la sucesién de digitos».

Si nos movemos en un terreno mas prictico, se suele
admitir que una sucesién de nimeros es aleatoria cuando
cumple las dos siguientes condiciones, propuestas por D.
H. Lehmer:

1.2 Una persona que desconozca la norma de generacién
no puede predecir el siguiente término de la suce-
sién.,

22 Si analizamos la sucesién mediante cualquier tests de
aleatoriedad (serial, rachas, gaps, maximo, CSCS, etc.)
lo supera sin problemas.

Lamentablemente, y por razones de espacio, tengo que
soslayar ahora el estudio y anilisis de los diversos tests de
aleatoriedad y uniformidad que analizan la calidad de los
nimeros aleatorios generados.

Un dltimo detalle a tener en cuenta. Nuestra meta serd
encontrar una sucesién de variables aleatorias indepen-
dientes distribuidas uniformemente en el intervalo [0,1). El
motivo por el cual centramos nuestro estudio en este
intervalo es porque a partir de una uniforme [0,1) dispo-
nemos de algoritmos mateméticos para generar otras
variables aleatorias, ya sean discretas (binomial, Poisson,
etc.) o continuas (exponencial, normal, gamma, etc.).

Tengamos presente, ademds, que aunque en teorfa los
nlimeros aleatorios [0,1) pueden tener infinitas cifras deci-
males, en la prictica nos tenemos que conformar con un
nuimero finito. Una posible forma de generarlo (utilizada
en simulacién manual) serd elegir una serie finita de digi-
tos aleatorios y considerarla como la parte decimal del
nimero aleatorio; otra posibilidad (utilizada en simula-
cién por ordenador) serd elegir un ndmero entero del
rango 0.m-1 y dividirlo después por m.

Tablas de niUmeros aleatorios

Cuando a comienzos de siglo se descubre la importancia
del azar se comienza a estudiar la obtencién de ntimeros
aleatorios. Enseguida se desecharon los métodos pri-
marios, como lanzar dardos a una diana o anotar digitos
uno tras otro seglin nos parece, porque presentan claros
sesgos que los invalidan, y se vio la necesidad de cons-
truir tablas de digitos realmente aleatorios.

En 1927 aparece la primera publicacién de este tipo. L. H.
C. Tippett cogio el censo de parroquias inglesas y tomé la
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cifra central de su superficie; su tabla
constaba de 41.600 digitos. Doce afios
después M. G. Kendall y B. Babington
construyeron, con ayuda de una ruleta
dividida en diez partes, cien mil digitos.
En 1954 Royo y Ferrer editaron su
Tablas de niimeros aleatorios y estadisti-
cos con un cuarto de millén de digitos.

La cumbre de este tipo de tablas se
alcanzé con el libro A million random
digits de Rand Corporation, publicado
en 1955. Los digitos se obtuvieron
mediante dispositivos electronicos que
producian cifras binarias aleatorias; tras
eliminar los sesgos detectados se trans-
formaban en ndmeros decimales, se
sumaban por parejas y se seleccionaba
el dltimo digito.

Este tipo de libros, como sefiala Alfred
Bork, son propios de nuestro siglo. Es
evidente que nunca antes en la historia
del pensamiento cientifico habia tenido
ningln sentido su elaboracién. ;Qué
habrian pensado Newton o Gauss de
unos libros cuyas paginas sélo contenian
digitos y més digitos?

Aparecen los ordenadores

Con la llegada de los ordenadores estas
tablas, que servian para un uso manual,
perdieron su importancia. Por un lado
su almacenamiento en la memoria del
ordenador serfa ciertamente costoso;
baste pensar en el tiempo que se
emplearfa en cargarlos y en el espacio
que ocuparian, Por otro lado, y aunque
resulte sorprendente para mucha gente,
un millén de digitos es un nimero insu-
ficiente para bastantes simulaciones. Por
cierto, y para terminar con este tema de
las tablas de ntimeros aleatorios, Warren
Weaver descubrié que en cualquiera de
ellas los digitos mas pequefios aparecen
con mayor frecuencia.

Los matemiticos se pusieron a buscar
algoritmos matemdticos para generar
nimeros aleatorios de forma que,
mediante una simple férmula matemati-
ca, pudiesen obtenerse millones y
millones de estos nimeros. De esta



forma el costo computacional de gene-
racién serfa ciertamente bajo; ademas
se tendrfa la ventaja adicional de poder
reproducir la sucesiéon estudiada en
cualquier momento, lo que facilita
enormemente la tarea de depuracion
de los programas de simulacién.

Los métodos mds practicos resultan ser
los aritméticos; es decir, aquellos en
que cada término de la sucesién se
obtiene mediante una expresion aritmé-
tica que depende del término anterior:

Xn+1 = f(Xn)

y el que da origen a la sucesion, X, se
denomina semilla.

Fn realidad estos nlimeros no serdn alea-
torios y serfa mas exacto calificarlos como
«pseudoaleatorios,, pero si la sucesion
satisface las dos condiciones anteriores
fijadas por Lehmer, en la prictica puede
ser considerada como aleatoria.

Histéricamente el primer método fue
propuesto por John von Neumann en
1946 y se conoce como «Método del cen-
tro del cuadrado». En €l se toma como
semilla un nimero de 2n digitos y se
eleva al cuadrado; como éste tendrd 4n
digitos (si es preciso se afladen ceros a la
izquierda) se toma como siguiente térmi-
no el formado por las 2n cifras centrales.

Por ejemplo, si 2n = 4 y X, = 1996 se
tendri la sucesién:
X, = 1996 X2 =03 9840 16
X, = 9840 X2 =96 825600
X,=8256 X2 =081615 36
X, = 1615 X32 = 02 6082 25

El programa CENTROCUA adjunto
codifica este método con nimeros de
cuatro cifras y, ejecutindolo, puede
comprobarse que resulta poco eficien-
te. Basta considerar semillas como, por
ejemplo, 3317 o 3792.

Vista la poca utilidad de este método
Lehmer propuso otro del mismo estilo.
Se parte de una semilla X, de n cifras y
un multiplicador k de m cifras y se cal-
cula el producto, que tendrd n + m
cifras; se tomard como siguiente nime-
ro de la sucesién el resultante de restar
a las n tultimas cifras del producto las m
primeras.
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PROGRAMA CENTROCUA

PROGRAM Centro_del_cuadrado;
USES CRT;

VAR num,r,n:LONGINT;
ch:CHAR,;

BEGIN
REPEAT
CLRSCR;
GOTOXY(22,12);
WRITECIntroduce la semilla (4 cifras): 9;
READ(num);
REPEAT
n:=0;
CLRSCR;
GOTOXY(23,D;
WRITE(‘Niimeros generados a partir de ‘,num:4);
GOTOXY(1,3);
REPEAT
num:=num*num,;
r:=num MOD 100;
num:=((num-r) DIV 100) MOD 10000;
IF (n MOD 10)<>0 THEN
WRITE(um:6,” 9
ELSE
BEGIN
WRITELN:
WRITE(um:6,”  9;
END;
n=n+tl;
UNTIL (n=100);
GOTOXY(20,25);
WRITE(Repetir (R), Continuar (©), Terminar (T) 7);
~ REPEAT
ch;=READKEY; ,
; UNTIL (ch IN [¢')C,¢, T, ¢, RD;
UNTIL NOT(ch IN [ee;
UNTIL (ch IN ['¢,"T'D;
CLRSCR;
END.



PROGRAMA LEHMER

PROGRAM Primer_metodo_de_Lehmer;
USES CRT;

VAR ch:CHAR;
num,,n k:LONGINT;

BEGIN
REPEAT
CLRSCR;
GOTOXY(22,12);
WRITE(Introduce la semilla: ),
READ(num);
GOTOXY(22,15);
WRITE(Introduce el multiplicador: 9);
READ(K);
REPEAT
n:=0;
CLRSCR;
GOTOXY(12,1);
WRITE(‘NtUmeros generados a partir de ‘,num:4);
WRITE(‘Multiplicador :20,k);
GOTOXY(1,3);
REPEAT
num:=k*num;
num:=(num MOD 10000) - (num DIV 10000);
IF (n MOD 10)<>0 THEN
WRITE(hum:6,” )
ELSE
BEGIN
WRITELN;
WRITE(um:6,” 9);
END;
ni=ntl;
UNTIL (n=100);
GOTOXY(20,25);
WRITE(Repetir (R), Continuar (C), Terminar (T) ?);
REPEAT
ch:=READKEY;
UNTIL (ch IN {'¢';C )t 1",/ RD;
UNTIL NOT(ch IN [‘c’,CD);
UNTIL (ch IN [t T'D;
CLRSCR;
END.

Por ejemplo, si k = 57 y X = 2345 se
tendra la sucesion:

kX, = 13 3665 = X, = 36065 - 13 = 3652
kX, = 20 8164 = X, = 8164 - 20 = 8144
kX, = 46 4208 = X, = 4208 - 46 = 4162
kX, = 237234 = X, =7234-23 = 7211

Como este algoritmo tampoco es muy
util para obtener ndmeros aleatorios
(puede comprobarse con el programa
LEHMER adjunto), Lehmer continué su
bisqueda y en 1948 propuso el método
que vemos seguidamente.

Método congruencial lineal

Dado un ntGmero entero positivo m
(médulo), la sucesién de nimeros alea-
torios se generard mediante la férmula:

Xy =@X +0 mod m

donde a (multiplicador), ¢ (incremento)
y X, son naturales inferiores a m.

Por ejemplo, si partimos de los valores:
m=17 a=7 c¢c=1 X =3

la sucesién obtenida serd: S, 2, 15, 4,
12,0,1,8,6,9,..

Es evidente que tarde o temprano algu-
no de los nimeros de la sucesién ten-
drd que repetirse, entrdndose asi en un
bucle ciclico, cuya longitud se denomi-
na periodo. Asi, en el ejemplo anterior
puede comprobarse que el periodo es
16; en cambio si la semilla hubiese sido
X, = 14 el periodo serfa 1.

Como es légico, los cuatro pardmetros
de partida determinan la calidad de la
sucesion y es casi un arte elegirlos ade-
cuadamente. Por una parte es conve-
niente que el perfodo de la sucesién
sea lo mayor posible y por otra que sus
términos tengan una cierta calidad ale-
atoria; es decir, que superen una serie
de tests empiricos.

Si nos centramos en lo referente al
maximo perfodo, el valor del médulo
parece sensato fijarlo en funcién del
ordenador; asi, si éste trabaja con pala-
bras de 23 bits parece aconsejable
tomar precisamente m = 232, En cuanto
a los pardmetros, a y ¢, se eligen de
acuerdo con el siguiente resultado:



Teorema: La sucesién congruencial
lineal tiene perfodo maximo, e igual a
m, siy sélo si se cumple:

i) ¢y m son primos entre si.

i) a—1 es mltiplo de todos los primos
que dividen a m.

ii) Si m es maltiplo de 4, a—1 también
lo es.

Tan 4til y cémodo de codificar es este
método ideado por Lehmer que resulta
numerosisimo el software basado en él
para simular el azar. Asi, por ejemplo,
en Turbo Pascal el generador de nime-
ros aleatorios de tipo REAL sigue un
algoritmo de congruencia lineal con los
siguientes parametros:

m=2% c¢=1 a=134775.813

También se emplea este método en la
rutina MTH$RANDOM de la libreria
VAX/VMS, con los valores:

m=22 c¢c=1 a=69.069

El tercer programa adjunto, CON-
GRUEN, codifica este algoritmo de con-
gruencia lineal y permite trabajar con
datos de tipo LONGINT. Ademds, si el
usuario asi lo decide, estudia si los
datos introducidos satisfacen las tres
condiciones del teorema anterior, gene-
randose de esta forma una secuencia
de perfodo miximo.

Generadores multiplicativos
puros

El método multiplicativo puro es un
caso particular del algoritmo congruen-
cial, en donde el incremento se toma
nulo. Por tanto, en estos generadores la
expresidon recurrente podrd escribirse
en la forma:

= AN
X, =a" X, mod m

Es evidente que, de acuerdo con el teo-
rema anterior, el periodo no podra ser
nunca m pero, a cambio, la rapidez de
generacién de estos nimeros serd
mayor. Ademds, con un poco de cuida-
do puede obtenerse un periodo igual a
m-1, lo que en la prictica es lo mismo
que si fuese m. Para ello hay que basar-
se en el siguiente resultado:
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PROGRAMA CONGRUEN

PROGRAM Algoritmo_de_congruencia_ lineal:
{$N+E+)

USES CRT;

VAR a,c,m,x,semilla:LONGINT;
decimales:EXTENDED;
contador:1..80;
tecla,pulsar:CHAR,

FUNCTION primo(x: LONGINT):BOOLEAN;
VAR z:LONGINT;
BEGIN

primo:=TRUE;

IF (x MOD 2 = 0) AND (x>2) THEN primo:=FALSE

ELSE
FOR z:=1 TO TRUNC(SQRT(x)/2) DO
IF x MOD (2*z+1)=0 THEN primo:=FALSE;

END;

FUNCTION primos_entre_si(u,v:LONGINT):BOOLEAN;
VAR al,a2,r:LONGINT;

BEGIN
IF (u=1) OR (v=1) THEN primos_entre_si:=TRUE
ELSE
BEGIN
IF u>=v THEN BEGIN al:=u;a2:=v; END
ELSE BEGIN al:=v;a2:=u; END;
REPEAT
= al MOD a2;
al:=a2;
az:=r;
UNTIL r=0;
IF al=1 THEN primos_entre_si:=TRUE
ELSE primos_entre_si:=FALSE;
END;
END;

PROCEDURE periodo;
VAR p:LONGINT;
BEGIN
IF primo(m) THEN WRITE(PERIODO NO MAXIMO”) ELSE
IF (m MOD 4=0) AND ((a-1) MOD 4 <>0) THEN
WRITE(PERIODO. NO MAXIMO”)
ELSE IF primos_entre_si(m,c)=FALSE THEN
WRITECPERIODO NO MAXIMO?Y)
ELSE
BEGIN
FOR p:=2 TO TRUNC(SQRT(m)) DO
BEGIN
IF (m MOD p=0) AND (primo(p)) THEN
BEGIN
IF ((a-1) MOD p)<>0 THEN
BEGIN
WRITE(PERIODO NO MAXIMO;
EXIT;
END;



END;
IF (m MOD p=0) AND (primo(m DIV p)) THEN
BEGIN
IF ((a-1) MOD (m DIV p)<>0 THEN
BEGIN
WRITE(PERIODO NO MAXIMO?),
EXIT;
END;
END;
END;
WRITE(PERIODO MAXIMO");
END;
END;
BEGIN
REPEAT
{Introduccién de datos}
CLRSCR;

GOTOXY(10,8);WRITE(;Valor de a? 9;READLN(2);
GOTOXY(10,11);WRITE('Valor de ¢? ):READLN(O);
GOTOXY(10,14); WRITE(;Valor de m? );READLN(m);
GOTOXY(10,17); WRITE(;Semilla? );READLN(semilla);
REPEAT

GOTOXY(10,20);

WRITE(;Deseas saber si alcanza periodo maximo?

(S/N) 9;CLREOL;

GOTOXY(57,20);pulsar:=READKEY;

UNTIL pulsar IN ['s’,’S’,n’,'N’];

IF UPCASE(pulsar)='S’ THEN
BEGIN
periodo; ;
REPEAT UNTIL KEYPRESSED:;
END; ‘

{Cilculo de 1a secuencia aleatoria)

x:=semilla;

REPEAT
CLRSCR;
GOTOXY(10,2);WRITE(‘a = ,a);
GOTOXY(35,2);WRITE(‘c = *,¢):
GOTOXY(60,2); WRITE('m = ,m);

GOTOXY(1,4);
FOR contador:i=1 TO 80 DO
BEGIN
WRITE(x:9,” 9;

IF contador MOD. 8=0 THEN WRITELN;
decimales:=FRAC((1.0*a*x+c)/m);
x:=ROUND(decimales*n);
END;
GOTOXY(20,24);
WRITE(Repetir (R), Continuar (C), Terminar (T) ? 9);
REPEAT
tecla:=READKEY;
UNTIL (tecla='R’) OR (tecla="C’) OR (tecla="T")
OR (tecla="t") OR (tecla="c’) OR (tecla='t");
UNTIL (tecla<>'C’) AND (tecla<>'c’);
UNTIL (tecla="T") OR (tecla="t") ;
CLRSCR,
END.

Teorema: Consideremos una sucesién
congruencial lineal de médulo m,
nimero primo mayor que 2, e incre-
mento ¢ nulo. Tendrd periodo miximo,
e igual a m-1, si para todos los diviso-
res primos q de m-1 se satisface que
a™V4 no es congruente con 1 médu-
lo m.

Por ejemplo, si tomamos los siguientes
pardmetros:

m=2%+1=65537 a=75

podemos comprobar que se satisfa-
cen las condiciones del teorema ante-
rior y, por tanto, su periodo serd

65.536:

Es sencillo ver que m es primo y como
el tnico divisor primo de m-1 es 2,
basta con calcular el valor de (7532768
mod 65.537). Ya se haga manualmente
0 con ayuda del ordenador, es ficil
obtener que el resto de esa potencia no
es 1, sino 65.536.

Curiosamente éste era el generador de
nimeros aleatorios que llevaba imple-
mentado el BASIC del popular y queri-
do ZX-Spectrum.

Pero los generadores multiplicativos
puros no sélo se empleaban en aque-
llos entusiastas afios del nacimiento de
la microinformatica. En la actualidad
también hay muchos programas que los
utilizan; asi, por ejemplo, lo podemos
encontrar en la librerfa de rutinas mate-
mdticas y estadisticas IMSL, con los
pardmetros:

m =23 — 1 =2147.483.647
a = 950.706.376

Por dltimo, indicar que cuando el
médulo m no es primo se acostumbra
trabajar con valores que sean potencias
de 2 o de 10. En el primer caso (m = 27,
con z > 3) el perfodo maximo posible
es m/4 y exige que a sea 3 0 5 médu-
lo 8. Si m =10% con z > 4, y la semilla
no es miltiplo de 2 o 5 el periodo
maximo es 5:10%2 si y sélo si @ médulo
200 es alguno de los valores siguientes;
3,11, 13, 19, 21, 27, 29, 37, 53, 59, 61,
67, 69, 77, 83, 91, 109, 117, 123, 131,
133, 139, 141, 147, 163, 171, 173, 179,
181, 187, 189 y 197.



Epilogo

Existen muchos otros métodos en la
literatura cientifica para generar name-
ros aleatorios (congruencias aditivas,
lineales generales, mezcla de varias,
etc.) pero, hoy por hoy, los congruen-
ciales lineales continian siendo los pre-
dominantes en la industria informatica
ya que, con pardmetros apropiados (y
todos los comentados anteriormente lo
son), se pueden generar en poco tiem-
po sucesiones formadas por miles de
millones de numeros aleatorios que
superan sin problemas los test empiri-
cos de aleatoriedad y uniformidad.

Vicente Trigo
IB Félix de Azara

Zaragoza

A estas alturas, y para concluir este breve paseo por el
mundo de la implementacién del azar en los ordenadores,
quizas lo més apropiado sea citar la célebre frase del mate-
mitico R. Coveyou: dLa generacién de nimeros aleatorios
es demasiado importante para dejarla en manos del azap,
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